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Grafové ulohy
‘ Jarda Han¢/

Tento prispévek jsem napsal pro dvé prednasky. Prvni bude predevsim teore-
tickd (znalym ale klidné mohu zadat piiklady) a v druhé se uz mizete tésit na
mnoho tuloh, zejména téch z olympidd.

Zakladni definice

Definice. Graf G je uspofddana dvojice G = (V, E), kde V' je neprazdna mnozina
a F je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Jinak fe¢eno V je mnozina
vrcholii a E je mnozina hran. Je-li e € E hrana grafu, pak e = {u,v}, kde u,v € V.

Definice. Graf, ve které mezi kazdymi dvéma vrcholy miize vést libovolny pocet
hran, nazveme multigraf. Graf, ve kterém hrana neni pouze dvojice, ale neuspora-
dana n-tice se nazyva hypergraf.

Definice. Graf G' = (V',E’) se nazyvd podgrafem grafu G, jestlize V' C V a
E' C E.
A nyni si jesté popiSeme specidlni pripady grafi:
(i) Uplny graf na n vrcholech (K, ) je graf kde E = (‘2/), tedy graf, ve kterém
jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.
(ii) Uplny bipartitni graf na m a n vrcholech (Ky,.,) je graf kde V = V; U Vs,
kde V1, V3 jsou disjunktni a E = {{v1,v2};v1 € V1,09 € Va}.
(iii) Cesta na n vrcholech (P,) je graf, kde E = {{v;,vi41};i=1,--- ,n— 1},
tedy graf tvofeny jednou ,Carou“.
(iv) Kruznice na n vrcholech (Cy,) je graf kde

E={{vi,v,}} U{{vi,viz1};i=1,...,n—1},

tedy graf tvofici ,kruznici“.

Souvislé grafy

Definice. Sled je posloupnost ne nutné riznych vrcholi (vg,v1,...,v,), kde
{vi,viy1} € E, tedy kazdé dva sousedni vrcholy jsou propojeny hranou. Tah je
sled, ve kterém se neopakuji hrany, tj. {v;,viy1} # {vj,vj41} pro i # j. Cesta je
tah, ve kterém se neopakuji vrcholy, tj. v; # v; proi # j. Uzavieny tah, uzavieny
sled a uzaviend cesta jsou tah, sled a cesta, ve kterych vy = v,,.
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Definice. Rekneme, Ze graf G je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho
vrcholy existuje cesta. Komponenta grafu je maximalni souvisly podgraf. Kazdy
graf Ize jednoznacné rozlozit na komponenty.

Definice. Stupném vrcholu nazveme pocet hran, které jej obsahuji a znac¢ime
dege(v). Tedy jinak napsdno degg(v) = |{e;v € e € E}|. Skére grafu G je po-
sloupnost stupni vsech jeho vrcholii.

Véta. (Princip sudosti)  Pro kazdy graf G plati ) . dega(v) = 2|E].

Rovinné grafy

Definice. Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. List je vrchol stupné
jedna. Kostrou grafu G rozumime kazdy strom T, pro ktery T(E) C G(FE) a
V(T) =V(G).

Véta. Pro kazdy strom T = (V, E) plati |E| = |V|—1.

Definice. Rovinny graf je graf G, ktery je mozné nakreslit do roviny bez kiizeni
hran. Potom Sténou rovinného grafu G nazveme minimalni ¢ast roviny ohranicenou
hranami. Pocet stén grafu znacime s(G).

Véta. (Eulerova formule)  Pro kazdy rovinny graf G plati |V| — |E| + s(G) = 2.

Dusledek 1.  Necht graf G je rovinny a necht |V| > 3. Pak |E| < 3|]V| -6, a
tedy specialné K5 neni rovinny.

Dausledek 2.  Necht graf G je rovinny, neobsahuje trojihelnik a necht |V| > 3.
Pak |E| < 2|V| —4, a tedy specidlné K3 3 neni rovinny.

Véta. (Kuratowski, 16 let) Graf G je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje
grafy K33 nebo K5 jako podgrafy.

Piiklady

A ted se nauéime vyuzivat tuto teorii v praxi.

Priklad 1. (RUSSIA 2001) Je dén graf G na 2n + 1 bodech takovy, ze pro
kazdou mnozinu n bodd v G existuje dalsi bod p z G, ktery je hranou spojen
s kazdym bodem této mnoziny. Dokazte, Ze pak existuje bod se stupném n — 1.

Priklad 2. (IMO 1964) Dokazte, Ze pro libovolné obarveni hran tplného grafu
K7 tfemi barvami najdeme v tomto grafu tfi hrany, které jsou obarveny stejnou
barvou a tvofi trojuhelnik.
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Priklad 3. (JAPAN 1997) Necht G je graf na 9 vrcholech. Déle pro kazdou
mnozinu péti vrcholt v G existuji alesponi dvé hrany z G, které zacinaji a konci
v této mnoziné. Uréete minimélni mozny pocet hran v grafu G.

Priklad 4. (VIETNAM 1998) Urdete minimalni &, pro které existuje graf na 25
vrcholech takovy, ze jednak kazdy vrchol je spojen hranou s pravé k dalsimi vrcholy
a jednak pro kazdé dva vrcholy nespojené hranou existuje vrchol, se kterym jsou
oba dva spojeny.

Piiklad 5. (CZECH-SLOVAK MATCH 2) V uzaviené spole¢nosti N > 6 lidi
si kazdy clovék zatancil tuéndka(bohuzel pouze ve dvou) s pravé tfemi dalsimi
Cleny této spolecnosti. Dokazte, ze tato spoleCnost mize byt rozdélena na dvé
podspolecnosti tak, Ze kazdy ¢len méa ve své podspolecnosti alespon dva kamarady,
se kterymi nékdy tancil tucnéka.

Priklad 6. (JAPAN 1998) Klub JASTIR m4 2008 ¢lenti, ktefi se bud znaji,
nebo neznaji. AvSak plati, Ze mezi libovolnymi tfemi ¢leny je dvojice, kterd se
nezna. Kolik maximélné mize v klubu JASTIR existovat znamosti?

Priklad 7. (IMO 1992) Uvazujme tplny graf Ky, jehoZ hrany jsou bud modré,
cervené nebo bilé. Dokazte, ze pokud jsou pravé tii hrany bilé, potom existuje
trojuhelnik, ktery mé vSechny hrany obarvené stejné.

Priklad 8. (AUSTRALIA 1992) Tane¢niho veceru se tucastnilo 17 lidi. Zjistilo
se, ze kazdy ¢lovék znal na vecirku pravé ¢tyti lidi. Dokazte, Ze pak existuje par
lidi, ktefi nejsou zndmi a ani nemaji spoleéného znamého.

Piiklad 9. (BRITISH 1987) Mezindrodni konference se u€astnilo 1985 vlasto-
vek. Je znamo, ze v kazdé skupiné t¥i vlastovek byly dvé, které umély zazpivat
stejnou pisnicku. Za pfedpokladu, ze kazda vlastovka umi maximalné pét pisnicek
dokazte, ze alespon 200 vlastovek si mtze sborové zazpivat jednu pisnicku.
Pfiklad 10. (E1) Ve skupiné n lidi plati, ze kazd4 podskupinka ¢ty¥ lidi vzdy
obsahuje ¢lovéka, ktery znd zbylé t¥i(znalost je vzdjemnd). Dokazte, Ze v této
skupiné existuje ¢lovek, ktery zna vsechny ostatni.

Priklad 11. (E2) Mséjme Sachovnici 3 x 3, na které jsou v dolnich rozich dva

bili a v hornich rozich dva ¢erni koné. Uréete nejmensi pocet tahti, ve kterych si
koné vymeéni pozice(tj. bili koné budou nahofe a ¢erni dole).

Priklad 12. (E3) Dokéazete do pravidelného pétitthelniku nakreslit triangulaci
takovou, ze kazdy vrchol ma sudy stupen?
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KAGH - nerovnosti v geometrii
‘ Rasto Olhava

Predtym neZ sa za¢neme zaoberat samotnymi KAGH-nerovnostami, povieme
si ¢o predstavuju jednotlivé pismenka v tomto podivnhom nazve.

Priemery
Definicia. Kvadratickym priemerom ¢isel ay, as, . .., a, nazyvame ¢islo:
2 24 ... 2
K= \/ aitay+---+ap
n
Definicia. Aritmetickym priemerom disel aq, as, ..., a, nazyvame cislo:
a1+a2+...+an
A =
n
Definicia. Geometrickym priemerom d¢isel ay, as, . .., a, nazyvame ¢islo:
G = Yaias .. . a,
Definicia. Harmonickym priemerom d¢isel ay,as, ..., a, nazyvame ¢islo:
n
H:L+L+W+L
aq a Ay,

Veta. (KAGH-nerovnosti)  Pre aj,as,...,a, kladné plati:
K>A>G>H

Na prednéske si ukdzeme, ako dokézat toto tvrdenie pomocou jednoduchych
geometrickych obrazcov. V nich sa poktsime najst Gse¢ky odpovedajice vyssie
uvedenym priemerom a porovnat ich. Pri nasom hladani sa ndm zidu aj niektoré
zname vety z geometrie:

Veta. (Euklidova o vyske) Nech AABC je pravouhly s preponou AB. Oznacme
v, velkost vysky spustenej z vrcholu C' a cq, ¢, dlzky tisekov vymedzenych pétou
tejto vysky na strane AB. Potom plati nasledujtci vztah:

2

Ve

= Cq " Cp

Veta. (Pythagorova) Nech AABC je pravouhly s preponou AB. Pri standard-
nom oznaceni stran plati:
A =a®+ 0
Zvysny ¢as prednasky vyplnime podla chuti. Napriklad roznymi aritmetickymi
dokazmi uvedenych nerovnosti, definovanim mocninného priemeru radu p.



Kruhova inverze
\ Michal Rolinek

Kruhova inverze je bezesporu jednou z nejzajimavéjSich partii rovinné geo-
metrie. Neni se ¢emu divit. Kdo by nebyl okouzlen tim, jak pfimky prechazeji
v kruznice a kruznice v pfimky, jak se body pfesouvaji do nekonec¢na a zpatky a
také tim, jak mocnou zbrani pfi feseni tloh mutize byt toto exotické zobrazeni. Nez
se naplno pustime do taju a kras kruhové inverze zavedeme si par pojmii.

Definice. Ke vsem bodum roviny, které zname, pridame jesté bod oo a tvrdime,
Ze jim prochazeji vSechny piimky.

Najednou nemizeme Fict, ze pfimka nema konec. Vsimni si, Ze uz tady se rozdil
mezi pfimkou a kruznici zaciné stirat.

Umluva. Aby se ndm usnadnilo vyjadiovani, budeme pfimkam a kruznicim Fikat
souhrnné kruhové kiivky.

Co je kruhova inverze?

Definice. Kruhova inverze je zobrazeni, které bodum roviny pfifazuje opét body
roviny, a to néasledujicim zptisobem. Necht je ddna kruznice i(I,r), bodu X z nasi
roviny prifadime bod X' na polopfimce SX tak, aby platilo:

|XTI||X'I| = r?

Specialné I — oo, 00 — I. Kruznici i budeme fikat inverzni kruznice a bodu I
stred inverze.

Vlastnosti kruhové inverze

Pozorovani. Body, které lezely uvnitf kruznice I se zobrazi ven a naopak.

Pozorovani. Dvakrat provedend inverze podle stejné inverzni kruznice je iden-
tita.

Problém. Jak kruzitkem a pravitkem zkonstruovat obraz bodu X v dané kru-
hové inverzi? (Napovéda: Vzpomeii si na Euklidovy véty)

Kruhova inverze neni shodné ani podobné zobrazeni. Pfesto vSak je mozné vy-
jadrit vzdalenost obrazii dvou bodt pomoci vzdalenosti vzorti a parametrt inverze.
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Méme-li body X, Y a jejich obrazy X’,Y’ v kruhové inverzi podle (I, r). Plati

7,2

X'Y'| = |XY | ooae
XV = XYl rexsy

~evs

Tvrzeni. (Nejdilezitéjsi) Obrazem kruhové kiivky je v kruhové inverzi opét
kruhova kiivka.

Poznamka. Pozor! Kruhova inverze sice docela ¢asto zobrazuje kruZznice na
kruZnice, ovSem obecné neplati, Ze by se na sebe zobrazily i jejich stiedy.

Cviceni. Urdete mnozinu vSech samodruznych bodt, pfimek a kruznic v kruhové
inverzi.

Cviceni. Co se stane s rovnostrannym trojuhelnikem, pokud ho zinvertujeme
podle jeho opsané kruZnice?

Cviceni. Co se stane se ¢tvercem zinvertujeme-li ho (i s thlop¥i¢kami) tentokrat
podle kruznice vepsané?

Poznamka. Kruhova inverze také zachovava thly mezi kiivkami. Co pfesné to
znamena, si vysvétlime na prednasce.

Konstrukcni tlohy feSené pomoci kruhové inverze

Nyni si poprvé ukdzeme, jak nam kruhové inverze muiize usnadnit praci v jinak
obtiznych ¢i nefesitelnych tlohach. Nejprve to budou tlohy konstrukéni. S kruho-
vou inverzi nejvice souvisi takzvané Apolldniovy tlohy. To jsou tlohy, ve kterych
je tkolem zkonstruovat kruznici, kterd by se dotykala t¥i zadanych prvka (mohou
jimi byt bod, pfimka, ¢ jind kruznice). Napiiklad Apolléniova tloha bkk tedy zni:
Sestrojte kruznici, kterd prochézi danym bodem a dotyka se dvou danych kruz-
nic. Na pfednasce vSechny Apolléniovy tlohy vyfeSime (samozfejmé s vyuzitim
kruhové inverze).

Piiklad. (Uloha navrhovana na IMO 1985) Je dan AABC, zkonstruuj uvnit¥
ABC bod D, tak aby trojuhelniky ABD, ACD, BCD mély stejny obvod.
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Diikazové ulohy fesené pomoci kruhové inverze

Dosud se kruhova inverze mohla zdat jako zajimavy, avSsak ne moc uziteény
vystrelek. Nyni si v§ak kruhovou inverzi predstavime jako silny néstroj pii feSeni
uloh z geometrie podobnych tém z MO. Jeji pouziti je ¢asto velmi necekané. Neni
zaddny univerzalni navod, jak poznat, které tlohy se daji pomoci kruhové inverze
fesit, pouze nékolik obecnych doporuceni, které si povime na prednésce.

Piiklad 1. Jsou dany kruznice ky,ko,k3 a kg takové, ze ko a k4 se obé dotykaji
k1 i k3. Dokazte, ze body dotyku lezi na jedné kruznici.
Priklad 2. Dokazte Ptolemaiovu nerovnost. Ta fiké, Ze pro kazdy ¢tyfahelnik
ABCD (s obvykle zna¢enymi délkami stran a, b, ¢, d a thloptickami e, f) plati
ac+ bd > ef s rovnosti pravé pro tétivovy ¢tyruhelnik.
Priklad 3. (Rakousko-polské stfetnuti 1998) Pfimky p a ¢ se protinaji v bodé
P. Ptimka p je spole¢nou te¢nou kruznic ki1 a ko, které maji vnéjsi dotyk v bodé P
a primka ¢ je spole¢nou te¢nou kruznic l; a [y, které se téz zvendéi dotykaji v bodé
P. Dokazte, ze zbylé prusec¢iky kruznic ki, ko, l; a s lezi na jedné kruznici, pravé
kdyz p L q.
P¥iklad 4. (Uloha navrhovana na IMO 2003) Mé&jme opét bod P jako vnéjsi
bod dotyku kruznic ky a k3 a kruznic ke a k4. Zbylé pruseciky kruznic (k1 N ko,
kaNks ... ) oznafme po fadé A, B, C, D. Dokazte, ze plati

|AB||BC| |PB|?

|AD||DC| — |PDJ?
Priklad 5. (IMO 1996) Necht P je bod uvniti A ABC takovy, ze |[<APB| —
— |<ACB| = |<APC| — |[<ABC)|. Dokazte, ze osy uhli ABP a ACP protinaji
pfimku AP v jednom bodé.

Priklad 6. Mé&jme pulkruznici k s pramérem PQ a kruznici [, kterda ma vnitini
dotyk s k a dotyka se useCky PQ v bodé C'. Sestrojme te¢nu ke kruznici I, ktera
je kolma na P(@Q a ozna¢me postupné A, B jeji pruseciky s k a s useckou CQ.
Dokazte, ze AC je osou tthlu PAB.

Piiklad 7. Oznac¢me p polovinu obvodu AABC'. Na pfimce AB nalezneme body
E, F, tak aby platilo |CE| = |CF| = p. Dokazte, ze kruznice opsand AEFC se
dotyka kruznice pripsané AABC ke strané AB.

Piiklad 8. Dokazte, Ze kruznice deviti bodt se dotyka kruznice vepsané i vsech
kruznic pfipsanych.

Piiklad 9. Kruznice vepsand AABC se dotyka stran AB, BC, C'A postupné
v bodech K, L a M. Dokazte, ze stfed kruznice opsané a stred kruznice vepsané
ANABC, ortocentrum AK LM lezi v ptrimce.
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Priklad 10. Mame dan ostrotuhly trojihelnik ABC a bod D uvnitf trojihelnika
takovy, ze plati |AC||BD| = |AD||BC| a |[<ADB| = |<ACB| + 90°. Zjistéte
hodnotu podilu

|AB||CD|

|AC||BD|’



Lehka teorie cisel na brutalitach
‘ Franta Konopecky

Uvod

Tato pfednaska je pfepracovanou verzi Vitovy pfednasky pied dvéma lety dopl-
néna o priklady, které mi ptisly ke zvolenému tématu zajimavé, nadzorné a ne tplné
jednoduché. Prednaska je nenaro¢na na predchozi znalosti, z hlediska prikladd,
které na ni vyfesime, bude vsak patfit k tézsim. Takze kdo chcete s minimalnimi
znalostmi FeSit drsné tlohy, je vam prednasky brana oteviena.

Zavedeme si na uvod jeden dtlezity pojem, af méme odborné terminy z krku,

a to pojem kongruence.

Kongruence

Definice. Mgéjme celd ¢isla a a b a pfirozené ¢&islo n. Pokud n|(a — b), fekneme,
Ze ¢isla a a b jsou kongruentni podle modulu n (pfipadné kongruentni modulo n),
a piseme a = b (mod n).

Poznamka. JednoduSe bychom fekli, Ze ¢isla a, b jsou kongruentni modulo n,
pokud davaji stejné zbytky po déleni ¢islem n.

S kongruencemi se d& pracovat skoro stejné jako s rovnicemi. K obéma stra-
nam kongruence muzeme pti¢ist (nebo odedist) libovolné celé ¢islo a muzeme je
vynasobit jakymkoli nenulovym c¢islem. Délit je ale mozné jen ¢isly nesoudélnymi
s modulem (tak se ¥ikd tomu ¢islu n z pfedchozi definice). Také mizeme seéist,
odecist nebo vynasobit libovolné dvé kongruence podle stejného modulu.

O kongruencich plati nékolik zajimavych tvrzeni, ktera si na prednasce poradné
vysvétlime:

Véta. (mald Fermatova) Méjme prirozené ¢islo a a prvodislo p, které nedéli a.
Potom plati a?~! =1 (mod p).

Véta. (Bezoutova) Necht jsou a a b celd ¢isla, jejich nejvétsiho spolecného dé-
litele zna¢me d = (a,b). Potom existuji celd ¢isla x a y takovd, Ze ax + by = d.
Specialné pokud jsou a a b nesoudélna, existuji c¢isla x, y takova, ze ax + by = 1

Véta. Bud p libovolné prvodislo p a a ¢islo s nim nesoudélné. Potom existuje
mezi Cisly 1, 2, ..., p— 1 prévé jedno ¢islo b, pro které ab =1 (mod p).
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Eulerova funkce a Eulerova véta

Definice. (Eulerova funkce) At je n pfirozené ¢islo. Pocet vSech s n nesoudél-
nych prirozenych ¢isel, jez jsou mensi nebo rovna n, znacime ¢(n). Této funkci
fikdme FEulerova.

Véta. At jen pfirozené éislo vétsi nez 1 a at jen = p1®1py®? - - - p®* jeho rozklad

na soucin prvocisel (p1, p2, ..., Pr jsou po dvou ruzna prvocisla, ai, as, ..., ai
jsou pfirozend ¢isla). Potom plati ¢(n) = n(1 — p%)(l - p%) (1 pik)

Véta. (Eulerova) Budte a celé ¢islo a m prirozené ¢islo nesoudélné s a. Potom
plati a?(™ =1 (mod m).

Piiklady

Nejdiiv néco na kongruence:

Piiklad 1. Dokazte, ze druhd mocnina pfirozeného ¢isla dava po déleni ¢tyimi
jen zbytky 0 a 1.

Priklad 2. (Kanada 1973) Ukazte, Ze jestlize jsou ¢isla p a p + 2 obé prvodisla,
tak potom bud p = 3 nebo 6|(p + 1).

Piiklad 3. Transformaci ¢isla budeme rozumét jeho nahrazeni vlastnim cifer-
nym souctem. Zacnéme s 20072907 a udélejme ¢tyfi transformace. Jaky dostaneme
vysledek? (Kanada 1989)

Piiklad 4. (Brazilie 1989) n je pfirozené ¢islo takové, ze
Ukazte, ze pak n je ndsobek tii a ¢isla n +1 a 5 jsou téz ¢tverce.

% je ¢tverec.

Priklad 5. (Prasatko, 24. ro¢nik, 5. série) Bud p dané prvocislo. Najdéte vSech-
na celé é&sla a, b splijici a? = b (mod p).

Tady uz hledejte pouziti malé Fermatovy a Eulerovy véty:

Priklad 6. (Irsko 2000)  Definujme f(n) = 5n'3 +13n® +9kn. Najdéte nejmensi
prirozené ¢islo k takové, ze je f(n) délitelné 65 pro vSechna n.

Priklad 7. (Irsko 1996) Ukaizte, ze €islo 2P + 3P nemiZze byt n-t4 mocnina
(n > 1) pro p prvocislo.

Piiklad 8. Ukazte, ze pro kazdé prvocislo p muzeme najit nekoneéné mnoho
ptirozenych ¢isel n takovych, ze p déli vyraz 2" — n. (Kanada 1983)

Priklad 9. Existuje pfirozené ¢islo N délitelné presné 2007 rtiznymi prvodéisly
(prvoéisla mohou vystupovat v N v riiznych mocninach) takové, ze N déli 2V — 27
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(kdyZz vam to k néfemu bude, mizete pfedpoklddat, Ze prvocisel ve tvaru 4k + 3
je aspoii 3000).

Priklad 10. (Prasatko, 24. roénik, 5.série)  Necht n je pfirozené ¢islo a p prvo-
¢islo takové, ze p|n? + n + 1. Dokaite, ze p =1 (mod 6) nebo p = 3.

Piiklad 11. UvaZujme posloupnost aj, as, ... definovanou vztahem a,, = 2" +
+3"+46™—1. Urcete vSechna prirozena ¢isla, ktera jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem
této posloupnosti. Napovéda: jediné nesoudélné ¢islo se vSemi ¢leny posloupnosti
je ¢islo 1. (IMO 2005)

Piiklad 12. Cislo nazvéme pruhované, pokud jsou jeho &islice stiidavé liché a
sudé. Ukazte, ze vSechna c¢isla n nesoudé€lna s 10 maji néjaky pruhovany nasobek.
Upgrade: ukazte, ze vSechna ¢isla nedélitelnd dvaceti maji pruhovany néasobek.
(IMO 2004)

Priklad 13. (Brazilie 1992) Dokazte, Ze existuje ptirozené ¢islo n takové, ze
prvnich 1992 ¢islic z n'%9? jsou jednicky.

Priklad 14. (IMO 2000) MiZeme najit ¢islo N délitelné pravé 2000 rtiznymi
prvoéisly (v libovolnych mocninach) takové, ze N déli 2V + 17
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Matematicka indukce

\ Haria Bendova

Uvod

V této prednasce si budeme povidat o matematické indukci, coz je véc nadmiru
uzite¢nd; bude se vam jisté jesté mnohokrat hodit, az budete dumat nad zalud-
nymi tlohami z PraSatka ¢i matematické olympiddy nebo zkratka az budete mit
neodbytnou touhu dokazat néco pékného.

Princip matematické indukce

Matematickad indukce je jedna ze zakladnich dikazovych metod, kterd se ob-
vykle pouziva, chceme-li dokazat, ze néjaké tvrzeni ¢i matematickd véta plati pro
v8echna prirozena Cisla.

Dukaz matematickou indukci spociva v tom, Ze nejprve ukazeme, Ze tvrzeni
T'(n) plati pro nejmensi ¢islo n (vétSinou n = 1), a nasledné dokazeme, Ze jestlize
tvrzeni T'(n) plati pro v8echna n < k (tomu se obvykle ¥ika indukéni predpoklad),
pak platiiT'(k+1). Muzes si snadno rozmyslet, ze takovyto dikaz opravdu funguje.

Ukazeme si jednoduchy priklad, ktery nadm ptiblizi, jak Ze se tedy v praxi
dikazy matematickou indukci provadéji.

Vzorovy priklad. Ukéazeme, Ze pro vSechna n € N plati

1424 +n= w

Vzorové feSeni vzorového prikladu.
Prvni krok: Tvrzeni T'(1) vypadéd jako 1 = 15—2, coz jisté plati.
Druhy krok: Predpokladejme, ze plati T'(n) pro vSechna n < k (¢islo k ndm zadava
yneptitel“). Checeme ukazat, ze T'(k+ 1) je pravda. Miizeme si vypomoci tvrzenim
T(k), které zni:
k(k+1)

5

Pri¢teme tedy na obé strany této rovnosti ¢islo k + 1 a upravujme:

1424 +k=

1
@Jrkﬂ

(k+2)(k+1)
2

1+24-+k+(k+1)=

1+24 - +k+(k+1) =

13
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Ale to je ptresné tvrzeni T'(k + 1). Jsme tedy hotovi.

Cviceni
Piiklad 1. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
1

2422+ 4P = gr(n+1)@n+1).

Piiklad 2. Dokaz, ze pro vSechna n € N plati
P44 4n=01+2+--+n).

Piiklad 3. Mgéjme n pfimek v roviné. Dokaz, Ze tyto pfimky déli rovinu nejvyse
na in(n+ 1)+ 1 oblasti.
Priklad 4. Méjme kruh a n bodu, které lezi na jeho obvodu. Kazdé dva body
spojme tuseckou. Na kolik ¢asti tim rozdélime kruh?

Piiklad 5. Dokaz, Ze oblasti v rovinné mapé, kterd je tvofena n kruznicemi,
z nichz kazda protind vSechny ostatni, lze obarvit dvéma barvami tak, Ze spolu
nesousedi zadné dvé oblasti stejné barvy.

Piiklad 6. Dokaz, ze pro vSechna n € N plati
! + = + ! +--+ ! <1
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) '
Priklad 7. Dokaz, Ze pro v8echna n € N plati
A+173HA+27%)---1+n3) <3,
Piiklad 8. Dokaz, ze mezi kazdymi 27! ¢&isly lze najit 2" &isel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.
Priklad 9. Dokazte, Ze nerovnost
! + ! +- !
n+1l n+2 2n
plati pro vSechna n > 2.
Piiklad 10. Doka?, Ze viraz 1 + 247+2 4 34n+2 4 44n+2 4 54nt2 4 gin+2 jo pro
vsechna n > 0 délitelny tfinacti.

>

N |

Priklad 11. Dokaz, Ze pro kazdych n kladnych realnych ¢isel plati

a1+a2+...+an
Yarag - an <

n
(nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem).

P1i psani pfispévku jsem vyuzila lonsky uvod ke ¢tvrté sérii, ktery napsal Sasa
Kazda.
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Metoda obsaht

‘ Pavel Salom

Cilem pfednésky je dokazat nékteré zajimavé véty tzv. metodou obsaht, uka-
zat pouziti téchto vét a vytesit nékolik prikladid, které chytie vyuzivaji vlastnosti
obsahii nebo se jich jinym zptsobem tykaji.

Spokojime se s intuitivni pfedstavou obsahu a bohaté si vystacime s jedinou
definici, a sice, ze obdélnik se stranami délek a,b mé obsah S = ab.

Tvrzeni, ktera si na prednasce ukédzeme:

(1) Kosinova véta: Pii standardnim znadeni v trojiheniku plati:
a? =b% +¢® — 2bccosny

Poznamka. Volbou v = 90° dostaneme tzv. Pythagorovu vétu (Pythagoras zil
580-500 pf. n. 1.).

(2) Sinova véta: Pti standardnim znadeni v trojihelniku plati:

a b c
- = - = " = 2’]"
sina  sinf8  sinvy

(3) Bud S obsah trojuhelniku, ¢ polomér kruZnice vepsané a s polovina jeho
obvodu (tedy s = %HC), potom plati S = ps.

(4) Heronuv vzorec (asi 60 n. l; 10-70 n. 1.): Obsah trojuhelniku lze
vyjadrit pomoci jeho stran jako

S =/s(s—a)(s —b)(s —c)(s — d).

(5) Jednoduché, netyka se obsaht, ale piekvapivé velmi uzite¢né. Pro a,b,c,d €
R\ {0} plati:

aicéaicia—l—cia—c
b d b d b+d b-d

(6) Cevova véta (1678; 1647-1734): [¢évova] V trojihelniku AABC budte
X, Y, Z po tadé body na stranich a, b, c. Ptimky AX, BY, CZ se protinaji v jed-
nom bodé pravé kdyz

|AZ] |BX| |CY] _

=1.
|BZ| |CX| |BY]
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(7) Menelaova véta (70-140 n. 1.):  Méjme trojihelnik AABC abudte X,Y, Z
po fadé body na pfimkach urcenych stranami a, b, c. Body X,Y, Z lezi na pfimce
pravé kdyz

|AZ| |BX| |CY|

|BZ| |CX| |BY|
(8) van Aubelova véta (1830-1906): V trojuhelniku AABC budte X,Y,Z

po fadé body stranach a, b, ¢ tak, ze pfimky AX, BY,CZ se protinaji v jediném
bodé M. Potom

ICM| _|CY|  |CX]|
ZM|  |AY| = |BX|

nebo téz ekvivalentné

|C M| n |BM]| n |AM|
|CZ| |BY| = |AX|

(9) Jedan AABC a uvazujme takové body P, Ze trojihelniky AAPC a ABPC
maji stejny obsah. Mnozina vsech takovych bodu je pfimka, na niz lezi téznice na
stranu c.

Zobecnéni: Je-li navic dan pomér A € RT, mnoZina vSech bodt P takovjch,

Z % = ), je pfimka (v pfedchozim tvrzeni je pro A = 1 touto pfimkou
téZnice).

(10)  Je dan étyithelnik ABC'D a obsah Sy € Rt. Mnozina vsech bod P tako-
vych, ze S(AABP) + S(ACDP) = S je pfimka.

Priklady

Na prednasce si ukazeme nasledujici hrst tloh:
Priklad 1. (IMO 1987, tloha 2)  Je dén ostrothly trojihelnik AABC. Osa Ghlu
prochézejici vrcholem A protne stranu BC' v bodé L a kruZznici opsanou v bodé
N. Z bodu L vedme kolmice na strany AB, AC a jejich paty oznaéme po fadé

K, M. Dokazte, ze obsah ¢tyfuhelniku AKM N je stejny jako obsah trojihelniku
ANABC.

Piiklad 2. Je dan obvod trojuhelnika. Jak mame zvolit jeho strany, aby mél co
nejveétsi obsah?

Piiklad 3. (MO 54. roénik, tloha 3)  V lichobézniku ABCD (AB||CD) ozna¢me
FE stied strany BC. Jsou-li oba c¢tyfuhelniky ABED a AECD téénové, spliuji
délky stran lichobéZniku ABCD oznadené obvyklym zptisobem rovnosti

4+ —Q_A'_d 14_}_%
aTeTy a b b
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Priklad 4. Bud ABCDE konvexni pé&tithelnik takovy, ze thly pfi vrcholech
B, E jsou pravé a navic <BAC = <FAD. Bud O pruse¢ik BD a CE. Dokazte, ze
AO a BF jsou kolmé.

Priklad 5. Je dé4n trojihelnik AABC a body Mj, M, na strané BC. Necht jsou
déle X7, X5 body na strané AB takové, ze M; X, || AC a Y1,Y3 body na strané AC
takové, ze M,;Y; || AB pro i = 1, 2. Dokazte, Ze potom body A, P, R lezi na pfimce.
Priklad 6. (PraSe 23. ro¢nik, 5. série, iloha 4) Je dan trojthelnik AABC,
stranu AB v bodé B’ a stranu AC v bodé C’. Necht A” je stfed strany BC, C”
priseéik BC' a CT, B” prisec¢ik B'C' a BT. Dokazte, ze trojuhelnik AA”B"C"
je podobny trojihelniku AABC.

Piiklad 7. V AABC ozna¢me D, E, F po fadé ty body, ve kterych se kruznice
vepsand dotyka stran BC, C A, AB. Na stranidch FF, FD, DFE jsou po fadé zvoleny
body M, N, P. Dokazte, ze ptimky DM, EN, FP se protinaji pravé tehdy, kdyz
se protinaji pfimky AM, BN,CP.

Priklad 8. (PraSe 24. ro¢nik, 2. série, tloha 6) Necht H je stfed kruznice
vepsané AABC a D priisec¢ik osy thlu <ACB se stranou AB. V zévislosti na
délkich stran AABC vyjadiete pomér |CH| : |DH|.

Piiklad 9. Je déna kruZnice k se stfedm S a pifimka AB dotykajici se k v bodé
B. Po otoceni pfimky AB kolem stfedu S oznafme obrazy bodu A, B po fadé
A’, B'. Dokazte, ze piimka AA’ puli tsecku BB'.

Priklad 10. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik, ktery neni rovnobéznik.
Necht P, (Q znadi po fadé stfedy jeho uhlopficek AC, BD a piimka PQ protina
stranu BC' v bodé R. Dokazte, Ze soucet obsaht trojuhelniki AABR a ACDR je
roven obsahu trojuhelniku AARD.

Priklad 11. (IMO 2006, tloha 6) Kazdé strané b konvexniho mnohothelniku P
priradime maximalni obsah trojthelniku, ktery lezi cely v P a jehoz jedna strana
je b. Dokazte, ze soucet obsahil pfitazenych vSem strandm mnohotihelniku P je
vétsi nebo roven nez dvojnasobek obsahu mnohothelniku P.
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Nahodné priklady z pravdépodobnosti
\

Martin Tancer

Prednaska se bude tykat nékterych témat z pravdépodobnosti. Nebude cilem si
tu formalné zavést, co to pravdépodobnost je — budeme se spoléhat spiS na intuici.
Mélo by se jednat o méné naro¢nou prednasku (po matematické strance).

Prednaska bude prikladovéa, ale nebude se jednat o klasické typy prikladi jako

z matematické olympiddy (beztak pravdépodobnost na olympiddé nebyva). Spis
se bude jednat o priklady, které maji néjaky zajimavy a obcas i necekany vysle-
dek. Zde si mtizes precist priklady, kterymi se na prednasce budeme zabyvat — ke
kazdému si vzdy jesté fekneme néjaké obecnéjsi pozadi.
Piiklad. Krteéci hraji ,,Krtecku nezlob se!“ s pomérné neobvyklou hraci kost-
kou. M4 dvé stény s jednim obrazkem krtecka a po jedné sténé postupné se tfemi,
Ctyfmi, péti, Sesti a sedmi obrazky krtecka. Urcete pravdépodobnost, ze pfi hodu
dvéma takovymi kostkami padne dohromady sedm krtecki.

Piiklad. V nofe je 23 krtecki. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou mezi nimi dva,
co maji narozeniny ve stejny den.

vy

Priklad. Neéktefi krtecci trpi zédkefnou krtéi Zizalovkou. Touto chorobou trpi
0,01% krt¢i populace. Na zizalovku existuje test s nésledujici tispésnosti: pokud
krtedek zizalovkou netrpi, tak mu test na 98% odpovi, Ze chorobu nem4 (a na 2%,
Ze ma), pokud chorobou trpi, tak mu na 90% odpovi, ze chorobu mé (a na 10%, ze
nema). Jeden krtecek si zaSel nechat udélat test, a ten mu odpovédél, ze chorobu
maé. Urcete pravdépodobnost, ze chorobu opravdu ma.

Piiklad. Krtecek kope tunel. V kazdém kroku si ndhodné vybere, jestli bude
kopat sikmo doprava dopredu nebo Sikmo doleva dopfedu. Drobny hacek je v tom,
Ze napravo i nalevo od krtecka je nekoneéné dlouhd skéla (ktera je ve vzdalenosti
2 od pocétecni polohy krtecka). Urcete pravdépodobnost, Ze krteéek prvné narazi
do skaly napravo, a pravdépodobnost, ze prvné narazi do skaly nalevo. Jak dlouho
bude v priméru trvat, nez narazi do néjaké skaly?

Piiklad. Krtéek mé 40 krtéich korun. Jeho cilem je v kasinu hrat tak, aby mél 50
korun. Vzdy si vybere néjakou ¢astku, kterou vsadi — a vyhraje s pravdépodobnosti
p < % Doporucte krteckovi néjakou strategii, aby mél co nejvétsi Sanci 50 korun
ziskat. Spocitejte pravdépodobnost, ze je ziska.
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Pentomino
‘ Michal Rusin

Uvod

Pojmom pentomino sa oznacuje skupina dvanastich rovinnych atvarov, pricom
kazdy z nich je zloZeny z piatich zhodnjych Stvorcov. Ako pentomino sa Casto
oznacuju tiez jednotlivé utvary zo skupiny ¢i stibor réznych tloh, hlavolamov a
hier, ktoré sa k tejto skupine vztahuju.

Pentominové Gtvary

Pit Stvorcov v jednotlivych ttvaroch sa nesmie nijako prekryvat a musia na
seba navizovat celymi stranami. Dva ttvary, ktoré vzniknt jeden z druhého otode-
nim alebo zobrazenim v osovej stimernosti (teda zrkadlovym prevratenim) nie su
povazované za rézne. Pentomina tak trochu pripominajt niektoré pismena, preto
st oznacované velkymi tladenymi pismenami. Jednotlivé pentomina s na obrazku:

N P T

B § O

H 05 [
EE O

Keby sme zrkadlové obrazy povazovali za rézne pentomina, dva rézne utvary
by existovali len pre F, L, N, P, Y a Z, pretoze I, T, U, V, W, a X st osovo simerné
a ich zrkadlovy obraz je zhodny. TakZe ich pocet by bol 18. Ak budeme povaZovat
za rdzne naviac aj utvary, ktoré vznikni jeden z druhého otocenim, dostaneme
tieto pocty utvarov:

e 3pre L, N, P, F, Y — 4 otadcanim a dalSie 4 otdéanim zrkadlového obrazu
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4 pre Z — 2 otadCanim a 2 otacanim zrkadlového obrazu

4 pre T, U, V, W — otacanim

2 pre I — otaCanim

1 pre X

Priklad pre pentomino Y je vidiet na nasledujicom obrézku:

CIEE [ |
| 0 O OO00 & L]

_ [ ] [
|| O O OO0E []
CIEE |

Hlavolamy

Sada dvanastich pentomin sa skladd zo 60 Stvorcov. S tymto poctom suvisi
hlavolam:

Uloha. Pokryjte dvanastimi pentominovymi ttvarmi obdlznik zloZeny z 3 x 20
(4 x 15, 5 x 12, 6 x 10) Stvorcekov tak, aby sa Ziadne dve pentomina neprekryvali
a aby boli pokryté vsetky Stvorceky.

Priklady rieSeni st na obrazku na dalSej strane.

Ak budeme o jednotlivych pentominach uvaZovat ako o priestorovych titvaroch,
teda ako o hranoloch, ktoré maja zakladnu v tvare niektorého pentomina a vysku
rovnaku, ako je strana Stvorcekov, z ktorych st pentomina zlozené, dostaneme
dvanést Gtvarov, ktoré si zlozené spolu zo 60 kociek. Takto dostaneme analogicky
hlavolam:

Uloha. Vypliite dvanastimi pentominovymi titvarmi kvader zlozeny z 2 x 3 x 10
(2 x5 x 6, 3 x4 x25) kociek tak, aby bol vyplneny bez dier a pentomina sa
neprekryvali.

Priklady rieseni st v nasledujtcich schémach, kde s jednotlivé kvadre zobra-
zené ,,po vrstvach®:

2x3x10
PIPIFIN|N|W|T|U|X|U V|V|V|Z|NIN|IN|U|U|U
PIPIFIFIWW|T XXX VIZ|\Z|Z|Y|T|T|TI|T1|1I
PIFIFIW/W|T|T|T|X|L VIZ|Y| Y Y Y LIL|L|L
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2x5x6

P|/P|P|N|N|N P/ P|IL|L|L|L
Y W|N|N|X|U F|F|L|Z|Z|U
Y WIW|X|X|X VIF|F|Z|T|U
Y Y W|W|X|U VIF|Z|Z|T|U
Y| T | T |TI|T]|I VIV|V|T|T|T
3x4x5H
FIF|\V|V|V||X|F|F|P|T||U|F|UPP|I|IU|U|U
XINININ|(V| | X|L|T|T|T||X|L|L|L|L|| T |I|T|I|I
NIN|Z|Z|VIIXIW|W|Z|T|I|\WIWI|Y|Z|Z||W|Y|Y|Y|Y
Rieseni prvého hlavolamu:
EEE EeE
[ [ |
[ 1
N ]
| T | 5 x 12
(11 B
[T
5 S
ENEN D | | .
| LI |
[ ]
| ]
B [ [ | 3x20
1 T T
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Hra pentomino

Hru pentomino hraji dvaja hraci na Sachovnici (8 x 8 Stvorcov). Obaja striedavo
kladt na Sachovnicu pentomina tak, aby ich strany splyvali so stranami Stvorcov
sachovnice (nesmie sa teda klast naprie¢ polami Sachovnice). Zaroveti sa ziadne dve
poloZené pentomina nesmu prekryvat a nesmu ani vycénievat von zo Sachovnice.

Vyhrava ten hrac, ktory polozi pentomino na Sachovnicu tak, Ze stper uz ne-
moze pridat ziadne zo zostavajucich pentomin. Teoreticky hra moze skoncit remi-
zou, ak na Sachovnicu budid poloZené vSetky pentomina (pocet ich Stvorcov je 60,
pocet Stvorcov Sachovnice je 64), ale je to velmi nepravdepodobné a bez dohodnutej
spoluprace protihracov v podstate nemozné.

Poznamka. Pre tato hru bola objavend vyhravajtuca stratégia pre zac¢inajaceho
hraca, tj. ak zaéinajaci hra¢ hra spravne, nemoze prehrat. Pri beznej hre bez
pomoci podéitacéa je ale prakticky nemozné si tiito stratégiu zapamitat a dodrzat,
takZe hra nestraca na zaujimavosti. Z dovodu znalosti vitaznej stratégie sa vSak
hra hrava aj v inych variantoch — u niektorych z nich nebola vyhravajaca stratégia
zatial objavena.

Varianty hry

Viac hracov — hru moézu hrat aj traja hraci, pripadne styria, ale v tomto pripade
sa do znacnej miery prejavuje vplyv poradia a ndhody

Viacero skupin pentomin — hru je mozné hrat v zékladnej verzii s jednou sku-
pinou pentomin (tj. s dvanéastimi) spolo¢nou pre vSetkych hracov, alebo tiez tak,
ze kazdy hra¢ ma svoju skupinu pentomin

Prisnejsie pravidl4 pre ukladanie — pravidla sa d4 obmedzit tak, Ze poloZené
pentomina sa nesmt dotykat stranou (ako napriklad v hre scrabble) alebo dokonca
tak, ze sa nesmi dotykat ani rohom niektorého stvorca

Vicsia alebo nepravidelnd Sachovnica — najmé v pripade, ak je k dispozicii
viacero skupin pentomin a st pouzivané prisnejsie pravidla pre ukladanie, je zau-
jimavé pouzit tiez vic¢siu Sachovnicu, napriklad 12 x 12 pre hru go. Samozrejme je
tu tiez moznost ndhodne vyskrtat niekolko Stvorcov Ssachovnice, na ktoré sa pocas
hry nesmie pentomino umiestnit.

Zdroj prispevku a obrazkov: http://cs.wikipedia.org
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Ramseyovy véty
\ Pavel Patik

Uvod

Snaz se jakkoli, absolutni bordel neudélas. A o tom si budeme povidat.

Dirichlettv princip
At uz budeme délat s oblecenim ve skfini cokoli, vZdy bude platit:

Tvrzeni. (Dirichlettv princip)

(1) Déme-li n+1 kosil na pouhych n raminek, pak na alespoii jednom raminku
budou viset alespon dveé kosile.

(2) Déame-li kn+ 1 ponozek do n ptihradek, alespon v jedné jich bude alespoii
k+1.

To jsou hranice nepotfadku, které nepiekrocime.

Par grafovych pojmu

Nyni budeme chtit uvedeny princip trosku zevSeobecnit. Ale k tomu si musime
nejprve fict par pojmil.
Definice. Grafem (V, E) budeme rozumét libovolnou mnozinu V' vrcholt grafu
a podmnozinu dvojice vrcholi z E. Dvojice z E budeme nazyvat hrany.
Definice. Uplny graf K, je graf, ktery ma n vrcholi {1,2,3,...n}, jez jsou
vSechny spojeny hranou (tj. E je mnozina vsech dvojic z V).
Definice. Obarveni hran grafu k barvami je néjaké zobrazeni z E do {1,2,...k}

Definice. Podgrafem grafu (V, E) je graf, jehoz vrcholy V' jsou nékteré vrcholy
z V' a hrany jsou vSechny hrany ptvodniho grafu, které obsahovaly jen body z V.

V predchozi kapitolce jsme se divali na jednotlivé objekty, zkusme se nyni vice
zamérit na vztahy mezi nimi a vyslovit slibovanou vétu o tom, Ze ani tady nebude
bordel tak tuplné libovolny.

Véta. (Ramseyova véta pro grafy) Pro kazdé n a r prirozené existuje N € N
tak, Ze pri libovolném obarveni hran uplného grafu Ky pomoci r barev existuje
podgraf tohoto grafu na n vrcholech K,,, jehoz vSechny hrany maji stejnou barvu.
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Toto tvrzeni lze jesté trosku zevSeobecriovat. Napf. mizeme chtit, abychom
nalezli K,,, obarveny cely prvni barvou, ¢i K,,, obarveny druhou barvou, ...

Obecna Ramseyova véta

Zkusme nyni zkoumat vztahy nejen mezi dvojicemi, ale i mezi trojicemi, ctveri-
cemi, ... Tak tohle uz je opravdu jen pro sSilence. Nejprve si zavedeme par pojmu.

Definice. Méjme libovolnou mnozinu K a libovolné obarveni jejich n-prvkovych
podmnozin pomoci r barev. Podmnozinu L. C K nazvu homogenni pfi daném
obarveni, pokud kazda jeji n-prvkova podmnozina je obarvena stejnou barvou.

Je dobré si uvédomit, ze nebarvime jednotlivé prvky, ale celé mnoziny, takze
se klidné mutze stat, ze napf. t¥iprvkovd mnozina {1,2,3} bude obarvena zluté
a {2,3,4} Cervens.

Definice. Symbol k — (1) znamend, Ze pokud mdme mnozinu velikosti k a Ii-
bovolné obarveni jejich podmnozin pomoci r barev, vzdy najdeme homogenni pod-

mnozinu v tomto obarveni, ktera ma velikost alesponi .
Véta. (Obecnd Ramseyova) Pro kazdd l,m,r € N plati, Ze existuje k € N
takové, ze k — ().

I toto tvrzeni lze stejné jako Ramseyovu vétu pro grafy zevseobecnit. Nadher-
nym piipadem je *-ramseyova véta.

A co na to nekonecno?

To uz je podstatné zajimavéjsi. Ne vsechny Ramseyovy véty lze rozsifit i na
nekonecné mnoziny. Tam mize byt nepoiddek mnohem, mnohem vétsi.
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Stereometria bez pocitania

\ Zuzka Pébisovad

Definicia. Stereometria je geometria v priestore.

V gkole si sa mozno so stereometriou stretol, ked ste pocitali nejaké povrchy
a objemy alebo rezali kocku, pripadne iné telesi. A kedze teraz ni¢ pocitat nebu-
deme, budeme sa uberat skor tou druhou cestou.

Definicia. Rez telesa je prienik telesa s reznou rovinou. Obrysom rezu je rovinna
krivka.

Priklad 1. Co méze byt rezom kocky?
Definicia. Mnohosten je teleso ohrani¢ené niekolkymi rovinami (ich ¢astami).
Priklad 2. Co méze byt rezom vseobecného mnohostenu?

Pozndme ale aj iné telesd, nie len hranaté. Napriklad gulu, valec, kuzel. Pri
tychto telesach si uz s rovinami nevystacime. Mozno si uz pocul slovné spojenia
gulovd plocha, valcové plocha, kuZelova plocha, ... Plochu si moéZze$ predstavit
ako ,pokriveni“ rovinu. Spominané plochy nie s zdaleka jediné, existuje niekolko
druhov pléch:

(i) rotacné plochy — st uréené osou rotéacie o a rovinnou krivkou & (hlavny
merididn), ktoré leZia v jednej rovine; rota¢nd plocha vznikne rotéciou k
okolo o; prikladom rotac¢nej plochy je gula, valec, kuzel, rota¢ny elipsoid,
anuloid, paraboloid, hyperboloid ...

(i) transla¢né plochy — st uréené dvomi rovinnymi krivkami & a [ ktoré maji
spolo¢ny bod; translacna plocha vznikne postuvanim k po [; prikladom
translac¢nej plochy je rovina, valec, hyperbolicky paraboloid, ...

(iii) skrutkové plochy (Gesky Sroubové) — st uréené skrutkovym pohybom (os
a vyska zdvitu) a krivkou k; skrutkova plocha vznikne skrutkovanim k;
prikladom skrutkovej plochy je rovina doty¢nic skrutkovice, Archimedova
serpentina, ...

(iv) priamkové plochy, konoidy a kvadratické priamkové plochy?

(v) vSeobecné

Priklad 3. Aké& plocha vznikne rotaciou priamky k okolo osi o, ak k je mimo-
bezna s o7

Vratme sa teda k definicii telesa.

INeboj sa vsetkych tych krkolomnych nazvov, budeme sa zaoberat hlavne jednoduchsimi
plochami, tie ostatné uvadzam len pre zaujimavost.
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Definicia. Teleso je ohrani¢ené plochami, alebo ich ¢astami (rovina je Specidlny
pripad plochy).

Napriklad kuzel je ohraniéeny rotac¢nou kuzelovou plochou a podstavnou rovi-
nou. Rezom kuZela st kuzelosecky alebo ich ¢asti. Pre nds st zaujimavé hlavne
reguldrne kuzelosecky.

(i) parabola — vznikne ked kuZelovi plochu reZeme rovinou, ktoré zviera s ro-
vinou podstavy uhol §, ktory je rovanako velky ako uhol 3, ktory zvieraju
povrchové priamky kuZelovej plochy s rovinou podstavy

(ii) hyperbola — vznikne, ked § >

(iii) elipsa — vznikne, ked 6 < 3

Priklad 4. Co moze byt rezom valca? Dokaz.

Priklad 5. Co méze byt rezom rota¢ného elipsoidu? Dokaz.

Doteraz sme sa zaoberali len rezmi, ktoré teleso naozaj rezali. Vynechali sme
pripady, ked sa rezova rovina telesa len dotyka. Napriklad singuldrne kuzelosecky,
rovina dotykajtica sa rohu kocky, ... Takéto roviny by sme asi intuitivne nazvali
doty¢nicové (Cesky tecné), ked sa dotykaji. Ako ale neskor zistis, takdto intuitivna
definicia by urcite nefungovala, lebo nie kazda rovina, ktora sa telesa dotyka je do-
ty¢nicova a nie kazda dotycnicova rovina sa telesa len dotyka. Doty¢nicovii rovinu
vzdy urcujeme k ploche a v jednom konkrétnom bode.

Definicia. Doty¢nicova rovina plochy v bode X je rovina? dotycnic ku vsetkym
povrchovym krivkam plochy prechadzajicim bodom X.

TakZe napriklad ked si vezmeme rovinu a dve priamky v nej leziace, ich doty¢-
nice su s nimi totozné, teda dotyc¢nicova rovina k rovine je rovina s nou totozna.
To znamené, ze doty¢nicova rovina kocky je jedine rovina niektorej jej steny a nie
rovina, ktora sa len dotyka vrcholu alebo hrany. Povrchové krivky gule st kruznice
a ich doty¢nice st kolmé na priemer gule, preto aj doty¢nicova rovina gule je kolma
na jej priemer.

Priklad 6. Anuloid je rotaéné plocha uréend osou o a kruznicou k; o nepretina
k; o a k lezia v jednej rovine. Ako vyzerad dotycnicova rovina k anuloidu v bode,
ktory je najblizsie k osi?

Priklad 7. Aké telesa maja doty¢nicové roviny, ktoré ich rezu?

2Takto by sa dotyénicovéa rovina urcovala fazko, preto sa vzdy zvolia dve vhodné povrchové
priamky a ich doty¢nicami je uz rovina jednoznacne urcena.
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