Marenice

SBORNIK, JARO 2026

NATALIA BATOROVA
KATA DANILINA
ALICKA DOMANYOVA
VoJTA GADUREK
MATEJ GAJDOS
ViT HANIKA
PETR HLADIK
MARKETA HONSEJKOVA
DaAvID HROMADKA
ZDENEK PEZLAR
LENKA POLJAKOVA
ONDREJ SEDLACEK
JOSEF SOURAL
ANNA TRNKOVA
LUKAS TROJAN
LUCKA ZOUNOVA



AuToRI: Natélia Bitorova, Kata Danilina, Alicka Doméanyovéa, Vojta Gadurek, Ma-
téj Gajdos, Vit Hanika, Petr Hladik, Markéta Honsejkova, David Hromadka, Zdenék
Pezlar, Lenka Poljakovéd, Ondiej Sedlacek, Josef Soural, Anna Trnkova, Lukas Tro-
jan, Lucka Zinova

EpitoRl: Kéfa Danilina, Anna Trnkova

vydani prvni, nadklad 45 vytiskl

bfezen 2026

Diky za pomoc vSem, kterym je za co dékovat.



Fibonacci

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. Tento prispévek se vénuje Fibonacciho posloupnosti, jedné z mnoha za-
jimavych ¢iselnych fad v matematice. Ukazeme si, ze tato fada vznikd pomoci jedno-
duchého predpisu, kde kazdé dalsi ¢islo ziskdme souctem dvou predchozich. Za¢neme
u zékladnich ¢isel 0 a 1 a podivame se, jak se tato posloupnost postupné rozrusta.
Hlavnim bodem bude vysvétleni, jak tato jednoducha ¢isla souvisi s takzvanym zla-
tym fezem. Prozkoumame, co se stane, kdyz mezi sebou sousedni ¢isla v posloupnosti
délime a jak nas tento vypocet prekvapivé dovede k jedné z nejdilezitéjsich konstant
v matematice.

Uloha 1. (Motiva¢ni tiloha) Co se stalo? Jak je mozné, Ze druhy trojuhelnik ma
v sobé diru 1 x 17
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Fibonacciho ¢isla

Definice. Fibonacciho ¢isla jsou posloupnost celjch ¢isel definovana nasledujici
rekurenci:
F() = 0
=1
Fn+2 :Fn+1+Fn
Prvnich nékolik Fibonacciho ¢isel je tedy: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Uloha 2. (Fibonacciho duchové) Jeden muz umistil jeden par duchi do prostotu
obehnaného ze vsech stran kouzly, kterymi zadni duchové neprojdou. Kolik pari
duchii vznikne z tohoto paru, pfedpokladame-li, ze kazdy par zplodi kazdy mésic
novy par, ktery zacne plodit potomky druhy mésic po narozeni?
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FIBONACCI

Uloha 3. Pfedstavme si, 7e chceme vyjit na stragidelné schodisté, které méa n
schodu. Pfitom mutzeme udélat krok o jeden désivy schod nahoru a nebo krok natah-
nout a postoupit o dva désivé schody nahoru. Kolika zptsoby se mtzeme schodisté
vyjit?

Uloha 4. Kolika zpiisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 2 x n pomoci
dlazdic 1 x 27

Uloha 5. Dokaite, 7e Fy + Fy + -+ F,, = Fj,1o — 1.

Uloha 6. Dokaite, ze

Fy+F3+ -+ Fopgr = Fopqo,
1+ +Fy+ -+ Fop = Fopgq.

Uloha 7. (Cassiniho identita) Dokaite, ze Fy,_1 - F, 11 — F2 = (—=1)".
Uloha 8. Dokazte, ze 4n-té Fibonacciho ¢&islo je délitelné t¥emi.
Cviceni 9. Dokazte, Ze Fy | Fpx.

Uloha 10. (Zeckendorfova véta) Ukaite, ze kazdé piirozené ¢islo n 1ze jednoznacné
vyjadiit ve tvaru n = > - apF, kde pro kazdé k € Ny je ax, € {0,1} a agar41 = 0.
Jinymi slovy, kazdé pfirozené Cislo se da unikatné vyjadrit jako soucet nékolika
riznych Fibonacciho ¢isel takovych, ze zadné dvé nejsou po sobé jdouci.

Zlaty fez

Definice 11. Rozdélme tsecku na dvé Céasti tak, ze pomér delsi ¢asti ke kratsi
Casti je stejny jako pomér celé tsecky k delsi ¢asti. Tento pomér nazyvame zlaty rez
(nekdy téz zlaté ¢islo) a zna¢ime ho .

Priklad 12. Najdéte hodnotu ¢.

Reseni.  Vyjdeme z definice. BUNO nechf delsi ¢ast tisecky mé délku 1, délku celé
asecky ozna¢ime x. Tim dostaneme rovnici —— = 7. Tu upravime do tvaru kvad-

rz—1
ratické rovnice 2 — x — 1 = 0, kterd mé dvé Fefeni: z, = 1+2\/g axry = 1_2—‘/5
Zaporny kofen nés v tomto piipadé nezajimé (ale déle se jesté bude hodit, takze

si ho oznacime @), takze dostavame, Ze

1++5
=

=1,618.

Poznamka. Zlaty fez je Casto povazovan za nejkrasnéjsi pomér. Proto ho vyuzivaji
malifi pfi navrhu kompozice obrazii a také architekti jako pomér napiiklad mezi
délkou a sitkou budov.

Uloha 13. Ukaite, 7e ©?> = o + 1.



NATALIA BATOROVA

Uloha 14. Ukaite, 7e ¢ = 1 + i.

N

Poznamka. Zlaty fez se nékdy oznacuje jako nejiracionalnéjsi ¢islo, protoze ho
diky predchozimu pfikladu mazeme zapsat jako
1

p=1+—
1'~_1+%_

Uloha 15. Zlaty obdélnik je obdélnik, ktery ma strany v poméru zlatého Fezu.
Co se stane, kdyz zlaty obdélnik rozdélime na dvé ¢asti tak, aby jedna z nich byla
n __ =n
F, = . A

Ctverec?
1+v5\" (1-v5\"
V5 2 2 V5

Diikaz. Pro dikaz staci ovéfit, ze formule splituje definici Fibonacciho éisel (tedy
rekurzivni rovnost F, o = F, 11 + F,, a platnost pro Fy a F;). Podrobné rozepsani
si mizete vyzkouset jako cviceni. O

Véta. (Binetova formule)

1

Poznamka. Podobné jako zlaty fez muzeme definovat také zlaty thel. Plny thel
rozdélime na dvé ¢asti obdobné jako pri definici zlatého fezu. Jako zlaty thel se
oznacuje mensi z téchto dvou ¢asti, kterd odpovida priblizné 137,5°. Zajimavy je
jeho vyskyt v pfirodé€, napriklad listy byvaji na stonku Casto umistény ve spiréle
s oto¢enim praveé o zlaty thel.

Vztah Fibonacciho Cisel a zlatého fezu

Pojdme nyni prozkoumat vztah Fibonacciho ¢isel a zlatého fezu. Definujme ¢¢ = 1

adélewnzl—&—@{l.

Véta. (Vztah Fibonacciho ¢isel a zlatého fezu) Pomér dvou po sobé jdoucich Fi-
bonacciho cisel se blizi zlatému rezu. Formalné

. n
lim =
n—00 I'n_1

Dikaz. Limitu oznac¢ime L a upravujeme:
F, F,1 1

Fn+1 Fn+Fn71
ot - =1+ —.

= lim
n— o0

L= lim Fn = lim

n—00 [y _1 n— oo

Tim jsme dostali rovnici L =1+ %, po tpravé L? — L —1 = 0, coZ je piesné rovnice,
kterou jsme méli pti vypoctu zlatého fezu. Limita je zfejmé kladnd, takze nés stejné
jako v ptipadé zlatého fezu zajimé pouze kladny z kotfenti. O

Uloha 16. Urcete, k jakému éislu se blizi pomér Tzt2.
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Navody

FIBONACCI

7. Vyjadii F,, 41 rekurenci a pouzij indukci.

8. Predpokladej, ze trojka déli Fy,. Pouzij Cassiniho identitu a postupné se pro-
poéitej na F4n+1, F4n+2, F4n+3, F4(n+1) modulo 3.

9. Vyuzij lemma, ze F,, = Fyy1 - Fp—x + F, - Fi—x—1. Nebo zobecni predchozi
priklad (ktery byl specidlnim pfipadem tohoto cviceni diky Fy = 3).

10. Dokaz existenci takového vyjadieni. Rozmysli si, ze > .- a; F; < Fyy41. VyuZij
to k dikazu jednoznacnosti vyjadieni.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je z velké ¢asti prevzat z prispévku Fibonacciho ¢isla a zlaty ez od
Michala Topfera, ktery vychazi z nasledujicich pfispévkii:

Starsi prispévky na podobné téma od Hel¢i Svobodové, Anicky Dolezalové
a Adély Kostelecké

Barbora Liskova: Matematickée zdakonitosti v prirodeé

Vlasta Chmelikova: Zlaty rez

Ron Knott : Fibonacci Numbers and the Golden Section, |http://www.maths)

surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott /Fibonacci/fib.html]

Richard Francisco: Proof of the limit of the ratio of terms of the Fibonacci
sequence, |http: / / jwilson . coe . uga . edu / EMAT6680Su07 / Francisco /|

Assignment120/fibonacci.htm]

Vsem zminénym timto moc dékuji.
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Bipartitni grafy

KATA DANILINA

ABSTRAKT. V prispévku se seznamime se zdkladnimi grafy a ukadzeme si zajimavé
vlastnosti bipartitnich grafi. Také se seznamime s Hallovou vétu a procvic¢ime si ji na
prikladech.

Definice. Graf G je ddn mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E C (‘2/) . Hrany
jsou tedy neuspotradané dvojice vrcholi. Skutecnost, ze graf G mé vrcholy V' a hrany
E znaéime G = (V, E).

Definice. Vrchol v € V ma stupeni deg(v) = d, jestlize z néj vede pravé d hran.

Lemma. (princip sudosti) Soucet stupriti pfes vSechny vrcholy je roven dvojné-
sobku poc¢tu hran neboli

Z deg(v) =2-|E|.

veV

Diikaz. Kazda hrana ma dva koncové vrcholy, takze ji v souctu nalevo zapocitame
dvakrat. ]

Definice. Graf G = (V, E) je bipartitni, jestlize lze jeho vrcholy rozdélit na dvé
disjunktni mnoziny A a B takové, ze AUB =V a navic pro kazdou hranu {a, b} € E
platia € A, b € B.

Cviceni. Rozmyslete si, zda jsou néasledujici grafy bipartitni.
(1) Cesty.
(2) Cykly.
(3) Uplné grafy.
(4) Stromy.



BIPARTITNI GRAFY

Definice. Graf G’ = (V',E’) je podgrafem grafu G = (V, E), jestlize V! C V
a F' C E a hrany E’' maji oba koncové vrcholy ve V'.

Definice. Graf G je k-obarvitelny, jestlize lze jeho vrcholy obarvit k barvami tak,
aby sousedici vrcholy mély riznou barvu.

Cviceni. Nahlédni, ze graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz je 2-obarvitelny.

Véta. (charakterizace bipartitnich grafi) Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyz
neobsahuje lichou kruznici jako podgraf.

Diikaz. Kruznice liché délky neni bipartitni, urcité tedy neni bipartitni ani graf,
ktery ji obsahuje jako podgraf.

Predpokladejme, ze graf G neobsahuje lichou kruznici. Hladové jej obarvime
dvéma barvami, ¢imz ukazeme, Ze je bipartitni. Za¢neme v libovolném vrcholu
a obarvime jej libovolné. Pak obarvime jeho sousedy opac¢nou barvou. Potom je-
jich sousedy, ktefi jesté nejsou obarveni, a tak déle. Staci si rozmyslet, Ze takto
dostaneme korektni obarveni. a

Definice. Mgéjme graf G = (V, E), mnozina hran M C E je pdrovdni, jestlize je
kazdy vrchol obsazen v nejvyse jedné hrané z M.

Véta. (Hallova) Necht G je bipartitni graf s partitami A a B. Pdrovani obsa-
hujici vSechny vrcholy z A existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou X C A plati
|X| < |N(X)|, kde N(X) zna¢i mnozinu sousedii vrcholt z X.

Seznameni s grafy

Pokud je tohle tvoje prvni setkani s grafy, doporucuji se podivat aspon na nékteré
z nasledujicich tloh. Seznamis se pfi tom s nékolika uzitecnymi pojmy z teorie graf.

Definice. Graf je souwisly, jestlize v ném existuje cesta mezi libovolnou dvojici
vrcholt.

Uloha 1. Popiste grafy G = (V, E), kde pro viechny vrcholy v € V plati deg(v) < 2.
Uloha 2. Dokaite, ze se kazdé dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu protinaji.

Definice. O grafu fekneme, Ze je strom, jestlize je souvisly a neobsahuje zZadnou
kruznici.
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Uloha 3. Dokaite, Ze pro strom T = (V, E) plati |E| = |[V| — 1.

Uloha 4. Dokaite, Ze stromy jsou praveé ty grafy, kde mezi kazdou dvojici vrcholit
existuje pravé jedna cesta.

Uloha 5. Dokazte, 7ze pocet listti (vrcholti stupné 1) ve stromé T = (V, E) je aspon
nejvyssi stupen vrcholu v € V.

Uloha 6. Dokazte, Ze viechny nejdelsi cesty ve stromé maji spoleény vrchol.

Uloha 7. Dokazte, ze graf, kde maji vSechny vrcholy stupeii aspoti k, obsahuje
cyklus délky aspon k + 1.

Bipartitni grafy

Uloha 8. Ukazte, ze viechny podgrafy bipartitniho grafu jsou také bipartitni.
Uloha 9. Dokaite, ze pro bipartitni graf s partitami A a B plati

Z deg(a) = Z deg(b).

a€A beB

Uloha 10. Dokazte, ze libovolny graf G = (V, E) obsahuje bipartitni podgraf
B = (V, E') obsahujici aspoii polovinu hran, tedy |E’| > $|E|.

Uloha 11. (Mantelova véta) Dokazte, ze graf na n vrcholech bez trojihelnik,
ktery obsahuje nejvétsi mozny pocet hran, je bipartitni.

Uloha 12. Dokazte, Ze na nekone¢nou Sachovnici nelze umistit 2025 jezdci tak,
aby kazdy ohrozoval pravé 2 dalsi.

Uloha 13. Mgéjme graf, kde maji vechny vrcholy stupeii nejvyse 2026. Dokazte,
ze 1ze jeho hrany obarvit 11 barvami tak, aby byly vSechny jednobarevné podgrafy
bipartitni.

Uloha 14. Magjme souvisly graf G. Kdyz v G uvazime libovolnou lichou kruznici
a smazeme jeji hrany, G prestane byt souvisly. DokazZte, ze G je 4-obarvitelny.
(ARO 2010)

Uloha 15. Mgéjme graf, na kterém mtzeme délat nasledujici operaci: z libovolného
cyklu délky 4 odstranime hranu. Urcete, kolik nejméné hran musi na konci zbyt,
jestlize za¢indme s Gplnym grafem na n vrcholech. (Shortlist 2004)

Hallova véta a parovani
Definice. Graf G nazveme reguldrni, jestlize vSechny jeho vrcholy maji stejny stu-
pen.

Uloha 16. Dokazte, 7e kazdy regularni bipartitni graf obsahuje perfektni parovani
(parovéani obsahujici vSechny vrcholy).
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Uloha 17. Necht jsou Sy, ..., S, podmnoziny {1,...,n} takové, Ze sjednoceni li-
bovolnych % z nich obsahuje aspon k raznych cisel. DokazZte, Ze existuje permutace
ai,...,a, takova, ze a; € S;.

Uloha 18. M¢jme bipartitni graf G s partitami A a B, kde maji viechny vrcholy
stupenl aspoii 1. Pro kazdou jeho hranu {a,b}, a € A, b € B plati deg(a) > deg(b).
Dokazte, ze v G existuje parovani obsahujici vSechny vrcholy z A.

Uloha 19. O tabulce n x n fekneme, Ze je permutacni, jestlize v kazdém policku
obsahuje 0 nebo 1 a navic ma v kazdém fadku i sloupci préavé jednu 1. Méjme tabulku
n X n vyplnénou pfirozenymi Cisly, kterd ma v kazdém fadku i sloupci stejny soucet.
Dokazte, ze ji umime vyjadrit jako soucet né€kolika permutacnich tabulek.

Uloha 20. M¢jme tabulku M o rozmérech n x n vyplnénou &sly 0, 1 a —1, ktera
v kazdém fadku i sloupci obsahuje pravé jednu 1 a pravé jednu —1. Dokazte, ze
umime preskladat fadky a sloupce M tak, abychom dostali — M. (fran 1998)

Uloha 21. V PraSeStéanu se vlada rozhodla zfidit 2026 okresti o stejné rozloze.
Své navrhy na rozdéleni podaly dveé politické strany. Dokazte, Ze lze vybudovat 2026
okresnich uradua tak, aby byl v kazdém okrese pravé jeden, at uz vlada poté zvoli
kteroukoli variantu. (MKS 36-5-8)

Uloha 22. Je dan graf G na lichém poétu vrcholtl. Alice na né&jaky vrchol umisti
figurku. Bob ji posune do sousedniho vrcholu, pak zase Alice, pak Bob a tak déle.
Figurku nelze posunout do vrcholu, ve kterém uz nékdy diive byla. Kdo nemé tah,
prohrél. Dokazte, ze Alice méa vitéznou strategii.

Uloha 23. V mistnosti je 2n lidi, z nichZ nékteré dvojice se znaji. Alice a Bob
hraji hru. Alice zadind a vybere libovolného ¢lovéka. Nésledné se stiidaji v tazich
a pokazdé vyberou nékoho, kdo jesté nebyl vybrany a zna se s poslednim vybranym
¢lovekem. Kdo nemtze tahnout prohral. Dokazte, ze Bob ma vyhravajici strategii
prévé tehdy, kdyz mtzeme lidi v mistnosti rozdélit do dvojic, které se znaji.

Uloha 24. Na planeté je 2" zemi (n > 4). VSechny tyto zemé maji vlajku ve tvaru
tabulky n x 1, jejiz policka jsou vybarvena Zlutou a modrou barvou. Zadné dvé zemé
nemaji stejnou vlajku. Skupinu zemi nazveme diverzni, pokud z ni lze vybrat n
raznych zemi tak, abychom pii poskladani jejich vlajek pod sebe v uréitém poradi
dostali ¢tverec n x n s jednobarevnou hlavni diagonalou. Spoctéte, kolik nejméné
zemi musi ve skupiné byt, aby uz byla uréité diverzni. (Shortlist 2010)

Uloha 25. Tabulka 3n x 3n je obarvena tfemi barvami (ervené, zelend a modre).
Policko na soufadnicich x,y je obarveno podle zbytku z + y po déleni tfemi. Ted
na tabulku umistime 3n? Zetont kazdé barvy tak, aby na kazdém policku by pravé
jeden. Predpokladejme, ze je mozné Zetony presunout tak, aby se kazdy posunul
o vzdalenost nejvyse d a barvy byly cyklicky posunuté (Cerveny Zeton na zelenou,
zeleny na modrou a modry na éervenou). DokaZte, Ze miZeme Zetony posunout tak,
aby se kazdy posunul o vzdalenost nejvyse d + 2 a pritom skoncil na policku své
barvy. (Shortlist 2012)
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Navody

1. Je to sjednoceni cest a cykl.

2. Uvazuj dvé disjunktni nejdelsi cesty a ukaz, ze umis najit delsi.

3. Podivej se na pocet komponent souvislosti.

4. Staci ovérit definici stromu.

5. Kazdy strom obsahuje list, odstran vrchol s nejvyssim stupném.

6. Indukuj podle nejdelsich cest. Nebo taky mtzes odebrat vSechny listy.
7. Uvaz nejdelsi cestu v grafu.

8. Rozdéleni na partity nechame tuplné stejné.

9. Vsimni si, kolikrat zapocitas kazdou hranu na levé a pravé strané.

10. Postupné pfiddvej vrcholy. Nebo jdi na pravdépodobnostni metodu ;-).
11. Postupuj indukei podle n.

12. Najdi bipartitni graf, jehoz vrcholy jsou jezdci.

13. Zacni tim, Ze obarvi§ vrcholy a odvod si z n&j obarveni hran.

14. Uvaz maximéalni bipartitni podgraf a dokaz, ze partity jsou bipartitni.
15. Graf musi ziustat souvisly a nebipartitni.

16. Ovér Hallovu podminku.

17. Preved na graf, pak je to jasné.

18. Ovér Hallovu podminku.

19. Postupuj indukci podle souctu v fadcich a sloupcich.

20. Uvaz sjednoceni obou parovani.

21. Uvaz graf, ktery obsahuje hrany mezi dvojicemi ptrekryvajicich se okresu.
22. Najdi nejveétsi parovani v G.

23. Uvaz nejvétsi parovani.

24. Uvaz dva bipartitni grafy, jeden pro kazdou barvu zvIast.

25. Rozdél tabulku na triomina 1 x 3, to bude jedna partita. Druhd partita budou

Cervené zetony.

Literatura a zdroje

Chtéla bych podékovat Pepovi Minafikovi od néhoz jsem prispévék s mensimi tpra-
vami pfebrala.

[1] Adrian Tang: IMO Training 2008: Graph Theory,
lhttp://web.mit.edu/yufeiz/www/imo2008/tang-graph.pdf.
[2] Viki Némecek: Hallova véta, Lipové-14zné, podzim 2016.
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Obsahy

ArickA DOMANYOVA

ABSTRAKT. Na této prednésce se sezndmime s nékterymi tvrzenimi o obsazich ro-
vinnych utvard, hlavné mnohotuhelnikt. Potom si je poradné procvic¢ime. Budeme
vyuzivat délky, podobnost a tu a tam néjakou stejnolehlost.

Umluva. Obsah trojihelniku ABC, resp. ¢tyfihelniku ABCD, budeme znadit
jako [ABC], resp. [ABCD].

Pomocna tvrzeni

Na praci s obsahy budeme obcas potiebovat nékolik lemmatek a tvrzenicek.
Lemma. Necht ¢tyfi rizné body A, B, C, D spliuji AB || CD. Potom [ABC| =
[ABD] a [ACD] = [BCD].

Uloha 1. Na stranach BC a DA rovnobézniku ABCD lezi body E a F tak, ze

|BE| = |DF|. Navic na strané CD lezi bod K. P¥imka EF protind pfimky AK
a BK v bodech P a Q. Ukazte, ze [AFP] + [BQE] = [PKQ).

Tvrzeni. Piimky a a b se protinaji v bodé O. Necht {1 a {3 jsou dvé rovnobézné
piimky protinajici a a b v bodech A; a B, resp. Ay a Bs. Potom

oA _ 0B
|A1As|  [B1Bal|

Lemma. Necht ABC a ABD jsou trojihelniky. Oznac¢me prusecik AB a CD jako
P. Pak

[ABC] _ |CP|

[ABD] |DP|

Uloha 2. (van Aubelova véta) V trojihelniku ABC lezi bod P. Oznaéme priiseciky
AP, BP,CP s BC, CA, AB jako D, E, F. Ukazte, Ze potom

|AE| |AF| |AP|
_|_ .

|EC| " |FB| |PD|
12
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Tvrzeni. Necht body C a D leZi na stejné strané od pfimky AB a bod Q lezi
uvnitt tsecky C'D. Oznac¢me si pomér g—g jako t. Potom

[ABQ] = t[ABC]| + (1 — t)[ABD,].
Uloha 3. 'V konvexnim &tyfihelniku ABCD si ozna¢ime st¥edy diagonal AC a BD

jako M a N a jejich prusecik jako E. Bud F takovy bod, Ze M ENF je rovnobé&Znik.
Dokazte, ze 2[ABF| = [BCE] + [DAE].

s\

Jednodussi priklady

Uloha 4. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik a body K a L, resp. M a N, lezi
na strané AB, resp. C'D, tak, ze plati AK = KL = LB, resp. CM = MN = ND.
Ukazte, ze 3[K LM N| = [ABCD].

Uloha 5. Necht M a N jsou stiedy stran AB a CD konvexniho ¢tyitihelniku
ABCD. Usecky AN a DM, resp. BN a CM, se protinaji v bodé P, resp. Q. Ukaite,

e [APD] + [BQC] = [MPNQ]. (MKS 35-4-5)
Uloha 6. Na stranach AC a AB trojthelnika ABC lezi body X a Y tak, ze % =

%. Oznacme si priisecik tseéek CY a BX jako P. Ukazte, ze [X PY A] = [CX P).

Uloha 7. Necht ABCD je rovnobéznik, na jehoz stranich AB a AD lezi body E
a F. Pfimka EF protind piimky CB a CD v bodech P a Q). Ukazte ze [PAQ] =
[ECF).

Slozitsjsi priklady

Uloha 8. Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik, jehoz tihly u A a B se se¢tou na
90°. Oznacme stfed |C'D| jako M.V zavislosti na délkich tseéek AD a BC vyjadiete
[ABM] — [DAM] — [BCM].

Uloha 9. Nechf ABC je trojuhelnik. Na polopiimce opacné k BC, resp. C'A, resp.
AB, lezi bod X, resp. Y, resp. Z. Oznac¢me

L_XBl ol |z4]
“Bol YT jcap CTjaB|

Ukazte, ze
(XY Z]
[ABC]

Uloha 10. (Newtonova piimka) Ukaite, Ze v teénovém étyfahelniku ABCD lezi
stfedy tsecek AC a BD na pfimce prochézejici sttedem kruznice vepsané.

Uloha 11. Oznacme si jako K, L, M, N, O, P a Q postupné stiedy stran AB,

BC, CD, DE, EF a FA konvexniho Sestitthelniku. Dokazte, Ze pro vSechny body

X lezici ve vnittku ABCDEF je hodnota [QAK X]| + [LCM X] + [NEPX] stejna.
13
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Uloha 12. Na straniach AB a CD konvexniho étyfahelniku ABCD lezi body K
a L tak, 7e [zt = {75 Dokaste, 7e [ALB] + [CK D] = [ABCD].

Uloha 13. Dokaite, ze vSechny pifmky, které déli obvod trojthelnika ve stejném
(nenulovém) poméru jako jeho obsah, prochizeji jednim bodem. (MKS 30-7-8)

Uloha 14. Rado si nakreslil konvexni Sestitthelnik. V&iml si, Ze pokud do né&j na-
kresli libovolnou z tisecek spojujici stiedy dvou protilehlych stran, rozdéli tato tsecka
Sestitthelnik na dva pétithelniky se stejnym obsahem. Dokazte, Ze se tyto t¥i tisecky
protinaji v jednom bodé.

Uloha 15. Ctverec je rozdélen dvéma navzajem kolmymi pfimkami na éty¥i ¢asti.
Dokazte, ze pokud tfi z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah
vechny Gtyfti. (MKS 36-8-5Db)

Uloha 16. Konvexni Sestitthelnik ABCDEF m4 obsah 6. Dokazte, Ze alespoil
jeden z trojuhelnikit ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB m4 obsah nanejvys 1.

Navody

1. Misto trojuhelniku PK(Q se podivejte na trojuhelnik ABK . Misto zbylych dvou
trojuhelnikt se podivejte na lichobéznik ABEF. Pouzijte predchozi lemma.

2. Napis si obsahy skoro vSech trojihelnik a poméruj.

3. Dokresli stted M N a pouzij mnohokrat predchozi tvrzeni.

4. Rozdél KLMN na dva trojihelniky. Jejich obsahy spocitej pomoci posledniho
tvrzeni.

5. Ukaz, ze [ABN] = [ADM] + [BMC]

6. Ze zadané rovnosti pomérad vyplyvaji rovnosti poméra obsahi néjakych troju-
helnikt. Tyto obsahy rozdélte na dva a pocitejte.

7. K obéma obsahiim piidej [AEF], vhodné rozdél a vyuzij rovnobéznosti.

8. Dokresli si prisecik primek AD a BC. Pak to prosté spocitej.

9. Rozdél si XYZ na 7 vhodnych trojuhelniki. Z vysledku neni tézké uhadnout
které.

11. Je to vzdy polovina obsahu Sestithelniku.
12. Vyuzij posledni tvrzeni o obsazich, kdyz zndme pomér na tsecce
13. Je to vepsisté

14. Vyznac si prusecik dvou tsecek. Kdybychom posledni tisecku ”zlomili” a vedli
pres tento prusecik, tak rozdéli Sestithelnik na stejné obsahy.

15. Otacej primky kolem stfedu ¢tverce.

Literatura a zdroje

Tato prednaska byla pievzata od Rado Van Svarce, ktery ji prednasel na soustiedéni
v Zasadé 2017.
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Polynémy v N

ALIcKA DOMANYOVA

ABSTRAKT. Na tejto prednaske si ukdzeme zakladné vlastnosti polynémov, ktoré sa
tykaju tedrie ¢isel, delitelnosti.

Definicia. Polynom n-tého stupria je vyraz tvaru ag+aijx+---+a,x™ pre a; € R.

Definicia. Monicky polynom ma navySe pri ¢lene s najvic¢Ssou mocninou koefi-
cient 1. Teda a,, = 1.

Casto sa budeme na polynémy pozerat aj v trochu inom tvare, ako na stcin
niekolkych jednoduchsich polynémov.

Definicia. Koreri polynomu P je ¢islo a také, ze P(a) = 0.
Tvrdenie. « je koretiom P préve vtedy, ked x — a | P(x).
Désledok. Polynom P stupnia n > 0 ma najviac n koreriov.

Tvrdenie. Ked md polyndm P celociselné koeficienty a a,b € 7, potom plati
a—"b| P(a) — P(b).

Tvrdenie. Polyndmy s celoéiselnymi koeficientami si periodické (mod n) pre lu-
bovolné prirodzené n, tj. P(x +n) = P(z) (mod n) pre celé .

Tvrdenie. (Rational Root Theorem) Nech ma polyném
P(z) =ana™ + 12" L+ 4 ag

celociselné koeficienty. Potom pre kazdy jeho racionalny koreri = (v zédkladnom tvare)
plati, zer | ag a s | ay.

L]Iohy

Uloha 1. Néjdite polyném, ktory pre vietky celé ¢isla nadobtda celoéiselné hod-
noty a zarovei nemé vsetky koeficienty celociselné. (MKS 34-6-1)

Uloha 2. Nech P je polyném s celo¢iselnymi koeficientami. Dokaz, ze ak je P(n)
delitelné troma pre nejaké tri po sebe idice prirodzené ¢isla, tak je to delitelné troma
pre vSetky prirodzené cisla.

15
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Uloha 3. Najdite vetky polynémy P spliiajice z - P(z — 1) = (z + 1) - P(z) pre
vietky redlne x. (MKS 34-6-3)

Uloha 4. Majme polyném P s celoéiselnymi koeficientami a a € Z. Dalej plati, ze
P(—a) < P(a) < a. Dokazte, ze P(—a) < —a.

Uloha 5. Existuje polyném parneho (sudého) stuptia s neparnymi (lichymi) celo-
Ciselnymi koeficientami, ktory mé racionalny koren? (MKS 34-6-4)

Uloha 6. Dokaz, ze ked mé polyném ax>+bx?+cx+d s celoéiselnymi koeficientami
tri kozne korene a ad je neparne, pridom bc je parne, tak nemdzu byt vSetky korene
tohto polyndému racionalne.

Uloha 7. Dokaz, 7e ak mé polyném P celoéiselné koeficienty a zaroveti a, b, c € Z,
tak P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a nastane jedine ked a = b = c.

Uloha 8. Majme P s celodiselnymi keficientami a stupiiom aspoii dva. Ukazte,
Ze potom existuje dvojica prirodzenych ¢isel (m,n) takd, Ze kongruencia P(z) = m
(mod n) nemé celo¢iselné riesenie.

Uloha 9. Ukazte, Ze pre fubovolny monicky polyném s celo¢iselnymi koeficientami
P so stuptiom asponi dva existuje nekoneénd rastica postupnost celych éisel (z,)
takd, ze P(xn) | P(Tpy1)-

Uloha 10. Nech P(z) = 2" +a,_12" ' +---+a;z+1 je polyném s nezdpornymi
celodiselnymi koeficientami, spliiajici navyse a; = a,_; pre vietky i. Dokéazte, Ze
potom nekoneéne vela dvojic celych ¢isel splia x <y s z | P(y) a y | P(z).

(iKS 2-N5)

Uloha 11. Dokézte, Ze ked st T+ % + < aj % + 7 + 2 celé pre celé ¢isla a, b, c,
tak musi platit, ze |a| = [b] = |¢|.

Uloha 12. Definujme postupnost (z,,) ako x¢g = 0, x,+1 = P(z,) pre polyném P
s celo¢iselnymi koeficientami. Ukéazte, ze ak x,, = 0 pre nejaké n > 0, tak z129 = 0.
(Putnam 2000)

Uloha 13. Definujme postupnost (z,,) ako zo = 0, z,,4+1 = P(z,,) pre polyném P
s celo¢iselnymi koeficientami takt, ze P(n) > n. Dokazte, ze ked pre kazdé m € N
obsahuje tato postupnost nejaky nasobok m, tak plati P(z) = = + 1.

(Irdn TST 2004)

Uloha 14. DOKk&z, Ze ak je polyném P s celo¢iselnymi koeficientami nekonstantny,
potom polyném P*(z)—z m4 najviac deg(P) korefiov (P¥ znaé¢i k-nasobné zlozenie).
(IMO 2006-5)

Uloha 15. Majme funkciu f : Z — R takd, Ze |f(n)| < P(n) pre nejaky polyném
Pak—{]| f(k)— f(¢) pre vetky rozne celé k, £. Dokézte, Ze existuje polyném Q (s
redlnymi koeficientami) taky, ze f(k) = Q(k) pre vSetky k € Z. (MKS 34-6-8)
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Navody

1. Na vyriesenie nepotrebujes zZiadnu vetu. A naozaj taky polyném existuje.

2. Vieme, Ze ak je a — b delitelné troma, tak je aj P(a) — P(b) delitelné troma.

3. Ukaz, ze korenom polynému je kazdé prirodzené ¢islo. Preco je to problém?

4. Vhodne pouzi vetu o polynémoch s celociselnymi koeficientami.

5. Aplikuj Rational Root Theorem.

6. Ukaz sporom pomocou Rational Root Theorem.

7. a—>b|P(a)— P(b).

8. Keby to tak nebolo, musi P(z),..., P(z +n — 1) davat rozne zvysky po deleni
n pre lubovolné z; zvol n = P(xz + 1) — P(x) > 2.

10. Ak funguje dvojica (z,y), tak funguje aj (y, @)
11. Vezmi polyném s korefimi ¢, %, < a aplikuj nant Rational Root Theorem.

12. z —y | P(z) — P(y); vezmi najmensie x;.

13. z—vy| P(z)— P(y).

14. Ak st z,y korene, tak plati |z —y| = |P(x) — P(y)|; alebo pouzi predosla tlohu
na to, aby stacilo vyriesit len pripad k& = 2.

15. Pomocou toho, Ze nsn(n,n—1,...,n—d) > kn?*! pre nejakt konstantu k > 0,
dokéz, ze sa hodnoty f zhoduji s vhodnym polynémom.

Literatura a zdroje

[1] Danil Kozevnikov: Aritmetické vlastnosti polynomi, Sklené, 2019.
[2] Veréa Hladikové: Polynomy, Mezimésti, 2022.
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Nedeterministické pocitani

VoJtA GADUREK

ABSTRAKT. Data, mraky dat. Dat je prosté moc, jak si pfi tom ale pamatovat co
nejméné? To zodpovi tato pfednaska na streaming algoritmy. Ocekavejte pravdépo-
dobnost. Pouzijeme Chernoffa a Chebycheva. Dozvite se, co je to medidnovy trik.
Priblizime se velmi blizko otevienému vyzkumu.

Definice. Cash-Register model se sklada z univerza vSech prvka U velikosti m
a multimnoziny dvojic A velikosti n ve tvaru (u, ¢), kde u € U a ¢ je néjaké pfirozené
¢islo. Déle plati, Ze k A neméame plny pfistup, méame pouze piistup k operaci NEXT,
kterd nam vrati néjaky prvek z A, ktery jsme jesté nevidéli.

Modelu existuje vice, ale nds bude zajimat tento. Budeme o ném taky obcas
hovorit jako o proudu dat.

Prirozena ¢isla jsou zradnd — do jednoho prirozeného cisla lze teoreticky ulozit
neomezené informaci.! Takovym vécem udéldme hned na zadatku piitrz a fekneme,
7e hodnota ¢éisla mtZze byt nejvyse m - n. Vimnéte si, Ze se ndm pak dvojice (m,n)
do daného é&isla hezky vejde.?

Priklad. Urcete nejcetnéjsi prvek v proudu dat, ale pamatujte si co nejméné. Jde

to s 1 ¢islem? Jde to s 5 cisly, kde n je pocet prvka? Nebo s %57

Reseni. Uloha je trochu chytak, ale pou¢ny. Vzdy budete potiebovat alespoi m — 1
¢isel, kde m je pocet rtiznych prvki.

Priklad. Pro pfedchozi piiklad si rozmyslete, za jakych podminek by vam stacilo
zapamatovat si jenom jedno ¢islo. Za jakych jen 47

Reseni. Pokud je nejpoéetnéjsiho prvku alespon polovina. Vzdy drzime jednu dvo-
jici (prvek, pocet). Prijde-li pocet, ktery je v dvojici pak jej pficteme, pokud ne pak

jej odecteme. Je-li pocet nulovy, pak prvek nahradime prvkem, kterym jsme odeci-

tali. Odecteme nejvice 5-krat a na konci je pocitadlo kladné. Tedy nalezeny prvek
musi byt ten nejpocetnéjsi.

IPfedstavte si, Ze méate néjakou posloupnost &isel (a)n, pak miizeme vechna &isla prevést do
devitkové soustavy. Tim jsme ziskali volny symbol 9, ktery budeme pouzivat jako mezeru. Pak
posloupnosti (a), muze tfeba odpovidat ¢islo 9a?9a%9 ..., kde a?, je ¢islo a; zapsané v devitkové
soustavé.

2Rychlym skokem do informatiky — vyjadfeni takového ¢&isla nas bude stat log(mn) bitd.
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Pokud méme jistotu, Ze nejcetnéjsi prvek ma cetnost vétsi o  nez druhy nejvétsi,
pak nam opravdu bude stacit pamatovat si k Cisel. Algoritmus drobné upravime —
kdyz zpracovavame prvek, pfi¢teme ho do dvojice se stejnym prvkem, pokud takova
neni a mame plno, ode¢teme jednicku od vSech pamétovych mist.

Priklad. Rozmyslete si, Ze obecny ptipad pro pfedchozi ilohu opravdu funguje.

Uz pro k = 100 algoritmus odhali vSechny prvky tvorici alespoii 0,01 ze vSech.
Algoritmus je zndmy jako Misra—Gries. Do budoucna se ndm bude hodit definovat,
ze odhad f (u) je roven 0, pokud prvek nebyl algoritmem vybran, a jinak se rovné
poctu, ktery dany prvek mél na konci algoritmu.

Co kdyz by nas ale nezajimal nejcetnéjsi prvek, ale chtéli bychom odhadnout
frekvenci libovolného prvku? Obecné se takovému problému fik4d odhad frekvence.

Definice. (frekvence) Méjme model nad univerzem U s mnozinou A, pak definu-
jeme frekvenci jako f(u) := 3, »eca ¢ Chybou pak minime e = max, |f(u)— f(u)],
kde f(u) je nés odhad frekvence.

Priklad. Pokud vezmeme Misra—Gries algoritmus s k ¢isly a ziskame odhad f (u),
jaka je jeho chyba?

Reseni. Prvné si véimneme, Ze chyba je jednostrannd — algoritmus vzdycky podhod-
nocuje. Muzeme se zeptat, jaké je nejvétsi mozna chyba? Muzeme odecitat nejvyse

2-krat, to je tedy nase nejvétsi chyba, coz znamena,> Ze € = T

Nyni pouZijeme randomizaci. Budeme mit specialni haSovaci funkce, které budou
fungovat nasledovné: pro funkci s ¢ hodnotami bude kazda hodnota stejné pravdé-
podobna. Klicova vlastnost je, ze stejny prvek je vidy zobrazen na stejnou hodnotu.

Zagneme tim, Ze si pofidime dvé hasovaci funkce. Jednu g : U — {—1, 1}, kde obé
hodnoty jsou stejné pravdépodobné. Druhou h : U — {1,..., k}, kde kazda hodnota
odpovid4 jiné pfihraddce v nasem poli souctit S (velikosti k).

Nas postup bude jednoduchy — pokud uvidime prvek u, vyhodnotime obé funkce
a hodnotu g(u) pfi¢teme k souctu v prihradce S[h(u)]. Jak pfecteme vysledek? Pro
kazdy prvek u se podivdme na soulet v jeho ptihradce S[h(u)] a nas§ odhad bude
f(u) = S[h(u)] - g(w).

Priklad. Jaka je chyba takového feSeni?

Reseni. Prvné by nas mélo prekvapit, Ze takové feseni viibec davé spravny odhad.
Zaénéme tedy tim, Ze ukézeme, Ze stfedni hodnota naseho odhadu E[f(c)] je opravdu
presné f(c). Stfedni hodnota se poéita jako soucet vSech hodnot jevil a jejich pravdé-
podobnosti. Pokud tedy mame naptiklad kostku s péti jednickami a jednou Sestkou.
Pak pravdépodobnost, ze padne 1 je % a pravdépodobnost, ze padne 6 je %, pak
stfedni hodnota po¢tu ok na kostce je E[X] =12 +6- ¢.

3Je k zamysleni, jestli je takova chyba dobra (Vsimnéte si, ze miiZze nastat, ze odhad je 0. Na
druhou stranu, pokud zvolime k = 100, pak algoritmus spravné uréi, kazdy prvek s frekvenci vétsi
jak 0,01)
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Véta. (linearita stfedni hodnoty) Plati, ze E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y].
N4&s soucet v prihradce se sklada ze spravného prvku a ,Sumu” z ostatnich prvku:
Sh(e)] = g(e) fle)+ Y g(a) fla).

acU, a#c
h(a)=h(c)

KdyZ tento soucet vyndsobime g(c), ziskdme nas odhad:

=9 f&)+ Y gla)gle) fla).

a#c
h(a)=h(c)

Jelikoz g(c)? = 1 a z linearity stfedni hodnoty vime, 7ze E[g(a)] = 0, stfedni hodnota
chybového Sumu se vyrusi a zbude ndm E[f(c)] = f(c).

Vsimnéme si, Ze takovy odhad je v praméru spravny. Jak ale kvantifikovat, jak
moc se od priméru v praméru muize odchylit? K tomu potfebujeme pojem rozptylu.
Definice. Mé&jme ndhodnou veli¢inu X. Jeji rozptyl (znaéime var(X)) definujeme
jako

var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])*.
Véta. (Cebysevova nerovnost) Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X s kone¢nou stiedni
hodnotou E[X] a koneénym rozptylem var(X) a pro kazdé realné ¢islo a > 0 plati:

var(X).

P(X - E[X]| 2 a) <

Priklad. Odhadnéte pravdépodobnost chyby Count-Sketch algoritmu s paméti ve-
likosti k.

Reseni. N&s odhad je f(c) = f(c) + Z, kde $um je
Z= Y g(c)g(a) f(a).
h(a‘;i:’,(c)

Vime, 7ze E[Z] = 0. Spoé¢itdme rozptyl var(Z) = E[Z?]. Po umocnéni sumy Z
na druhou se smiSené ¢leny (kde a # b) ve stfedni hodnoté vyrusi, protoze pro
nezavislé hody plati E[g(a) g(b)] = E[g(a)] E[g(b)] = 0. Zbydou jen ¢leny pro a = b,

kde g(a)? = 1.
=" P(h(a) = h(c)) - f(a)?

aFc
Pravdépodobnost kolize h(a) = h(c) je . Tedy
w2 = L5 o < I
aF#c

kde [[f[I3 = Yqer f(a)?.
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Nyni aplikujeme Cebysevovu nerovnost pro odchylku ¢ || f|2:

vr(z) _ Ik _ 1
U211 < g = 22 g = e

o “ . e « « ) o "
Vsimnéme si, Zze pokud bychom chtéli uspét s pravdépodobnosti 5, staci nam

zvolit
3

2

k=

Pravdépodobnost tspéchu lze dale zvysit pomoci medidnového triku.

Véta. (Medidnovy trik) Bud'Yi,...,Y; nezdvislé jevy, z nichz kazdy nabyvé hod-
noty 1 s pravdépodobnosti p > 1/2 a hodnoty 0 jinak. Pak

t
t —ct
P(ZY; < 2) <e
i=1

pro néjakou konstantu ¢ > 0 zavisejici na p.
Vétu nebudeme dokazovat, ale da se lehce dokazat z Chernoffovy nerovnosti:

Véta. (Chernoffova nerovnost) Bud Xi,...,X, € {0,1} nezdvislé ndhodné veli-
¢iny, X =51, X; ap=E[X].
Hornt odhad: Pro libovolné 0 < § < 1:

P(X > (1+8)p) <e o153,
Dolni odhad: Pro libovolné 0 < § < 1:
P(X<(1—68)p) <e¥n2

Nyni k ¢emu nam medidnovy trik slouzi. Vezmeme si ¢ nezéavislych instanci na-
Seho algoritmu, jejich odhady sefadime od nejmensiho po nejvétsi a jako vysledny
odhad zvolime median. V§imnéme si, Ze pokud vice nez % instanci uspéje (tj. da
odhad s chybou mensi nez ¢ || f||2), pak i medidn bude mit chybu mensi nez e || f||2.
Pravdépodobnost, ze median selze, tak klesa exponencialné s po¢tem instanci ¢. Pro

pravdépodobnost selhéni nejvyse § tedy staci zvolit ¢ = O(log(3)).
l’JIohy

K feSeni dloh: ne vSechny tlohy lze vyfeSit deterministicky. Dobrym cilem bude
feseni, které s néjakou fixni pravdépodobnosti vrati feseni s néjakou chybou zavislou
na . Vsimnéte si, ze pokud pravdépodobnost tspéchu bude vétsi jak %, miizete Feseni
pomoci medidnového triku zesilit na libovolnou pravdépodobnost tispéchu a budete
potebovat pouze O(log(})) instanci.
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NEDETERMINISTICKE POCITANI

Uloha 1. Odhadnéte poéet rtiznych prvki v proudu dat.

Uloha 2. Vyberte uniformné ndhodné jeden prvek z proudu dat. Pocet prvkii
pfedem neznate.

Uloha 3. Vyberte uniformné nidhodné &k prvki z proudu dat. Pocet prvki piedem
neznéate.

Uloha 4. Navrhnéte, jak na prstech napoéitat do vice nez 210.

Uloha 5. Rozhodnéte, zda dva proudy dat obsahuji stejné prvky (se stejnymi
Getnostmi).

Uloha 6. Muzete si pamatovat pouze jedno é&slo a dostanete posloupnost ¢isel.
Prévé jedno se vyskytuje pravé jednou, ostatni dvakrat. Naleznéte dané cislo.

Uloha 7. Piedpokladejte, ze kazdy prvek se v proudu vyskytuje nejvyse jednou.
Vezméte dva proudy a odhadnéte, kolik prvka se objevilo v pravé jednom z nich.
Predpokladejte, Ze se oba proudy lisi pouze malo.

Uloha 8. Piedpokladejte, ze kazdy prvek se v proudu vyskytuje nejvyse jednou.
Vezméte dva proudy a zjistéte, jaké prvky se objevily v pravé jednom z nich.

Navody

1. Hod si magickou kostkou a udrzuj si k& nejmensich vysledkid. Nésledné pouzij
medidnovy trik.

2. Staéi si pamatovat pouze jeden prvek. Rekni si, Ze pravé piislo n prvki — s jakou
pravdépodobnosti bude (n + 1)-ni prvek vybran?

3. Stadi si pamatovat pouze k prvku.

Budes muset obétovat presnost a deterministicky to nebude.

Zkus priradit kazdému prvku néjaké ¢islo, které ho bude identifikovat.

Najdi operaci - takovou, ze je A-B=B-AaB-A-A=B.

Predchozi dloha Ti budiz napovédou.

NS ok
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Scitani

MATEJ GAJDOS

ABSTRAKT. V prispévku se podivame na nékolik souvislosti mezi integrovanim a oby-
Cejnym scitanim. Spousta vlastnosti integrala totiz vesmés analogicky plati pro sumy
a této mezihry spojitého a diskrétniho svéta lze vyuzit pfi feseni nékterych tuloh.
A hlavné je to peknda matika, kterou stoji za to si ukazat.

s s

Preusporadani
Definice. Necht (a,,)52, je redlna posloupnost. Dopiednou diferenci této posloup-
nosti rozumime posloupnost (A a,)%2; definovanou jako Aya, = apy1 — ap.

Tvrzeni. Necht (a,)2, a (A,)22, jsou reilné posloupnosti. Pak jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni:

(1) Pro kazdé pfirozené n plati AL A, = a,.
(2) Existuje redlné ¢ takové, zZe pro kazdé piirozené n je

Ap=ct+ar+as+---+an_1.

Vé&ta. (Per partes pro sou¢ty) Pro redlné ¢isla aj, ..., ant1 a by, ..., byy1 plati

n

> ajAyb; = (ani1bpir —arby) = > bj1Aya;.
j=1

j=1

Souétové per partes se dokaze dvojim vyjadienim sumy > 7_; A (a;b;). Na jednu
stranu je toto teleskopicky soucet, takze se suma rovna a,,+1b,+1 —a1b1, ale na stranu
druhou pro dopfednou diferenci plati

A+(ajbj) = A+aj . bj + aj - Aerj + AJr(lj . A+bj.

Uloha 1. Pomoci sou¢tového per partes sectéte S adll -2

Uloha 2. Sectéte Y7, j>.
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Poznamka. Analogicky miizeme definovat zpétnou diferenci posloupnosti (a,,)22,
jako
A_a, =a, — an_1.

Pro zpétnou diferenci pak plati analogicky vztah per partes (i diikaz je obdobny):

ZajA_bj = anbn — aobo — ij_lA_aj.
J=1 Jj=1

Ptitom A,, spliiuje A_A,, = a,, pro véechna n € Ny pravé tehdy, kdyz je A, tvaru
Apn=c+ag+a1+--+ay

pro néjakou konstantu c.

Uloha 3. Nechf a; > as > ...a, > 0 a nechf redlna &sla by, ..., b, spliuji
art+as+--+ap <by+by+---+b, ke{l,...,n}

Dokazte, ze pak Z] 1 a5 <Z] L b3

Véta. (Abelova nerovnost) Necht by > bg > -+ > b, >0, S je kladné redlné a aq,
, Gy, jsou realna cisla spliujici 25:1 a; < S pro kazdé k € {1,...,n}. Pak plati

Zajbj S S - bl.
j=1

Obdobné znéni plati pro odhad zdola.
Uloha 4. Dokazte pomoci sou¢tového per partes Abelovu nerovnost.

Uloha 5. Necht z1, ..., x, jsou realna &sla splijici xy + o + - - - +x, = 0. Nechf
pro libovolné kladné ¢ > 0 nejvyse |1/¢] dvojic indext (4, j) spliuje |z; — z;| > e.
Dokazte, ze pak

Zx <-<maxxj— min x3>
n 1<j<n 1<5<n
Uloha 6. Necht p je kladné realné ¢islo. Dokazte, Ze pak pro kazdé piirozené n

plati
L”MJZ%+%+%+W+%,

kde |z] zna¢i dolni celou ¢4st redlného ¢isla z, tj. to jediné celé ¢islo spliujici |z| <
r < |x]+1
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Scitat jde i integralem

Definice. Délenim uzavieného intervalu (a,b) rozumime kone¢nou posloupnost
D = (z;)}_ splijici a = 29 < 71 < -++ <z, = b. Normu tohoto déleni definujeme
jako v(D) = maxi<j<pn |2;—x;j_1], tj. jako maximalni vzdalenost dvou délicich bod.

Véta. (Limitni souéty a integrdl) Necht f je spojita redlnd funkce na {(a,b). Pro

prirozené n uvazujme déleni tohoto intervalu D,, = ( ("))e(n) Necht pro kazdé n
mame body t( ") Jezict v intervalech (x 5 1T, )> kde j € {1,...,4(n)}. Pokud plati

lim,, oo v(D ) = 0, pak také plati

. - (n) (n) (n)
s 3 = a6 = [t
j=1

Piiklad. Urdcete limitu vyrazu %2?21 27/™ pro n — oo.

Reseni. Ozna¢me f(z) = 2 pro z € (0,1) a rozdélme tento interval body :1754") =

j/npro j € {0,...,n}. Pak plati 0 = xén) < x§”) <oe<ai=1a acg") x;@l =

1/n, takze norma n-tého déleni je také 1/n a tyto normy konverguji k nule. Volme
dale ¢ = 2\ = j/n. Pak lze zadany vjraz pst jako

n n

1 , 1 o, &=, n n
EDSEUED SEREIE S SR AN GN

j=1 j=1 j=1
Podle ptedchozi véty a diky spojitosti f na (0,1) tak mame

R 1 2z 1t 1
lim =) 27/"= [ 22°de = || = —.
nLH;onZ / v {ln2}0 In2

j=1 0
Uloha 7. Spoctéte
N (G n)?
D S
i=

Uloha 8. Dokaite, ze pro kazdé p¥irozené n plati

\/ﬁgz%<2\/ﬁ.

Jj=1

Uloha 9. Ukaite, Ze lze volbou velkého n libovolné presné aproximovat 7 pomoci

souctu
4n 4n 4n 4n

n2+1+n2+4+n2+9+'“+n2+n2'
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Uloha 10. Najdéte

2

S Vi
e )

Uloha 11. Ukaite, Ze existuje n > 1 takové, ze

—~ (=17 1
j; n g <2026'

Véta. (Abeluv vzorec) Necht (z,)52, je posloupnost redlnych ¢isel, a < b jsou
redlnd ¢isla a ¢ : (a,b) — R je spojité diferencovatelnd. Definujme

a pro t < 1 prdzdnou sumu definujme jako X (t) = 0. Pak plati

S np(n) = XB)(b) — X (a)p(a) — / X (0! (t)dt

a<n<b

Harmonicka cisla

Definice. Necht je n prirozené éislo, pak

n

1 1 1
Hy=1+ -4+ 4 — = :
+2+3+ +n ’

S| =

J=1

nazyvame n-tym harmonickym cislem.

Uloha 12. Ukazte, Ze harmonicka &isla lze spoéitat jako
"1t
1

Uloha 13. Dokaite, 7e existuje kladné realné ¢islo «y (tzv. Eulerova-Mascheroniho
konstanta) splitujici
~v= lim (H, —Ilnn).

n— oo

Uloha 14. Dokaite, ze

xs-n(y)-30)

26



MATEJ GAJDOS

Navody

1. Plati A 27 =27,

2. Zvol a; = j a b; = j2. Po pouziti per partes preved hledanou sumu na stejnou
stranu rovnice.

3. Per partes a Cauchyova—Schwarzova nerovnost.

4. Per partes pfevede sumu na novou sumu, v niZ misto a; budou vystupovat
Aj = a1 + -+ aj, pro néz mas odhad.

5. Podivej se na soucet ¢tverct viech vzdélenosti, tj. na » -, ;(z; —x;)%. Ten vyjadii

jednak pomoci ), 22, jednak jako soucet tvaru ,konkrétni vzddlenost na druhou krat
pocet bodiu s takovou vzdélenosti“. Na toto druhé vyjadfeni pouzij per partes.

6. Postupuj indukei, oznaé¢ a; = |ju|/j a pouzij per partes na Z?=1 a;-j.
7. Pouzj f(z) = 22 na intervalu (1, 2).
8. Pomoz si funkci! f(z) = %7 z € (0,1).

9 1 de _ =«

0 T+a22 — 4°
10. V sj:nné je spousta odmocnin, zkus podle toho zvolit vhodné déleni 0 = z¢ <
x1 < -+ < xp = 1 intervalu (0,1). Napovédét Ti miize i to, Ze s¢itame n? ¢lent.
11. Pouzij lichost sinu. Clen (—1)7 pak lze zahrnout do chytré definice déleni in-
tervalu (—1,1).
12. Pouzij Abeltv vzorec s x; = 1 pro v8echna j € {1,2,...,n}.
13. Vyjadii H, a Inn pomoci integralu a ukaz, ze pro n — oo vysledny integral
konverguje. Hodi se védét, ze 1/2? m4 na (1, 00) koneény integral.

14. Per partes.

Literatura a zdroje

[1] Evan Chen: Summations, |https://web.evanchen.cc/handouts/Summation/
[ Summation.pdf.

[2] Kin Y. Li: Mathematical Excalibur, Volume 11, Number 8,
| math.hkust.edu.hk/excalibur/v11_n3.pdf.

[3] Lubos Pick et al: Matematickd analijza, |https://www2.karlin.mff.cuni.cz/
| ~pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf.

Hnterval zleva otevieny neni moc kosér. Lze si tim bud nelamat hlavu, nebo byt opatrnéjsi
a pracovat na intervalech (§,1) pro ¢ > 0 malé, a nakonec provést pfechod ¢ — 0.
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Interpolace

ViIiT HANIKA

ABSTRAKT. Ukazeme si, jak dané funkéni hodnoty prolozit polynomem a jak tuto
interpolaci vyuzit naptiklad k zabezpecéeni sdileného tajemstvi.

Véta. (Lagrangeova interpolace) Méjme navzdjem rizné xg,21,...,o, € R a li-
bovolna yg,y1, - - -, yn € R. Pak mezi polynomy s koeficienty z R stupné nanejvys n
existuje pravé jeden, ktery spliiuje f(x;) = y; proi € {0,1,...,n}, a je to konkrétné

f@) =3 wll = (©)

T
i=0  j#i "

Umluva. Polynom na pravé strané v (Q) budeme nazyvat (Lagrangeovym,) inter-
polacnim polynomem (skrz body (xo,v0), (x1,Z2), ..., (Tn,Yn)).

Cvicéeni. Na realnych ¢islech neni nic specidlniho — rozmyslete si, Ze interpolace
funguje i nad Q, nad C nebo nad koneénymi télesy Z, pro prvocisla p. (Obecné
bychom ji tedy mohli zformulovat nad obecnym télesem.)

Hodnoty v bodech

Uloha 1. Najdéte redlny polynom f(x) stupné dva spliujici f(0) = 1, f(1) = 3
a f(2)=09.

Cvigeni 2. Vsimnéte si, ze [[;c01 npx) Smge = (D" (")

Uloha 3. Realny polynom f stupné nanejvys n spliuje f(k) = 2* pro vsechna
k=0,1,...,n. Spoctéte f(n+1).
Cviceni 4. Vsimnéte si, Ze polynom z pfedchozi tlohy mé stupen pfesné n.

Uloha 5. Realny polynom f stupné nanejvys n spliuje f(k) = (n%l) pro vSechna
k

k=0,1,...,n. Uréete f(n+1).

Uloha 6. (tézkd) Af F; znadi i-té Fibonacciho ¢islo, tedy Fy = 0, F; = 1 a dale

F,i+1 = F, + F,_1. Pokud polynom f stupné 990 spliiuje f(k) = Fy pro k €

{992, ...,1982}, dokaiite, 7e £(1983) = Figss — 1. (IMO SL 1983)
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Koeficienty

Tvrzeni. Je-li f polynom stupné nanejvysn a jsou-li xg,x1,...,T, € R navzdjem
riizna, pak je
n
f(zs)
i=0 Hj#i(xi - ;)
rovno koeficientu u x™ v f.

Uloha 7. Bud a, koeficient u 2" v redlném polynomu f stupné nanejvys n. Do-

kazte, ze potom plati
> (1) 10) = nta
i

=0

Uloha 8. Bud f polynom s celoéiselnymi koeficienty stupné d a bud p prvoéislo.
Dokazte, ze pokud f(0) = 0, f(1) = 1 a pro kazdé n € N déva f(n) po déleni p
zbytek 0 nebo 1, potom d > p — 1. (IMO SL 1997)

Nerovnosti

Idea. Vezmeme libovolny , Lagrangeovsky vyraz*, ktery se dosud objevil v pfi-
spévku, a placneme na néj absolutni hodnoty a trojihelnikovou nerovnost.

Uloha 9. Realny polynom f stupné nanejvys n spliiuje na intervalu (0, 1) nerov-
nost |f(z)| < 1. Dokazte, ze |f(—1/n)| < 2"+1 — 1.

Uloha 10. Je dan monicky realny polynom f a celd ¢isla 29 < 21 < --- < 2.
Dokazte, ze pro néjaké 0 < i < n nastane |f(z;)| > 2. (Crux Mathematicorum)

Sdileni tajemstvi a kddovani zprav

Priklad 11. Hradni pan chce navrhnout bezpeény systém pro autorizovany piistup
k pokladnici. Povézme, Ze kli¢ do pokladnice mé podobu pfirozeného ¢isla t. Chtél by
navrhnout systém, ve kterém kazdému ze svych n tajemnikt sdéli néjakou informaci
tak, aby

(i) dovedlo libovolnych 7 tajemniki spojit své informace a zjistit z nich ¢, ale
(i) libovolnych 6 nebo méné tajemnikt nedovedlo ze svych informaci zjistit o ¢
vibec nic (napf. ani zddny omezeny interval, v némz musi ¢ lezet).
Jak toho muze docilit?

Reseni. K feseni samoziejmé vyuzijeme polynomy. Hradni pan si vymysli nahodny

polynom stupné 6, jehoz konstantni ¢len bude t. Poté tajemnikim rozda hodnoty

polynomu v po dvou riiznych bodech (fekne jim v jakych bodech). Nyni vskutku 7
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tajemnikt miZe interpolovat své hodnoty a zjistit z nich hodnotu v nule (neboli kon-
stantni ¢len), zato 6 tajemniki o ¢ nemiize Fict vitbec nic (teoreticky muze byt uplné
jakdkoliv). Tomuto schématu se ¥ikd Shamirovo schéma sdileni tajemstvi a obvykle
se z praktickych dtvoda neprovadi s redlnymi ¢isly, ale tieba nad Z,.

Uloha 12. Jsi ucastnikem Shamirova schématu sdileni tajemstvi, v némz jsou
potfeba 2 lidé ke zjisténi klice k pokladnici. Ty vis, Ze hodnota v jednicce je 1,
spolupracovnik Ze hodnota ve trojce je 3. Jaka je hodnota tajemstvi?

Uloha 13. Upravte schéma tak, aby pokladnici mohlo oteviit bud 7 tajemniki
nebo pan mistodrzici spolu s dvéma tajemniky.

Uloha 14. Néktefi tajemnici jsou blondati, jini ¢ernovlasi. Vymyslete schéma, ve
kterém mize pokladnici oteviit jen 7 lidi, z nichz aspon 3 jsou Cernovlasi.

Piiklad 15. Hradni pan chce poslat zpravu m = (mg, my,...,my) sestavajici se
z k celych ¢isel svému spojenci o hrad vedle. Zprava se ovSem pii prenosu obcas
trochu poskodi a néktera ¢isla nejdou pfecist, nebo dokonce vypadaji jako jina ¢isla.
Hradni pan tedy musi zpravu néjak chytie zakédovat, aby i po poskozeni §la rozlustit.

Reseni. Ze zpravy si udéla polynom P(x) = myxF+my_128 =1 ... mg a jako zpravu

odesle za sebou hodnoty P(1), P(2), ..., P(n), kde n > m + 1. Pf{jemce zpravy si
poté pro kazdou (k+1)-tici bodt interpoluje polynom prochézejici témito k+1 body.
V zévislosti na tom, o kolik bylo n vétsi nez k + 1, poté umi pfijemce bud poznat,
jestli bylo urc¢ité mnozstvi ¢isel ve zpravé pozménéno, nebo dokonce jisté mnozstvi
takovych chyb opravit (pokud je mnoZstvi chyb dostateéné malé a n dostateéné
velké, ptijemce vi, Ze pokud interpoluje vSechny (k + 1)-tice a z takto ziskanych
polynomt vybere ten nejcastéjsi, ziskd puvodni polynom). Z této myslenky vznikl
bézné pouzivany Reed—Solomoniv kdéd.

Ulohy na procvieni

Uloha 16. Bud F : Zy, — Zy zcela libovolna funkce. Nahlédnéte, Ze ji lze zapsat
polynomem s koeficienty ze Z,,.

Uloha 17. Realny polynom f stupné nanejvys n nabyva celoéiselnjch hodnot

v bodech 0,1, ..., n. Nahlédnéte, Ze potom uz musi nabyvat celo¢iselnych hodnot na
celém Z.
Uloha 18. Dokaite, Ze pro navzajem riizna o, &1, ..., &, € R plati
S e
= ZTi.
HJ 4i(Ti — ) i=0

Uloha 19. Dokazte, ze kazdy monicky realnj polynom stupné n lze zapsat jako

aritmeticky primér dvou realnych polynomi stupné n, z nichz kazdy mé n rtznych

redlngch kofend. (USAMO 2002)
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Uloha 20. Méjme celé &slo n > 3 a realné polynomy f, g takové, ze body

(f(i),g(@)) pro ¢ = 1,...,n jsou vrcholy pravidelného n-ihelniku v roviné (&tené

v kladném sméru). Dokazte, Ze alespoii jeden z f, g ma stupeni alesporni n — 1.
(Putnam 2008)

Uloha 21. (t87kd) Realny polynom f stupné nanejvys 2020 spliuje f(k?) = k pro
k=0,1,...,2020. Urcete £(20212). (HMMT 2020)

Navody
1. Interpoluj v bodech x =1, z = 2, x = 3. Anebo to samoziejmé tipni :)
3. Dosad do interpola¢niho polynomu a uprav smérem k binomické véte.

4. Pokud by mél mensi stupen, pak bude mit v nékterém dostatecné velkém k jinou
hodnotu.

5. V interpola¢nim polynomu zmizi kombinaéni ¢isla.

6. Vyuzij, ze F, = %(g@" —(@)"), kde ¢ = 1+T‘/5, o= % Rozdél sumu, ke
které se prointerpolujes, na ¢ast s ¢ a @.

7. 'V kterych bodech se tu objevuji hodnoty f? Takze skrz co asi chces interpolovat?
8. Interpoluj nad Z, a vyjadfi koeficient u 2P~

9. Interpoluj skrz x; = %

10. Vyuzij celociselnost k odhadu [[,; |zi — z;|.

12. Odpovéd je 0, protoze polynom je patrné linedrni polynom f(z) = z.

13. Neéktefi zucastnéni mohou znat vice hodnot nez jini zicastnéni.

14. Udélej prosté dveé schémata pres sebe, tj. polynom stupné 6 pro vSechny ta-
jemniky, pro ¢ernovlasé navic jesté polynom stupné 2.

16. Interpoluj skrz vSechny body.

17. Interpretuj kazdy ¢len v interpolacnim polynomu pomoci kombina¢nich ¢isel.
18. Ctes koeficient, ale stupeti je moc velky — zmodul.

19. Jeden polynom zinterpoluj tak, aby byl hooodné rozkmitany, druhy dopocitej
tak, aby vySel prameér.

20. Interpoluj jeden komplexni polynom. Vhodné BUNO situaci zjednodusi.

21. Interpolace d4 désivou sumu, ale jde to ubit. >, ((—1)*(}) jde spo¢itat!

Literatura a zdroje
Tento prispévek je z vétsiny zaloZen na prednasce Matéje Dolezalka na totéz téma,
jemuz timto dékuji.
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[2] Jakub Léwit: Lagrangeova interpolace, sbornik iKS, 2018.

[3] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press,

2008.
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Vit HANIKA

ABSTRAKT. Ideou prednasky je divat se na redlna cisla jako na body na realné ose,
se kterymi se da Soupat riznymi sméry. Bude se nam to hodit hlavné u nerovnosti,
ale objevi se i jiné priklady.

Priklad. (AG nerovnost) Pro kladna redlnd ¢isla aq, a9, as, . .., a, plati

a;+as+---+ap
Z Va1 -ag - Qn.

n

Reseni. V&imnéme si, Ze pro a; = a; = --- = a, nastane rovnost, a ukaZeme,
ze kazdy jiny pfipad je ,horsi“. Uvazme, Ze existuji a; > a; takové, Ze a; je vetsi
nez aritmeticky primér vSech cisel a a; mensi. Co se stane, kdyz a;, a; k sobé
pfiblizime (o stejny kousek, tedy tak, abychom zachovali soucet)? Tedy kdyZ misto
a;,a; uvadzime a; — €, a; + € pro malé ¢ > 0. Pak
(ai —€)(a; + €) = a;a; + e(a; — a;) — 2.

Pokud tedy (ai,a;) posuneme o € < a; — a;, novy vyraz bude vétsi nez ptivodni
sou¢in a;a;. Zvolime pak ¢ = a; — % > 0, ¢imz ziskdme novou n-tici, kde
pribude alespon jedno ¢islo rovno prumeéru vSech. A po nejvyse n krocich si budou
jisté vSechna a; rovna a v takovém pripad€ jiz nerovnost plati trivialné.

Pro¢ to dokazuje tlohu? Pokud by pro néjakou n-tici tloha neplatila, mizeme
takovymto vyhlazovanim ziskat n-tici stejnych ¢isel, pro kterou tloha neplati, coz je
samoziejme spor.

Soupat s body Ize mnoha rfiznymi zpiisoby, mezi mozna Soupani miize patiit:

e Soupat viechny body stejnym smérem stejnou rychlosti, neboli pii¢ist redlné
¢islo t.
Soupat body smérem k nule vynisobenim é&islem ¢ < 1.
Soupat tak, aby n&jaky bod $el k nekone¢nu (a tieba tedy néjaky vyraz byl
zanedbatelné maly).

e Soupat dvéma (¢i vice) body k sobé, dokud neni splnéna néjaké podminka
(tak jako v tvodnim ptikladu).
e Soupnout né&jaké dva body do jejich aritmetického (¢i jiného) priméru.
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K poslednim dvéma typtim Soupéni se casto mtze hodit Jensenova nerovnost,
kterd nam tika, Ze pri Soupéni bodu smérem k sobé se ndm hodnota funkce zméni
tim spravnym smérem.

Tvrzeni. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom
pro libovolnd x1,...,x, € I a A1,..., A, € (0,1) takovd, Ze \y + - -+ A, = 1, plati

Alf(afl) +--+ Anf(xn) > f(/\1331 + -+ A»,L.Tn).

Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

Interpretace je takova, ze \; jsou vahy, kterymi body navazime a vyraz \ijx1 +
coo 4+ Apxy je vysledny vazeny prumeér. Z konvexity pak lehce vyplyne, Ze hodnota
v tomto bodé je mensi nez vazeny pramér funkénich hodnot. Detaily si ukdzeme na
prednésce.

P¥iklad. Pro a,b,c > 0 dokazte a® + b3 + ¢ — 3abc > 4(a — b)(b — ¢)(c — a).
Resend. (néstin) ZapiSeme nerovnost jako (a+b+c)((a—b)?+ (b—c)?+ (c—a)?) >
8(a — b)(b — ¢)(c — a), nacez si vS§imneme, Ze miZeme vSechny proménné Soupnout
o konstantu k nule tak, aby néktera z nich se stala nulova, ¢imz se leva strana jen
zmens$i a prava zustane stejnad. Poté uz jednoduse dokazeme jednodussi nerovnost
a® + b3 > 4ab(b — a), protoze pravou stranu miizeme odhadnout bud AG nerovnosti
nebo opét Soupnutim a do g jako 4ab(b —a) < b3 < b3 + a3,

Soupeme

Uloha 1. Soucet tif kladnych celych ¢isel je 100. Jaké je nejvétsi moznéa hodnota
jejich soucinu? Co kdyz soucet bude 1017

Uloha 2. Mgjme étverec o strané jedna. Ukazte, Ze pokud lezi trojihelnik v tomto
étverci, ma obsah nejvyse % (PraSe 43-4-3)
Uloha 3. Kladn realna &isla a, b, ¢ splituji a + b + ¢ = 300 a rozdil libovolngch
dvou z nich je alespon 3. Jaka je maximalni mozna hodnota abc?

Uloha 4. Nezéporna realna ¢&isla a, b, ¢ spliiuji a +b+c = % a kazdé je nejvyse 1.
Jaka je maximalni mozna hodnota a? + b + c2?

Uloha 5. Maéme 1000 kouli a 27 krabic. Jak rozdélit koule do krabic tak, abychom
minimalizovali poc¢et dvojic kouli lezicich ve stejnych krabicich?

Uloha 6. Pro nezaporna realna &isla aq, as, ..., ags dokazte

ay +ag+ -+ ass §82+b1b2-”b83,
kde b; = max(1,a;) proi=1,...,83. (KMS 15/16-7Z3-6)
Uloha 7. Dokazte, ze pro a,b,c > 0 a k = 4 plati

(a+b4c)® > k|l(a—b)(b—c)(c—a)|
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Uloha 8. (tézi) Dokazte predchozi tilohu pro k = 6+/3.

Uloha 9. Soucet nékolika piirozenych ¢isel je 2026. Jaka je nejvétsi mozna hodnota
jejich soucinu?

Uloha 10. (varovna) Mame 32 ¢isel v intervalu (6, 9), jejichz soucet je 250. Ukazte,
ze soucet jejich ¢tvercu je nejvyse 2022. (MO 73-2-4)

Uloha 11. Nezaporna realna cisla x1, x2, ..., T, spliuji 1 + 22 + -+ + x, = 1.
Jaka je maximalni mozna hodnota x1xs + xoxs + -+ + Tp_12y + Tpr1?

Uloha 12. Mgéjme n prepina¢t v fadé. Kazdy je otoceny bud na sever, zépad, jih,
nebo vychod. Pokud tfi po sobé jdouci pfepinace ukazuji riznymi sméry, mizeme
je otocit do ¢tvrtého sméru. UkaZte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)

Tezsi Soupani
Uloha 13. Uvazme n >3 a ¢sla 0 < zq,...,z, < 1. Dokazte, ze

n
(v1+ 22+ +xp) — (T172 + Tow3 + -+ + Tp_1Tp + Tp1) < bJ .

Uloha 14. Pro kladna realna éisla z, y, z plati 22 + y? + 22 = 75 a dva ze tii

souctu x4y, y+ z, z+x jsou aspon 10. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu
zbyvajictho soudtu. (MO 75-3-1)

Uloha 15. Jak usporadat ¢isla 1, 2, ..., n do kruhu tak, aby souéet soucinii dvojic
sousedil byl i) co nejmensi ii) co nejvétsi?

Uloha 16. Nechf realna ésla a; > ag > -+ > ap > 0aby > by > --- > by >0
spliuji Zle a; = Zle b;. Dokazte, ze plati

Za +Zb2 (k + £)aybs.

Uloha 17. Nechf uy, ..., us19 jsou redlnd &isla splitujici uy + - -- + ugpr9 = 0,
ud + -+ udyo = 1. Oznaéme a = min{uy,..., U010} a b = max{us,..., U019}
Dokazte, Ze ab < — 3. (Shortlist 2019 A2)

Uloha 18. Ukaite, ze pro libovolna nezaporné xi, s, ..., x, plati

Z zix(x? + 3 < Z x;

1<i<j<n 1<i<n
Zjistéte, kdy nastava rovnost. (IMO 1999-2)
Uloha 19. Ukazte, Ze nerovnost

i=1 j=1 i=1 j=1

OOM—~

plati pro vSechna reilnd ¢isla x1,xs, ..., 2,. (IMO 2021/2)
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Navody

N

1. Soupej k sobé éisla, ktera jsou vzdalena vice nez 2.

2. Soupej nejdiiv tak, aby viechny vrcholy leZely na strané ¢tverce a poté Soupej

jednotlivé vrcholy tak, aby lezely ve tfech ze ¢tyf vrcholu.

3. Soupej nejdiiv spodni dvé k sobé, dokud neni jejich rozdil piesné 3, poté je Sou-

pej k tomu nejvétsimu, které zaroven Soupej dold dvojnasobnou rychlosti. Vysledna

pozice je jednozna¢né urcena.

4. Soupej od sebe. Kdyz uz nejde Soupat, nékteré bude uréité 0, nékteré 1 a zbylé

tudiz musi byt 0,5.

5. Soupej koule z krabic s velkym poétem kouli do téch s mensim.

6. Soupni do jednicky nejdiive viechno vétsi nez 1, nasledné viechno mensi nez 1.

7. Soupni vie smérem k nule tak, aby se jedna z neznamych vynulovala.

8. Soupni tak jako v minulém piikladu, nacez naskéaluj tak, aby bylo b = 1, poté

vyftes kubickou rovnici.

9. Udélej ze vseho dvojky a trojky, poté ze tii dvojek délej dvé trojky.

10. Soupej od sebe dvé ¢isla, kterd nejsou 6 ani 9, dokud nenarazis.

11. Soupej vdhu z né&jakého &isla, které ma malé sousedy, do éisla, které ma vétsi

sousedy. Na konci budou jen dvé ¢isla s nenulovou vahou.

12. Dvojice sousednich prepinacii, které jsou stejné otoceny, se pfi procesu Soupou

k sobé.

13. Soupej postupné kazdé x; bud do 1, nebo do 0 tak, abys zvétsoval hodnotu

vyrazu.

14. Soupej k sobé& pro maximalni soucet, dvé nejvétsi neznamé musi byt stejné,

pak uZ je maximum ur¢ité v (5,5, 5). Soupej dvé nejvétsi éisla od sebe pro minimalni
v 2 2 2 o o .. 25 5 5

soucet tak, aby 2* + y* + 2° ziistalo stejné. Minimum bude v (%, 3, 3).

15. Soupej tak, aby byla ¢isla lokadlné dobie sefazena.

16. Soupej od sebe.

17. Soupej od sebe &isla, kterd nejsou ani a, ani b, dokud jedno z nich nedosahne
a nebo b.

18. Soupni nejdiive vynasobenim vhodnou konstantou vSechny neznamé tak, aby
> x; = 1, poté pieuspoiddej nerovnost do > (2} — z}) < %. Pak Soupej od sebe
dvojici s dostatecné malym souctem, dokud nezbydou jiz jen dvé nenulova ¢isla. Pro
né se to overi jednoduse.

19. Soupej tak, aby leva strana byla konstantni. Diky konkavnosti bude prava
strana minimalizovana v nékterém z kone¢né mnoha bodd, coz uz se rozebere.
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Ulohy s tabulkami

PETR HLADIK

ABSTRAKT. Seznamime se s nékolika technikami, jak fesit tlohy v tabulce. Budeme
se vénovat zejména barveni a pfevadéni na tlohy v grafu. Kromé toho se ndm uréité
budou hodit i jiné klasické kombinatorické techniky jako tfeba pocitani dvéma zpusoby,
paritni argumenty nebo indukce.

Pro zacatek ukazeme klasickou tabulkovou ulohu.

Priklad. Dokazte, Ze Sachovnici 8 x 8, které chybi dva protéjsi rohy, nelze pokryt
dominy.

Reseni. Vsimneme si, ze kazdé domino pokryje pravé jedno bilé a pravé jedno
¢erné policko. Sachovnice bez protéjsich rohfi oviem neobsahuje stejny pocéet éernych
a bilych policek, takze nelze pokryt dominy.

Nasledné ukazeme tvrzeni, které sice neni iplné tabulkové, ale jde na ném hezky
demonstrovat techniky, které budeme pozdéji vyuzivat.

Tvrzeni. (Rectangle Tiling Theorem) Jestlize Ize obdélnik rozdélit na nékolik
mensich obdélnikti tak, ze vsechny maji aspon jednu stranu celoc¢iselné délky, ma
i puvodni obdélnik aspon jednu stranu celociselné délky.

Tohle tvrzeni dokdzeme hned nékolika zptisoby. Ve sborniku si dikazy jenom
nastinime, na prednésce tvrzeni dokdzeme poradné.

Diikaz. (barvici) Obdélnik ozna¢me R a umistéme jej do pocéatku soufadnicové
soustavy. Rovinu obarvime Sachovnicové se ¢tverecky velikosti % X % Nyni si v§im-
neme, ze obdélnik, ktery ma jednu stranu celociselnou, pokryva stejné velkou ¢ernou
a bilou plochu. To ale znamena, ze i nas obdélnik R musi pokryvat stejné velkou
bilou i ¢ernou plochu. Uvazme obdélnik R’, jehoZ délky stran budou zlomkové ¢4sti
délek stran ptivodniho obdélniku R. Obdélnik R’ musi také zakryvat stejné velkou
bilou a ¢ernou plochu. Pro néj uz snadno vidime, ze jedna z jeho stran musi byt
celociselna. 0

Dikaz. (grafovy) Uvdazime graf, jehoZ vrcholy budou rohy obdélniki. Dale pro

kazdy obdélnik kromé R uvazime dvojici protilehlych stran celoéiselné délky (i kdyby

mél obdélnik vSechny strany celo¢iselné délky, vezmeme jenom jednu dvojici), to bu-
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dou hrany naseho grafu. Rohy obdélniku R maji stupen 1, vSechny ostatni vrcholy
maji stupenl 2 nebo 4. Ted za¢neme v libovolném rohu R a hladové ptijdeme po
hranach tak daleko, jak to ptjde, aniz bychom $li po néjaké hrané dvakrat. Nutné
skonéime v néjakém jiném rohu R, ¢imz je tvrzeni dokazano, protoze jsme chodili
jenom po hranach celociselné délky. O

Posledni dikaz ukdzeme za pomoci komplexni analyzy. Urcité se nelekejte, po-
kud vam tento dikaz ptripadda BuBuBu, je tu hlavné pro zajimavost a ve zbytku
prednésky ho viibec nepotiebujeme.

Dikaz. (komplexni) Mé&jme obdélnik, jehoZ levy dolni a pravy horni vrchol maji
soufadnice [a, c| a [b,d]. Uvazme integral

b pd b d
/ / 6217r(a:+y) dz dy — / 62Z7TCIZ dx/ eQzTry dy

Ukézeme, ze tento integral je nulovy praveé tehdy, kdyz je nékterd strana obdélniku
celociselna. Z toho uz bude snadno plynout dokazované tvrzeni. Pomoci par tprav
ukazeme

b
/ 62i7r:r der =0 <« e2i7ra _ 62i7rb’
a
coz je ekvivalentni a — b € Z. ]

Barveni

Uloha 1. Lze tabulku 10 x 10 vyplnit T-tetrominy?

Uloha 2. Schoditém velikosti n nazveme ¢ast Sachovnice n x n, ktera je sou-
¢asti hlavni diagonaly nebo je dole od ni. Kolik nejméné cest je potieba na pokryti
schodisté? Cesta je posloupnost policek sdilejicich stranu.
Uloha 3. Je mozné tabulku 2027 x 2027 vydlazdit vodorovnymi obdélniky 2 x 1
a svislymi 1 x 37
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Uloha 4. Tabulka m xn je vyplnéna dlazdicemi 2 x 2 a 1 x 4. Dokaite, Ze nemtizeme
jednu dlazdici 2 x 2 nahradit dlazdici 1 x 4, ani kdyz ostatni dlazdice libovolné
preskladame.

Uloha 5. Na nekone¢nou tabulku polozime 2025 étvercii nxn, mohou se piekryvat.

Dokazte, e pocet policek zakrytych lichfm poctem &tverctl je aspoit n2.

Uloha 6. Necht lze tabulku m x n pokryt kostkami 1 x k. Dokazte, ze potom k
déli m nebo n.

Uloha 7. Mgéjme nekoneénou sachovnici a v ni néjaky ttvar P skladajici se z néko-
lika policek, ktery lze vydlazdit S-tetrominy. Dokazte, ze kdyz P vydlazdime S a Z-
tetrominy, musime pouzit sudy pocet Z-tetromin. (Shortlist 2014 C4)

Grafy

Uloha 8. Je na nekonec¢nou $achovnici mozné umistit 2025 jezdcti tak, aby kazdy
ohrozoval pravé 2 jiné?

Uloha 9. Mgéjme étvercovou budovu obsahujici 2025 x 2025 mistnosti, mezi mist-
nostmi sdilejicimi sténu mohou byt dvefe. Je mozné, aby kazda mistnost obsahovala
pravé dvoje dvere?

Uloha 10. V tabulce n x n je 2n policek &ervenych. Dokazte, Ze existuje po-
sloupnost éervenych poli¢ek Pi,..., P, takova, Ze tseCka P, P, 1 (cyklicky, tedy
Py11 = Py) je stfidavé svisld a vodorovna.

Uloha 11. V tabulce m x n jsou vybrana néktera poli¢ka. Dokazte, 7e lze vybrana
policka obarvit ¢ervené a modre tak, aby byl v kazdém sloupci i fadku rozdil poc¢tu
¢ervenych a modrych policek nejvyse 1.

Uloha 12. Tabulka m x n je vyplnéna nezdpornymi redlnymi ¢isly, pficemz v kaz-
dém tadku i sloupci je aspon jedno kladné ¢islo. Dale plati, ze pokud je v néjakém
policku kladné ¢islo, je soucet ¢isel v odpovidajicim fadku a sloupci stejny. Dokazte,
ze m = n.

Uloha 13. Nechf je m a n liché, tabulka m x n je rozdélena na domina, jedno
rohové policko zbyva volné. Domina muzeme posouvat, pak dokazte, ze lze prazdné
polic¢ko dostat do libovolného rohu.

Uloha 14. Uréete nejmensi k, pro které lze obarvit k policek tabulky 2n x 2n
cervené tak, aby platilo nasledujici. Existuje pravé jedno vydlazdéni dominy takové,
ze zadné domino neobsahuje dvé cervené policka. (Shortlist 2016 C8)

Dalgi Glohy

Uloha 15. Na Sachovnici 2026 x 2026 je umisténo 2026 sachovych dam tak, ze se
zddné dvé navzajem neohrozuji. Ukazte, ze se v kazdém z rohovych ¢tverctt 1013 x
1013 nachézi alespon jedna dama.
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Uloha 16. Alice a Bob hraji hru na Sachovnici n x n, na za¢atku jsou vsechna
policka bila, jenom levé dolni je Cerné a stoji na ném véz. Alice a Bob v kazdém tahu
pohnou vézi na bilé policko a obarvi jej na ¢erno. Kdo nemiize tdhnou, prohral. Kdo
mé vyhravajici strategii, jestlize za¢ina Alice?

Uloha 17. Doka#, 7e tabulku 2" x 2" s jednim chybé&jicim polickem lze vydlazdit
L-triominy.

Uloha 18. Tabulka 6 x 6 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze je mozné ji roziiznout
svisle nebo vodorovné tak, aby nebylo poruseno zddné domino.

Uloha 19. Sachovnice 8 x 8 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze pocet vodorovnych
domin, jejichz levé policko je bilé, je stejny jako pocet domin, jejichz pravé policko
je bilé.

Uloha 20. Na sachovnici 2025 x 2025 stalo 2025 vézi tak, ze se zadné dvé neo-
hrozovaly. VSechny se proménily v jezdce, udélaly jeden tah a zménily se zpatky na
véze. Dokazte, ze se uz néjaké dvé nutné musi ohrozovat.

Uloha 21. Tabulka 100 x 100 je obarvena ¢erné a bile. Viechna policka na okraji
jsou ¢ernd a navic zadny c¢tverec 2 X 2 neni jednobarevny. DokazZte, Ze existuje Ctverec
2 x 2, ktery je obarveny Sachovnicové. (Rusko 2017)

Uloha 22. V tabulce n x n je n— 1 nakazenych policek. V kazdém kroku se nakazi
vS8echna policka, ktera sousedi s asponn dvéma nakazenymi. Dokazte, Ze aspon jedno
policko ztistane zdravé.

Uloha 23. Tabulka n x n je vyplnéna ¢isly 1 az n, kazdé je v ni n-krat. Dokazte,
Ze existuje Fadek nebo sloupec, ktery obsahuje aspoii \/n riznych ¢isel.
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Navody

1. Nejde to, pouzijeme klasické sachovnicové obarveni a tetromin tam musi byt 25.
2. Konstrukce na [4] je trividlni, optimalita plyne z Sachovnicového obarveni.

3. Obarvi fadky tfemi barvami.

4. Déravé sachovnicové obarveni.

5. Pouzij n? barev tak, aby kazdy &tverec obsahoval pravé jedno policko od kazdé

barvy.

6. Pouzij jediné tvrzeni z prednasky nebo obarvi diagonaly nebo zvol komplexni
odmocniny z jednicky jako vahy.

7. Najdi vhodné diagonalni a sloupcové obarveni.

8. Najdi graf a vyuZij obarveni.

9. Uvaz graf, jehoz vrcholy jsou mistnosti, a obarvi vrcholy Sachovnicoveé.

10. Uvaz bipartitni graf, jehoz vrcholy jsou sloupce a fadky.

11. Najdi graf, odstrain z néj cykly a pak to vyfes pro strom.

12. Najdi ohodnoceny graf a dokaz to po komponentach.

13. Uvaz graf, jehoZ vrcholy jsou policka s obéma lichymi soufadnicemi, hrana
vede mezi policky, mezi kterymi je domino. Je to strom.

14. Odpovéd je 2n. Najdeme kouzelny graf, vrcholy budou poli¢ka. Hrany budou
domina a jejich obrazy podle hlavni diagondly. Uvaz cykly protinajici hlavni diago-
nalu.

15. Damy musi byt v protilehlych ¢tvercich, potom mame maéalo diagonal.

16. Zalezi na parité n, policka poparujeme.

17. Indukce.

18. Mize néjaky fez protnout jenom jedno domino?

19. Stejnd myslenka jako v predchozi tloze, pfida se Sachovnicové obarveni.

20. Secti souradnice vSech vézi.

21. Spocitej hrany oddélujici ¢erné a bilé policko.

22. Obvod.

23. AH nerovnost.

Literatura a zdroje
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Spiralni podobnost

MARKETA HONSEJKOVA

ABSTRAKT. Na prednasce si ukdzeme, co je to spirdlni podobnost, seznamime se s
jejimi vlastnostmi a nakonec tyto epické znalosti vyuzijeme v olympiadnich tlozkach.

Spiralni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny. Pfi spravném

thlu pohledu umi elegantné vytesit i spoustu tézsich, tézkopadnéjsich problémi. My
se ji v této prednasce naucime hledat a nachézet.

Definice. Spirdlni podobnost je geometrické zobrazeni vzniklé slozenim otoceni a
stejnolehlosti podle téhoz stfedu. Je urceno stfedem spiralni podobnosti O, oriento-
vanym thlem otoceni & a koeficientem stejnolehlosti & > 0. Znac¢ime ji S(O, &, k).

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (zdkladni vlastnosti) Pro spirdlni podobnost S(O, &, k) plati:

(i) Spiralni podobnost je podobné zobrazeni — obrazem pfimky je piimka, obra-
zem Ctverce je ¢tverec, obrazem stiedu tsecky je stfed obrazu tusecky, obecné
obrazem tutvaru je jemu podobny utvar.

(ii) Uhel mezi pfimkou a jejim obrazem je tihel otoceni o .

(iii) Pomeér délky usecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti k.

Tvrzeni 2. (specidlni pfipady) Spirdlni podobnost S(O, o, k) se pfi specidlnich
hodnotéch W& a k redukuje nasledovné:

(i) Pro & = 0 dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem k.
(ii) Pro o = 180° dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem —Fk.
(iii) Pro k = 1 dostavame otoceni kolem O o tihel .
(iv) Prok=1a W = 180° dostavame stredovou soumérnost se stiedem O.
v) Zadné kombinace O, ﬁ, k nam neda posunuti nebo neprimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (spirdlni podobnosti chodi po dvou) Necht spirdlni podobnost se stie-
dem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcend spiralni podobnost, kterd
pievadi A+ B a C + D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se miize lisit.
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Tvrzeni 4. (existence a jednozna¢nost) V roviné jsou dany body A, B, C, D
takové, ze ABDC (v tomto poradi!) neni rovnobéinik. Pak existuje pravé jedna
spiralni podobnost, ktera prevadi A — C, B+ D.

Lemma 5. (spirdlni podobnost jednoznaéné uréend trojuhelnikem OAA’) Bud
S(0, o, k) spiralni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati nasledujici:

(i) Pro rizné body A jsou vsechny trojithelniky OAA’ podobné.

(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urc¢uje spirdlni podobnost

S(0, W, k).

Tvrzeni 6. (konstrukce stfedu a existence) Bud ABB’A’ ¢tyfiihelnik takovy, ze se
pfimky AB a A’B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy priise¢ik O kruZnic opsanych
trojuhelnikim QAA’ a QBB' je stfed spirdlni podobnosti

o JAB|
$<0,<A0A, |A’B’|>’

ktera zobrazuje A — A', B+ B’.

Tvrzeni 7. (prisecik ¢tyf kruznic) Bud ABCD ¢étyiiihelnik s riznobéznymi pro-
téjsimi stranami. Prisecik pfimek AB a C'D oznacme @, prisecik piimek AD a BC'
ozna¢me R. Potom stied spiralni podobnosti M, ktera zobrazuje A +— D a B — C,
je priisecikem kruznic opsanych trojihelnikiim ADQ, BCQ, ABR a CDR.

Bod M z tvrzeni 7 se pak oznacuje jako Miqueliv bod Ctyttuhelniku ABCD.
M4 spoustu zajimavych vlastnosti, ale k jeho peclivéjsimu prozkouméni bychom
potfebovali dalsi pfednasku.
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A jde se na to!

Uloha 1. V roviné jsou dany riizné velké, stejné orientované, podobné trojihelniky
ABC a AgByCy. Stiedy tisecek AAg, BBy, CCy ozna¢me po fadé Ay, By, C;. UkazZte,
Ze i trojuhelnik Ay B1C1 je podobny piedchozim trojthelnikam.

Uloha 2. (klouzani) Po tiech rtiznob&nych piimkach se pohybuji rovnomérné
body A, B a C. Dokazte, Zze pokud jsou ve dvou ruznych ¢asech trojahelniky ABC
podobné, pak jsou podobné v kazdém okamziku.

Uloha 3. V roviné jsou dané dva étverce ABCD a AgByCyDy. Oznaéme Ay, By,
C1 a D; postupné stiedy tsecek AAg, BBy, CCy a DDgy. Dokazte, ze Ay B1C1D; je

Ctverec.

Uloha 4. Je dan trojthelnik ABC a bod P lezici na tom oblouku BC' kruznice
opsané trojuhelniku ABC, na kterém nelezi vrchol A. Paty kolmic z bodu P ke
strandm BC a AC oznaéme po fadé X a Y. Je-li M stfed tsecky AB a N stied
usecky XY, dokazte, ze plati |<M N P| = 90°.

Uloha 5. Nechf ABCD je konvexni étyfthelnik, ve kterém |<CAB| = |[<CDA| a
|<BCA| = |<ACD)|. Déale necht M znadi stied usecky AB. Dokazte, ze |[<BCM| =
|<DBA|. (Italie 2010)

Uloha 6. (Ptolemaiova véta) Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik. Oznacime-li
délky jeho stran AB, BC, CD, DA po fadé a, b, ¢, d a délky thlopticek AC, BD
po fadé e, f, pak plati ac+ bd = ef.

Uloha 7. (Simsonova pfimka) Bud ABCD tétivovy étyfthelnik. Oznaéme paty
kolmic z D postupné na piimky AB, AC, BC jako P, Q a R. Dokazte, ze P, Q a R
lezi na jedné primce.

Uloha 8. Necht ABCD je ¢tyftihelnik a necht E, F jsou body postupné na
strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru, tedy |AE|:|ED| =
|BF| : |FC|. Pfimka EF protind pfimky BA a C'D postupné v bodech S a T. Do-
kazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim SAFE, SBF, TCF a T DE maji spoleény
bod. (USAMO 2006)

Uloha 9. Necht je ABC ostrothly trojihelnik s viskou AD. Body X a Y lezi po
fadé na kruznicich opsanych trojuhelnikim ABD a ACD tak, ze body X, D, Y lezi
na jedné pfimce a body X, D, Y, B jsou po dvou razné. Oznacme déile M stied
strany BC a M’ stfed tsecky XY . Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.
(PraSe 27-3-8)

Uloha 10. Stranam AB a BC trojuhelnika ABC pfipiSeme zvenéi podobné pra-
vothelniky! BKLC a M N BA. Ukaite, ze piimky NC, ML a AK prochézeji jednim
bodem.

IPravothelnik je obdélnik nebo étverec.
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Uloha 11. Uhlopticky étyfihelniku ABCD se protinaji v P. Oznaéme O; a O
stfedy kruznic opsanych trojihelnikim ADP a CBP. Body M, N a O jsou postupné
stfedy tsecek AC, BD a O10,. Ukazte, ze O je stfed kruznice opsané PM N.

Uloha 12. Je dan pétithelnik ABCDE takovy, Ze jsou si trojahelniky ABC,
ACD, ADFE podobné. Ozna¢me T pruse¢ik pfimek BD a CFE. UkazZte, ze pfimka
AT je kolmé na spojnici stfedit S; a So kruznic opsanych trojihelnikim ABC a
ADE.

Uloha 13. Bud ABCDE konvexni pétithelnik takovy, Ze jsou si trojuhelniky
ABC, ACD, ADE podobné. Uhlopticky BD a CFE se protinaji v T. Ukaite, ze
pfimka AT pili stranu CD. (IMO Shortlist 2006)

Uloha 14. Je déan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C.
Ozna¢me M stied pfepony a D takovy bod odvésny BC, Ze plati |CD| = |CM|.
Necht dale P znadi prisecik kruznic opsanych trojihelnikim CM B a BDA, P # B.
Ukazte, ze pfimka BP je osou ithlu ABC. (iKS 7-G1)

Uloha 15. Necht ABCD je tétivovy étyithelnik, P je priisecik jeho thlopticek a
body F, F jsou po fadé paty kolmic z bodu P na strany AB, C'D. Necht bod K je
stfed strany BC a L stfed AD. Dokazte, ze pfimky EF a KL jsou kolmé.

(USA TST 2000)

Uloha 16. Stied kruznice opsané tétivovému ¢tyithelniku ABCD ozna¢me O.
Uhlopiicky AC a BD se protinaji v bodé P. Kruznice opsané trojuhelniktim ABP
a CDP se protinaji v bodech P a Q). Pfedpokladejme, Ze jsou body O, P a @ ruzné.
Dokazte, ze |[<OQP| = 90°. (Cina 1992)

Uloha 17. Na strané BC daného ostrotihlého trojihelniku ABC lezi body P a
Q tak, Ze |[<PAB| = |<BCA| a |[<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
primkach AP a AQ), pficemz bod P je stfedem tsecky AM a bod @ je stfedem tsecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a CN se protinaji na kruZnici opsané trojuhelniku
ABC. (IMO 2014/4)

Uloha 18. Necht ABCDEF je konvexni $estitihelnik takovy, ve kterém |<ABC|+
|<CDE| + |<EFA| = 360° a

|AB| |CD| |EF| _

=1.
BC| |DE| " |FA

Dokazte
|BC| |AE| |FD|
|CA| |EF| |DB|

1.

(IMO Shortlist 1998)
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Uloha 19. Rovnobé&znik ABCD spliuje |<DAB| < 90°. Necht £ # B a I # D
jsou body postupné na p¥imkach BC a C'D takové, ze |AE| = |AB| a |AF| = |AD|.
Kruznice opsand trojuhelniku C EF' protina pfimky AE a AF podruhé v bodech P
a Q. Dokazte, ze A, obraz P podle DFE a obraz @ podle BF lezi na jedné piimce.
(MEMO 2022)

Uloha 20. Na stranich a, b, ¢ trojthelnika ABC zvolime postupné body Aj,
By, C. Kruznice opsané trojuhelnikim AB,Cy, BC1 A1, C' Ay By protnou kruznici
opsanou podruhé v bodech Ay, B, Cs. Body As, Bz, C3 jsou stfedovymi obrazy
boda A;, B1, C1 postupné podle stiedu stran a, b, c. Ukazte, Ze trojuhelnik As BoCy
je podobny trojuhelniku A3 B3Cs. (IMO Shortlist 2006)

Uloha 21. Necht I je stied kruznice vepsané ostrotihlého trojihelniku ABC. Body
dotyku kruznice vepsané se stranami BC, CA a AB postupné oznac¢ime D, E a F.
Pifimka F'F protina kruznici opsanou ABC' v bodech P a @ tak, ze F' lezi mezi E a
P. Dokazte, ze |<DPA|+ |<AQD| = |<QIP]. (IMO Shortlist 2019)

Navody

1. Dokresli stfed spiralky, kterd na sebe ty trojihelniky zobrazuje. Spiralka chodi
po dvou a téznice se v podobnosti zobrazi na téznici.

2. Zobecnéni predchozi tlohy.

3. Najdi stied spiralni podobnosti O, ktery na sebe ¢tverce prevadi. Dokaz, ze je
to stfed spirdlni podobnosti i pro A1 B1C1D;.

4. Najdi vhodnou spiralni podobnost a vyuzij fakt, ze chodi po dvou.
5. Najdi spiralni podobnost a dotuhli.

6. Prfikresli si bod P na thlopiiéce BD tak, aby |[<BAP| = |<CAD|. Vyjadii si

poméry podobnych trojahelniki.

7. Existuje spirdlni podobnost se stfedem v D, ktera zobrazi AC' na PR. Dokaz,

ze @ lezi na pfimce PR.

8. Najdi spiralni podobnost zobrazujici A — B a D — C a vyuzij tvrzeni o kon-

strukei stfedu.

9. Najdi vhodnou spirdlni podobnost a vyuzij Thaletovy kruznice ze zadani.

10. Vezmi vhodnou spiralni podobnost a zobraz na sebe kruznice opsané nasim

pravothelniktim.

11. Vzpomen si na prvni motiva¢ni priklad.

12. Vezmi spirdlni podobnost, kterd zobrazuje AABC na ANADE.

13. Oznacme @ prisecik BD a AC, R pruseéik DA a EC. Diky Cevové vété staci

ukazat |AQ| : |QC| = |AR| : |RD|. Ctytahelniky ABCD a ACDE si odpovidaji ve
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spiralni podobnosti, tedy i jejich priseciky thlopricek, a jsou tak zachovany potiebné
poméry.
14. Ukaz shodnost ACPD a AMPA.
15. Zobraz bod P v osové soumeérnosti podle C'D a urci vhodnou spiralni podob-
nost. Z vlastnosti podobnych zobrazeni 1ze uvazovat vhodny deltoid.
16. Dokresli body S7 a S, stiedy thlopticek AC a BD.
17. Uvaz trojuhelnik AB;C; takovy, ze strana BC' je jeho stfedni prickou. Troju-
helnik ANC je spirdlné podobny s BBy M s thlem otoceni |<<BAC| — 180°.
18. Dokresli bod X tak, aby dvojice trojuhelnika EDX, EFA a CDX, CBA byly
podobné. Spiralka chodi po dvou.
19. Bod A bude stfed néjaké spiralky. Jak ho zkonstruujes?
20. Postupné:
(i) Pomoci znalosti priniku kruZnic jako stfedu spiralni podobnosti ukaz, Ze
ANA;BC ~ ANA;C1 By.
(ii) Oznaé stiedy tsecek b, ¢, AAs postupné Sy, S, Saa,. Ukaz ASsa,S:Sp ~
NA;BC.

(iii) Pomoci tvrzeni odivodni AAsC1 By ~ ASA4,S:5 ~ AACsBs.

(iv) Ukaz shodnost odpovidajicich thlt v AA;BsCy a AA3B3Cs.
21. Najdi stfed spirdlky zobrazujici EF na BC, ozna¢ ho S. Chces ukazat, ze SPI
a SDQ jsou podobné. Ukaz, ze SD prochazi A-Svrkem (angle bisector theorem).
Dokresli priseéik ST s EF (K) a s kruznici opsanou ABC (L) a hledej rovnobézky
(spirdlka pomuze). Ukaz, ze SPK a SMQ jsou podobné.

Literatura a zdroje
Dékuji Adé za krasny piispévek :)

[1] Adéla Karolina Zackové: Spirdlni podobnost, Mezimésti, 2022.
[2] Magdaléna Misinové: Podobnosti spirdlni i jiné, sbornik ‘KS, 2024.
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Mrizky a geometrie Cisel

DaviD HROMADKA

ABSTRAKT. Teorie ¢isel a geometrie. Ze spolu pramélo souvisi? Omyl! Prozkoumame
geometrické vlastnosti miizovych bodu a ukdzeme, jak s jejich pomoci rozlousknout
nékteré ofisky z teorie Cisel. Cesta nas provede mlhavym trojmezim geometrie, teorie
¢isel a kombinatoriky s ob¢asnou odbockou do vysokoskolské algebry.

Na zacCatek par poznatki, které se budou hodit v celé pFednéasce.

Definice. (kanonickd mi#izka) Bod (a,b) v roviné nazveme m#iZovgm, pokud jsou
obé jeho souradnice a, b cela ¢isla. Mnozinu vSech miizovych bodi budeme nazyvat
kanonickou mrizkou.

Pozorovéani. (stfedovy trik) Pokud tsecka spojuje dva mfizové body, jejichz sou-
fadnice maji stejné parity, pak je stied této uisecky opét miizovy bod.

Cvi€eni. Mé&jme tisecku spojujici m¥izové body (a1, b1), (az,be). Pak na této tiseéce
kromé krajnich bodu lezi jesté dalsich NSD(as — ay, by — by) — 1 miiZovych bodd.

Pickiv vzorec

Vsichni jisté radi poc¢itame obsahy. Nejsnaze se to déla u jednoduchych tvart, tplné
nejlépe u téch pravidelnych. Zde si vsak ukazeme, ze vypocet je celkem snadny i u di-
vokych komplikovanych mnohothelniki, dokud jsou jejich vrcholy miizové body.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, uvazujeme pouze mnohotihelniky, které samy sebe
neprotinaji a nemaji diry.

Definice. Mnohotihelnik zvéme mriZovym, je-li kazdy jeho vrchol miizovy bod.

Véta. (Pick) MjFiizovy mnohothelnik s i miizovymi body ve svém vnitfku a b mfi-
zovymi body na svém obvodu ma obsah i + g -1

Osnova dukazu. Rozmyslime v nékolika krocich:

(1) Mnohouhelniky, pro néz véta plati, mizeme ,slepovat® k sobé a véta bude
stale platit. Stejné tak mizeme mnohotuhelniky, kde véta plati, ,odfezavat®.
(2) Véta plati pro obdélniky a (hezky orientované) pravoihlé trojihelniky.
(3) Véta plati pro vSechny trojtihelniky.
(4) Kazdy mnohotihelnik se da rozfezat na trojihelniky. O
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—e —o —o —o —&

Uloha 1. UvaZujme miizovy trojihelnik, jeho# strany neobsahuji kromé samot-
nych vrcholt zadné mtizové body a ktery ve svém vnititku obsahuje pravé jeden

niku.

Uloha 2. Duch ze strasidelného hradu si chce pofidit lucernu na noéni straseni
za 2022 stiibrnych minci. K dispozici mé neomezenou zasobu minci v hodnotéach 1,
2 a 3. Kolika raznymi zptusoby miZe zaplatit? Zpusoby zaplaceni, které se lisi jen
poradim minci, nepovazujeme za ruzné.

Uloha 3. (Eulerfiv vzorec) Uvazujme rovinné nakresleni grafu, ve kterém jsou
vSechny vrcholy miizové body a vSechny hrany jsou tsecky. Jsou-li v, e, s po Ffadé
pocty vrcholi, hran a stén v tomto nakresleni, dokazte s pomoci Pickova vzorce
rovnost v —e 4+ s = 2.

Uloha 4. (Pick pro déravé mnohothelniky) Méjme v roviné mnohothelnik P s h
dirami. Formélné: necht P vznikne odebrdnim navzajem disjunktnich m¥izovych
mnohothelnikt Py, ..., P, od mfizového mnohothelniku Py, pficemz obvody jed-
notlivych P; jsou disjunktni s obvodem Fj i spolu navzajem. Dokazte, ze pokud P
obsahuje ve svém vnittku a na svych obvodech po fadé ¢ a b mfizovych bodti, pak
méobsahi—i—%—i—h—l.

Uloha 5.  Pilbodem nazveme libovolny bod tvaru (%, %) pro celé ¢isla a, b. Nahléd-

néte, ze libovolny pulbod lezici ostfe uvnitt miizového mnohothelniku lze vyjadiit
jako stfed tusecky spojujici dva mfizové body lezici uvnitf nebo na obvodu tohoto
mnohothelniku.

Pozorovani. Ma-li miizovy mnohotuihelnik obsah S, pak je 2SS celé cislo.
Uloha 6. Existuje rovnostranny trojuhelnik s vrcholy v bodech kanonické miizky?

Uloha 7. Dokazte, Ze pro liché n > 5 neexistuje pravidelny n-tihelnik s vrcholy
v bodech kanonické miizky.

Uloha 8. Nahlédnéte, ze Pickovu vétu nelze nijak piimodafe zobecnit do vys-
Sich dimenzi. K tomu naleznéte v prostoru dva mnohostény, které pokryvaji svymi
vnitfky, stranami, hranami apod. vzdy stejné pocty mtizovych bodi, ale piresto maji
rtizné objemy.
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Ve vyssich dimenzich tedy neméame pouzitelnou obdobu Pickovy véty. Podobnou
informaci vsak kéduje Ehrhartova véta, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta. (Ehrhart) Bud M (uzavieny) miizovy mnohostén v d-rozmérném prostoru
a necht tM pro t > 0 oznacuje obraz M ve stejnolehlosti se stfedem v pocatku
a koeficientem t. Potom existuje polynom f); takovy, ze pro kazdé n € N pokryva
nM presné fyr(n) mifZovych bodii.

Uloha 9. Odvodte pro mnohothelniky v roviné explicitni tvar Ehrhartova poly-
nomu na zakladé Pickova vzorce.

Fareyovy zlomky

Vyzbrojeni Pickovym vzorcem zkusme prozkoumat tf¥idu krasnych tvrzeni, kterd
vzejdou, zacneme-li zlomky nahlizet jako mfizové body v rovineé.

Definice. Budiz dano prirozené n. Fareyovou posloupnosti 7ddu n rozumime po-
sloupnost vSech téch zlomk z intervalu (0, 1), jejichZ jmenovatel v zdkladnim tvaru
nepievysuje n, sefazenych vzestupné a znacime ji F,.

Lemma. Rovnobéznik s vrcholy (0,0), (a,b), (¢, d) a (a+c, b+d) ma obsah |ad—bc|.

Toto lemma je jen specidlnim pripadem obecného faktu, Ze objem rovnobéznos-
ténu je az na znaménko roven determinantu matice slozené z vektora jeho hran. Ale
k tomu se jesté dostaneme.

a

Uloha 10. (Farey-Cauchy) Jsou-li % < g sousedni zlomky v F,, pak § — ¢

_ 1
b~ bd
Naopak pokud 0 < 7 < & < 1 spliiuji § — ¢ = i, pak spolu sousedi v néjakém F,.

Uloha 11. (Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Je déno iracionalni
o € (0,1). Dokazte, Ze existuje nekonetné mnoho zlomki £ v zékladnim tvaru,
1

<q7.

které spliuji | — %

Definice. Mediantem zlomkt § a § rozumime zlomek gi;.

Uloha 12. UvaZujme t¥i po sobé jdouci Fareyovy zlomky. Nahlédnéte, Ze ten pro-
stiedni je mediantem zbyljch dvou (uvazovanych v zakladnim tvaru).

Uloha 13. (Fordovy kruznice) Pro zlomek 0 < £ <1 v zékladnim tvaru nakres-

leme kruznici s prumérem q%, kterd se dotyka redlné osy v bodé 2 a nachdzi se nad

ni. Dokazte, ze dvé takové kruznice se dotykaji pravé tehdy, kdyz spolu odpovidajici
zlomky sousedi v nékterém F,,.

Definice. (Sterniv-Brocotiv strom) Sestrojme nekoneény bindrni strom nésle-

dovné. Na pocatku méjme v kofeni zlomek %, od néhoz se v dali po fad€ nalevo
a napravo vznasi ,zlomky“ % a %. Tyto ,zlomky“ v dali nebudou mit zadné po-
tomky, zatimco pocinaje kofenem % bude mit kazdy jiny zlomek dva potomky: le-
vého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejbliz§im niz§im zlomkem na této
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nebo vyS$si Grovni, a pravého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejblizsim
vys$Sim zlomkem na této nebo vyssi Grovni.

0, 1 1
1: /1\ :0
I % 2 |
| 1 |
1 l/ \2 §/ \a |
| 3 3 2 1 |
r/N\ / N\ / \ / \
S T S S S S A Y
'a+ 5 5 4 3 3 2 1

Uloha 14. Nahlédnéte, Ze Sterntiv-Brocotiiv strom obsahuje viechna kladna ra-
cionalni ¢isla, a to dokonce v zakladnim tvaru.

Uloha 15. Definujme jednoduchost zlomku 2 jako j(2) = L. Urdete soucet jed-
q q pq
noduchosti vSech 2™ zlomkl v n-tém fadku Sternova—Brocotova stromu.

Uloha 16. Uvazujme pro n > 5 navzajem rtzné miizové body (a1,b1), .., (an,b,)
v roving, které spliiuji |a;b;11 — a;+1b;] = 1 pro kazdé 1 < i < n, pfi¢em?Z uvazujeme
(@nt1,bnt1) = (a1, b1). Dokazte, ze |a;b; — a;b;| = 1 je splnéno i pro né&jakou dvojici
nesousednich indexti 7, j. (Korean TST)

Nutna davka analyticko-geometrickych (ne)definic

Dalsi na jidelnicku je Minkowského véta. K jejimu nalezitému straveni si vSak nejdiiv
potfebujeme osvojit néjaké osklivejsi technické koncepty v éele s (obecnou) miizkou.
Nebude to samo o sobé moc zabava, ale je to potieba ...

S objemem budeme pracovat pouze v intuitivnim pojeti. Abychom cténého Gte-
nare usetfili od pojmu jako méritelnd mnoZina, budeme ty mnoziny bodt, u kterych
dava smysl hovofit o objemu, nazyvat utvary. Intuitivné si racte predstavovat libo-
volnou slusné vychovanou hroudu.

Nedefinice. Objem utvaru U je néjaké nezaporné cislo, jez znac¢ime VolU. Pro
jeho pocitani plati:
(i) M&-li d-rozmérny ,hranol“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na
ni kolmou vysku h, pak je objem hranolu roven h - S.
(ii) M4-li d-rozmérny ,kuzel“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na ni
kolmou vysku h, pak je objem kuzele roven % -h-S.
(iii) Pro disjunktni atvary U;, Us plati Vol(U; U Us) = Vol U; + Vol Us.
(iv) Je-li U’ obrazem U v posunuti (¢ obecnéji néjakém shodném zobrazeni), pak
VolU’ = Vol U.
(v) d-rozmérna koule s polomérem R mé objem CyzR? kde C, je né&jaka kon-
stanta. Pro Cy existuje (komplikovany) explicitn{ pfedpis, ndm vSak postaci
prvnich par hodnot:

47 2

C1 =2 Cy = Cs=— Cy=—.

1 ) 2 , 3 37 4 D)
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Dale se ndm bude hodit umét pocitat objemy rovnobéznosténii. K tomu, bohuzel,
musime zabéhnout k maticim. Co Ze to matice je? Racte si vybrat: obdélnicek plny
Cisel, sloupcové vektory zapsané vedle sebe, fadkové vektory zapsané pod sebou, pro
fajnSmekry jenom reprezentace néjakého linedrniho zobrazeni.

Matice a objemy propojuje koncept determinantu. Opét si k nému dovolime za-
mlcéet ,,tu korektni“ definici a misto toho pragmaticky popsat, jak s tim pracovat.

Nedefinice. Determinant ¢tvercové d x d matice

@11 aiz -+ aid
21 a22 - A2

A= T T =@l faw)
Aq1  Qd2 -+ Gdd

je néjaké Cislo, jez zna¢ime det A. Pro jeho pocitani plati:

(i) Rozvoj podle sloupce: kdykoliv zvolime 1 < j < d, pak plati
d . .
det A = Z(—l)l_l—]aij det Aij,
i=1

kde A, znadi matici (d — 1) x (d —1), ktera vznikne z A vyskrtnutim z-tého
rfadku a y-tého sloupce.

(ii) Pfic¢itani sloupct k jinym neméni determinant: Je-li u vektor, ktery lezi
v nadroviné urcené sloupcovymi vektory ay,...,a;_1,a;41,...,a4, pak

det(ai|---|(a; +u)|---|ag) = det A.

(iii) Determinant diagonédlni matice: Pokud je A diagondind, tzn. vSechny jeji
prvky vyjma ajq,ass, - - ., aqq jsou nulové, pak det A = ayy - ass - - - aqq-

Pravidla (i) a (ii) plati i tehdy, kdyZ zaménime sloupce a fadky.
Hned si také rozmysleme cviceni, které dava intuitivni predstavu za determinan-

tem a osvétluje nékteré jeho vlastnosti. Zdtraznéme, Ze tohle je cely divod, proc se
o determinanty viibec starame — chceme pocitat néjaké objemy.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze objem d-rozmérného rovnobéznosténu, jehoz hrany od-
povidaji vektorim vy, ..., vq, je roven |det(vy] - - - |[v4)|. K tomu pomohou nésledujici
pozorovani:

(1) Je-li matice v diagondlnim tvaru, objem i determinant jsou si rovny.
(2) Sloupcové tpravy, které zachovavaji determinant, zachovavaji i objem.
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Definice. M7izkou v R? rozumime mnozinu A C R?, pokud neni podmnozinou
74dné nadroviny! a lze ji pro néjakou d-tici vektort by, ..., by vyjadfit presné jako
mnozinu vSech souétt tiby + --- + tgbg pro cela éisla tq,...,tq. Takovou d-tici
by,...,bg nazyvame bdzi miizky A.

Definice. Je-li by,..., by baze miizky A, pak determinantem A (zna¢ime det A)
ozna¢ujeme absolutni hodnotu determinantu matice (by | --- | by).

Byst¥i mohou namitat, ze bazi mrizky by mohlo byt mnoho — co kdyz kazda z nich
davéa jiny determinant? Bez obav:
Tvrzeni. det A nezavisi na volbé konkrétni baze.

Vzpomina si jesté ctény ¢tenar na objemovou interpretaci determinantu? Pak jej
jisté neprekvapi nasledujici:
Pozorovani. Je-liby,..., by néjaka baze miizky A C R?, pak je det A objem tzv.
fundamentdlniho rovnobéznosténu {t1by + -+ +tgbg | t1,...,ta € (0,1)}.
Cviceni. Rozmyslete si, ze Pickova véta plati i pro obecnou miizku v R?, pokud
vysledny obsah vynasobime det A.
Uloha 17. Reélna ¢isla a, b, ¢ spliji a, ¢ > 0 a zaroveii D = 4ac—b? > 0. Dokaizte,
7e nerovnost ax? + bry + cy? < R? uréuje v roviné elipsu s obsahem %RZ.

Pro pocitani objemt se nam také obcas bude hodit poznat kolmé vektory, opra-

Sime proto zdkladni vlastnosti skalarniho soucinu. Pro ty z vas, kdo vidite skalarni
souin poprvé, vézte, Ze neni tieba se s tim pFilis trapit :-).

Definice. Skalarni soucin vektortt u = (uq,...,uq) a v = (v1,...,v4) definujeme
jako u-v = uvy + - 4 uqvq.

Ne zcela ocividna geometricka interpretace skalarniho soucinu je, Zze promitneme
u na piimku uréenou v a (orientovanou) délku této projekce znasobime s délkou v.
S timto pohledem pak neptekvapi:

Cviéeni. Vektory u,v € R? jsou kolmé, pravé kdyz u-v = 0.

Minkowského véta
Jako pfedskokana pana Minkowského nejprve predstavme pana Blichfeldta:

Véta. (Blichfeldt) Méjme v d-rozmérném prostoru atvar s objemem V. Potom Ilze
tento ttvar posunout tak, aby obsahoval alespori [V'] bodi kanonické miizky.

Diikaz. Rozfezme dany utvar podél jednotkovych krychlicek kanonické mrizky a ty-
to roziezané dilky prelozme pfes sebe. Pokud se v nékterém bodé jednotkové krych-
licky prekryje alesponi [V riznych dilkd, vyhrali jsme. Pokud ne, pak je objem
roven nanejvys [V] —1 <V, coz je spor. O

LJingmi slovy: A je ,roztazend po celém R?“. Pouze zakazujeme to, aby A degenerované lezela
jen v néjakém mensim podprostoru.
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(\

By —

Cvicéeni. Pro obecnou mrizku A se véta zobecni zohlednénim determinantu — nas

atvar bude v néjakém posunuti obsahovat alespon {ﬁw bodu z A.

-----

Definice. Mnozinu M bodl v d-rozmérném prostoru nazveme konvexni, pokud
pro libovolné body A, B € M je i cela isecka AB obsazena v M.

Sami se presvédéte (ale nedokazujte formdlné), ze napt. koule, kvadry, vélce ¢i
rovnobéznostény jsou konvexni. Mnohotuhelniky jsou obecné konvexni pravé tehdy,
maji-li vSechny vnitini thly mensi nez 180°.

Véta. (Minkowski) Budte v d-rozmérném prostoru dany miizka A a utvar C, ktery
je konvexni a stfedové soumérny podle pocatku. Pokud Vol C' > 2%det A, pak v C
lezi néjaky nenulovy bod z A.

Diikaz. Uvazme dvojnasobné nafouknutou miizku 2A, ta ma determinant 2¢ det A,
coz je méné nez VolC. Podle predchoziho cviceni pak jde C' posunout tak, aby
obsahovala alesponi dva rizné body z 2A. To znamend, Ze né&jaké dva ruzné body
a,b € C spliuji a — b € 2A. Ze stfedové soumérnosti ale C' obsahuje i bod —b
a z konvexnosti také stied s useCky spojujici a s —b. Mame tak 0 # s € C, ale diky

a—b c2A taky s = w € A, jak jsme chtéli. O

Uloha 18. (némecky lesik) V poloméru R > 0 od pocatku se rozkldd4 dzungle.
V kazdém mfizovém bodé uvniti tohoto kruhu vyjma pocéatku roste strom s jistym
pevné danym polomérem r > 0. V pocatku stoji pirat. Nahlédnéte, ze pokud je R
dostatecné velké, pirat nevidi z dzungle ven.

Cviéeni. Nechf je v pfedchozi tiloze naopak pevné dano R > 1. Vyrobte co nejlepsi
dolni odhad pro hodnotu r, pii které jesté pirat v nékterém sméru vidi z dzungle
ven.
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Lemma. Mgéjme prvocislo p = 1 (mod 4). Pak existuje ¢ takové, Ze ¢> +1 = 0
(mod p).

Uloha 19. (Fermatova véta o dvou ¢tvercich) Prvoéislo p =1 (mod 4) Ize vyjadiit
jako p = x2 + y? pro cel4 &isla z, .

Lemma. Je-li p prvoéislo, pak Ize zvolit celd &isla x, y tak, Ze x> + 34> +1 = 0
(mod p).

Uloha 20. (Lagrangeova véta o ¢tyfech étvercich) Kazdé prvoéislo p lze vyjadiit
jako p = z2 + 3% + 22 + w? pro cel &isla z, y, 2, w.

Uloha 21. Jsou déna pfirozena éisla a, b, c splinjici ac = b® + b + 1. Dokazte, ze

rovnice az? — (2b + 1)zy + cy? = 1 m4 celo¢iselné Tesend. (Polskd MO)

Uloha 22. (Pick z Minkowského) Dokazte pomoci Minkowského véty, Ze trojtihel-
nik, ktery ma vrcholy v bodech kanonické miizky a kromé nich neobsahuje zadné
dalsi mrizové body, musi mit obsah %

Uloha 23. (opét Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Budiz dano re-
alné cislo o a prirozené N. Dokazte, ze existuje néjaky zlomek § sl <qg<N

spliujici | — % < qiN.
Uloha 24. (simultanni aproximace) Budte déna pfirozena &isla k, N a redlna
a1, ..., Dokazte, ze lze zvolit celd ¢isla py,...,pr a pfirozené 1 < ¢ < N tak,

aby bylo pro kazdé i € {1,...,k} splnéno ‘ai — %‘ < q,\cl/ﬁ.

Uloha 25. Nahlédnéte, ze mifzka A C R? musi obsahovat néjaky nenulovy vektor

v velikosti |v| < v/d - V/det A.

Dalsi dlohy
Uloha 26. Dvé nekoneéné posloupnosti celych &isel a1, as,... a by, b, ... spliuji

(an - an—l)(an - an—2) + (bn - bn—l)(bn - bn—2) =0

pro vSechna n > 2. Dokazte, ze pro néjaky index k je splnéno ay = agi2016-
(1KS 5-A5)

Uloha 27. (jednozna¢nost dvou ¢tvercil) Uz vime, ze p = 22 + 142 ma pro prvoéislo
)

p =1 (mod 4) feseni. Dokazte, Ze toto FeSeni je dokonce jednozna¢né az na zménu

znamének a poradi.

Uloha 28. V roviné je dan konvexni miizovy pétitihelnik. Dokaite, Ze (uzavieny)
pétithelnik, ktery vytinaji thlopficky puvodniho pétithelniku, obsahuje mfizovy
bod.
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Uloha 29. Pro piirozené n necht f(n) znaéi pocet zptisobi, jak zaplatit castku n
pomoci minci v hodnotach vsech mocnin dvojky. VSech druht minci pfitom mame
neomezené mnozstvi a zpusoby zaplaceni, které se lisi jen pofadim minci, nepovazu-
jeme za riizné. Dokaizte, Ze pro n > 3 plati 27°/4 < f(2) < 27°/2, (IMO 1997)

Uloha 30. Bud déna koneéni mnozina S = {pi,...,p,} prvocisel. Pro z € R
necht f(S,z) je pocet téch pfirozenych ¢&isel nepfevysujicich x, kterd maji vSechny
(log z)™

m, resp. formalne

své prvociselné délitele v S. Nahlédnéte, ze f(S,x) ~
f(Sm) _ 1

(logz)™ " nllogpi--logpn "

limg 00

Uloha 31. Budiz dano piirozené ¢&islo m > 2, potom nazvéme miizovy bod v ro-
viné m-mriZovym, pokud jsou obé jeho soufadnice nasobky m. Dokazte, Ze existuje
konstanta ¢ > 0 s vlastnosti: kdykoliv miizovy trojihelnik v roviné obsahuje praveé
jeden m-miiZovy bod, pak ma obsah nanejvys cm3. (China TST 2021)
Uloha 32. Budte déna C, d a r. Vektor w € R? délky 1 nazveme (C,)-Ztizovym,
pokud pro kazdy nenulovy mfizovy vektor z spliiuje vztah |w - z| > |z—(“‘y,., kde - je
skalarni soucin a |z| znac¢i délku vektoru z. Dokazte, Ze:

(a) Pror < d-— 1 nikdy neexistuje zadny (C, r)-zizovy vektor.

(b)** Pro r > d — 1 lze zvolit C tak, aby existoval n&jaky (C,r)-ztizovy vektor.

Na taplny zavér zabita tloha s hlubokymi souvislostmi v algebraické teorii ¢isel —
jedna se o jistou podobu tzv. Minkowského meze:

Uloha 33. Bud f(z) monicky polynom stupné n s celo¢iselnymi koeficienty, ktery

je ireducibilni nad Q a ma n realnych kofent r1,...,7,. Potom plati
nn
T fri-rl= ok
1<i<j<n
Navody

vvey

1. Tézisté se pozna tak, ze déli trojahelnik na t¥i mensi s navzajem rovnymi obsahy.
2. Jednicky lze vzdy jednoznac¢né doplnit. Interpretuj validni zpisoby zaplaceni
jako mfizové body prekryté jistym trojuhelnikem.

3. Spocitej obsah ,celého grafu“, tzn. doplitku vnéjsi stény, dvéma zpusoby: jednou
pfimo a podruhé posc¢itdnim vsSech vnitinich stén.

4. Jednoduse odecti Pickovské obsahy dér.

5. Stfedové zobraz mnohothelnik podle ptlbodu a pocitej obsahy. Pozor, mohou
vzniknout diry!

6. Ctverec vzdalenosti dvou mi¥izovych bodi je celé é&islo . ..

7. Trik: nafoukni dvakrat a vezmi stfedy nejdelSich ihlopticek. Jako mnohem tech-
nic¢téjsi alternativa jde taky zkoumat racionalitu jistjch hodnot goniometrickych

funkci.
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8. Moznosti je mnoho. Jednou z téch pfimocatejsich jsou tzv. Reeveovy ctyrsteny:
zafixuj pul¢tvereckovou podstavu a poté hybej vyskou Ctyfsténu.

9. Ve stejnolehlosti se snadno predvidatelné chovaji obsah mnohothelniku a pocet
mfizovych bodt na hranici. Body uvnitt dopocitej z Pickova vzorce.

10. Interpretuj zlomky jako miizové body a rozmysli si, co dovedes fict o trojihel-
niécich, které uréuji. V opa¢ném sméru staci vzit n = max{b, d}.

11. Pro libovolné n spadne o mezi néjaké dva Fareyovy zlomky.

12. Zapis si vztah z Fareyovy—Cauchyovy véty pro obé sousedici dvojice.

13. Prosté to spocitej a pouzij Fareyovu—Cauchyovu vétu.

14. Pulky Sternova—Brocotova stromu jsou hezky soumérné a levou tvori Fareyovy
zlomky. Potomci maji vzdy vétsi jmenovatele, takze kazdy mediant tvori novy Fa-
reytuv zlomek, ktery uz bude v zakladnim tvaru.

15. j(%) + j(ﬁ) = j(%). Tyto zlomky se vzdy najdou na néasledujicim fadku,

protoZe operace % — pqﬂ a %’ — ﬁ se k Sternovu—Brocotovu stromu chovaji hezky.
16. Podivej se na (ve vhodném smyslu) ,nejvétsi“ vektor.

17. Pienasobenim vhodnou matici ziska$ kruznici 22 + y? < R2, obsah se méni
s determinantem.

18. Pouprav si pohled: misto stromii s polomérem a paprsku svétla bez sitky uvazuj
bodové stromy a paprsek svétla s sitkou.

19. Jako mnoZinu ber (otevienou) kouli s polomérem +/2p. M¥izku vyrob z vektort
(1,¢) a (0,p).

20. Pouzij podobnou strategii jako u dvou c¢tverci: volbou mfizky zajisti, aby
vSechny jeji body mély ¢tverec vzdélenosti od pocatku 0 (mod p), volbou mnoZiny
pak zajisti, ze to nemuze byt 2p ¢i vic.

21. Diky zadané podmince ma vyraz nalevo maly diskriminant — to odpovida vel-
kému obsahu elipsy.

22. Vyrob z nékolika kopii trojuhelniku vétsi rovnobéznik se stfedem v miizovém
bodé.

23. Interpretuj % jako m¥izovy bod (p,q). Trosicku uprav kyZzené podminky, aby
davaly symetrickou konvexni mnozinu a spocitej objem.
24. Primocafe rozsit konstrukci z predchozi tlohy. Véci, co potfebujes pocitat,
vypadaji fakt hezky — podstavy jsou obdélniky /kvadry.
25. Koule by mozna dala lepsi konstantu, nicméné postaci krychle.
26. Kolmé vektory.
27. Je-li k kruznice 22 + y? = p a A m¥izka vyroben4 z vektori (1,c), (0,p), chces
dokazat |k N A| = 4. Pick pomuze.
28. Tady zadna véta nepomuze! Pouzij stiedovy trik, pfiprav se na rozebrani pti-
padu a neboj se opfit o indukci!
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29. Pocet mrizovych bodi = objem. V dokazovaném odhadu je spousta mista,
staci rozumné odhadnout chybu.

30. Soufadnice v R™ interpretuj jako exponenty v prvociselném rozkladu. Roz-
dil objemu a poctu pokrytych mfiZzovych bodu je nanejvys tmérny povrchu, takze
celkem maly.

31. Zkombinuj dvé moznosti, jak zkonstruovat dalsi m-m¥izovy bod: budto (m+1)-
nasobné stejnolehli z nékterého vrcholu, anebo najdi dost velky rovnobéznik zacen-
trovany v onom jednom m-m¥izovém bodé, jehoz (alespoil) ptlka lezi uvnitt troja-
helniku.

32. (a) Je-li ddno w, najdi z, které ho rozbije, pomoci Minkowského véty. Mnozina
dana touto vlastnosti neni konvexni, ale dovedes v ni najit valec libovolné velkého
objemu. (b) Je-li ddno z, spocti, jak velkou ¢ast jednotkové stéry toto z zakazuje,
a nahlédni, Ze soucet konverguje, takze pro dost malé C nebude zakazana cela sféra.
Mozné narazis na to, ze s povrchy se blbé pracuje — vyporadej se s tim néjak.

33. Racte se posadit a pfipoutat, bude to jizda:

) Levd strana je determinant m¥izky s bazovymi vektory (1,7;,77,... ,r?‘l).
) Do Minkowského véty chces pouzit mnozinu {|z1| + - - + |z,| < n}. Pro¢?
) Protoze AG¢kol!

) Pro body z miizky ale z Vietovych vztaht musi byt z - - -z, celé &islo.

) Profit.

Literatura a zdroje

Timto bych chtél podékovat Matéji Dolezalkovi, od kterého jsem tento pfispévek bez
vétsich zmén prevzal.
[1] Matéj Dolezdlek: M7izky a geometrie ¢isel, Mezimésti, 2022
[2] Jakub Lowit: Cisla a ¢tverecky, sbornik iKS, 2017.
[3] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press,
2008.
[4] Jifi Matousek: Introduction to Discrete Geometry, KAM MFF UK,
lkam.mff.cuni.cz/~-matousek /kvg1-tb.pdf.
[5] Martin Klazar: Uvod do teorie ¢isel, KAM MFF UK,
lkam.mff.cuni.cz/~klazar/In_utc.pdf.
[6] Keith Conrad: Sums of two squares and lattices,
lkconrad.math.uconn.edu/blurbs /ugradnumthy/Picksumofsq.pdf.

58


kam.mff.cuni.cz/~matousek/kvg1-tb.pdf
kam.mff.cuni.cz/~klazar/ln_utc.pdf
kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/Picksumofsq.pdf

Mixtilinearni kruznice

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. V celé této prednasce budeme upfené zirat na jeden obrézek ohledné
takové lepsi kruznici vepsané.
Definice. Méjme ABC trojtahelnik s kruznici opsanou . Ozna¢me w, kruZnici,
jez se dotyka stran AB a AC' a s kruznici 2 ma vnitini dotyk. Tuto kruznici nazveme
A-maxtilinearnt kruznici. Bod dotyku kruznic oznacCime 7.

Umluva. Oznaéime I stied kruznice vepsané, D, E po fadé body dotyku strany
BC s kruznici vepsanou a pripsanou strané BC. Oznacme M4, Mp a Mo prislusné
Svrky. Ozna¢me Bj,C; body dotyku w4 se stranami po fadé AB, AC.

Uloha. V tomto obrazku najdéte co nejvice ,nahod“. Za ndhodu bereme napiiklad:

(1) T¥i body lezici na piimce,
(2) ¢tyti body lezici na kruznici,
(3) netrivialni dvojice shodnych thli.




MIXTILINEARNI KRUZNICE

Vlastnosti konfigurace

Pro feSeni dané tlohy se mizou (a teda budou) hodit nékteré pfedchozi ulohy. P¥i-
pravte tuzky, pravitka a kruzitka, bude to scary. Ulohy s dykou (1) vyzaduji néjaké
pokrocilejsi znalosti, napriklad projektivni nebo inverzivni feseni.

Uloha 1. Dokazte, Ze body T, B; a M¢ lezi na p¥imce. Analogicky body T, C}
a Mp lezi na pfimce.

Uloha 2. (1) Odvodte, ze v/bc-inverze prohazuje w4 a kruznici piipsanou k BC.
Uloha 3. (1) Ukaite, ze bod I je stied tsecky B;Ch.

Uloha 4. Dokaite, ze plati |<B,TA| = |[<C,T1I]|.

Uloha 5. Dokaite, Ze piimka TI prochézi bodem Ng4. (Iran 2002/24)

Uloha 6. Dokazte, Ze ¢tvefice bod@t B, By, I, T lezi na kruznici a ze piimka CT je
k ni teéné. Analogické tvrzeni plati na druhé strané.

Uloha 7. (1) Inverze skrz A s polomérem 7 prohazuje w, a kruznici vepsanou.
Jaka je hodnota r?

Uloha 8. Dokazte, ze se piimky AE a TI protinaji na wa. Zkuste najit jesté jeden
takovy par.

Uloha 9. (f) Dokaite, 7e plati |[<BAT| = |<CAE|. (vesmés EGMO 2013/5)

Uloha 10. Ukazte, ze pfimka TD prochéazi obrazem A podle osy tsecky BC.
Speciélné pak |<ATB| = |<CTD|.

Uloha 11. Bud K pata osy thlu z A. Dokazte, ze body K, D, M4 a T lezi na

kruznici.

Uloha 12. (1) Ukaite, Ze piimky BC, TM4 a B;C; prochazi jednim bodem.
Ozna¢me bod z predchozi tlohy P.

Uloha 13. Dokaite, ze body P, T, D a I lezi na kruznici te¢né k Al

Uloha 14. Dokaite, ze T je I-Dumpty! v trojthelniku AID.

7 této ulohy specialné plyne, Zze ptimka NI je symedidnou v trojuhelniku AID,
jelikoz Dumpty lezi na symediané.

Uloha 15. (1) Oznac¢me si R priise¢ik NoT s BC. Dokaite, 7e (P, R; B,C) = —1.
Ndvod. Oznag si prusecik SyR s (ABC).
Zkuste si promitnutim této ¢tvefice najit zajimavy harmonicky ¢tyrihelnik. Déle

si muzeme rozmyslet, ze R je stfed spiralni podobnosti prevadéjici B;C; na BC.

IBod D je A-Dumptyho bod v ABC, pokud plati DAB ~ DCA. Tento bod je navic patou
kolmice z opsisté na A-symedianu.
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Ulohy ze Zivota

Jak jednou pravili néjaci moudii lidé, stacilo. Staéilo zkoumani konfigurace, pojdme
rozbit néjaké tlohy. Nepiekvapivé, bude se hodit mit na paméti vétsinu minulé sekce.
Dobrou chut!

Uloha 16. Zkonstruujte A-mixtilinearni kruznici jen pomoci kruzitka a pravitka.

Uloha 17. Oznaéme M stied oblouku BC kruznice opsané obsahujiciho bod A a I
stfed kruznice vepsané. Prisecik Al a BC budiz L a druhy prusecik M1 a kruznice
opsané je K. Kruznice opsand (K LA) protne podruhé BC v P. Dokazte, ze PI ||
AM. (Peru TST 2015)

Uloha 18. V trojthelniku ABC ozna¢me I stied kruznice vepsané, D, E body
dotyku vepsané a pfipsané kruznice ke strané BC a T bod dotyku wy s (ABC).
Oznac¢me S prusecik piimek AE a T'D. Dokazte, ze ST je osa thlu <ASD.

Uloha 19. Oznaéme M st¥ed strany BC a P patu osy thlu <BAC a D bod
dotyku kruznice vepsané se stranou BC'. Dokazte, ze |<T'ID| = |<PIM]|.

Uloha 20. V trojahelniku ABC ozna¢me I stfed kruznice vepsané, E patu osy
thlu <BAC, D bod dotyku kruznice vepsané s BC'. Dale ozna¢me M st¥ed oblouku
BC na (ABC) obsahujictho A a koneéné bud F priseéik piimek DI a AM. Dokazte,
7e piimka M puli tsecku EF. (Rumunsko JBMO TST 2019/3)

Uloha 21. V trojthelniku ABC ozna¢me I stied kruznice vepsané, Sp, Sc po
fadé B a C-8vrky a A-antiSvrka ozna¢me N,4. KruZnice wp se dotyka strany AB
a kruznice (ABC) zevnitf v bodé Sp. Analogicky definujme kruznici we. Dokazte,
ze ptimka SpSc prochazi body dotyka kruZnic wg, we s pfisluSnymi stranami.

Uloha 22. () V tloze vyse dokazte, ze se chordala kruznic wp a we protina
s pfimkou N4 T na kruZnici opsané trojuhelniku ABC. (EGMO 2023/6

)
Uloha 23. () V trojthelniku ABC se wy se stfedem S dotykd kruznice (ABC)
v bodé K a déle stran AB, AC. KruZnice s primérem AS protind kruznici (ABC)
podruhé v bodé T'. Ozna¢me O stied kruznice (ABC'). Dokazte, Ze kruznice (KTO)
ptli usecku BC. (Korea Winter Practice Test 2018/5)

Uloha 24. () V trojthelniku ABC se stiedem kruznice vepsané I jsou D, E, F po
fadé body na stranich BC, AC, AB tak, ze ID | BC a IE | AI | IF. KruZnice
(AEF) protne kruznici (ABC') podruhé v bodé X. Dokazte, Ze se pfimky XD a AM
protinaji na kruznici (ABC). (IMO Shortlist 2016/G2)
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Navody

1. Stejnolehlost, jaka je teéna v Mo?

2. Rozmysli si, co se stane s te¢nymi body pod inverzi.

3. be-inverze nebo Pascal, bububu.

4. No, I je stfed B1C1, co je A?

5. 7 pfedchozi izogonality ti sta¢i jen dokazat rovnost dvou oblouki.

6. Vyuhli s pomoci predchozi tlohy.

7. Kam se zobrazi B;?

8. Dveé stejnolehlosti, vou.

9. Inverze v A.

10. Pieklop podle osy usecky BC.

11. Vyuzij pfedchozi dlohu a vyuhli to.

12. Inverze v A.

13. Najdi hodné pravych tuhlu.

14. Z predchozi dlohy staci dokdzat uz jen jednu tecnu.

15. Najdi ortocentrum a pak tvrzeni dvé ze t¥i (nebo harmonicky ¢tyithelnik).
16. Kazdy z te¢nych bodt zkonstruuj pomoci znadmych bod.

17. Dokresli si svrka.

18. Vyuzij mnoho vlastnosti konfigurace a najdi dalsi osu.

19. Mas jednu symedianu, staci fict, ze to druhé je téznice.

20. Téznice v jednom trojuhelniku je symedidna v druhém.

21. Stejnolehlost.

22. A na té chordéle lezi. Najdi harmonicky C¢tyiuhelnik, napiiklad promitéanim
skrz 1.

23. +/be-inverze ti najde harmonicky étyiuhelnik. To vyuzij k nalezeni dalsiho bodu

na hledané kruznici.

24.

D4 se promitat skrz D a ziskat dva (shodné) harmonické étyfuhelniky.

Literatura a zdroje

[1] Radek Olsak: Miztilinear incircles, iKS 2021.
[2] 13435: "Muricaaaaaaa.
[3] Evan Chen: A Guessing Game: Mixtilinear Incircles, https://web.evanchen]

cc/handouts/Mixt-GeoGuessr/Mixt-GeoGuessr.pdf

[4] CutTheKnot: Construction and Properties of Mixtilinear Incircles, ttps:/)

www.cut-the-knot.org/m/Geometry/MixtilinearConstruction.shtm]
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Projektivni geometrie

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Co najdeme v typické geometrické tloze? Protinani ndhodnych primek
a kruznic mezi sebou. Cool. Jaké vlastnosti se zachovaji, kdyz mezi takovymi objekty
promitdme a prostielujeme? Poméry ne. Ale ¢tyfpoméry ano!

Umluva. Kazdému sméru piimek definujme bod v nekoneénu a feknéme, Ze se
kazdé dvé rovnobézné primky protnou v prislusném bodé v nekonecnu. Dale rek-
néme, ze tyto nevlastni body lezi vSechny na jedné nevlastni primce.

Okolo nasi bézné roviny si tedy pridame takovy ,kruh“ nevlastnich boda, ktery ji
obklopuje. Vyhodou takové konstrukce je, ze se v takovéto projektivni roviné protnou
libovolné dvé pfimky v pravé jednom (pro rovnobézné pfimky nevlastnim) bodé
a kazdymi dvéma body prochéazi pravé jedna pfimka.

Definice. Pro vlastni body A, B, C' lezici na jedné pfimce definujeme orientovany
pomér (délici pomér) g% = i%, kde ,+“ bereme v piipadé, ze B lezi na tisecce

AC. Je-li B nevlastni, definujeme % =—1.

Uvazme dvé pfimky £, m a t¥i body X,Y, Z € £. Pokud uvdzime body X', Y’, 7’ €
m tak, ze XX' || YY' || ZZ', tak poméry u bodt X,Y,Z jsou shodné jako u bodi
X', Y' Z'. Avsak bohuzel to v divoéiné moc ¢asto nepotkdme. Mnohem piijemnéjsi
by pro nas byly projekce, tedy, ze bychom uvazili néjaky bod P mimo ¢ a prostielovali
skrz P, tedy protinali pfimky PX, PY a PZ s m. Smutna zprava: takovéto zobrazeni
nezachovava délici poméry. Dobra zprava: ne vse je ztraceno.

Definice. Pro ¢tyfi razné body A, B, C, D na pfimce definujeme jejich ctyrpomér

(A,B;C, D) = % : g—g, kde poméry bereme orientované.

Cviceni 1. Pro body A, B,C,D na pfimce plati (4,B;C,D) = (C,D;A,B) =
(A,B;D,C)" L.

Cviceni. Pro ¢tyfi body A, B,C, D na pfimce a P bod mimo ni si rozmyslete, Ze

¢ . __ . sin<gCPA | singDPA ‘ ’ ?
plati (A, B;C, D) = 502655 * snappp- Jak volime znaminko?

vvvvvv

mér, proto projektivni.
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Véta. (projekce je projektivni zobrazeni) Necht body A, B,C,D lezi na pfimce
abody A’, B',C", D’ lezi téZ na piimce tak, ze primky AA’, BB', CC' a DD’ prochéazi
jednim bodem. Pak (A, B;C,D) = (A, B';C',D’).

Poznamka. Tato véta diky zamySleni na zacatku plati i pokud priseéik danych
pfimek je nevlastni.

Necht P je ten bod, ve kterém se ¢tyfi pfimky z pfedchozi véty protinaji. Pak
fikdme, ze pfimky (PA, PB, PC, PD) tvoii svazek.

Véta. (jednoznacnost ¢tyfpoméru) Dejme tomu, Ze pro pét bodi A, B,C,D,D’
na pfimce plati (A, B;C,D) = (A, B;C,D’). Pak D = D'.

Diky sinové verzi navic mizeme zobecnit ¢tyFpomér i pro body lezici na jedné
kruznici.
Definice. Necht A, B, C, D jsou body lezici na kruznici. Pak definujeme ¢tyfpomér
tak, ze (A4, B;C,D) = :I:gg : g—g, kde znaménko je kladné, pokud se tsecky AB
a C'D neprotinaji, zdporné jinak.

Poznamka. Bud P bod na téze kruznici. Diky sinové vété si snadno odvodime,
Ze muZzeme téz definovat ¢tyFpomér pomoci sind thlu pii P (coZ je nezavislé od P).
Problémy se znaminky rfesi definici skrz komplexni ¢isla, coz my tu nedélame.

Stejné jako v predchozi vété, pokud zafixujeme tii z bodid na kruznici, volba
¢tvrtého uZ jednoznac¢né uréi ¢tyipomeér. Ekvivalentni definice pomoci sind thla
opét snadno ukaze, Ze je ctyfpomeér zachovan promitdnim. K tomu slouzi nasledujici
dvé cviceni.

Cviéeni. Necht A, B,C, D a P jsou body lezici na kruznici w a ¢ je pfimka nepro-
tinajici w. Dokazte, Ze plati (PAN¢, PBN¢; PCNE,PDNY) = (A, B;C, D). Pokud
by bylo P = A, definujeme AA jako teénu k w v A.!

Cviéeni. Necht A, B,C, D jsou body lezici na kruznici w a P bod neleZici na w.
Dokazte, ze plati (PANw, PBNw; PCNw,PDNw) = (A, B;C, D), kde v prvnim
Ctyfpoméru bereme druhé priseciky primek.

Mozné jste slySeli o angle chasingu, tj. tihleni, kde néjaké tlohy feSime tak, Ze
prenédsime thly sem a tam, dokud tloha neni pokofena. Diky projektivnim vlast-
nostem ¢tyipoméru miZzeme v néktergch tlohdch vyuzivat cross ratio® chasing, tj.
promitat a prostrelovat ¢tyfpoméry mezi kruznicemi a primkami, dokud neziskdme
nové informace o bodech v iloze.

Vyznacné hodnoty ¢tyfpoméru jsou +1, diky cviceni 1 totiz pokud plati rovnost
(A,B;C,D) =41, tak i (4,B;C,D) = (A,B;D,C).

Hodnota ¢tyfpomeéru +1, jisté uznate, neni prili§ svétoborné, to nastane tehdy,
kdyz plati bud A = B a nebo C' = D. Pokud je ale ¢tyfpomér roven —1, otevieme
brany novému svétu.

ITRozmysli si, co se déje s pfimkou AP, jak se P blizi do A po w.
2Ctyfpomér anglicky je cross ratio.
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Harmonické Ctvefrice

Definice. Af ¢tyfi body A, B, C, D lezi na p¥imce tak, ze (A, B;C, D) = —1. Pak
fekneme, ze tvori harmonickou ctverici. Podobné o ¢tyfech bodem A, B,C, D na
kruznici splitujicich (A, B; C, D) = —1 fekneme, Ze tvoii harmonicky ctyiihelnik.

Uloha 2. (velmi dilezitd) V kartézské soustavé soufadnic jsou dané body A =
(0,0),B = (1,0), C = (m,0) pro m € R. Jaké souradnice ma bod D takovy, Ze
(A, B;C,D) = —1? Co kdyz m = 17

Jak takovou harmonickou ctverici poznat? Urcité na soutézi nebudeme jenom tak
pocitat poméry jak divi. Mame totiz par situaci, které tou harmonii trochu smrdi.
Jedna vychézi z kompletniho ¢tyiuhelnika, druha z Apolloniovy kruznice.

Cviceni. (Ceva—Menelaos) Necht ABC je trojuhelnik, v némz D, E, F lezi po
fadé na strandch BC, AC a AB. Ozna¢me X prusecik pfimek FF a BC,Y pruse¢ik
pfimek BE a CF a konecné Z priseéik pfimek AZ a BC. Pak (X, Z;B,C) = —1.

Véta. (dvé ze t¥l) At A, B,C, D leZi na piimce v tomto pofadi a T je bod mimo
tuto primku. Pak pokud plati dvé z nasledujicich tii tvrzeni, plati i to treti:

(1) Pfimka T'C je osa uhlu <BTD,

(2) <ATC = 90°,

Ted jsme trochu nahlédli do toho, jak poznat v pfirodé harmonickou ¢tvefici na
pfimce. Jak ale poznat harmonické étyitahelniky? Podobné jako v pfipadé s kom-
pletnim ¢tyiahelnikem, i nyni vychéazi z pomérné pfirozené konfigurace.

Uloha 3. (Symedidny a harmonické étvefice) Nechf étyithelnik ABCD je vepsany
do kruznice w. Dokazte, Ze néasledujici vlastnosti jsou si navzajem ekvivalentni:
(1) ABCD je harmonicky,
(2) pfimka AC je symedidnou v trojihelniku ABD,
(3) pfimka BD je symedidnou v trojuhelniku ABC.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 4. Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik. Dokazte, Ze je harmonicky pravé
tehdy, kdyz |AB| - |CD| = |BC| - |AD|.

Navic si mizeme rozmyslet ze sinové véty, ze pak ¢tyftuhelnik uz je harmonicky
pravé tehdy, kdyz se osy uhli <BAC a <BDC protinaji na tseéce BC.

Véta. (Pascalova véta) Necht ABCDEF je tétivovy Sestitihelnik. Pak (pripadné
nevlastni) body ABN DE, BCNEF aCD N FA lezi na jedné pfimce.

Uloha 5. (Inverze je projektivni zobrazeni) Necht A, B,C, D jsou ¢étyfi body na
kruznici nebo pfimce a ¥ je libovolnd kruhova inverze. Dokazte, Ze plati rovnost
Ctyfpomeéru (U(A), ¥(B); ¥(C), ¥ (D)) = (A, B;C, D).
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Uloha 6. V trojthelniku ABC ozna¢me D patu osy ihlu <BAC, I stied kruznice
vepsané a 4 stfed kruznice ptipsané strané BC. Dokazte, ze plati (A, D;I,14) = —1.

Uloha 7. (Blanchet theorem) V trojihelniku ABC oznaéme D patu vysky z A
a uvazme néjaky bod P na tseéce AD. Pfimky BP a C'P protinaji strany AC a AB
po fadé v bodech @ a R. Dokazte, ze pfimka AD je osa ithlu <QDR.

Uloha 8. V trojihelniku ABC oznaéme P priisecik tecen ke kruznici opsané v bo-
dech B a C a K prusecik piimky AP se stranou BC. Déle ozna¢me L prusecik tecny
ke kruZnici opsané v A s pfimkou BC'. Dokazte, ze (B,C; K, L) = —1.

Uloha 9. Je dany nerovnoramenny trojuhelnik ABC, jehoZ kruznice vepsana se
sttedem I se dotyka stran BC, AC a AB po tadé v bodech D, E, F. Pfimky EF
a BC se protnou v K. Dokaite, ze IK | AD.

Uloha 10. Je dany nerovnoramenny trojihelnik ABC, jehoz kruznice vepsana se
stfedem I se dotyka strany BC' v bodé D, pata z I na pfimku AD bud P. Dokazte,
7e |[<BPD| = |<DPC]|. (ELMO Shortlist 2013)

Uloha 11. Kruznice vepsana rovnoramenného trojihelnika ABC se zékladnou BC
se dotyka ramene AC v F. Pfimka rtzna od BE vedend bodem B protina kruZnici
vepsanou v bodech F,G. Piimka EF' a EG protnou pfimku BC' v bodech K a L.
Dokazte, ze |BK| = |CL|. (MEMO 2008/13)
Uloha 12. Body A, B,C, D, E lezi na kruznici w a bod P vné ni tak, ze

(1) Pfimka PB a PD jsou tecné k w,

(2) body P, A, C lezi na piimce,

(3) DE || AC.
Dokazte, ze piimka BE puli tsecku AC. (USAJMO 2011/5)

Uloha 13. V trojahelniku ABC ozna¢me D patu osy thlu <BAC a Ig, Ic po
fadé stfedy kruznic vepsanych trojihelnikim ABD), resp. ACD.
(1) Je-li @ = Iglc N BC, dokazte, ze AQ L AD. (Sharygin 2013/7)
(2) Piimka Iglc dale protind strany AB a AC po fadé v bodech M a N. Do-
kazte, ze se pfimky BN a C'M protnou na AD.

Uloha 14. Na strané BC trojiuhelnika ABC lezi body P a Q tak, 7e |<PAB| =
|[<ACB] a |<QAC| = |<ABC|. Necht body M, N jsou takové, ze Q a P jsou po fadé
stfedy usecek AM a AN. Dokazte, Zze se pfimky BN a C'M protinaji na kruZnici
(ABC). (IMO 2014/4)

oha 15. tyruhelni je vepsany do kruznice w tak, ze existuje bo na

Uloha 15. Ctyithelnik ABCD j y do kruzni k, z istuje bod P

prodlouzeni uhlopticky AC' takovy, ze PB a PD jsou teény k w. Te¢na v C protne
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PD v @ a ptimku AD v R. Kone¢né ozna¢me E druhy priuse¢ik pfimky AQ s w.
Dokazte, ze body B, E a R lezi na pfimce. (APMO 2013/5)

Uloha 16. (t&z5i) V trojthelniku ABC se kruznice w pfipsana strané BC dotyka
stran BC, AC a AB po fadé v bodech D, E a F. KruZnice (AEF) protind pfimku
BC v bodech P a Q. Ozna¢me M stied tsecky AD. Dokazte, Ze kruznice (M PQ)
je tefna ke kruznici w. (Shortlist 2017/G4)

Navody
5. Vyuzij pfepocitavaci lemma.
6. Dvé ze tii.

7. Asi je jasné, kde chceme mit harmonicky svazek. Prodluz stranu a vyuzij jedno
z tvrzeni.

8. Mas tam harmonicky ¢tyfahelnik, promitni ho.

9. Najdi a promitni harmonicky ¢tyithelnik.

10. Vyuzij pfedchozi tlohu.

11. Najdi harmonicky ¢tyiuhelnik a promitni ho.

12. Promitni harmonicky ¢tyithelnik. Jak ukézat, ze bod je stied tsecky?

13. Pro prvni ¢ast vyuzij tvrzeni dvé ze t¥i. Pro druhé si rozmysli, ze hledany
prusecik bude perspektivni bod néjakych harmonickych ctvetic.

14. Stfedy Ti daji harmonické ¢tvefice. Ty chce$ promitat, co ti feknou thlové
podminky?
15. Protni teny v A a C. Pak cross ratio chasuj.

16. Dokresli si vrchol harmonického ¢tyitahelnika a prislusny prisecik tecen, timhle
bodem prochazi hodné pfimek. Pak mocni se stiedy.

Literatura a zdroje

[1] Evan Chen: Fuclidean Geometry in Mathematical Olympiads, MAA Problem
books, 2016.
[2] Tonda Cesik: Harmonické ¢tverice, Brannd, 2019.
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Simsonova primka

LENKA POLJAKOVA

ABSTRAKT. Tento prispévek obsahuje nékteré vlastnosti Simsonovy pfimky a fadu

aloh, k jejichz Feseni lze Simsonovu pfimku vyuzit.
Véta. (Simsonova piimka) Oznac¢me P,, P, P. paty kolmic vedenych z bodu P
na strany trojuhelnika BC, C A, AB trojuhelnika ABC. Pak body P,, Py, P. lezi
na jedné piimce pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC.
Této primce se iika Simsonova primka bodu P vzhledem k trojihelniku ABC.

Cviceni. Simsonovou ptimkou vrcholu trojtuhelnika je vyska na protéjsi stranu.

Cviceni. Simsonovou piimkou bodu naproti vrcholu na kruZnici opsané je protéjsi
strana.

Umluva. Zachovime znaceni z prvni véty a predpokladame, ze P lezi na kruZnici
opsané.

Tvrzeni. Je-li H ortocentrum, oznacime prisecik primky H A se Simsonovou piim-
kou bodu P jako Q. Nyni plati, ze HQPP, je rovnobéznik.

Dusledek. Simsonova pfimka bodu P pili usecku PH.
Véta. (Steinerova pfimka) Oznac¢me P), P], P! obrazy bodu P podle stran troj-

c

thelnika BC, CA, AB. Lezi-li P na kruznici opsané trojithelniku ABC, pak body
P!, P}, P! lezi na jedné piimce. Tato piimka navic prochézi ortocentrem.

Tvrzeni. Je-li O stred kruznice opsané, pak Simsonovy piimky bodii P a ) sviraji
thel |<POQ).

Dusledek. Simsonovy primky protéjsich bodi na kruznici jsou na sebe kolmé
a protinaji se na Feuerbachové kruznici.!

Dusledek. Maji-li dva trojithelniky spole¢nou kruznici opsanou, pak tihel Simso-
novych primek bodu P vzhledem k témto trojihelnikiim nezavisi na volbé bodu P.

1Vice se o Feuerbachové kruznici mtizete dozvédét v tomto piispévku: fattps://prase.cz/library|
[FeuerbachEulerHR /FeuerbachEulerHR.pdf.
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Ulohy

Uloha 1. V trojihelniku ABC protne vyska z vrcholu A kruznici opsanou podruhé
v bodé P. Ukazte, ze Simsonova piimka bodu P je rovnobéznd s tecnou ke kruznici
opsané v bodé A.

Uloha 2. Pro bod P na kruznici opsané trojihelniku ABC plati, ze obrazy piimek
PA, PB, PC v osovych soumérnostech postupné podle os thlut <BAC, <CBA,
<AC B jsou rovnobézné a navic jsou kolmé na Simsonovu pfimku bodu P.

Uloha 3. V trojihelniku ABC jsou D, E, F postupné paty vysek na strany BC,
CA, AB. Paty kolmic z bodu D na pfimky AB, BE, CF a AC ozna¢ime postupné
P,Q, RaS. Dokazte, ze body P, Q, R a S lezi na jedné piimce. (BMO1 2015, 5)

Uloha 4. Nechf kruznice vepsana trojihelniku ABC mé stied I a protin strany
BC, CA, AB postupné v bodech D, E, F. Necht dile M je stied strany BC. Pak
se piimky E'F, DI a AM protinaji v jednom bodé.

Uloha 5. Na krat$im z oblouk C'D kruznice opsané pravotihelniku ABC'D zvolme
bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC' a BD ozna¢me postupné K, L
a M. Ukazte, Ze thel <LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ¢tverec.

(MO 58-111-2)

Uloha 6. (Miqueliv bod) Mgjme étyfi pifmky v obecné poloze (74dné dvé nejsou
rovnobézné a zadné tii se neprotinaji v jednom bodé). Kazd4 trojice z nich definuje
trojuhelnik. Uvazime-li kruznice opsané témto ¢tyfem trojuhelnikdim, protinaji se
v jednom bodé.

Uloha 7. Na piimce jsou dany body A, B, C' a mimo ni bod P. Dokazte, Ze bod P
lezi na kruznici opsané trojithelniku tvorenému stfedy kruznic opsanych trojahelni-
ktm ABP, BCP, ACP.

Uloha 8. V trojahelniku ABC protina osa tthlu <BAC protéjsi stranu v bodé D.
Oznac¢me P, Q paty kolmic z bodu D na strany AB, AC. Kolmice na BC z bodu
D protne PQ v bodé X. Ukazte, ze X lezi na téznici z bodu A.

Uloha 9. V ostrothlém trojihelniku ABC je bod P pata vysky na stranu AC
z bodu B. Oznacime si D, FE postupné stfedy stran AB, AC. Bod @ je obraz bodu
P podle primky DFE. Dokazte, ze BQ) prochazi stfedem kruznice opsané trojuhelniku
ABC.

Uloha 10. Necht ABC je ostrothly trojihelnik a na kratsim oblouku BC jeho

kruznice opsané si zvolime bod X. Body P a @ budou paty z X postupné na piimky

CA a CB. Bod R je prusecik pfimky PQ a vysky na stranu AC z bodu B. Pfimka /¢

prochéazi bodem P a je rovnobézna s X R. Dokazte, ze ¢ prochazi pevnym bodem

nezavislym na poloze X. (USA TST 2014, 1)
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Uloha 11. Na kruznici opsané trojuhelniku ABC lezi body P, Q tak, aby
PQ || BC. Paty kolmic z bodii P a Q na AB, respektive AC, ozna¢me postupné P,
@1, respektive Py, Q2. Dokazte, Ze piimky P; P> a Q12 se protinaji na vysce na
stranu BC'.

Uloha 12. Konvexni pétitthelnik AXY ZB je vepsan do piilkruznice se stiedem O
a prumérem AB. Ozna¢me P, ), R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, ze velikost ostrého thlu, ktery sviraji pfimky PQ a RS,
je rovna 1|<XO0Z|. (USAMO 2010, 1)

Uloha 13. V ostrothlém trojthelniku ABC je H pata vysky z A. Na kruznici
opsané ABC jsou body P, Q tak, ze |AP| = |PH| a |AQ| = |QH|. Priseciky tecen ke
kruZnici opsané v P a @ se stranou AB, respektive AC oznac¢ime E;, E5, respektive
Iy, F5. Dokazte, ze poloméry kruznic opsanych trojuhelnikiim AFE, F} a AEsF5 jsou
stejné a Ze primka prochézejici jejich stfedy je rovnobézné s tecnou ke kruznici
opsané ABC v bodé A. (USA TSTST 2018, 5)

Uloha 14. Uvazujme pét bodit A, B, C, D, E takovjch, ze ABCD je rovnobé&znik
a BCED je tétivovy ¢tyiuhelnik. P¥imka ¢, kterd prochazi bodem A, protina tsecku
DC' v jejim vnitinim bodé F' a pfimku BC v bodé G. Plati-li |EF| = |EG| = |EC|,
ukazte, ze ¢ je osou thlu <DAB. (IMO 2007, 2)

Uloha 15. Ozna¢me H ortocentrum ostrotthlého trojihelnika ABC' a Q jeho kruz-
nici opsanou. P¥imka prochazejici bodem H protne kratsi oblouky AC, BC' kruZnice
Q) postupné v bodech M, P. Rovnobézka se Simsonovou pfimkou bodu P vzhledem
k trojuhelniku ABC vedena bodem M protne €2 v bodé K. Rovnobézka s BC' vedena
bodem P protne 2 podruhé v bodé ). Oznacme J prisecik BC a K(@Q. Dokazte, ze
trojihelnik K JM je rovnoramenny. (China TST 2011)
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Navody

1. Vyuhli pomoci obvodového a tsekového thlu.

2. Pro kolmost obrazu pfimky PA uvaz tétivovy ¢tyituhelnik PP, AP..
3. Hledej tétivové ¢tyruhelniky.

4. Za pomoci Simsonovy véty ukaz, ze body A, M a prusecik DI a EF lezi na
jedné primce.

5. Dokresli paty kolmic z P na AD a BC. Najdi Simsonovy pfimky a uvédom si,
7e |[<LKM| = |<APB].

6. Protni dvé z kruznic v bodé P a uvédom si, zZe paty kolmic v jednotlivych
trojthelnicich definuji stejné primky.

7. Pouzij Simsonovu pfimku bodu P viuci trojihelniku ze stieda.

8. Dokresli trojuhelnik tak, aby Simsonova pfimka bodu D viéi nému byla PQ.
9. Vyuzij Steinerovu pfimku viéi trojihelniku ze stfednich pricek.

10. Hledanym bodem je ortocentrum. Najdi rovnobéznik.

11. Dokresli paty kolmic z P, @ na BC a najdi rovnobézniky.

12. Vsimni si, ze PQ a RS se protinaji na AB.

13. Dokaz, ze stfed kruznice opsané ABC' lezi na obou kruznicich.

14. Uvaz Simsonovu piimku bodu E vzhledem k trojihelniku BC'D. Pomoci stej-
nolehlosti si rozmysli, ze pata z F je stfedem BD.

15. Ozna¢ S = MP N BC a dokaz, ze KSJM je tétivovy. Dokaz, ze MP je
Steinerova primka bodu K.

Literatura a zdroje

Mockrat dékuji Kati Daniliné za pfednasku na toto téma ze soustfedéni v Mamutoveé
v roce 2023 a Martinu Raskovi, z jehoz materidlti tento prispévek z velké casti
vychézi, a ktery uz diive vénoval podobné podékovani Stépanu Simsovi.

[1] Kéta Danilina: Simsonova primka, Mamutov, 2023.

[2] www.artofproblemsolving.con.
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Algebraické triky

ONDREJ SEDLACEK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje fadu algebraickych triki, které se hodi pfi feSeni
uloh nebo jejich ¢asti. Velkym zdrojem triki, které ¢loveék vice ¢i méné Casto pouzije,
byvaji nerovnosti a velkym zdrojem k feSeni nerovnosti je zase seridl MKS od Michala
Rolinka a Pavla Saloma, kterj najdete na nasich strankach?. Ten tedy doporuéuji
precist kazdému, kdo mé pocit, Ze se potfebuje v algebraickych manipulacich zlepsit.

Poznamka. (Symetrie a cykli¢nost) Vyraz v nékolika proménnych je symetricky,
pokud se nezméni prohozenim libovolngych dvou z nich. Pak mtizeme BUNO piedpo-
klddat, Ze proménné jsou v ndmi vybraném potadi (napf. od nejvétsi po nejmensi).

Vyraz je cyklicky, pokud se nezméni po cyklické zdméné (napf. x za y, y za z
a zaroveii z za x). Poté mtizeme BUNO piedpokladat napiiklad to, Ze jedna z pro-
ménnych je nejvétsi. Tyto tvahy Casto zkrati sepisovani feseni alespon na polovinu.

Dosazeni

Maéme-li soustavu rovnic, ¢asto stac¢i jednu proménnou vyjadrit a dosadit.

Uloha 1. Sou¢in realnjch éisel x, y, z je jedna. Uréete vSechny mozné hodnoty
vyrazu

1 1 1
+ + .
l14+z4+2zy 1+y+yz 14+z+2z

Uloha 2. Pro nenulova realn ¢isla a, b, ¢ plati

2_b2

a = b, b2 — 2 = ca.

Ukazte, ze pak plati i a? — ¢® = ab.

Rozklady na soucin

Maji-li se v tloze najit vSechna prvocisla ur¢itého tvaru, zpravidla se snazime pii-
slusny vyraz rozlozit na soucin, protoze pak je snadné rici, kdy pajde o prvocisla
(jen jeden z Cinitell je rtizny od +1). Ale umét rozkladat na soucin se hodi i jindy.

2http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
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Uloha 3. Najdéte dvé ¢tyfmistna ¢isla, jejichZ sou¢inem je 4% + 68 + 98.

Uloha 4. Najdéte viechna celd ¢isla n, pro néz je n* — 3n? + 9 prvodislo.
(MO 61-111-1)

Uloha 5. Dokaite, e existuje nekone¢né mnoho kladnych celjch &isel a takovych,
7e pro zadné n € N neni n* + a prvoéislo. (IMO 1969)

Uloha 6. Najdéte nejmensi trojciferné ¢islo n, pro néjz mé soustava
24 d 2ty + oy =n,
Py +rt+y=n+1

pouze celociselna feseni.

Substituce xyz =1
Méame-li na proménné podminku xyz = 1, ¢asto pomuze substituce
a b c

xr = — yzf z = .
b’ ¢’ a

Cviceni. Rozmyslete si, Ze tuto substituci opravdu mizeme pouzit, tedy Ze pro
kazda x,y, z spliiujici tuto podminku existuji vhodnéa a, b, c.

Uloha 7. Opét vyteste Ulohu 1.
Uloha 8. Kladna &isla a, b, ¢ splituji abc = 1. Dokazte
1+ a%c 1+ b%a 1+cb
+ + > 3.
cb+ec)  alc+a) bla+b)
Uloha 9. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

a b ¢
Tt+-+->a+b+ec
b ¢ a
(MO 52-111-6)
Substituce 2’ =z + ¢

Jesté jednodussi substituce je pouhy posun vsech proménnych o konstantu, casto ale
vytesi celou tilohu.

Uloha 10. Najdéte viechna realna x spliujici
(2% 43z +2)(2® — 22 — 1)(2® — Tz +12) + 24 = 0.
Uloha 11. Jsou dana realn4 ¢isla z, ¥, z, ktera splituji
r+y+z=12, z? +y? + 2% = 54.

Ukazte, Ze alespon jedno z ¢isel x, y, z je nejvySe rovno tfem a alespon jedno je vétsi
nebo rovno péti. (MO 60-I11-3)
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Linearita proménné

Maéame-li vyraz, ktery je v nékteré proménné linearni, pak bude nabyvat svych ex-
tréma pro jeji krajni hodnoty. To llohu mnohdy velmi zjednodusi nebo tplné vyftesi.

Uloha 12. Jsou déna ¢&isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1). Ukazte nerovnosti
6>3abc+4(l—a)1-0)(1—¢c)+a+b+c>1.
(MKS 28-7-6)
Uloha 13. Naleznéte minimum a maximum vjrazu
a(l—=0b)+b(1—c)+c(l—a),
v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).

Uloha 14. Pro z,y € R a z € (—2,2) ukazte nerovnost 22 + y% > xyz.

Homogenita

Definice. (homogenita) Vyraz V(a,b, ¢) nazveme homogenni stupné «, pokud exis-
tuje a € R takové, ze pro kazdé t > 0 plati

V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c).
Mame-li homogenni nerovnost, mizeme si pomoci tim, Ze si pfiddme néjakou
podminku (jejiz splnéni miZeme zarucit pravé pomoci ¢ v pfedchozi definici).
Uloha 15. Pro a,b > 0 a nezaporné s > r dokazte

1 1
s

(@”+b")" > (a® +b°)=.
Uloha 16. Pro a,b > 0 ukazte
a* + 2b* > a?b? + 2abd.

Uloha 17. Dokazte Cauchyho-Schwarzovu nerovnost: n € N, déle uq, us, . .., u, €
R a vi,vs,...,v, € R. Pak

(u? +ud 4+ Fud) (Wl F o+ 02) > (ugvr + ugve + - F unn)?

(Ne)rovnost

Maéme-li né€jakou rovnici nebo soustavu rovnic, muzeme si nékdy pomoci tim, ze
ukdzeme, ze jedna strana je vétsi nez druhd, a vyuzijeme, ze vime, kdy v nami
pouzité nerovnosti nastava rovnost.
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Uloha 18. V oboru realnjch é&sel Feste soustavu rovnic

ot +y? +4=5yz,
y* + 2% 4+ 4 =5za,
2P 2% +4 =5y,

Polynomy (MO 61-I11-6)

Uloha 19. M¢jme realna &isla x, y, z, pro ktera plati

r+y+z=0,
zy +yz 4+ zx =0.

Dokazte, ze =y = z = 0.

Uloha 20. Ukazte, ze pokud pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati rovnost

tak se dvé z téchto tii ¢isel rovnaji.

Uloha 21. Jakyjch hodnot miize nabyvat vyraz

(a+b—c)? (b+c—a)? (c+a—b)?
a—ab-0 b-—ac—a)  (a=b)(c=b)

pro vSechny mozné trojice po dvou ruznych redlnych ¢isel a, b, c¢?
(Vybérové soustfedéni 2013)

Uloha 22. Cela éisla x, y, 2z spliiuji vztah
(=9 +(y—2)*+(z—2)* = ayz.
Dokazte, ze vyraz x> + y> + 22 je délitelny = + y + 2 + 6.

Navody
1. Dosad z = w—ly a zlomky zjednodus a sectéti.

2. 7 prvni rovnice dosad za ¢ do druhé a tfeti. Nyni mé z druhé rovnice plynout
tfeti. VSimni si, Ze druhou rovnici Ize vydélit a, a potom ji vytkni ze tfeti rovnice.
3. Piicti 68, vyuzij vzoredku, a pak ho opét odecti a vyuzij jiného vzorecku. Over
CtyImistnost obou cisel.

4. P¥icti a odeéti 9n? a s pomoci dvou vzorecki rozloz na souéin.
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5. Zvol a = 4m* pro m > 1 a rozloZ na souéin.

6. Oznaéa=22+y% b=2+y, odvod a = n, b = 1. Vyies kvadratickou rovnici
a odvod, v jakém tvaru musi byt n. Vysledek by mél byt 113.

7. Tady se fakt ned4 nic nového radit :D. Udélej substituci a uprav (secti zlomky).
8. Udelej substituci a pouzij AG-nerovnost (jde to i rovnou bez substituce, ale po
substituci je to 1épe vidét).

9. Po substituci nerovnost vynasob tfemi a rozloz ji na soucet tii cyklickych AG-
nerovnosti.

10. Rozloz kvadratické trojéleny na soucin, zvol y = x —1 a nasledné z = y2. Vyfes
kubickou rovnici v z natipovanim kofend.

11. Pro prvni ¢ast uvaz x = a+3,y =b+ 3, 2 = ¢+ 3. Pro druhou x = 5 — a atd.
Potom uz staci fict, ze je jedno z a, b, ¢ nekladné.

12. Stadi rozebrat osm moznosti, kdy a,b,c € {0,1}. Diky symetrii vyrazu mizes
navic predpokladat a > b > ¢ a rozebirat jen ¢tyfi moznosti.

14. Diky linearité v proménné z staci rozebrat pripady z = £2.

15. BUNO predpokladdej a” +b" = 1. Pak 1 > a,b > 0, a tedy a” > a® a b" > b°.
16. BUNO piedpokladej b = 1 a polynom rozloz na souéin tipovanim kofenti.

17. Nejprve z homogennosti v uy, ..., u, BUNO piedpokladej u? + --- +u2 =1,
pak jesté stejnou ivahu zopakuj pro vy, ..., v,. Nakonec vyuzij odhady %uf + %vf >
UiV > — (%uf + %vf)

18. Vyuzij odhad 422 < 2% +4 a jeho cyklické zamény a ziskané nerovnosti sectéte.
19. Uvaz polynom tfetiho stupné s kofeny x, y, z a pomoci Vietovych vztahu
odvod, Ze je tvaru 2 + ¢ = 0.

20. Vynésob abc a uvazuj jako polynom v a. Dokaz, Ze se rovné polynomu (b —
¢)(a—b)(a—c).

21. Ogznaé vyraz ze zadani jako vyraz V(a) v nezndmé a s parametry b, ¢. Uvaz
polynom P(a) = V(a)(a—b)(b—c)(c—a), ukaz, Ze je druhého stupné a b i ¢ jsou jeho
kofeny (pozor, to neni jasné, protoze V' (a) neni polynom!). Stejné jako v predchozi
uloze rozloz polynom P(a), kdyZ znas jeho kofeny.

22. Vyuzij vzoreéek a3 + b + ¢ — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b? + ¢* — ab — bc — ca).

Literatura a zdroje

Obrovsky dik pat¥i Filovi Cermdkovi, od néhoz byl piispévek prevzat.
[1] Fila Cermék: Algebraické triky neboli... @gle, Mrtnik, 2023
[2] Stépan Simsa: Algebrické triky, Lipova-lazné, 2016.
[3] Michal ,Kenny“ Rolinek: Algebraické legracky, Blansko-Obiirka, 2011.
[4] Michal ,Kenny“ Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti,
lhttp://mks.m#ff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
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Naboj
Uloha. Mgéjme tii redlna ¢isla x,y, z takova, ze © = 6 — y a 22 = xy — 9. Dokaizte,
7e r =Y.

Ano.

Dosadime do druhé rovnice za = a dostaneme 22 = —(y — 3)?, coz se miiZe rovnat
jen pokud je oboji nula, tedy y =3 a = = 3.
Uloha. Vypoditejte:
2016% — 10103 — 1006>
2016 - 1010 - 1006

3.

Oznadme a = 1010 a b = 1006, pak se zlomek rovna (HHN =t — da'bidal® _ 3

Uloha. Naleznéte viechna prvoéisla tvaru n* + 4m?, kde m,n € N.
5.

Rozlozime n* + 4m* = (n? + 2nm + 2m?)(n? — 2nm + 2m?). Obé zévorky jsou
kladné a prvni je vétsi nez druha, o prvocislo tedy ptijde jen pokud je druhé rovna 1.
Tedy (n —m)? =1 —m? a aby byla prava strana nezaporn4, musi byt m = 1 a aby
se pak strany rovnaly, tak n = m. Dosazenim n = m = 1 dostaneme prvocislo 5.

Uloha. Pro kladné a, b, ¢ spliwjici abc = 1 dokazte

1+ab 1+bc 1+ca>3
1+a 1+5b 1+c =7

Plati.

z

Provedeme substituci a = £,b = £, ¢ = Z a upravime nerovnost do tvaru

z
Y

ye+z)  yta) | a(zty)
ety ayte) Tyera)

Nyni sta¢i pouzit AG-nerovnost.
Uloha. Dokazte, ze 3/2 +5+ %/2 -5 je racionalni ¢islo.
Je.

Ozna¢me séitance jako a a b. Pak ab = —1 a a3 + b> = 4. To upravime na
(a+b)(a® — ab+ b?) = (a + b)(a® + 2ab + b* + 3) = (a + b)((a + b)? + 3). Po dali
substituci * = a + b mame z(z* + 3) = 4, coz upravime na (z — 1)(z +2)? = 0
a vidime, Ze x = a + b je opravdu raciondlni.
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Uloha. Vypoditejte:
20163 — 10103 — 10063

2016 - 1010 - 1006

3.
(a+b)*—a®—b> _ 342b+3ab>

Oznaéme a = 1010 a b = 1006, pak se zlomek rovna @i bab = (atbad

Uloha. Pro kladné a, b, ¢ splitujici abc = 1 dokazte

l1+ab 1+bc 14ca

> 3.
1+a 1456 1+c —
Plati.
Provedeme substituci a = %, b=, c= Z aupravime nerovnost do tvaru
yle+z)  2y+a)  2(z+y)

Nyni sta¢i pouzit AG-nerovnost.
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Goniometrické funkce a substituce

JOSEF SOURAL

ABSTRAKT. Na prednésce se skamaradime s goniometrickymi funkcemi, probadame
nékteré jejich vlastnosti a ukdzeme si, ze ,dosazenim® téchto funkci lze pokofit (¢i
alesponl zna¢né zjednodusit) nékteré jinak nepfijemné algebraické tlohy.

Na zacatek si zopakujme, co o nejbéznéji uzivanych goniometrickych funkcich — sinus,
kosinus, tangens a kotangens — vime.

Sinus a kosinus

Tvrzeni. Pro funkce sin a cos a libovolna x,y € R plati:

(i) Definiéni obor obou funkci jsou vsechna redlna cisla.

(ii) sin®x + cos?z = 1.

(iii) sin(z +y) = sinz cosy + coszsiny.

(iv) cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny.

(v) Pokud 0 < x <1 (v radidnech), pak 0 < z - cosx < sinz < z.

Poznamka. Dvojice sin, cos je ve skutecnosti jedind dvojice funkei splitujici vSech
pét vlastnosti vyse, pomoci Tvrzeni vyse tedy muzeme tyto funkce definovat.

Cviéeni. (na procviceni algebraické manipulace)
Uzitim Tvrzeni vySe postupné dokazte, ze pro libovolna z,y € R plati:

(i) sin2z = 2sinz cos z, cos 2z = cos? z — sin® z.
(11 COS2 T = 1+C;S 2:r’ sin2 T = lfcgs 21:.

sin0 =0, cos0 = 1.

iv) Funkce sinus je lichd, funkce kosinus je sudé.
(v) sin(z +y) =sinz - cosy £ siny - cos z.

(vii) sinz £siny = 251n(xiy) cos ().

(viil) cosz + cosy = 2cos (£5Y) - cos( =Y.

)
)
)
)
<Vi§ cos(z +y) =cosz-cosy Fsinz -siny.
)
)

cos: — cosy = ~2sin (52) -sin (52).

Definice. Cislem 7 rozumime nejmensi kladné realné ¢islo takové, Ze cos 5 =0.
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Tvrzeni. Daéle Ize dokézat, Ze pro funkce sin a cos a pro libovolné x € R plati:

(i) Funkce sin, cos jsou spojité (dokonce hladké).

i) Oborem hodnot obou funkci je (cely) interval (—1,1).

) sin = 1.

) sin(z + §) = cosz, cos(x + §) = —sinz.

) sin(§ —x) = cosx, cos(§ — ) = sinz.

(vi) Funkce sin, cos jsou 2m-periodické.
)
)
)
)

. . . B ; T 37 s .
Sznu.s Je na intervalu < 3 2> rostouci a na <2 '3 > klesajici.
Kosinus je na (—m,0) rostouci a na (0, ) klesajici.
Funkce sin je na (—m,0) konvexni, na (0, ) konk4vni.

™ 37

Funkce cos je na (%, %) konvexni, na (—%, %) konkévni.

Sinus, kosinus a jednotkova kruZnice

Pti feSeni tdloh Casto potfebujeme najit néjaké vyznacné body ¢i ,,oblasti“ — napf.
chceme védét, pro kterd x € R je sinus vétsi nez kosinus. V takovych pripadech je
vyhodné namisto kartézského grafu funkci uzit pohled pomoci jednotkové kruznice:

1 Y
P
1
sin ¢
7
K cosp|O 17

Do roviny si nakreslime kruznici o poloméru jedna se stfedem v pocatku O. Na
kruznici si vyznac¢ime bod P tak, aby polopfimka OP svirala s kladnou z-ovou
poloosou nas zkoumany (orientovany) thel. Definujme bod K jako patu kolmice
k ose = prochazejici bodem P. Tim pfirozené dostaneme pravouhly trojahelnik OPK
(pravy thel <PKO) s délkou piepony jedna.

Sinus zkoumaného tihlu pak pfesné odpovida y-ové souradnici bodu P (tedy délce
|PK|, kde bereme v potaz i znaménko), kosinus z-ové soufadnici bodu P (délce |OK|
véetné znaménka). Naslednym ,hybanim* zkoumaného thlu tedy mtzeme soucasné
a prehledné sledovat vyvoj obou funkci — hodnota funkce sinus se ,,vykresli“ na osu
y, hodnota kosinus na osu z.

Tangens a kotangens

Funkce tangens a kotangens jsou pro vSechna z € R, pro kterda ma piislusny vyraz
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smysl, definovany jako

cosx sinz

Tvrzeni. Pro funkce tangens a kotangens plati:

(i) Defini¢ni obor funkce tangens je R\ {g + kmk € Z} a funkce kotangens
R\ {km; k € Z}.

(ii) Obor hodnot obou funkci jsou vSechna reilnd éisla.

(iii) Obé funkce jsou w-periodické.

(iv) Obé funkce jsou liché.

(v) Tangens je na intervalu (—7%

(vi) Kotangens je na intervalu (0

A pro vSechna x,y € R, pro kterd maji dané vyrazy smysl (tj. nedélime nulou) plati:

x y
, 5 ) rostouci.
,m) klesajici.

tgx +t
tglrty) = —o0 8 cotg(z £y) =

cotgx - cotgy F 1
C1lTtgr-tgy’ cotgy £ cotgw

Obcas se hodi umét vyjadiit hodnotu jedné goniometrické funkce pomoci funkce
jiné, aniz bychom jako mezikrok vycislovali pfislusny thel.

Cviéeni. Ukazte, ze pro véechna z € R, pro néZ maji obé strany rovnosti smysl,
plati:
1 . 1
cos?r = ———— sm2x:72.
1+ cotg®x

1+tg2a’
Poznamka. Vzorci pro goniometrické funkce existuje jesté mnohem, mnohem
vice, vypsat je zde vSechny ale neni cilem prednasky. Lze je dohledat na internetu,
pfipadné je samostatné odvodit.

Ulohy na rozjezd

Nasledujici tlohy jsou pomérné jednoduché a pfimocaré — stac¢i najit vhodnou sub-
stituci a tloha se vzdava.

Poznamka. Ve (skoro) kazdé tloze, kde k vyfeSeni pouzijeme goniometrické sub-
stituce, musime odtvodnit, ze touto parametrizaci nevynechame zadné mozné hod-
noty proménnych (jinak feSeni neni kompletni). Budeme-li napfiklad substituovat
za proménnou, kterd mtize nabyvat vSech redlnych hodnot, nemizeme zjevné pouzit
sinus ani kosinus, nebot jejich obor hodnot je prilis maly.

Piiklad. Bubub&dek si zvolil redlna ¢isla B a U takova, ze B2 + U? = 1. Jaka je
nejvétsi a nejmensi mozné hodnota sou¢inu BU?

Reseni. 7 podminky vidime, ze B € (—1,1), a proto vSechny mozné hodnoty B
mizeme vyjadrit jako cos a pro néjaké a € R. Z goniometrické jednicky pak plyne
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U? = sin? o, BUNO tedy (jinak misto a vezmeme —a) plati U = sin «v. Pak ale BU =
sinacosa = %sin 2a, z ¢ehoz vidime, Ze nejvétsi mozna hodnota je % a nejmensi
hodnota je f%.

Uloha 1. Bil4 pani si vymyslela ¢ty¥i navzajem riizna relna ¢isla z intervalu (0, 1).
Ukazte, Zze Anicka si z nich mohla vybrat dvé éisla x, y takova, Ze

0<x\/1—y2—y\/1—x2<%.

Uloha 2. Vlkodlacek chtél dat své mamince jako darek 100-prvkovou mnozinu
realnych ¢&isel S s tou vlastnosti, ze kdyz x patii do S, tak i ¢islo 222 — 1 patii do
S. Mohl na néjakou takovou narazit, nebo takové mnoziny neexistuji?

Uloha 3. Casper dostal za doméci kol najit véechny realné kofeny rovnice
87% — 62 —1=0.

Pomizete mu?

Uloha 4. Chrastivec se rozhodl pro libovolné realné ¢islo a definovat posloupnost
vztahem 1 = a a 2p11 = 1/(1—2,)—1/(14+2,). Posloupnost vytvérel az do chvile,
kdy pro néjaké k poprvé nastalo x,, = +1. Cislo k potom nazval délkou posloupnosti.
Kolik existuje posloupnosti délky osm?

Uloha 5. Dokazte, Ze rekurentné zadana posloupnost zadand podminkou z; € N

a vztahem
\/§xn —1
Tpy] = —————
T 43

je dobre definovana a — stejné jako faze luny — periodicka.

Uloha 6. Pomozte Kostimrazovi nalézt viechna redlné fesen{ rovnice

Uloha 7. Strasakové Baf a Lek se hadali o tom, zda mezi kazdymi péti redlnymi
Cisly existuji dvé takova ¢isla x, y spliujici

lzy + 1| > |2 —yl.

Existuji, nebo ne? Jako cviCeni navic se miuzZete zamyslet, kolik nejméné cisel je
nezbytné nutnych pro splnéni uvedené vlastnosti.

Nerovnosti

Goniometrické substituce 1ze vyuzit i pfi dokazovani nékterych nerovnosti. Substi-
tuce ale byvéa jen zacatkem — nésledné byva tieba vyuzit néjakou dalsi zbran, typicky
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AG nerovnost nebo Jensenovu nerovnost. Tu budeme na pfednasce pouzivat (bez
dtkazu) v nésledujicim znéni:

Tvrzeni. (Jensenova nerovnost)
Bud f konvexni funkce na intervalu I, x1,xo,...,2, € I a A1, Aa,..., A, € (0,1)
takové, ze \y + Ao + -+ -+ N\, = 1. Pak

Mf(x1) + Aef(me) + -+ M f(xn) > fF(A1z1 + daza + -+ - + Apy).

Pro konkavni funkci plati opacna nerovnost.

Pomoci Jensenovy nerovnosti a ryzich algebraickych aprav lze odvodit nasledujici
CtyTi tvrzeni, kterd budeme pfi goniometrickych substitucich obcas pouzivat.

Tvrzeni. Méjme trojahelnik s vnitinimi ahly a, b, ¢, potom plati:
. a L b e c < 3
sin — 4+ sin = + sin - < —.
2 2 272

Tvrzeni. Méjme ostrouhly trojuhelnik s vnitinimi uhly a, b, ¢, potom plati:

cosa + cosb + cosc <

5.

Tvrzeni. Necht jsou ¢isla a,b,c € (0, %), pak a, b, ¢ jsou tihly (ostrotihlého) troj-

thelnika pravé tehdy, kdyz plati nasledujici rovnost:
tga+tgb+tgec=tgatgbtge.

Tvrzeni. Uvazme disla a,b,c € (0,7), pak a, b, ¢ jsou tihly trojithelnika prévé

tehdy, kdyz plati nasledujici rovnost:

te 2t te Pte S te Cted =1
Bty TiBg ey Ty T &

wr s

Dalsi alohy, se kterymi potiebuji straSidla pomoci

Uloha 8. Mgéjme kladna realna &isla xz, y, z spliujici « + y + 2z = xyz. Dokaite, Ze
potom plati:
x 3v3
LY 2 38
Vita?  1+y2 V1422 2

Uloha 9. Mgéjme kladna realna &isla z, y, z spliujici « + y + 2z = xyz. Dokaite, Ze
potom plati:

T+Vita? 141492 1+V1+22
Vita? 144y 1eVIE2 e
Yy z

x
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Uloha 10. Mg¢gjme kladna realné ¢isla z, y, z takova, ze plati  + y + z = zyz.
Ukazte:

zy+yz+az>3+V1+22+/1+y2+ 1+ 22
Uloha 11. Nechf z, y, z, w jsou kladn4 realna ¢isla takova, ze

1 1 1 1

=1.
1+m4+1+y4+1+z4+1+w4

Dokazte, ze zyzw > 3. (Lotyssko 2002)
Uloha 12. Mgéjme kladna realna ¢éisla x, y, z takova, ze 22 + y? + 22 + zyz = 4.
Dokazte, ze zc +y+ 2 < 3

Uloha 13. V oboru reélnjch &isel feste soustavu rovnic:
3(x? + Vyz = 4(y* + Daz = 5(22 + 1ay,
kde plati xy + yz + zz = 1.

Navody

1. Parametrizuj kosiny, soucet vzdalenosti presahne délku intervalu parametrizace.
3. Kosinus trojnasobného thlu.
5. Parametrizuj kotagensem, a to i konstantu v/3. Pro ,definovanost* vyuzij toho,
ze 7 je iracionalni.
6. Substituuj kosinem, vyfes kvadratickou rovnici.
7. Vydél a poté kotangens.

14cos

9. cotg § = “5°>< a poté Jensen.

10. Substituuj tangensem. Vzorec pro souéin tangensti odvod ze souc¢tového vzorce
pro kosiny — soucet dvou 1hld v trojihelniku je doplnék tietitho do pfimého thlu.
Nakonec uzij (A — B)? + (B — C)? + (C — A)? > 0 pro viechna A,B,C € R.

11. Substituuj 22 = tg «, pieved na nerovnost pro siny a uzij AG nerovnost.

12. Pro thly o, 8,7 plati cos? a + cos? 8 + cos?2y + 2cosacos Bcosy = 1 pravé
tehdy, kdyz jsou to thly v trojihelniku.

13. Nejprve predpokladej kladnost vsech proménnych, substituuj tangensem polo-
vi¢éniho thlu. Uvaz rovnice po dvou a vydél, abys izoloval proménné. Uzij sinovou
vétu (odvodis sin «, cos @) a pomoci nich vyjadii tangens poloviéniho thlu.
Nakonec rozeber piipady kdy pfedpoklad kladnosti neplati.

Literatura a zdroje

Timto dékuji Martinu Sykorovi, jehoz prispévek jsem mirné upravil a trochu rozsifil.
[1] Martin Sykora: Goniometrické substituce, Mezimésti, 2017.
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Ciferné soucty

ANNA TRNKOVA

ABSTRAKT. V prispévku se sezndmime s riznymi typy tuloh na ciferné soucéty a uka-
zeme si nejcastéjsi techniky, které ndm pomuzou se s nimi poprat.
Ciferné soucty se v olympiadnich tlohach neobjevuji ¢asto, ale jednou za cas je
v néjaké tloze najdete. Obecné neni mnoho typt tloh, které lze na ciferné soucty
vymyslet, a tak tady (aZ na ty nejbrutélnéjsi) projdeme téméi vSechny.
Umluva. Neni-li feeno jinak, n je pfirozené é&islo.
Nejprve ale priblizime, co presné znamend ciferny soucet a jak ho v tomto pii-
spévku budeme znadit.
Definice. Clifernym souctem ¢&isla n rozumime dislo, které dostaneme sec¢tenim
vsech cifer ¢isla n v jeho desitkovém zapisu. Tedy, pokud desitkovy zéapis ¢isla n je
G- Go, tj. n = ag - 10¥ 4 ax_; - 101 + ... + a; - 10 + ag, pak jeho ciferny soucet
je ar +agy1 + -+ ao-
Ciferny soucet ¢isla n budeme znacit S(n).

Uloha 1. Necht d je pocet cifer v desitkovém zapise &isla n. Pokud oznacime ny,
¢islo, které vznikne smazanim poslednich k cifer z ¢isla n, dokazte vztah

n=2.5mn)+9n +9ns+---+9Inyg_1.
(APMO 2001)

Pisemné scitani, pfechod pres desitku
Vétsina technik, které budeme pouzivat, je pomérné intuitivni a my zacneme tou
nejintuitivnéjsi — scitdnim pod sebou. Velmi casto ndm prii feSeni staci si poradné
rozmyslet, co se stane s cifernym souc¢tem, kdyz béhem klasického pisemného séitani
prejdeme pres desitku.
Uloha 2. Najdéte &islo n, pro které jsou S(n) i S(n + 1) délitelna sedmi.

(PraSe 36-7-3)
Uloha 3. M¢éjme dano piirozené éislo n, jehoz cifry jsou ostfe rostouci zleva do-
prava. Urcete ciferny soucet ¢isla 9n. (PraSe 23-6-2)
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Uloha 4. Skripta MFF jsou ¢islovana Sesticifernymi &isly, pficemz jsou povoleny
nuly na zadatku. Stastnymi nazveme ta z nich, kterd maji stejny ciferny soudet
prvnich t¥{ a poslednich t¥{ cifer. Dokazte, Ze soudet oznaceni vSech $tastnych skript
je délitelny sedmi. (PraSe 23-6-3)

Uloha 5. Dokazte, ze mezi 39 po sobé jdoucimi piirozenymi ¢isly miizeme vzdy
najit n&jaké, jehoz ciferny soucet je délitelny 11. (PraSe 43-2-3)

Uloha 6. Najdéte pfirozena ¢éisla a, b, ¢ takova, Ze
S(a+b) <5, S(b+c) <5, S(c+a) <5, Sla+b+c)>50.

(PraSe 32-1-6)

Uloha 7. Necht m, n jsou p¥irozena ¢isla a navic m ma d cifer a d < n. Vypodéitejte
ciferny soucet (10" — 1)m.

Uloha 8. Vypoditejte ciferny soucet 9 - 99 - 9999 - - - (102" — 1) v zavislosti na n.

Uloha 9. Ciferny soudet ¢isla N je 100, ciferny soucet ¢isla 5N je 50. Dokazte, ze
N je sudé.

Nerovnosti

Mizeme nahlédnout nasledujici rovnost, druhou nerovnost dokézat pomoci séitani
pod sebe a tfeti nerovnost dokazat pro malé ¢isla a pak odvodit z pfedchozich.

Tvrzeni 10. Pro a,b € N plati:
(1) $(10a) = S(a),
(2) S(a+0b) < S(a)+S(b),
(3) S(ab) < S(a)S(b).

Uloha 11. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené éislo n plati
S(2n) < 28(n) <10S5(2n).

(PraSe 23-6-1)

Uloha 12. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu poméru %, kde n je ptirozené.
(PraSe 35-2-8)

Kritéria délitelnosti

Ciferné soucty se daji obc¢as pouzit jako jednoduchda kritéria délitelnosti. Urcité
vsichni znate naptiklad kritérium délitelnosti deviti. Cislo n je délitelné deviti pravé
tehdy, kdyz je délitelné deviti ¢islo S(n). Co uz neni tak znamé, je, ze toto kritérium
mizeme jednoduse rozsitit na vSechny zbytky:

Tvrzeni 13. Pro piirozené n plati S(n) =n (mod 9).
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Samoziejmé co plati pro devitku, plati taky pro vsechny jeji délitele, v tomto
pifipadé pro trojku, takze S(n) =n (mod 3).

Devitku jsme ale nevybrali jen tak ndhodou. Tato kongruence plati pravé proto,
ze zéklad nasi soustavy (desitka) je kongruentni s 1 modulo 9. TakZe pokud bu-
deme pracovat s cifernymi soucty v jiné soustavé, napiiklad o zékladu ¢, pak nase
kongruence bude platit pro ¢ — 1.

Uloha 14. Vezmeme piirozena ¢isla od jedné do bilionu a kazdé z nich postupné
zredukujeme na jednociferné ¢islo tak, ze jej opakované nahradime jeho cifernym
souctem. Dostaneme vic jednicek nebo dvojek? (Sovétska MO 1964)

Uloha 15. Existuje pfirozené ¢&islo n takové, ze S(2") = S(2"+1)?

Uloha 16. Je mozné najit 19 réiznych p¥irozenych é&isel takovych, Ze jejich soudet
je 1999 a vSechna maji stejny ciferny soucet? (Ruskd MO 1999)

Uloha 17. Najdéte vSechny mozné hodnoty ciferného souétu druhych mocnin p¥i-
rozenych ¢isel. (domaéci kolo MO 1993)

Uloha 18. Najdéte vSechna pfirozena ¢isla d takova, Ze libovolné piirozené éislo
délitelné d zapsané ve 2023-kové soustavé ma ciferny soucet délitelny d.
(PraSe 23-6-4)

Maximalni ciferny soucet
Principem této techniky je poznatek, Ze ze vSech n-cifernych ¢isel méa nejvétsi ciferny
soucet Cislo 999...9. Muzeme tedy jednoduSe shora omezit ciferny soucet velkych
—_——
n
Cisel ¢islem 9(|logn] + 1).

Uloha 19. Na tabuli je napsané ¢islo 20182918, Kdyz jej 2018-krat nahradime jeho
cifernym souctem, jaké ¢islo nam na tabuli zbude?

Uloha 20. Uréete hodnotu vyrazu S(S(S(44444444))). (IMO 1975)
Uloha 21. Dokaite, Ze existuje nekone¢né mmnoho piirozenych n takovych, Ze
S(3nHy < 5(3m). (PraSe 44-5-5)

Dalsi vSemozné alohy

Uloha 22. Naleznéte &islo n, které je délitelné S(n) + 2017. (PraSe 36-7-1)
Uloha 23. Méjme déno piirozené ¢islo n takové, ze S(n) = 100 a S(44n) = 800.
Najdéte hodnotu S(3n). (Ruska MO 1999)

Uloha 24. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho ¢&isel n takovych, Ze
S(n) > 2018 - S(3n).

Uloha 25. Necht fi(n) = [S(n)]? a frr1(n) = fi(fr(n)). Uréete hodnotu vyrazu
f1001(21999). (IMO Shortlist 1990)
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Uloha 26. Necht f(n) = S(n)+n. Existuje ¢islo takové, ze f(n) = 19807 Dokazte,
7e pro kazdé ptirozené ¢islo m miizeme najit ¢islo n takové, ze bud f(n) = m nebo
fn)y=m+1. (Sovétskda MO 1980)

Uloha 27. Je dan polynom P(n) s celo¢iselnymi koeficienty. Oznaé¢ime s,, ciferny
soudet ¢isla | P(n)|. Dokazte, ze alespoii jedna hodnota se v posloupnosti s, vyskytuje
nekoneéné mnohokréat. (Polskd MO 1987)

Unique [Ja:'ni:k] Puzzliky

Uloha 28. Cislo 2% obsahuje viech 10 cifer kromé jedné. Jaka to je?
Uloha 29. Najdi tii cifry a, b, ¢ takové, Ze pro né plati 28a + 30b + 31c = 365.

Uloha 30. Jsou pravé tii 8 ciferna ¢isla pro néz plati, Ze soucet 8. mocnin jejich
cifer je roven tomuto ¢islu. Dvé z nich jsou 24678051 a 88593477. Urdi to tieti.

Navody

1. Pouzij definici ciferného souctu.

2. O kolik se S(n + 1) snizi oproti S(n) + 1 s kazdou cifrou, kterd pii pfic¢teni
jednicky prejde pres desitku?

Vsimni si, ze 9n = 10n — n.
Jaky tvar maji stastna ¢isla? Co néjaké parovani?

Prechody pfes 10 se chovaji hezky. Pfechodti pfes vétsi fady je malo.

Prosté to spocitej jako na zakladce.
Indukce.

5N = % a pak uz zase déleni pod sebou.

3

4

5

6. Uvazovat x =a+b,y =b+ca z=a+ c je mozna jednodussi.
7

8

9

11. Pro drubou nerovnost: co je S(10n)?

12. Co je S(10000n)?

14. Uvazuj mod 9.

15. Uvazuj mod 3.

16. Uvazuj mod 9 a pak zkus nejmensi varianty.

17. Uvazuj mod 9. Pti hledani konstrukce se vyplati zkoumat ¢isla, ktera se skladaji
(skoro) celd z trojek.

18. Hledas cisla, ktera ve 2023-kové soustaveé davaji kritérium délitelnosti ciferného
souctu.

19. Kolik maximélné cifer ma 20182°187 Jakou nejvyssi hodnotu tak miZe mit
5(20182018)? Zkus mod 9.

20. Uvazuj horni odhad kazdého z cifernych souctt. Pouzij mod 9.
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21. Jak rychle roste ciferny soucet? Jak rychle roste pocet cifer?
22. Nech S(n) + 2017 byt mocninou desiti.
23. Uvazuj pfechod pres desitku pfi nasobeni.

24. Najdi jedno a nasob ho deseti. Abys ho nasel, zkus vydélit velké ¢islo s malym
cifernym souctem tfemi.

25. Najdi f199s(11). (Coz byla mimochodem tloha na AIME 1988.)

26. Pii pfechodu pfes desitku se f(n) zmensi, ale pfesto se dostane libovolné vy-
soko.

27. Pro polynom s kladnymi koeficienty je to jednoduché. Zkus z obecného poly-
nomu néjak dostat polynom, ktery se bude chovat stejné hezky.

28. Zkus mod 9.
29. Zkus 29a + 30b 4 31c = 366.
30. To urdité. :D

Literatura a zdroje

Piispévek je zaloZen na stejnojmenném piispévku od Fily Cerméka na soustfedéni
v Mamutové 2023, ktery sam navazoval na pfednasku Jachyma Soleckého z Hornich
Lysec¢in 2018, ktery se zase inspiroval piispévkem Lenky Slavikové z Dobré Vody
2010. Timto jim vSem moc dékuji.
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Catalanova cisla

LUKAS TROJAN

ABSTRAKT. Catalanova ¢isla jsou vedle kombinac¢nich ¢isel jednou z nejcastéji se
vyskytujicich posloupnosti ¢isel v kombinatorice. V tomto prispévku si ukadzeme jejich
nejklasi¢téjsi vyjadieni a nékteré z vice nez 65 tloh, které fesi.

Definice. Symbolem C), zna¢ime n-té Catalanovo ¢islo.

0_271_ 2n _n+12n_n 2n_1 2n
"\ n n+1) n+1l\n n+1l\n/) n+1\n

Poznamka. Casto se definuje i Cy = 1. Prvnich nékolik Catalanovych ¢isel je
postupné 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, ...

Definice. Obdélnikem m x n rozumime obdélnik ve ¢tvercové miizce, ktery je m
policek vysoky a n policek siroky. Cestou v obdélniku pak nazyvame trasu z levého
dolniho do pravého horniho rohu, kterd vede po hranach mf¥izky, a to pouze doprava
a nahoru. Uhloprickou ve &tverci n x n nazveme tsecku spojujici levy dolni roh
s pravym hornim.

Véta. Pocet cest ve ¢tverci n X n, které jsou celé pod uhloprickou, je C,.

Diikaz. Uvazime vSechny cesty ve ¢tverci n x n. Kazda cesta se sklada z 2n po-
hybi, a jelikoz se cesty skladaji pouze z pohybt doprava a nahoru, kazdou cestu lze
jednozna¢né urcit vybérem n pohybu nahoru z celkovych 2n pohybu. Cest je tak
celkem (2:) Ne vSechny cesty jsou ale pod tihloprickou.

Spocitame tak pocet cest, které prekracuji thlopficku, a poté tento pocet ode-
¢teme od celkového poc¢tu. Uvazme libovolnou nevyhovujici cestu c. Tato cesta v né-
jakou chvili prekro¢i thlopficku smérem nahoru. Podivame se na ni po tomto kroku.
Protoze se nachazi o 1 krok nad thlopfickou, tak jsme museli udélat o jeden pohyb
nahoru vice, nez doprava. Kdyz nyni zbytek této cesty prevratime — tedy z pohybi
doprava se stanou pohyby nahoru a obracené, tak dostaneme cestu ', ktera obsahuje
n + 1 pohybti nahoru a n — 1 pohybi doprava.
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e 7

Dvé riizné c; a co cesty se ndm nemohou zobrazit na stejnou cestu ¢/, takze je
toto prevraceni prosté.

Zaroveni pokud méme néjakou cestu v obdélniku (n + 1) x (n — 1),tak pokud ji
prevratime poprvé, kdyz pocet pohybii nahoru bude vétsi nez pocet pohybii doprava,
tak dostaneme cestu v obdélniku n x n, kterd pfesahuje tthlopiicku a tedy toto
prevraceni je bijekce, a tedy pocet cest piresahujicich thlopficku je stejné jako cest
v obdélniku (n + 1) x (n —1).

A protoze cest v obdélniku (n+1) x (n—1) je (f_fl) (opét pouze vybereme, které
pohyby jdou nahoru) a pocet cest pod thlopfickou je (2:) — (f_fl) =Ch. |

Rekurentni vzorec

Tvrzeni. Méjme posloupnost (a,)n>o spliiujici vztahy
n

ap =1, an = Zaiflanfi;
i=1

pak a, = C,,.

Diikaz. Pro ag je rovnost jasna. Pro n > 1 si dokdzeme, Ze a,, je rovno poctu cest
pod thloprickou ¢tverce n x n a tedy i C),. Budeme postupovat indukci.

Pro n = 1 je rovnost jasna. Pro n > 1 pfedpoklddame, Ze tvrzeni plati pro
kazdé m < n. Poté pro kazdou cestu vezmeme bod, kde se poprvé cesta ,,dotknula“
uhlopficky (to se musi stat alespoii na konci, po¢atek nepocitdme). Nyni budeme
pracovat v soufadnicich, kde prvni bod (levy dolni roh) je (0,0) a posledni (pravy
horni roh) (n,n). Poté si prvni bod dotyku s thlopfi¢kou oznacime (k, k). Vime, Ze
cesta musela projit body (0,1) (protoze kdyby byl prvni pohyb nahoru, tak jsme
protli thlopticku) a (k — 1, k) (jinak bychom se nemohli dostat do bodu (k, k)) a na
tomto tseku jsme se nemohli dotknout thlopficky (jinak by (k, k) nebyl prvni dotek).

Tedy pokud vezmeme &tverec z bodu (0,1) do (k—1, k), a étverec z bodu (k, k) do
bodu (n, n), tak vSechny cesty pod thlopfi¢kou v obdélniku n x n s prvnim dotykem
s thlopfickou v bodé (k, k) odpovidaji pravé cestdm pod thlopfickami ve étvercich
od (0,1) do (k — 1,k) a od (k,k) do (n,n) a téch je z indukéniho predpokladu
ak_10,_k. KdyZz poté vezmeme soucet pres vSechny k dostaneme tvrzeni. O
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l’JIohy

Uloha 1. Kolik existuje korektnich uzavorkovani n part zévorek?
Uloha 2. Kolik existuje riiznych triangulaci konvexniho n-thelnika!?

Uloha 3. Radedek skace po ose pFirozenych ¢isel. Zacéind v bodé 1 a v kazdém
z deseti krokit bud skoé¢i o 1 éislo vpied, o 1 ¢islo vzad (pokud jiz nestoji v bodé
1), nebo se mu nikam nechce a ztstane stat. Po 10 krocich byl Radecek v bodé 1.
Kolika riznymi zptsoby mohl Radecek v 10 krocich skakat a lenosit na ose, kdyz se
nikdy nemohl dostat pod ¢islo 17

Uloha 4. Matg&j nakreslil na papir N tramvajovych zastavek (bodi) na centralni
lince (pfimce) s pravidelnymi rozestupy 1. Nésledné do obrazku dokreslil nékolik
tras tramvajovych linek (GseCek, bod neni tsecka) tak, ze kazdd zac¢ind a kondi
v nékterych vyznacenych bodech. Navic pro kazdé dvé tramvajové trasy (Gsecky)
a, b platilo, ze pokud je jejich prinik néjaka tsecka c, pak a = ¢ nebo b = c. Pro
dané N Matéj nakreslil nejvétsi mozny pocet linek. Kolika zptisoby mohl to mohl
v zavislosti na NV udélat?

Uloha 5. Necht n je pfirozené ¢islo. Kolik existuje cest v kartézské soustavé sou-
fadnic, které vedou z bodu (0,0) do bodu (2n,0), takovych, Ze z libovolného bodu
(z,y) cesta pokracuje bud do bodu (z+1,y+ 1), nebo do bodu (x+ 1,y —1)? Kolik
z téchto cest nikdy neklesne pod osu x?

Uloha 6. Kolik existuje posloupnosti piirozenych ¢&isel délky n splitujicich 1 <
a1 <ag <---<a, anavic a; <1i?

Uloha 7. Kolika zpfisoby si mtize 2n 1idi podat ruce pies stil tak, aby se 7adné
dva péry rukou nekiizily (kazdy ¢lovék podava pravé jednu ruku jinému ¢lovéku)?

Uloha 8. Kolik existuje tplnych binarnich stromii s n + 1 listy? Rozlisujeme
,pravé“ a ,levé“ syny.

Uloha 9. Kolika zpiisoby lze vyplnit tabulku 2 x n ¢isly 1 az 2n tak, aby ¢isla
v obou fadcich i ve vSech sloupcich byla rostouci?

Uloha 10. Kolik existuje binarnich stromt na n vrcholech? Rozlisujeme ,pravé“
a ,levé“ syny.

Uloha 11. Mnozinu pfirozenych é&sel vétsich nez 2 nazveme hezkou, pokud ob-
sahuje pouze ¢isla slozend jen z prvnich mocnin prvocisel, pificemz pro kazdé ¢islo
v této mnoziné obsahuje i vSechny jeho délitele. Zvolime si n raznych prvocisel. Kolik
existuje hezkych mnozin takovych, ze obsahuji pravé nasich n prvocisel a zadna jina
prvocisla neobsahuji.

1Rozdéleni na n — 2 trojuhelniki, jejichz vrcholy jsou vrcholy piivodniho n-tthelnika.
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Uloha 12. Kolika zptisoby je mozno postavit schodisté? o n schodech pomoci n
obdélnika? (Obdélniky nemusi byt tvaru k x 1.)

Uloha 13. Kolik je permutaci mnoziny {1,...,n}, které neobsahuji klesajici pod-
posloupnost délky vétsi nez 27 (Oznacéime-li permutaci p, pak neexistuji ¢,j,k €
{1,...,n} takové, ze i < j < k a zdrovenl p(i) > p(j) > p(k).)

Uloha 14. Pro ktera n je C,, liché?

Uloha 15. Polyomino® nazveme neklesajici, pokud je kazdy jeho sloupec souvisly
(tj. neni rozdélen na vice ¢asti oddélenych prazdnymi étverecky), pozice horniho ¢tve-
recku v kazdém sloupci se zleva doprava nesnizuje a obdobné se v kazdém sloupci
nesnizuje pozice nejnizsiho ¢tverecku zleva doprava. Kolik existuje neklesajicich po-
lyomin s obvodem délky 2n?

Uloha 16. Kolik existuje Gplnjch parovani vrcholtl na Sestitthelnikové pyramidé
§itky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé sirky 4 maze vypadat naptiklad
takto:

2Vyska a $itka kazdého schodu je 1.
3Utvar vznikly slou¢enim nékolika jednotkovych &étverc dotykajicich se hranou.
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Navody
1. Prfeved na pocet cest pod diagonélou nebo rekurzi podle prvni korektni podpo-
sloupnosti.

3. Rozmysli si, ze v kazdou chvili mél Radecek za sebou alespon tolik skokl vpfed,
jako vzad.

Pieved centralni linku na n-thelnik.

Pieved na cesty pod diagonalou.

Preved na hledani cest pod diagondlou - divej se na vodorovné hrany.
Pieved na uzavorkovani.

Pieved na uzévorkovani.

© ® N> 0R

Bijekce na cesty pod diagonalou. Poradi pohybu danymi smeéry.

10. Pouzij rekurzivni vztah.

11. Rekurze, prvni soucin dvou prvocisel, ktery neni v mnoziné.

12. Dvé rtzna policka na thlopficce nemtzou byt ve stejném obdélniku. Pouzij
rekurzi.

13. Zaznaé si permutaci to tabulky n X n a najdi pomoci ni cestu nad/pod diago-
nalou.

14. Pouzij rekurentni vztah a indukeci.

15. Koukni se na horni a dolni trasu z levého dolniho do pravého horniho rohu
polyomina. Poskladej pomoci nich trasu pod diagonalou ¢tverce.

16. Otoc si obrazek o 150° po sméru hodinovych rucicek. V kazdé vrstvé svislych
hran je na parovani pouzita prave jedna hrana. Po otoceni jde vidét prirozend bijekce
mezi volbou téchto hran a hledani cest pod thlopfickou.

Literatura a zdroje

[1] Klarka Grinerové, Catalanova c¢isla, Mrtnik, 2023.

[2] Martin Raska, Catalanova ¢isla, Branné, 2019.

[3] BRKOS team: Pomocny text k 3. sérii — Catalanova éisla,
lhttps://brkos.math.muni.cz/files/povidani/povidani273.pdf.
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Vézni, domorodci a kouzelnici

LuckA ZUNOVA

ABSTRAKT. Prispévek sestava z hromady péknych a ¢asto i notné trikovych tloh na
pomezi logiky a kombinatoriky, jejichz sjednocujici myslenkou je ,kdo muze co védét®.
Budeme z riznych thla zkoumat, co znamena ,néco védét“. Presnéji, bude nas
zajimat, v ¢em vSem muzZe byt skrytd Sikovnd informace — a to bud sama od sebe,
nebo diky vychytralé domluvé.

Rozhovory

Zacneme nékolika logickymi tlohami, které jsou velmi dynamické. Rozmyslet si, co
kdo ve kterou chvili mtize védét, totiz viibec nemusi byt trivialni. Motto:

Tri logici prijdou do hospody.
,Ddte si vSichni t7 pivo?“

»Nevim ... “

113

»Nevim . ..

@
LAno.

Uloha 1. Albert a Bernard se snazi zjistit, kdy ma Cheryl narozeniny. Uz védi, ze
je to néktery z nasledujicich deseti dnt: 15. kvéten, 16. kvéten, 19. kvéten, 17. erven,
18. Cerven, 14. Cervenec, 16. cervenec, 14. srpen, 15. srpen, 17. srpen.

Kdyz se vsichni sesli, Cheryl posSeptala Albertovi, ktery mésic je ten spravny.
Potom poseptala Bernardovi spravny den.

Cheryl: , UZ vite?“
Albert: »Ne, nevi to ani jeden z nas!“

Bernard: ,,Ted uZ to ale vim!“
Albert: »Tak jd teda taky.“

Kdy mé Cheryl narozeniny?

Uloha 2. V kruhu sedélo dvanéct bystrych muzii a kazdému z nich byla ndhodné

rozddna jedna z dvanacti karet — deviti prazdnych a tfi vyznaénjch oznacenych

jako J, Q a K. Kazdy z muzi se podival na svou kartu a poté ji poslal sousedovi
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po pravé ruce. Takto se pokracovalo déle, pficemz po kazdém zhlédnuti karty byli
vsichni v jeden okamzik vyzvani, aby se pfihlasili, pokud védi, kdo praveé drzi kterou
vyznac¢nou kartu. V prvnich ¢tyfech kolech se nepfihlasil nikdo a po spatfeni paté
karty zvedl ruku jeden ¢lovek. Kolik lidi se pfihlasilo po spatieni Sesté karty? A kolik
po spatieni sedmé? (Naboj)
Uloha 3. Mirek povédél obéma, Kennymu a Pavlovi, jedno pfirozené ¢islo. Dale
jim sdélil; Ze jejich ¢isla jsou ruzna a jejich souc¢tem je dvojciferné ¢islo. Pak se mezi
Kennym a Pavlem odehrala nasledujici konverzace:

Kenny: »Nedovedu urcit, kdo z nds md vétsi c¢islo.“

Pavel: LAni jd to nedovedu urcit, ale prozradim, Ze moje cislo je délitelné 17.¢
Kenny: LAha, tak ted uZ umim jednoznacné urcit, jaky je soucet nasich cisel.“
Urcete soucet jejich cisel. (Naboj)

Uloha 4. Anna ma4 ¢islo a, Bill ma ¢islo b, pficemz a, b jsou pfirozend éisla lisici
se o 1.

Anna: »Neznam tvé ¢islo.“
Bill: »Jd taky ne.“
Anna: »Jd uZ ano.“

Bill: ,Ja také.

Najdéte cislo, které néktery z nich mél.

Uloha 5. Anna, Bill a Cath maji na celech pfilepené karty s pfirozenymi isly.
Pritom védi, ze soucet dvou z téchto ¢isel dava cislo tieti.

Anna: »Nezndm své ¢islo.“
Bill: »Jd taky ne.

Cath: »Jd taky ne.

Anna: »Ha, moje cislo je 50.“

Jaka jsou ta zbyla dve?

Uloha 6. Je znamo, Ze a, b jsou piirozena ¢isla spliiujici 1 < a < b, navic a + b <
100. Pavel zné souc¢in ab a Sara soucet a + b.

Pavel: ,Nezndm ta pivodni c¢isla.“
Sara: , Védéla jsem, Ze je neznds.“
Pavel: , UZ je znam.“

Sdra: »Ja uZ taky.“
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Uloha 7. V jihoafrickém kmenu Bongo-bongo mé kazdy domorodec na &ele mod-
rou, nebo cervenou tecku. Tisicileta tradice pravi, ze kdykoli nékdo zjisti barvu své
tecky, musi si nasledujici den vzit zivot. Jednou prijde do vesnice cizinec a na vefej-
ném shromézdeéni sdéli v§em svij objev: ,Nékdo mé na c¢ele modrou tecku.“ Ukazte,

ze tim odstartuje vlnu sebevrazd, ktera skonéi smrti iplné vsech domorodcii.
(folklor)

Vézni

Véznum vzdy zaddme na prvni pohled skoro nemozny tkol. Oproti pfedchozim tlo-
ham je tu ale jeden velky rozdil: vychytrali vézni si predem mohou domluvit strategii.
Maji Sanci?

Uloha 8. Sto véziii stoji v fadé. Kazdy mé na hlavé klobouk, ktery je bud ¢erny,
nebo bily, a vidi vSechny pfed sebou. Kat jde postupné odzadu a ptd se na barvu
klobouku. Kdyz fekne vézen svou, prezije, jinak je popraven. Vsichni slysi odpoveédi
vSech ostatnich i jejich osudy. Navrhnéte taktiku, pfi které co nejpravdépodobnéji
prezije co nejvice véznu, pokud se na ni mohou domluvit predem. (folklor)

Uloha 9. Reste predchozi piiklad pro klobouky, které maji n barev.

Uloha 10. Deset véziiii sedi v kruhu a kazdy m4 na ¢ele napsané éslo od 1 do 10
(ne nutné kazdy jiné). Kazdy vidi éisla vech ostatnich. Na povel v8ichni soucasné
vykiiknou ¢islo. Pokud nékdo vykfikne to své, jsou vsichni osvobozeni. Navrhnéte

taktiku, pfi které budou vézni jisté osvobozeni, pokud se mohou domluvit predem.
(folklor)

Uloha 11. Ve vézeni sedi 100 véziit. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim da Sanci
na svobodu. Do 100 ocislovanych suplikii ve své obrovské kancelari proto nahodné
umistil jména véznd, do kazdého Supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém
chodit do kancelare. Kazdy z nich se mize postupné podivat do 50 Suplikti. Pokud
se vSem véziiim povede nalézt svd jména, jsou propusténi, jinak je feditel neché
popravit. Pred zac¢atkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou
strategii, aby jejich Sance na propusténi byla alespor 1— (5% + 5% + et 171)0) > %.

(folklor)

Uloha 12. V kruhu sedi n véziii. Kouzelnik si u kazdého hodi spravedlivou minci
a podle toho mu da ¢erveny, nebo modry klobouk. Kazdy vézen vidi klobouky ostat-
nich, ale ne ten sviij. Poté vsichni najednou feknou néjaka redlnd ¢isla. Vyhraji pravé
tehdy, kdyz bude soucet jejich ¢isel kladny a cervenych kloboukd bude sudy pocet,
nebo pokud bude soucet jejich Cisel zaporny a cervenych kloboukt bude lichy po-
¢et. Mohou si ovSem pfedem domluvit strategii. V zavislosti na n naleznéte nejvétsi
mozné p, pro které existuje strategie takova, ze vézni vyhraji s pravdépodobnosti p.

(iIKS-5-C7)
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Uloha 13. V kruhu sedi n > 3 véziid. Soudce si u kazdého vézné hodi spravedlivou
minci a podle toho mu d4 bud modry, nebo derveny klobouk. Kazdy z véziti pak
soudci bud posepta ,,éerveny®, ,modry*, nebo ,nevim“. Aby nebyli odsouzeni, musi
se alespon jeden vézen trefit a zadny se nesmi splést. Navrhnéte strategii, pri které
uspéji s maximalni pravdépodobnosti.

Kouzelnici

Nyni se dostavame k tloham, ve kterych vystupuji rtzni kouzelnici se svymi pro-
myslenymi triky.

Uloha 14. Kouzelnik Arutyun a jeho asistent Amayak predvedou nésledujici su-
pertrik. V mistnosti je ruleta. Divaci na ni vyznaci 2007 bod a Amayak jeden z nich
smaze. Potom se Arutyun vrati do mistnosti a uhodne ptilkruznici, na které smazany
bod lezel. Jak mohou tento trik provést? (ARO 2007)

Uloha 15. Dva kouzelnici Adam a Bonifac byli uvéznéni a zalainik Emil s nimi
chce hrat dabelskou hru. Na stole v cele je pevné postavena Sachovnice n X n. Emil
odvede Boniface pry¢ a po svém navratu na kazdé policko Sachovnice poloZi minci,
na jejiz vrchni strané je bud panna, nebo orel. Nasledné ukdze Adamovi své nejobli-
benéjsi policko a Adam pak musi otocit pravé jednu minci. Poté je Bonifac priveden
zpét. Uhodne-li Bonifdc Emilovo oblibené policko, budou oba kouzelnici propusténi.
Pro kterd n 1ze Emila prelstit? (ITAMO 2013)

Uloha 16. Arutyun a Amayak ukazuji dalsi zézraény trik. Divaci napisi na tabuli
posloupnost n cifer 0,1, ...,9 a Amayak dvé sousedni zakryje ¢ernym diskem. Posléze
Arutyun piijde a dvé zakryté ¢islice bezchybné uhodne véetné jejich poradi. Pro které
nejmensi n takovy trik mohou predvadét? (ARO 2007)

Uloha 17. Jsou déna pfirozenad n a k spliiujici n > k > 2. Hrajeme hru proti
zlému carodéji. Ten mé 2n pexesovych karet, tj. balicek obsahuje n dvojic stejnych
karet. Tyto karty ¢arodéj umisti do fady, ¢imz hra zacina. V kazdém tahu mizeme
otocit k karet. Pokud mezi nimi jsou dvé stejné, okamzité vyhravame. V opacném
ptipadeé je ¢arodéj podle své nalady néjak zamichd a umisti zpét do fady. Pro které
hodnoty k£ umime uréité v koneéném poctu taht vyhrat? (USAMO 2016)

Uloha 18. Kenny s Pepou se domluvili, e vefer pfi ohni pfedvedou trik. Pepa
nechal Olina vybrat pét pisni ze zpévniku se 124 pisnémi. Sim pak z téchto péti pisni
vybral ¢tyfi a urcil, v jakém poradi se budou hrat. Na to zavolali Kennyho a ony
CtyTi pisné mu v daném poradi zazpivali. Jakmile dozpivali, Kenny ihned zacal zpivat
zbyvajici patou. Jak to Pepa s Kennym mohli udélat? (PraSe-30-1-8)

Kady
Plynule pokracujme v feSeni dalSich problémi, ve kterych je také potifeba najit
néjaké chytré kédovani.
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Uloha 19. Na obvodu rulety jsou na n pozicich napsané cifry 0 a 1. Vétsina kola
je vSak skryta, vidét je jen k nasledujicich pozic. Cifry jsou ale na kole napsané tak
chytte, ze z téchto k cifer vzdy umime poznat, jak je ruleta natocena. V zavislosti
na k naleznéte maximalni n, pro které je to mozné.

Uloha 20. Dva dobii pfételé si pisi zpravy sestavajici vidy presné z k pismen
n-pismenné abecedy. Aby se nemohlo dojit k nedorozuméni, musi se kazda dvé pou-
Zivana slova lisit alesponi na dvou pozicich. Ukazte, Ze mohou pouzivat k™! riznych
slov. (KMS 05/06 Z3 12)

Uloha 21. Medvéd mél sen o polynomu p s nezadpornymi celymi koeficienty. Kdy-
koli Liska fekne ¢islo z, Medvéd ji prozradi hodnotu p(z). Kolik nejméné otazek
Liska potiebuje k tomu, aby uréila Medvédiv polynom? (PraSe-36-4-6)

Uloha 22. Dva rusti a jeden americky $pion se potkali v Moskvé u particky karet.
Maji sedm ruznych karet. Oba Rusové si liznou tii a na Ameri¢ana zbude jen jedna.
Rusové by radi jesté pred zacatkem partie zjistili, kdo drzi které karty. To chtéji
provést tak, aby si American stale nebyl jisty vlastnikem zadné dalsi karty. Muze
mit ruska rozvédka takovy protokol, ktery jim to umozni bez ohledu na to, zda jej
Ameri¢an znd? (Moskva 2000)

Nekonecna jizda

Zkusme nakonec fesit dalsi hddanky s vézni, ve kterych vSak bude vystupovat néjaké

to nekone¢no!.

Uloha 23. Ve vézeni sedi 100 véziiti. Cas od ¢asu vezme bachaf nékterého z nich
na vyslech. Ve vyslechové mistnosti je jen jedna zarovka s vypinacem, ktery vézni
mohou pfepinat. Kterykoli vézen muze pii vyslechu prohlésit: , Uz jsme byli vSichni
vyslechnuti, takze nds nemate diivod dal zadrzovat!“ Je-li to pravda, budou vsichni
propusténi, v opa¢ném pripadé ihned popraveni. Bachar si pfitom musi vyslechy
predem naplanovat tak, aby kazdého vézné potencialné vyslychal nekonecnékrat.
Mohou se vézni bezpec¢né dostat na svobodu?

Uloha 24. Reste piedchozi tilohu s nasledujici obtizi: Piedem je déno pfirozené k
a bachat smi az k-krat zménit stav zarovky.

Predchozi priklad ma velmi zajimava zobecnéni, kterd véznim umoznuji skoro
libovolnou komunikaci. My se vSak radéji pustime do dalsich prikladi jiného razu.

Uloha 25. Za sebou sedi prasatka postupné oéislovana piirozenymi ¢isly, pficemz
kazdé vidi vSechny pted sebou. Kazdé mé na hlavé klobouk v néjakém odstinu edé?.
Naraz vSechna musi vykfiknout barvu svého klobouku. Existuje takovéa strategie, aby
se spletlo pouze kone¢né mnoho z nich? (folklor)

IKdykoli to hraje roli, véfime v aziom vgbéru.
2Kazdy takovy odstin odpovida né&jakému redlnému &islu z intervalu od 0 do 1.
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Uloha 26. Kral ma ve sklepeni svého hradu za kazdé piirozené ¢islo pravé jednu
truhlu s hromadou zlata néjaké realné hmotnosti. Jednoho dne zadal svym 100 ko-
morniktim nelehky tkol. Komornici budou po jednom chodit do sklepa. Kazdy ko-
mornik se pak mutze podivat do libovolné mnoha truhlic, ale ne do vSech. Pfi vystupu
ze sklepa pak musi oznamit ¢islo néjaké truhly, kterou neoteviel, a vahu zlata v ni.
Pokud se splete nejvyse jeden komornik, budou vSichni bohaté odménéni. Mtzou se
komornici pfedem domluvit tak, aby to zvladli?

Navody

1. Rozebirejte.

2. Po prvnim zvednuti ruky ostatni okamzité védi, Ze tento ¢lovék drzel jako prvni
a jako patou vyznacné karty.

3. Prvni dvé véty jim déavaji pouze ¢isla 17 a 34. Protoze Kenny vi jaké z nich
Pavel mé, musi mit sdm to druhé.

4. Prvni otazka zakazuje 1 pro Annu, druhd 1,2 pro Billa. Potom ale musel mit
jeden z nich 3.

Resent je (a,b,c) = (50,20, 30).
Vyjde 4 a 13, ale d4 to hodné rozebiraci prace.
Indukce dle poc¢tu modrych tecek.

Parita, splést se mtize jen prvni.

© % N o o

Pocitani modulo n, splést se mtze jen prvni.
10. Kazdy si zabere jeden soucet modulo 10.
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11. Vézni si mohou oznacit Supliky svymi jmény a podle nich je prochazet.
12. Naleznéte strategii, kterd se rozbije pouze tehdy, kdyz jsou vSechny klobouky
Cervené.

13. Predstavte si n-dimenzionélni krychli. Vymyslete strategii, kterd bud funguje,
nebo se spletou vsichni.

14. Orientujte si kruznici a soustfedte se na nejdelsi oblouk.

15. Jde to pouze pro n = 2*. Adam a Bonifac si ¢tverecky oznadi &isly ve dvojkové
soustave a chytie vyuziji jejich XOR. Pro jina n kédovani nevyjde kvili délitelnosti.
16. Diky nutnosti jednoznacného kédovani odhadnéte n > 101. Pro 101 si hrajte
se souctem sudych a souc¢tem lichych pozic modulo 10.

17. 'V jednom ptipadé si vyrobte karty, které znate. V druhém pitipadé to zvolte
tak, aby to nevyslo.

18. Je tfeba z kazdé pétice pisni odebrat jednu tak, abychom kazdou ¢tvetici dostali
24krat. Z kazdé pétice serazenych pisni odeberte tolikdtou, jaky dava jejich soucet
zbytek modulo 5.

19. Uvazte orientovany graf, jehoz vrcholy jsou (k — 1)-tice nul a jedniéek a hrany
odpovidaji jejich pfekryvani na (k — 2) nasledujicich pozicich. V§imnéte si, Ze vyro-
beny graf je eulerovsky.

20. Vyberte ta slova, jejichz soucet pismen je stejny modulo k.

21. Dvé otdzky sta¢i — nejdfiv se zeptdme na p(1l) a posléze na hodnotu v tak
obrovském ¢isle k, abychom méli k dispozici jednoznacny zapis v soustavé o zakladu

k.
22. Vyzradi soucet své ruky modulo 7, coz stale neurcuje pozici zadné z karet.

23. Vézni si mezi sebou zvoli poctaie, kterému pfedaji zpravu o svém vyslechu
rozsvicenim zhasnuté zarovky.

24. Kazdy vézen posle 2k + 1 rozsviceni poctari, ktery nahlasi tspéch po 100(2k +
1) — k spoétenych zarovkach.

25. 7 kazdé skupinky posloupnosti, které se od néjakého indexu shoduji, se pra-
satka (vybavend axiomem vybéru) domluvi na jednom reprezentantovi.

26. Vyteste si to nejdiiv pro dva.
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