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Cyklotomické polynomy

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. Na prednésce si ukdzeme nékteré zakladni vlastnosti cyklotomickych po-
lynomi, které maji fadu aplikaci ve vysokoskolské i pokrocilé olympiddni matematice.
Nabyté znalosti vyuZijeme v elegantnich dukazech specidlniho pripadu Dirichletovy
véty a Zsigmondyho véty.
Cyklotomické polynomy jsou objektem, se kterym se pfirozené setkdme, koukame-
li se na rozklady polynomu tvaru x™ — 1 pro pfirozend n. Pojdme si ale nejdiive
predstavit nékolik pojmt a tvrzeni, bez nichz se neobejdeme:

Definice. O polynomu fekneme, zZe je monicky, pokud je jeho vedouci koeficient
roven 1.

Okruhem rozumime mnozinu K, ve které umime séitat, od¢itat a nasobit podle
vSech obvyklych pravidel (pficemz nasobeni nemusi byt komutativni a vysledky
téchto operaci jsou opét prvky K).

Definice. Je-li K okruh, tak okruh polynomd nad K (znac¢ime K[z]) je mnozinou

polynomu jedné promeénné, jejichz koeficienty lezi v K. Budeme pracovat s okruhy
R[z], C[z], Q[z], Z[z] a Zj][x].

Definice. O polynomu P € K|z] fekneme, Ze je ireducibilni nad K, pokud neexis-
tuji nekonstantni polynomy @, R € Kz| takové, 7ze P = QR.

Véta. Pro libovolné téleso K ma nenulovy polynom P(z) € K[z]| stupné n nejvyse
n korenti v K.

Véta. (Zakladni véta algebry) Nenulovy polynom P(x) € C[z] stupnén mé (véetné
nésobnosti) pravé n korent v C.

Véta. (Déleni se zbytkem) Pro libovolné nenulové polynomy P(z),Q(x) € K[z]
existuji jednoznacné dané polynomy A(z),B(x) € K[z|, pro které plati P(x) =
A(x)Q(z) + B(x) a deg(B) < deg(Q).

Véta. (Gaussova) Je-li monicky polynom ireducibilni nad Z[z], pak je ireducibilni
i nad Q[x].

Definice. O dcisle a € C fekneme, ze je algebraické, pokud existuje monicky po-
lynom P € Q[x], jehoZ je o kofenem. M4-1i navic P ze vSech takovych polynomi
3



CYKLOTOMICKE POLYNOMY

nejnizsi mozny stupenl, tak ho nazyvame minimdinim polynomem «, deg(P) pak
nazyvame stupném o.

Definice. O komplexnim c¢isle z fekneme, Ze je odmocninou z jedné, pokud je
kofenem polynomu z" — 1 pro néjaké prirozené n. Pokud navic pro vSechna dcisla
mensi nez n plati 2™ # 1, tak je z primitivni n-tou odmocninou z jedné. Dale budeme

2mi

znacit w, = e .

Definice. Pro libovolné pfirozené n definujeme cyklotomicky polynom jako

Su)= [ (@-wl).

1<i<n, ged(n,i)=1
Cviceni. Spoctéte si nékolik prvnich cyklotomickych polynomu. Jaky je ¥ad poly-
nomu o, (z)?

Cviceni. Rozmyslete si, ze ®,, je monicky polynom, jehoz kofeny jsou pravé pri-
mitivni n-té odmocniny jedné.

Cviceni. Nahlédnéte, ze plati [];, ®a(z) = 2" — 1. Z toho odvodte zndmou
identitu n =}, ¢(d).

Véta. Pro libovolné piirozené n ma polynom ®,,(x) celociselné koeficienty.
Cviceni. Dokazte, ze ®,,(z) je reciproky pro n > 2, tj. Ze pro jeho koeficienty a;
plati a,n)—; = a;.

Cviceni. Ukazte, Ze soudet primitivnich n-tych odmocnin z jedné je roven u(n),
kde p je Mobiova funkce

1, n=1,
un) =< (=1)", n=p;-pa---p, soudin r riznych prvocisel,
0, jinak.

Véta. Je-li p prvocislo an jeho ndsobek, pak plati ®,,(z) = ®,,(«?). Pokud n neni
deélitelné p, pak plati ®,,(x)®,(z) = @, (zP).

Cviceni. Spoc¢téte si nékolik dalsich cyklotomickych polynomii pomoci minulé
vety.

Cvi€eni. Rozmyslete si, Ze pro lichd n > 3 plati 3, (z) = ®,(—2x).
Cvi€eni. Ukazte, Ze pro nesoudélné n, a plati ®,(2) =[], Pna(2).

Véta. (MFV pro polynomy) Bud p prvodislo, x celé ¢islo a f(x) polynom s celo¢i-
selnymi koeficienty. Potom plati f(zP) = f(x)” (mod p).

Véta. &, (z) je ireducibilni v Z[x] pro libovolné pfirozené n.
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Rady a nesoudélnost

Véta. Pro prirozené ¢islo n a prvocislo p takové, ze ged(n, p) = 1, neexistuje zadny
nekonstantni polynom m € Z,[z] takovy, ze m*(x) | 2" — 1.

Véta. Neni-li mn délitelné prvocislem p pro m # n, pak jsou v Z,[x] polynomy
D, (x) a ®,(z) nesoudélné.

Véta. Bud p prvocislo. Potom pro libovolné celé t a libovolné prirozené n, nesou-
délné s p, plati p | ®,(t) <= ord,(t) =n.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze z minulého cviceni vyplyva existence primitivniho prv-
ku modulo p.

Véta. Budte m,n rizng pfirozend cisla. Jsou-li hodnoty ®,,(t) a ®,(t) soudélné
pro néjaké celé t, pak existuje prvocislo p a celd ¢isla k,{, pro néz 7t = pF
a ged(®,, (1), @, (1) = p.

Véta. (Schurova véta) Mnozina hodnot libovolného nekonstantniho polynomu P €
Z|z] v pFirozenych ¢islech ma nekoneéné mnoho prvodiselnych déliteld.

Véta. (slabsi Dirichletova véta) Aritmetickd posloupnost {an + 1}5° , obsahuje
nekonec¢né mnoho prvocisel pro libovolné prirozené a.

Zsigmondyho véta

Véta. (Zsigmondy) Jsou-li a > b nesoudélnd prirozend d¢isla, tak pro libovolné
pfirozené n (tedy az na nize uvedené vyjimky) existuje prvocislo p, jez déli a™ — b,
ale nikoliv a® — b* pro 1 < i < n (tzv. primitivni prvociselny délitel). Jediné vyjimky
tvori nasledujici pripady:

(I)n=1laa-b=1

2)n=2aa+b=2"prokcZ

3) a=2,b=1,n=6
Analogické tvrzeni plati i pro a’™ + 0", az na vyjimkua =2,b=1, n = 3.

Cviceni. Existence primitivniho prvoéiselného délitele a™ —1 je ekvivalentni s tim,
ze ®,,(a) mé prvociselného délitele nesoudélného s n.

Cviceni. Rozmyslete si, ze staci dokazat Zsigmondyho vétu jen pro rozdil a pouze
v piipadé b = 1.

Véta. Predpoklddejme, Ze pro piirozena a, n > 1 jsou vSechny délitele ®,,(a)
zaroven déliteli n. Potom bud' n = 2 nebo ®,,(a) je prvodislo.

Véta. Budte a,n > 1 pfirozena &isla. Necht n = p*r pro prvocislo p a r nesoudélné
1

s p. Potom ®,,(a) > (b — bP=2)?(") pro b =a?" .

5



CYKLOTOMICKE POLYNOMY

Piiklady

Uloha 1. Dokazte, ze zadné z ¢isel 10001, 100010001, ... neni prvoéislo.
(Britska MO)

z'—1

r—1 :yS_l

(IMO 2006 SL)
Uloha 3. Bud n > 2 liché ¢islo a S C {1,...,n}. Ozna¢me déle t; pocet neprazd-

nych podmnozin S, které maji soucet prvka kongruentni s ¢ modulo n. O mnoziné
S fekneme, Ze je n-vyvazena, pokud plati tg =t; = -+ =t,_1.

Uloha 2. Najdéte viechny dvojice celych ¢isel (x,y) splitujici

(1) Ukazte, Ze existuje n-vyvdzend mnozina pro libovolné liché n.
(CPS 2016)
(2) Ukazte, ze Z, je n-vyvaZena.

Uloha 4. Dokaite, ze cos (27”) je algebraické ¢islo. Jaky je jeho stupen?

Uloha 5. Bud X neprazdni podmnozina vrchold pravidelného n-tihelnika. O X

vvvvvvvv

Charakterizujte vSechny kifupavoucké mnoziny pro:
(1) n rovné mocniné prvodisla;
(2) n rovné souéinu dvou prvocisel;
(3) co nejobecnéjsi mozné n.

Uloha 6. Dokaizte, Ze pro rtizna licha prvoéisla p1,. .., p, mé 2P"Pn + 1 alespoil
22" daliteld. (silnéjsi IMO 2002 SL)
Uloha 7. Najdéte viechna pfirozena n, pro které je 2:;1 celé ¢islo.

(IMO 1990)
Uloha 8. Dokazte, ze pokud vsechny kofeny p € Z[z] lezi na jednotkové kruznici,
pak uz jsou to nutné odmocniny z jedné. (Kroneckerova véta)

Uloha 9. Pro dané piirozené ¢islo k charakterizujte viechny polynomy p € Z[z],
pro které je p(z*) délitelné p(z).

Uloha 10. Ukazte, ze Zlgign, ged(n,i)=1 wki je celé ¢islo pro libovolna pirozena
k,n. Obecnéji: je-li p symetricky polynom ¢(n) proménnych s celo¢iselnymi koefici-
enty, tak jeho hodnota v kofenech &, (z) je celé éislo.

Uloha 11. Je-li w odmocnina z jednicky a f € Z[z], pro které plati |f(w)| = 1,
pak je f(w) rovnéz odmocnina z jednicky.

Uloha 12. Ukazte, Ze pro nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel n jsou vsichni prvo-
¢iselni délitelé n? + n + 1 mensi nez /n.

Uloha 13. (pro odvazné) Ukaite, Ze se kazdé celé &islo objevi jako koeficient né-
kterého cyklotomického polynomu.
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Uloha 14. (davka abstraktni algebry) Necht a,b,c,d jsou primitivni n-té odmoc-
niny z jedné. Urcete hodnotu n, plati-ia+b+c+d = 1.

Navody

1. Rozloz na cyklotomické polynomy.

2. Pracuj modulo 7.

3. Pro prvni ¢4st pouzij bindrku. Ve druhé vyuzij, ze pro p € C[z] je L S p(wh)
soucet koeficientti p, u kterych je exponent x délitelny n.

4. cos(z) = %, stupeni vyjde @ pro n > 2.

5. Pouzij analytiku v Gaussové roviné a délitelnost cyklotomickymi polynomy. Jo,
a tfeti cast je open :D.

6. Rozlozte na cyklotomické polynomy.

7. Nejprve pomoci MFV ukaz, ze nejmensi prvociselny délitel n je trojka. Pak
pomoci rozkladu na CP ukaz, Ze devitka nedéli n. Dokonci zase pfes prvociselné
délitele.

8. Jsou-li kofeny p z1,...,2,, tak se divej na polynomy py s kofeny 2, ...,z
Ukaz, 7ze existuje takové k, pro které plati pi(z) = p(z).

k
ne

9. Pouzij minuly piiklad a zapoj do toho cyklotomické polynomy.

10. Celociselnost koeficientti @,,(z) a Newtonovy vztahy/zdkladn{ véta symetric-
kych polynomii.

11. Ukaz, ze je-li ®,(w) = 0, pak ®,(z) | f(x)f(z"!) — 1; z toho odvod
|f(w*)] = 1 pro (k,n) = 1 a z minulého cvideni k=1 (@ = f(w*) € Z[z], pak
je to jen Kronecker.

12. Zvol n = k™ a rozloz ®3(k™) na soucin, pak vyuzij toho, Ze @ miZze byt

libovolné blizko nule.
13. Je to dost kencr, kdo to da, dostane lizatko ;).
14. Pro (k,n) = 1 uvaz automorfismy f;, z Q[w,], které zobrazi w, na w?. Po

secteni fi(L) = fr(P) pfes v8echna k dostaneme, Ze musi platit 4u(n) = p(n).

Literatura a zdroje
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Preklapéni tecen

KATA DANILINA

ABSTRAKT. S teénami se setkdvame naptiklad v olympiddni geometrii pomérné cas-
to. V prednéasce se podivame na nékteré jejich zakladni vlastnosti a ukdzeme si, jak si
s jejich pomoci poradit i s tézsimi priklady.

Pri pohledu na ptiklad, kde se vyskytuji teény, byva mnohdy prvni myslenkou
vyuzit tisekové thly, které nam tecny poskytuji. Pfestoze tihleni je velmi castou a
spolehlivou technikou v feSeni geometrickych piikladi, zdaleka ne vzdy je elegantni
a ne vzdy také vede ke kyzenému cili. Ukazeme si proto nékteré, nékdy snad trochu
opomijené vlastnosti tecen skytajici ndm jinou cestu feseni.

Tvrzeni. Méjme kruznici k a bod A lezici vné kruznice. Vedme bodem A tecny ke
k, body dotyku s kruznici ozna¢me B, C. Pak |AB| = |AC)|.

B

C

Tvrzeni. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA a AB po
fadé v bodech D, E a F. Potom |AE| = |AF| = =e%bte,

Tvrzeni. V trojihelniku ABC se kruznice pfipsand strané BC' dotyka piimek BC,
CA, AB po fadé v bodech D, E, F. Pak plati, ze
(i) |AE| = |AF| = otgte,
() 1BD| = |BF| = 4=, |0D| = [CF] = s=5t,
(iii) body dotyku s vepsanou a p¥ipsanou kruznici jsou stfedové soumérné podle
stiedu piislusné strany.



KATA DANILINA

Cviceni. Necht jsou pfimky p a ¢ spolenymi vnéj§imi te¢nami kruznic k; a ko.
Piimka p se kruznice k; dotykd v bodé A a kruznice ko v bodé B, pfimka ¢ se
kruznic dotykéa v bodech C' a D. Dokazte, ze pak plati:
(i) |AB| =|CD,
(ii) pokud se kruZnice neprotinaji a jejich vnitini te¢na r protind p¥imky p a ¢
v bodech X a Y, pak |AB| = |CD| = |XY]|.

Prvni kricky

Uloha 1. Dokaite, %e v pravotihlém trojthelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu
A je polomér vepsané kruznice roven s— |BC|, kde s je polovina obvodu trojihelniku
ABC.

Uloha 2. Mg&jme kruznici k se stfedem S o poloméru 1 a bod P takovy, ze |PS| = 3.
Timto bodem vedme te¢ny ke kruznici k, které se ji dotknou v bodech A, B. Dale
si zvolme libovolny bod T kratsiho oblouku AB kruZnice k a jim vedme teénu ke
k. Tato tecna protne usecky AP a BP v bodech X a Y. Urcete obvod trojihelniku
PXY. (N4boj 2008)

Uloha 3. Je dan trojthelnik ABC s kruznici vepsanou k, kde |AB| = 6, |BC| =7,
|CA| = 8. Body X a Y lezi uvnitt stran AB a AC tak, ze XY je te¢na kruznice k.
Urcete obvod trojuhelniku AXY'.

Uloha 4. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Nakreslime tfi tecny k jeho vepsané kruznici
tak, ze kazda odfizne jiny z vrcholt trojuhelniku. Obvody odfiznutych trojuhelnika
jsou 1, 2 a 3. Dokazte, ze ptivodni trojuhelnik byl pravothly. (MKS 32-6-3)

Uloha 5. Sestrojte trojthelnik ABC, znate-li jeho obvod o, polomér p kruznice
pripsané ke strané BC a velikost vysSky v na tuto stranu. (MO 68-A-1-5)

Uloha 6. V daném trojuhelniku ABC ozna¢me D bod dotyku kruZnice vepsané
se stranou BC'. Kruznice vepsand trojuhelniku ABD se dotykd stran AB a BD
v bodech K a L. KruZnice vepsana trojuhelniku ADC se dotyka stran DC a AC
v bodech M a N. Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznici.

(MO 64-A-1-5)

Uloha 7. Je dan rovnobéznik ABCD, kde |AB| > |BC|. Body K a M jsou body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim AC'D a ABC' s thloptickou AC. Body L a
N jsou obdobné body dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim BCD a ABD s BD.
Dokazte, ze KLMN je obdélnik. (MO 54-A-1-2)

Uloha 8. Je dén ostrouhly trojthelnik ABC. Na polopfimce opaéné k polopfimce

BC lezi bod P takovy, ze |AB| = |BP|. Analogicky na polopiimce opa¢né k polo-

piimce CB lezi bod @ takovy, ze |AC| = |CQ|. Ozna¢me J stfed kruznice pfipsané

strané BC daného trojuhelniku a D, E po fadé jeji body dotyku s piimkami AB a

AC'. Predpokladejme, Ze polopfimky opac¢né k polopiimkam DP a E(Q se protinaji

v bodé F' rtuzném od J. Dokazte, ze AF L FJ. (MO 68-A-111-4)
9
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Uloha 9. Trojthelnik ABC mé obvod 8. Uvniti stran AB, AC jsou postupné
zvoleny body D, E tak, ze DE || BC a zaroveii je DE te¢nou kruznice vepsané
trojuhelniku ABC'. Jaké je nejvétsi mozna délka DE? (Kyjev TST 2019)

Tecnové cCtyrihelniky

Tvrzeni. (o teénovém étyfuhelniku) Je ddn étyiihelnik ABCD, ktery mé vepsa-
nou kruznici (dotyka se vSech &tyi stran). Ukazte, ze |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

Uloha 10. Je dan rovnobéznik ABCD, pii¢emz |AB| = 2 - |BC|. Uréete viechny
primky, které déli dany rovnobéznik na dva teénové ¢tytuhelniky.
(MO 64-A-S-2)

Uloha 11. Je déan étyfthelnik ABCD takovy, Ze |[AB| + |CD| = |BC| + |AD|.
Dokazte, Ze kruznice vepsané trojuhelnikim ABC a ADC se thlopficky AC dotykaji
v jednom bodé.

Uloha 12. Je déan étyfthelnik ABCD takovy, Ze |AB| + |BC| = |CD| + |AD|.
KruZnice vepsané trojuhelnikim ABD a C'BD se thlopticky BD dotykaji v bodech
X a Y. Dokazte, ze body X a Y jsou stejné vzdaleny od stfedu usecky BD.

Uloha 13. Na piimce a, na niz lezi strana BC' trojthelniku ABC, jsou dany body
dotyku vSech tii jemu p¥ipsanych kruznic (body B a C nejsou znamy). Najdéte na
této pfimce bod dotyku kruznice vepsané. (MO 63-B-1-3)

Uloha 14. Uvnit# stran BC, CA, AB daného trojihelniku ABC zvolime po fadé
body D, E, F tak, aby se tsecky AD, BE, CF protaly v jednom bodé, ktery
oznacime G. Pokud lze ¢tyfuhelnikim AFGE, BDGF, CEGD vepsat kruZnice,

z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk, pak je trojihelnik ABC rovnostranny. Dokazte.

(MO 52-A-111-2)
Uloha 15. M¢jme trojihelnik ABC s obvodem 4. Na polopfimkich AB a AC
ozna¢me postupné body X, Y tak, Ze |AX| = |AY| = 1 a tsetky BC a XY se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze alesponi jeden z trojuhelniki ABM, ACM méa
obvod 2. (Rusko 2011)

Uloha 16. Necht I je kruznice se sttedem I a ABCD konvexni ¢tyithelnik, jehoz
strany AB, BC, CD a DA jsou teénami kruznice I" a § je kruZnice opsand trojihel-
niku AIC. Polopfimka BA protind kruznici 2 v bodé X, ktery lezi za bodem A, a
polopiimka BC' protina Q v bodé Z, ktery lezi za bodem C. Polopfimky AD a CD
protinaji kruznici €2 po fadé v bodech Y a T, které lezi za bodem D. Dokazte, Ze

|AD| + |DT| + |TX| + |XA| = |CD| + |DY| + [Y Z| + | ZC|.

(IMO 2021 — 4)
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Navody

1. Cim je zajimavy étyithelnik AP, IP,, kde I je stfed kruznice vepsané a Py, P,
jsou jeji body dotyku s odvésnami?

2. Co vime o usecce PB?

3. Necht P je bod dotyku kruZnice k a strany AB. PomiiZze ndm pak délka tsecky
AP?

4. Zkus vyuzit poznatky z minulého ptikladu.

5. Umime z kruznice pripsané ziskat bod A? Je pak BC tefna jesté néjaké jiné
kruznice?

6. Zkus dokazat, ze se osy usecek KL, LM a M N protinaji v jednom bodé, kon-
krétné ve stfedu kruznice vepsané trojahelniku ABC.

7. Dokaz pomoci preklapéni tecen, ze v K LM N se thlopficky puli a jsou stejné
dlouhé.

8. Dokaz, ze F lezi na kruZnici opsané ¢tyithelniku ADJE, tedy ze |[<ADP| =
|<AEF|.

9. Zkus si vyjadrit DE pomoci BC. Najdi vrchol paraboly popisujici onu kvadra-
tickou rovnici vyjadieni.

10. Dokaz, ze pokud ABCD neni obdélnik, pak takové primky existuji prave dveé,
obé prochazi prisecikem thlopficek a na rovnobézniku vytinaji tsecky délky BC.
Jak je tomu pro obdélnik?

11. Vyjadfi si vzdalenosti bodu dotyku jednotlivych kruznic s AC' a dokaz, Ze se
rovnaji.

12. Dokaz, ze |BX| = |DY|, a zamysli se, pro¢ tim uz méame vyhréano.

13. Oznadime body dotykt postupné X, Y a Z, dokaz, ze |BX| = |CZ]|, a sestroj
stied tsecky BC.

14. Uvédom si, ze kruznice vepsand ¢tyruhelniku AFGE je zaroven kruznici ve-
psanou trojuhelnikim ABE a AFC, a vyjadfi velikost tecen. Dokaz, Ze pfimky AD,
BE a CF jsou osy vnitfnich thla trojihelniku ABC, a vyuzij jejich vlastnosti.

15. Dokresli pfipsanou kruznici k ABC a kruZnici se stfedem v A a nulovym
polomérem.

16. Vyuhli, ze |TI| = |ZI] a | XI| = |YI|, pak pocite]j s te¢nami.

Literatura a zdroje
Chtéla bych podékovat Adi K4ji Zackové, od niz jsem piispévek s malymi tipravami
prevzala, kterd jiz podékovala Ani¢ce Dolezalové a Adi Kostelecké.

[1] Adéla Karolina Zackové: Prekldpéni tecen, Zasada, 2021.

[2] Stranky matematické olympiddy, http://www.matematickaolympiada.cg.

[3] Art of problem solving, |https://artofproblemsolving.comni.
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Stromy

VoitAa GADUREK

ABSTRAKT. V prispévku diikladné prozkoumame, co jsou to stromy a kde vsude je
muzeme nalézt.

Definice. Graf je tvofen mnozinou V vrcholii a mnozinou F hran mezi nimi. Hrany
jsou formalné dvouprvkové mnoziny vrcholt. Cely graf pak formalné zapisujeme jako
usporddanou dvojici G = (V, E).

8 10 11 V:{1,2,374,5,6,7,8,97 1()711}7
7 . B ={{1,6},{2,6},{3,5}, {4,5}, {56},
0 ° {6’ 7}’ {7’ 8}’ {6’ 8}7 {87 9}7 {87 10}7

1 2 3 4 {5, 10}, {9, 10},{10,11}}

Umluva. Nefekneme-li jinak, pFedpokladejme, Ze graf je koneény, tedy V i E jsou
kone¢né mnoziny, a ze graf je neprazdny, tudiz obsahuje alespon jeden vrchol.

Definice. Podgrafem grafu G je graf, ktery vznikl odebranim néjakych vrchold a
hran z grafu G.

Definice. Cesta je graf s vrcholy V' = {ay,as,...,a,} a hranami E = {{a1, a2},
{az,as},...,{an—1,a,}}. Cesta tedy prochdzi kazdym vrcholem pravé jednou. Vi-
cholim a; a a, fikdme koncové body cesty. Obsahuje-li graf jako podgraf cestu
s koncovymi vrcholy A a B, fikdme, Ze ezistuje/vede cesta mezi A a B.

aj G,
a2 An—1
aq as cee Qp—1 ap
r— o —o—0—9©
Definice. KruZnici nazveme graf s vrcholy V = {ay,aq,...,a,} a hranami F =

{{a1,az2},{az,a3},....{an-1,an}, {an,a1}}.
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Definice. Rikdme, 7e graf je souvisly, pokud mezi kazd§mi dvéma vrcholy vede
cesta.

Definice. Graf je acyklickyj, pokud neobsahuje jako podgraf Zadnou kruznici.

Cvieni. Af G = (V,E) je souvisly graf. Které z nasledujicich vlastnosti jsou
ekvivalentni?
(i) graf splijici |[V| —1 = |E|, tedy Ze pocet vrcholli je o jedna vyssi nez pocet
hran;
(ii) graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje pravé jedna cesta;
(iii) 2-obarvitelny graf, tj. jeho vrcholy lze obarvit dvéma barvami tak, aby zadné
dva stejnobarevné vrcholy nebyly spojeny hranou;
(iv) minimdiné souvisly graf, tedy takovy, ktery je souvisly, ale odebranim libo-
volné hrany by své souvislosti pozbyl;
(v) mazimdlné acyklicky graf, tedy pokud bychom pfidali jednu hranu, graf by
jiz nebyl acyklicky.

Pokud jste cviceni poctivé Fesili, zjistili jste, Ze ekvivalentni jsou charakterizace
(i), (ii), (iv) a (v), zatimco charakterizace (iii) je slabsi. Tedy jako definici stromu
bychom mohli pouzit libovolnou z téchto ¢ty¥. My pouZijeme charakterizaci (ii).

Definice. Strom je souvisly graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
pravé jedna cesta.

Definice. Podgraf stromu, ktery je sdm také stromem, nazyvame podstromem.
Véta. Souvisly podgraf stromu je vzdy strom.
Definice. List je vrchol, do néhoz vede pravé jedna hrana.

Cviceni. Ukazte, Ze libovolny strom o alespoii dvou vrcholech mé alesponi dva
listy.

Definice. Stuper vrcholu je pocet hran, které do néj vedou.

Cviceni. Jakd (pokud néjakd) je ve stromu spojitost mezi stupni jednotlivych
vrchold a poctem listt?

Umluva. (zakofenéni) Obcéas se nam hodi strom zakorenit: vybereme jeden vrchol,

ktery se stane korenem, a néasledné budeme vSechny hrany kreslit smérem doli od

kofene. Pokud pak vede hrana mezi A, B a B je dal (tedy niz) od kofene nez A,
13
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fikdme, Ze A je otec B, zatimco B je syn A. Obecnéji pokud z A vede cesta ,,dola®
do B, pak je A predkem B, zatimco B je potomkem A.

Definice. Hloubka zakorenéného stromu je pocet hran v nejdelsi cesté vedouci
z korene do néjakého vrcholu grafu.

Definice. Pro reilné C fikdme, Ze néjaky strom méa C'-logaritmickou hloubku, mé-li
n vrchol@i a hloubku nanejvys C'log(n).

Ulohy

Uloha 1. V lese Zije n entf1 a jedna veverka. Entové stoji na misté, nékteré dvojice
z nich jsou si pfitom dost blizko na to, aby mezi nimi zvladla veverka preskocit.
Shodou okolnosti jsou entové rozestaveni tak, Ze mezi libovolnymi dvéma z nich
existuje pravé jedna cesta, po které miize veverka ptreskdkat. Vzddlenosti dvou enti
rozumime pocet skokt, které veverka potfebuje k tomu, aby se mezi nimi pfesunula.
Osamélost enta definujeme jako soucet jeho vzdalenosti od vSech ostatnich enti.
Dokazte, ze pokud se osamélosti nékterych dvou entt lisi pravé o 1, pak je n liché.
(PraSe 41-1j-4)

Uloha 2. (hloubka stromu I) Mé&jme né&jaky zakotenény strom, pro ktery plati:

e Kazdy vrchol mé nanejvys dva syny.

e Ma3-li jediného syna, pak tento syn musi byt listem.

e Ma-li dva syny, oznacme je jako levy a pravy — pak je pocet potomk pravého

roven nebo o 1 vétsi poctu potomkt levého.

Umime zkonstruovat takovy strom pro libovolny pocet vrcholi? A umime pevné
zvolit néjaké C' tak, aby zkonstruované stromy mély C-logaritmickou hloubku?

Uloha 3. (hloubka stromu II) Mgjme néjaky zakofenény strom, pro ktery plati:
e Kazdy vrchol mé nanejvys dva syny.
e Ma4-li jediného syna, pak tento syn musi byt listem.
e M4-li dva syny, ozna¢me je jako levy a pravy — pak se hloubky podstromu
tvoreného levym synem a jeho potomky lisi od toho tvoreného pravym synem
a jeho potomky nanejvys o 1.
Umime zkonstruovat takovy strom pro libovolny pocet vrcholi? A umime pevné
zvolit néjaké C' tak, aby zkonstruované stromy mély C-logaritmickou hloubku?

Uloha 4. (hloubka stromu III) Existuji jina pravidla, ktera ndm zajisti C-logarit-
mickou hloubku?

Uloha 5. Mgéjme néjaky souvisly graf. Dokazte, Ze dvé nejdelsi cesty prochazeji
stejnym vrcholem.

Uloha 6. (zachodovy problém I) Petr se rozhodl zalozit si tovarnu na potrubi. V ni

zadal vyrabét rtizné rozdvojky, roztrojky, obecnéji rozbocovade (neboli rozenky). Do

kazdé rozenky vede pravé jedna (vstupni) trubka a n (vystupnich) jich z ni vychazi.
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Petr se navic rozhodl konce jednotlivych trubek obarvit. Vystupni trubku lze zapojit
do vystupni, pokud maji stejné barvy. Jedinym problémem je, ze kazdy novy typ
rozenky musi vyrabét na novém stroji.

Pan Karel podnika ve stavbé toalet na skolach. Rad by, aby kazdé zachody byly
tvoreny fadou toalet o poctu délitelném péti, do kazdé toalety vedla pravé jedna
trubka a aby byly vSechny napojeny systémem rozenek na jednu vstupni trubku.
Vi v8ak, Ze jeho délnici jsou hajdaldci, chtél by tedy, aby pocet toalet (volnych
vystupnich trubek) musel vzdy byt délitelny péti, at uz budou délnici sklddat rozenky
jakkoliv. Zvladne to Petr zajistit, pokud si mtze dovolit pouze konecny pocet stroji?

Uloha 7. (zachodovy problém II) Pan Karel znovu pfiSel za panem Petrem —
nyni by potieboval, aby pocet zachodi byl prvociselny. Zvladne to Petr s koneénym
poctem strojua?

Uloha 8. (zachodovy problém III) Pan Karel znovu pfisel za panem Petrem, nyni
ma zakazku na stavbu toalet do skolky. Malé déti maji rady barvy, a tak si skolka
preje, aby zachody byly tii barev (Zluté, ¢ervené a modré). Aby se déti nehadaly,
musi byt kazda barva zastoupena stejnym pocétem. Zvladne to Petr s koneénym
poctem stroju? A zvladl by to, pokud by Skolka pozadovala jen dvé barvy?

Uloha 9. (zachodovy problém IV) Pan Karel piigel za panem Petrem s otazkou,
zdali umi vymyslet sadu rozenek takovou, ze kazdé rozmisténi barev zachodu bude
mozné vytvorit jen jednim zptsobem. Zvladne to Petr s koneénym poctem strojia?

Uloha 10. Do tenisového turnaje se pfihlasilo 2" soutézicich. V kazdém kole se
vSichni jesté nevypadli hraci rozdéli do dvojic a odehraji zdpas. Vitézové postupuji
do dalsitho kola, porazeni vypadavaji. Na konci turnaje, kdyz ztistane pouze jediny
hrag, je potieba vytvorit vysledkovou listinu, ve které nikdo nesmi byt na horsi pozici
nez hrac, kterého porazil. Kolika zptsoby je mozné takové potradi vytvorit, pokud
zadni dva hréaci nesmi skoncit na stejné pricce? (PraSe 31-1p-7)

Uloha 11. (vejce a patra) Méjme vézak s n patry a k vajec. Nasim tikolem je
zjistit, z jakého nejnizsiho patra se vejce po vyhozeni z okna rozbije. Pro dané n
a k zjistéte, kolikrat budeme muset vajickem hézet, af se vajicko zac¢ne rozbijet od
libovolného patra.

Uloha 12. (kuchaikova véta) Na matfyzu radi vaiime ¢aj. Ale vafit ¢aj neni zas
tak jednoduché — je nutné plnit pravidla prisné etikety jeho vateni. Postup je vSak
snadny:

Chceme-li uvafrit ¢aj z poc¢atecniho nalevu n litra, pak:

o Caj povafime po dobu cn® minut v konviéce.

e Nasledné rozlijeme c¢aj do k dalsich konvicek: do i-té konvicky nalijeme a;n

litr, kde A = {ay, ..., ax} je pevné zvolend mnozina kladnych redlnych ¢éisel.

Je-li ¢aje malo, naredime ho pfed rozlitim vodou. Pokud naopak po rozliti

néjaky ¢aj prebyva, vylijeme ho.

Je-li v néjaké konvicce méné ¢aje nez ng, potom ¢aj z této konvicky servi-
15



STROMY

rujeme. Pro ostatni konvic¢ky cely postup opakujeme, dokud neni servirovan
vSechen caj.
Jak dlouho ndm potrva pripravit ¢aj pro dana n, A a ng, mame-li neomezenou
zasobu konvicek, ale pouze jednu plotnu?

Uloha 13. (Hydra a Herkules) Méjme Hydru v podobé stromu s kotenem H.
Herkules mtze useknout libovolny list. Pokud usekne list L s otcem X, nastane
jedna z dvou situaci. Pokud X = H, po useknuti L se nic nestane. V opac¢ném
pfipadé ma X otce, oznaéme ho Y, a necht S je podstrom tvofeny vrcholem X
a vSemi jeho potomky (po useknuti L). Pak se v dlisledku useknuti takového L
zkopiruje odpovidajici podstrom S jako nové potomstvo Y, tzn. Y bude mit nového
syna X', ktery bude mit nové syny odpovidajici synim X atd.

Umi Herkules sekat tak, aby Hydfe po koneéném poctu seknuti zbyl jen samotny
koren?

Uloha 14. Umi Herkules sekat donekoneéna tak, aby Hydfe nikdy nezbyl jen sa-
motny kofen?

Navody

12. Necht S := >, ,af. Zkus tlohu fesit zvlast v piipadech S < 1, S=1a
S > 1.

Literatura a zdroje:

Tuto genidlni pfednasku jsem pievzal od Be. Vojtécha Gadurka. Moc mu za to
dékuji.
[1] Martin Mares, Tom4s Valla: Privodce labyrintem algoritmdi, CZ.NIC, 2017.
[2] Martin Mares: Diskrétni Matematika, |https://mj.ucw.cz/vyuka/2122/dm/.
[3] Vladan Majerech: Cvidend z predmétu Automaty a gramatiky,
lhttp://ktiml.mff.cuni.cz/-maj/2022NTINO71.htm].
[4] Vladan Majerech: Cuviceni z predmétu Algoritmy a datové struktury 1,
lhttp://ktiml.mff.cuni.cz/~-maj/2022NTIN060. htm].
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Pravdépodobnostni paradoxy

ViT HANIKA

ABSTRAKT. Podivame se na nékteré matematické paradoxy. Pravdépodobné budete
prekvapeni.

Paradox 1. David kazdy vikend jezdi z plzetiského nddrazi bud za manzelkou do
Dobftan, nebo za milenkou do Rokycan. Rozhoduje se ndhodné — vzdy nastoupi do
prvniho vlaku, ktery jede. Ackoli vlaky do Rokycan jezdi stejné casto jako vlaky
do Dobfan, po né€jakém case David shledal, ze byl u milenky dvakrat castéji nez
u manzelky. Jak je to mozné?

Paradox 2. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, Ze si zahraji tenis. Kenny se s nimi
vsadil o kilo ¢okolady, ze vyhraje dvakrat po sobé. Muze si vybrat ze dvou mozZnosti:
bud bude hrat nejprve s Frantou, pak s Jardou a nakonec s Frantou, nebo nejprve
s Jardou, pak s Frantou a nakonec s Jardou. Kterou z moznosti si ma zvolit, jestlize
vi, ze Jarda hraje podstatné 1épe nez Franta, aby zvysil svoji Sanci na vyhru?

Paradox 3. Do 100mistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy mé mistenku na
jedno sedadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne nahodné.
Kazdy dalsi si sedne na svoje sedadlo, je-li volné, a v opa¢ném pripadé si sedne na
nahodné volné sedadlo. Jaké je pravdépodobnost, ze posledni pfichozi si sedne na
svoje sedadlo?

Paradox 4. (Monty Hall) Ve findle televizni soutéze je za dvéma dvefmi koza a za
tfetimi auto, pri¢emz soutézici chce auto. Postavi se tedy k jedném dvefim, nacez
moderator otevie jedny dvere, za kterymi je koza, jiné nez ty, ke kterym se soutézici
postavil (moderator vi, co je za kterymi dvefmi), a pak d4 soutézicimu moZnost jesté
svou volbu dveri zménit. Vyplati se soutézicimu volbu dvefi zménit?

Paradox 5. Pravdépodobnost, Ze se narodi dévce, je stejna jako pravdépodobnost,
7e se narodi chlapec.

(i) Uvazme ndhodnou rodinu se dvéma détmi, v niz je starsi dité dévée. Jaka je
pravdépodobnost, ze obé déti jsou dévcata?
(ii) Uvazme ndhodnou rodinu se dvéma détmi, z nichz je alespon jedno dévce.
Jaké je pravdépodobnost, ze obé déti jsou dévéata?
(iii) Uvazme rodinu se dvéma détmi, z nichz je jedno moje kamarddka Xénie (a
17
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tedy dévce). Jaka je pravdépodobnost, ze obé déti jsou déviata?

Paradox 6. Prisli jsme na test jisté vzdcné choroby vyskytujici se u 1 % populace.
Metil nés ptistroj, ktery v 90 % ptipadit odpovi spravné (ve zbylych chybné), a na-
hlasil, Ze onou chorobou trpime. Jaka je pravdépodobnost, Ze tomu tak skutecné je?

Paradox 7. (Simpsontiv) Lukd$ a Pepa maji oba sviij Zluty a modry sacek a
v nich ¢erné a bilé kulicky. Pokud Lukas sdhne do svého zlutého sacku, ma vyssi
pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky, nez kdyby sdhl do modrého. Totéz plati pro
Pepu. Oba zluté sacky nyni sesypeme dohromady a totéz provedeme s modrymi.
Rozhodnéte, zda bude vyssi Sance na vytahnuti bilé kulicky u modrého sacku, nebo
u Zlutého. (MKS 43-4-1)

Paradox 8. V jisté fiktivni zemi maji tradici, Ze je tfeba rodit déti tak dlouho,
dokud se nenarodi dévée. Bude v této zemi vice chlapcii, nebo dévéat?

Paradox 9. V zaskrtavacim testu mizeme na kazdou z péti otazek odpovédét jed-
nim z pismen A, B, C, D, E. Za test dostaneme tolik bodii, na kolik otdzek odpovime
spravné. Doslechneme-li se, Ze kazdé pismeno je pouzito praveé jednou, vyplati se nam
dévat takové tipy, kde je kazdé pismeno pravé jednou? (Kromé zminéné informace
o odpovédich nic nevime.)

Obalky

Nasleduje nékolik podobné vypadajicich, avSak riznych tloh. Pozor, nékteré z nich
mohou byt prosté trosku podvod.

Paradox 10. V jedné obdlce je 100 K¢ a v druhé 200 K¢. Vybereme si nahodnou,
zatim ji neotvirdme. Nezndmé mnozstvi penéz v ni oznac¢ime x. V druhé obélce je
také ndhodné bud 2z, nebo 0,5z. Primeérné je tak v druhé obélce 1,25z, a proto se
nam vyplati volbu obalky zménit.

Paradox 11. Protihra¢ vlozi do dvou obdlek dvé rizné redlnd cisla. Nésledné
vas nechd si ndhodné jednu vytdhnout, vy si prohlédnete ¢islo v ni a muzete se
rozhodnout, zda si ji nechate, nebo vymeénite za jinou. Vyhrava ten z vas, ktery ma
na konci v ruce vétsi ¢islo. Rozhodnéte, zda existuje strategie, kterda ma nadpoloviéni
Sanci na vyhru bez ohledu na to, ktera dvé ¢isla protihra¢ napsal.

Paradox 12. V jedné obélce je néjaky neznamy kladny pocet penéz a v druhé
dvojnasobek. Vybereme si ndhodnou a otevieme ji. V druhé obélce je také nahodné
bud 2z, nebo 0,5z. Primérné je tak v druhé obélce 1,25z, a proto se ndm vyplati
volbu obélky zmeénit.

Paradox 13. M¢jme dvé obalky. Vime, ze v obou je pfirozené mnozstvi penéz.
Zaroven je v jedné obalce tfikrat vic penéz nez v druhé. Distribuce penéz v obalkach
je nasledovné: pro kazdou dvojici ¢isel (3771, 3"), n > 1 mame pravdépodobnost 2%7
7e pravé tyto dvé hodnoty jsou v obalkich. Otevieme jednu obélku a podivame se
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na hodnotu penéz v ni. Pro kterou hodnotu se ndm vyplati zmeénit obalku? Co kdyz
obalku neotevieme?

Paradox 14. Je nam nabidnuta nasledujici hra: Zaplatime 1000 K¢, pak hézime
minci tak dlouho, dokud ndm pads panna, a néasledné vyhrajeme 2"~ ! K¢, kde n je
pocet nami provedenych hodt. Vyplati se ndm tuto hru podstoupit?

Paradox 15. V n — 1 vrcholech pravidelného n-tihelniku stoji ovce, ve zbylém
vrcholu stoji vlk. V kazdém kroku se vlk pfesune na ndhodny (jeden ze dvou) sou-
sedni vrchol a pokud v ném stoji ovce, tak ji seZzere. Vlk se nasyti az v okamziku,
kdy sezere n — 2 ovci, tedy pravé jedna ovce prezije. Jaka ovce méa nejvyssi Sanci na
preziti?

Paradox 16. Mirek je velky gurméan a vlastni pytel, ve kterém je 123 karame-
lek a 321 haslerek. Aby si své bonbény poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude
konzumovat specifickym zptusobem. Kdyz se rdno probudi, za¢ne z pytle ndhodné vy-
tahovat jeden bonboén za druhym. Prvni bonbén vytahne a sni — kazdy dalsi bonbdén
vzdy vytdhne, a pokud je tento stejného typu jako pfedchozi, rovnéz jej sni. Je-li
jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chut. Tim Mirktv
ranni ritual kon¢i. Uvedenym zptusobem konzumuje Mirek bonbdny kazdy den az
do chvile, kdy uz v pytli zadny nezbyde. Jaka je pravdépodobmnost, Ze poslednim
snézenym bonbdénem bude karamelka? (MKS 32-7-6)

Paradox 17. Deseti zvolenym ministrim byly nahodné rozdany ministerské re-
sorty, kterych je také deset. Kazdy ministr zvlast zajde za kralem, ktery posty roz-
dal, a musi si tipnout, ktery post ma. Konverzace probiha stylem:

Ministr: ,,Zemédélstvi.*

Kral: ,Ne, zemédélstvi ma Janosik.“

Ministr: ,,Tak administrativni zalezitosti.*

Krél: ,Ne, administrativni zalezitosti ma Jim Hacker.“ ...

Ministfi se mohou domlouvat pouze pfed zkouskou a jako celek uspéji jen tehdy,
kdyz kazdy tipne svij resort nejhtife na sedmy pokus. Rozhodnéte, zda se dokazi
dohodnout tak, aby méli nadpoloviéni Sanci uspét. (Projev pred UKMO 2014)

Paradox 18. Hrajeme jistou hazardni hru. Zac¢indme s 1000 K¢, vzdy vsadime
néjakou ¢astku (nejvyse tolik, kolik prévé méame), nasledné ji s pravdépodobnosti
% vyhrajeme a v opa¢ném piipadé prohrajeme. K takové hie je mozné pristupovat
s rozliénymi strategiemi:
(i) V kazdém kroku vsadime tisic korun.
(ii) V kazdém kroku vsadime polovinu ¢astky, kterou méme.
(iii) (Martingale) Po kazdé prohie vsadime dvojnasobek minulé sazky. V opa¢ném
pfipadé, nebo pokud to neni mozné, vsadime jednu korunu.

Pri které z nabizenych strategii mame nejvyssi Sanci dosahnout ¢astky 3000 K¢?
Paradox 19. Jirka a Marek hraji svou verzi tenisu. Kdyz podavéd Marek, ma sanci

0,5, ze vyhraje micek a kdyz podéava Jirka, vyhraje micek s pravdépodobnosti 0,6.
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Hraje se do 21 vitéznych bodi (bez prodluzovani). Marek, ktery je slabsi, podéva
jako prvni, navic si mize vybrat zptsob, jak se budou stfidat podani z nasledujicich
moznosti:
(i) Podéni se stiid4 pravidelné.
(ii) Podava vzdy ten, kdo naposled vyhral micek.
(iii) Podavé vzdy ten, kdo naposled prohral micek.
Ktera volba je pro Marka nejvyhodnéjsi?

Paradox 20. (Bertrandtv) Pravdépodobnost, Ze ndhodn4 tétiva dané kruznice je

delsi nez strana vepsaného rovnostranného trojuhelniku, je rovna %, % a také %.

Navody

1. To, co rozhoduje, kterym vlakem pojedeme, je, ktery vlak pfijede diiv.
3. Jedna polovina. Podivej se na symetrii sedadel prvniho a posledniho cestujiciho.

4. Vyplati se zménit volbu. Je pravdépodobnéjsi, ze auto je za nékterymi z ptivodné
nevybranych dveii, a to se otevienim dvefi s kozou nezméni.

7. Nastat mohou obé moznosti.

8. Obou stejné. Chlapci se rodi presné 50 procent, a to kdy prestanu rodit déti
totiz nema vliv na to, jaké procento se rodi chlapcti.

10. Neni tomu tak, toto x je v kazdé moznosti jiné.
11. Existuje. Velkd ¢isla je vyhodné si nechavat, mala naopak vymeénit.

12. Neni znama distribuce. Neexistuje distribuce, co by rovnomérné ndhodné vy-
brala ndhodné realné ¢islo.

14. Ocekévany zisk penéz je sice nekonecno, ale bohuzel vétsina bankéita ma pouze
konecno penéz.

15. Vsechny maji stejnou Sanci byt posledni ovci. Vsimni si, ze aby ztstala ovce
posledni, musi nejdfive byt snézena jedna jeji sousedka a poté i druha.

17. Velky trik. Strategie existuje, zkus vyuzit to, Ze permutaci obsahujicich cykly
dlouhé 8 a vic je mélo.

18. Druha strategie je horsi nez prvni a treti. Dtlezité je to neprepalit, jinak je to
jedno.

19. Vsechny strategie jsou stejné. Kostky jsou vrzeny, jen v zavislosti na zvolené
strategii se ob¢as neodehraji vSechny zapasy (jejich vysledky jsou ale napsany ve
hvézdéch). Vitéze ale stejné nemohou ovlivnit.

Literatura a zdroje

Dékuji Mirkovi, od néhoz jsem prevzal vétsinu paradoxu.
[1] Mirek Olgak, Pravdépodobnostni paradozy, Uhelnd Piibram, 2014.
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Odmocniny z jednicky

PETR HLADIK

ABSTRAKT. V prispévku se nejprve seznamime s komplexnimi ¢isly jako takovymi,
a pak se specidlné zaméfime na odmocniny z jednicky. Nejprve se pokusime poradné
pochopit, jak fungujou, a pak si ukadzeme, jak to vyuzit na piikladech.

Zavedeni komplexnich Ccisel

Definice. Méjme rovinu s osou realnych ¢isel. Tuto rovinu nazveme komplezni
rovina a body na ni budeme nazyvat komplezni ¢isla. Bod 0 redlné osy nazveme po-
catek a kazdé komplexni ¢islo je vektor vedouci z poc¢atku do bodu v roviné piislusné
tomuto komplexnimu ¢islu.

Definice. Soucet komplexnich ¢isel definujeme jako soucet prislusnych vektort.
Déle definujeme soucin komplexnich ¢isel jako vektor, ktery ma délku rovnu soucinu
délek jednotlivych ¢initelt a svird s kladnou realnou poloptimkou tthel rovny souctu
orientovanych thli jednotlivych ¢initeli.

a+b

Pozorovani. Operace na komplexnich ¢islech spliiuji o¢ekdvané vlastnosti.
(1) Na redlné ose funguji jako bézné s¢itdni a nasobeni.
(2) Pii s¢itdni/ndsobeni nezalezi na pofadi séitanci/¢initeld.
(3) Pri scitdni/ndsobeni nezélezi na poradi uzdvorkovani s¢itancu/¢initel.
(4) Funguje roznésobovéni, tedy a- (b+¢)=a-b+a-c.

21



ODMOCNINY Z JEDNICKY

Imaginarni jednotka

Pozorovani. Existuji pravé 2 komplexni ¢isla, jejichz druha mocnina je rovna —1.

Definice. Jednomu z ¢isel z pfedchoziho pozorovani (to, které lezi nad realnou
osou) budeme Fikat imagindrni jednotka a znaéit ji budeme .

Pozorovani. Kazdé komplexni ¢islo se da jednoznacéné napsat ve tvaru a + bi, kde
a,beR.

Definice. Méjme komplexni ¢islo z = a. Jako komplexné sdruZené cislo k z na-
zveme obraz z v osové soumérnosti podle realné osy. Znac¢ime ho Z. Tedy pokud
z=a+ bi, tak Z = a — bi.

Definice. Definujeme w,, jako komplexni ¢islo takové, zZe lezi na jednotkové kruznici
’ 7 7’ 2 © 7 .
a s kladnou realnou osou svira thel % v kladném sméru.

Dusledek. (Pythagorova véta) Pro pravouhly trojihelnik s odvésnami délek a, b

a pieponou délky c plati a® + b? = 2.

Dusledek. (souctové vzorce) Pro tihly «, 8 plati nésledujici vztahy mezi gonio-
metrickymi funkcemi:

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3),
sin(a + ) = cos(a) sin(B) + sin(«) cos(S).

Dusledek. (Moivreova véta) Pro thel a a pfirozené ¢islo n plati rovnost
(cos(a) + isin(a))™ = cos(na) + i sin(na).

Cviceni. Najdéte druhé odmocniny z komplexniho ¢isla 3 — 4.

Prikladky

Uloha 1. Naleznéte vSsechna komplexni feseni polynomialni rovnice 2™ — 1 = 0.

Uloha 2. Sectéte (z) . (g> N (Z) 4.
() () (5)+
(o)« () + ()
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Odmocniny z jednicky

Definice. O komplexnim c¢isle z fekneme, Ze je odmocninou z jedné, pokud je
kofenem polynomu 2™ — 1 pro néjaké prirozené n. Pokud toto n je nejmensi ¢islo
takovy, ze 2™ — 1 = 0, tak z je primitivni n-tou odmocninou z jedné.

Definice. Réadem komplexniho ¢isla o nazveme nejmensi n takové ze o™ = 1.
Pokud takové ¢islo neexistuje, pak fekneme ze 7ad je oco.

Cvieni. Jaky je fdd wf,?

Cviéeni. Kolik komplexnich ¢isel mé fad n?

Uloha 5. Nechf m, n jsou pfirozena ¢isla. Dokazte, ze 2™ — 1 déli polynom ™ — 1,
pravé kdyz n | m.

Definice. Mé&jme mnozinu komplexnich éisel G = {ay,. .., @, }. MnoZinou genero-

vanou G nazveme co do inkluze nejmensi mnozinu X takovou, ze G C X a zaroven
pro kazda a,b € X taky ab € X. Znacime ji (G).

Uloha 6. Necht G je koneéna mnozina néjakych odmocnin z jednicky (tedy pro
kazdé o € G existuje pfirozené n takové, ze a™ = 1). Pak existuje pfirozené n, 7e
(G) = (wn).

Uloha 7. Mgjme pfirozena ¢&isla k, £, n, pak (wF wl) = <w%€d(k’e)>.

n

Uloha 8. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele mnohoclentt ™ — 1 a 2 — 1
v zévislosti na prirozenych ¢islech n a m.

Uloha 9. S vyuzitim poznatkii z posledniho uvedeného piikladu ukazte, ze 2" — 1
deli 2™ — 1, pravé kdyz n | m.

Definice. Pro libovolné pfirozené n definujeme n-ty cyklotomicky polynom jako

D, (x) = H (z —wl).

1<j<nAged(n,j)=1

Uloha 10. Nahlédnéte, Ze plati [y, ®a(z) = 2™ — 1.

Uloha 11. Dokaite, ze pro libovolné ptirozené n ma polynom &, (z) celo¢iselné
koeficienty.

Uloha 12. Necht n je liché piirozené ¢islo. Spoctéte

1 1 n 1
14 wh

1—|—1+1+w}L+

n—1

Uloha 13. Necht m, n jsou piirozens ¢isla. Urcete > o Wi
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Uloha 14. Piirozené &slo n > 4 nazveme zajimavym, pokud pro néj existuje
komplexni ¢islo z takové, Ze |z| = 1 a zéroveit 1+ z + 22 + 2"~ + 2" = 0. Kolik
existuje zajimavych ¢isel mensich nez 20227 (Rumunskéd MO 2022)

Uloha 15. Mgéjme pfirozena k, £, n a prostou funkci f na mnoziné {1,...,n}
takovou, ze f(x) —x € {k, —¢}. Dokazte, ze k + ¢ | n. (Polskda MO 2019)

Uloha 16. Nechf P, Q, R, S jsou polynomy takové, Ze pro kazdé x € C plati
P(2%) 4+ 2Q(2%) + 2*R(2°) = (z* + 2% + 2% + 2 + 1)S(x).

Dokazte, ze P(1) = 0.

Uloha 17. Méjme pfirozena &isla m,n > 2 a a1, as, . . ., a, takova, ze zadné z nich
neni nasobkem m™~!. Dokazte, Ze existuji celd &isla by, bs,...,b, takova, Ze ne
vSechny jsou nulova, |b;| < m pro kazdé j a m™ | a1by + asbs + - - - + anby.

(IMO Shortlist 2002)

Navody

1. Oznac¢me néjaké reseni z, co musi spliiovat jeho absolutni hodnota a thel, ktery
svird s redlnou osou?

2. Uvazuj ws, jak vypada (1 +ws3)", (1 +w3)™ a (1 +1)"?

3. Stejné jako predchozi tloha, jen vhodné pfendsob ws.

4. Co takhle ws?

6. Nejdrive najdi n takové, ze prvky G jsou n—té odmocniny z jednicky. Pak vezmi
nejmensi k takové, Ze w® € (G) a sporuj.

7. Ukaz obé inkluze.

11. Indukci s tim, Ze absolutni ¢len je vzdy +1.

12. Popéruj s¢itance. Vyjde 5.

13. Vyjde n pokud n | m, jinak 0.

14. Zkonjuguj danou rovnici.

15. Uvazuj (k + £)-té odmocniny z jednicky.

16. Co musime dosadit, aby se prava strana rovnala nule?

17. Uvazuj mnozinu vSech m™ souctl, pokud dovolujeme jen b; kladna. Ukaz, ze
je to mnozina vsech zbytkd mod m™ a uvazuj wy,n.

Literatura a zdroje

1] Lenka Kopfova: Odmocniny z jednicky, Lipova-Lazné, 2022.

2] Mirek Olsak: Komplexni éisla geometricky, Mentaurov, 2013.

3] Jarda Hancl, Jakub ,$nEk“ Oprsal: Komplezni éisla, seridl MKS, 2010/11.
]

4] |https://artofproblemsolving.com/community].
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Pocitani dvéma zpusoby

PETR HLADIK

ABSTRAKT. Pocitani dvéma zpusoby je velmi silny nastroj, kterym lze dokazovat
(nejen) kombinatorické identity. V prispévku si ukdzeme jak nahlizet Glohy pomoci
tohoto zpusobu.

Pocitani dvéma zptisoby umoziiuje elegantni piistup ke spocteni néjakého slo-
7itého vyrazu. Casto se to tyka souétu mnoha netrividlnich hodnot nebo k urceni
parametru jednoho odhadu. Funguje to tak, Ze si vytvorime mnozinu, jejiz prvky
budeme moci spocitat dvéma (nebo vice) riznymi zpusoby. Pocty odvozené z téchto
nahlédnuti vsak odpovidaji poctu prvki stejné mnoziny, a tedy nahlédnuté pocty se
rovnaji, ptfipadné dostaneme odhad jedné hodnoty pomoci druhé.

Piiklad. (motivaéni) Na veéirku si néktefi lidé vzdjemné potiasli rukou. Ukazte,
ze pocet lidi, ktefi si potiasli rukou lisekrat, je sudy.

Reseni. Piedstavme si tento vecirek jako graf. Vrcholy budou lidé a hrany mezi
vrcholy budou jednotliva potfeseni rukou. Cheeme spoéitat vsechny dvojice (vrchol,
hrana) takové, Ze vrchol je jednim z koncovych vrcholtt dané hrany. Prvni poéiténi
spociva v tom, Ze se jedna o soucet stupini vSech vrcholi. Dostaneme .y, 4y, kde
i, znaci, kolikrat si potfasla rukou osoba v. Druhé pocitani ziskame pocitanim hran
(potfeseni rukou), ¢imz obdrzime vysledek 2 - |E|, kde E je mnoZina hran. Nyni uz
vime, ze ) .y iy = 2 - |EJ, tedy soucet je sudy, a tedy i pocet lichych hodnot i, je
sudy. Tedy pocet lidi co si potfasli rukou lisekrat je sudy.

Piiklad. (motivaéni) Spoditejte

() e )

Reseni. Chceme se na tento soucet podivat jako na reprezentaci néjaké situace.
Kombinacni ¢isla v sou¢tu naznacuji, Ze ndm pijde o vSsechny podmnoziny n-prvkové
mnoziny, kde kazd4 i-prvkovd podmnozina piispiva do souctu pravé i (pocet svych
prvkd). MiZeme si pfedstavit i-ty séitanec jako pocet zpiisobt, jak z krabicky s n
micky vytahnout ¢ mickt a z vytazenych micku si navic zvolit jeden specialni. Tedy
ndm jde o pocet dvojic (specidlni micek, vytazené micky). To miizeme nahlédnout
druhym zptisobem tak, Ze nejprve vytdhneme z krabicky jeden micek, ktery bude
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specidlni, a pak k nému vytahneme libovolnou podmnozinu zbylych micki z krabicky,
takze dostavame celkem n - 2"~1 dvojic.
K pocitani dvéma zptisoby se Casto hodi rizné kombinatorické identity, nékolik

7 nich zde ukaZeme a zkusime odvodit.

Kombinatorické identity

Pied tim, nez za¢neme kombinacni ¢isla pouzivat, tak bychom si je mohli zadefinovat.

Definice. Oznac¢me (Z) pocet zpuisobt, jak z n prvkové mnoziny vybrat k prvki,

tedy
n\ n!
k) kl(n — k)

Uloha 1. (tvodni) Dokazte (7) = (,",).

Uloha 2. Dokazte (Z) + (kil) = (Zﬁ)

Uloha 3. Dokazte ("T"+1) =7 ("1).
Uloha 4. Dokazte >, (7) = 2".
Uloha 5. Dokazte (")r =n(""}).

r—1

Uloha 6. Dokaite (%) (;) = (3)(*7F)-

r r—k
Uloha 7. Dokazte Y, _, (Z) (’;) - Qn*d(z).

Uloha 8. (Vandermondeova identita) Dokazte Zf:() MG =0.

Leh¢i priklady

Uloha 9. Necht P je mnozina vsech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n
takovych, ze zadné tii sousedni prvky netvofi rostouci posloupnost. Ozna¢me a;
primérnou hodnotu na i-té pozici téchto permutaci, tedy

1
a; = mzpv

peP

Cemu se rovna soudet viech a;?

Uloha 10. Na détském tabofe je 15 déti. Kazdy den maji t¥i déti sluzbu v kuchyni
a plati, ze kazda dvojice déti méa pravé jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trva tabor?

Uloha 11. P¥i zapoc&tové pisemce kazdy student vy¥esil aspoii t¥etinu viech tloh
a navic vétsina studentti vyresila aspon dvé tretiny tloh. Ukazte, Ze v pisemce exis-
tuje tloha, kterou vyftesila vétsina studenti.
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Uloha 12. Pole miizky 21 x 21 jsou obarvena tak, Ze v kazdém fadku i sloupci se
vyskytuje nejvyse 5 ruznych barev. UkazZte, Ze se néktera z barev vyskytuje ve tfech
radcich a zaroven i ve tfech sloupcich.

Uloha 13. Ogzna¢me S,, mnozinu viech permutaci p = (py, pa, ..., pn) Cisel 1 az n.
Pro permutaci p € S,, ozna¢me

f(p) = ZZ “Di-
i=1

Ukazte, ze

43" f(p) = (0> +n)(n+1),

PESH

Uloha 14. V matematické olympiadé fesilo 45 tcastnikii Sest piikladi, kazdy pii-
klad byl vyresen praveé 25 fesiteli. Ukazte, ze mizeme vybrat dva ucastniky, ktefi
dohromady vyfesili vSe.

TEZsi priklady
Jelikoz se dvoji pocitani ¢asto vyuziva v dikazovych metodach v teorii grafi, zave-
deme si néjakou teorii, abychom byli vSichni na stejné lodi.

Definice. Graf G je usporadana dvojice mnoziny vrchold V' a mnoziny hran F,
kde kazda hrana vede mezi dvéma vrcholy.

Definice. Cesta mezi vrcholy u a v v grafu je posloupnost vrchola takova, ze se
v ni zaddny vrchol neopakuje a prvni vrchol je u a posledni v. Souvisly graf je takovy,
kde mezi kazdou dvojici vrchola existuje cesta. Strom je miniméalni souvisly graf,
tedy mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy existuje pravé jedna cesta. Ekvivalentné je
to souvisly graf, ktery ma |V| — 1 hran. Kostra grafu je podgraf, ktery je stromem
na vSech vrcholech.

Uloha 15. Ukazte, ze

2n n
din+1-i)=4) i
i=1 i=1

Definice. Rovinné nakresleni grafu je takové nakresleni, kde se zddné dvé hrany
nek¥izi mimo vrchol.

Uloha 16. Mg¢jme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou vSechny stény troj-
thelniky. Pfedpokladejme, ze vrcholy G jsou obarveny tiemi barvami.! Ukazte, Ze
pocet stén, na jejichz vrcholech jsou pouzity vSechny tii barvy, je sudy.

INemusi se nutné jednat o korektni obarveni, tzn. miize existovat hrana s obéma koncovymi
vrcholy stejné barvy.
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Uloha 17. Dokazte, Ze plati

P42 4 4nd=01+2+--+n).

“() 2 () o)

Uloha 19. V poslanecké snémovné je 200 poslancii, ktefi postupné hlasuji o n
zdkonech. Poslanec mtze byt bud pro schvileni zdkona, nebo proti, nebo se miZe
zdrzet hlasovani. Je znadmo, ze pro kazda dvé hlasovani existuje poslanec, ktery
v jednom hlasoval pro a v druhém proti. Oznac¢me si pocet poslanct, ktefi se zdrzeli
hlasovéani o i-tém zakonu, jako z;. Dokazte, ze

Uloha 18. Spoditejte

n

Z 9%i < 2200.

=1

Uloha 20. V obdélnikové tabulce m x n jsou napsana nezaporné realnéa ¢isla,
pricemz kazdy sloupec i kazdy radek obsahuje alespon jedno kladné ¢islo. Pokud se
navic Ffadek a sloupec protinaji v policku, kde je kladné ¢islo, tak je jejich soucet
stejny. Dokazte, ze m = n.
Uloha 21. (LYM-nerovnost) Méjme n-prvkovou mnozinu A a mnozinu S pod-
mnozin A takovy, Ze zddné mnoZina z S neni podmnoZinou jiné mnoziny z S. Déle
oznacme a; pocet i-prvkovych mnozin v S. Pak plati
K3

> m="

i=0 \i
Uloha 22. (Erdés-Ko-Radova véta) Necht k a n jsou pfirozena &isla takova, Ze
2k < n. Déle necht M je mnozina k-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}
takové, %e pro véechny mnoziny C, D € M plati CND # (). Dokazte, %e | M| < (Zj)

Uloha 23. (mal4 Fermatova véta) Ukaite, Ze je-li p prvocislo, pak
a’? =a (mod p).

Uloha 24. (Cayleyho formule) Uréete pocet koster tiplného grafu na n vrcholech.
Uloha 25. Uréete pocet koster tiplného grafu bez jedné hrany e.

Uloha 26. Ukaite, 7e kazdy graf s N vrcholy neobsahujici zadné cykly délky piesné
4 mé nanejvys O(N?3/2) hran.?

2Notace s O znad&i asymptotickou velikost. Zde konkrétné tedy ma byt hran nejvyse cN3/2, kde
¢ je né&jaka konstanta nezavisla na N.
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Navody
1. Mgjme tym s n fotbalisty a pocitejme, na kolik zptsoby jde vybrat k hrajicich
fotbalistt. Bud vybereme k hrajicich hract, nebo vybereme n — k nehrajicich.

2. Vybirame k + 1 fotbalistti z tymu s n + 1 fotbalisty. Prvniho fotbalistu bud
vybereme, nebo vybirdme vSechny hrajici ze zbyvajicich fotbalistu.

3. Pouzijte podobnou ideu jako v pfedchozim prikladé, ale induktivné.

4. Vybiradte podmnoziny n-prvkové mnoziny. Kazdy prvek budto vyberete, nebo
ne.

5. Jsou dva postupy, jak z n fotbalistd vybrat r hrajicich hrac¢u a jednoho kapitana.
6. Jak vybrat z n fotbalisti r hrajicich a k Gtoc¢nikil.

7. Jde o zobecnéni motivacniho ptikladu. Nyni je ale fixovand proménna d. Muzeme
si to predstavit tak, ze si z n lidi vybirdme k£ < d kamardd® a z d z nich chceme
vybrat na fotbal.

8. Mate n dévcat a m hochil a chcete z nich vytvorit k-Clenny tym.

9. Zkuste pocitat po hodnotach ne po pozicich.

10. Pocitejte dvéma zptisoby pocet dvojic (mnozina dvou déti, den). Nejprve fixujte
mnozinu déti a poté den.

11. Pocitejte dvéma zpusoby dvojice (dloha, student), ale pozor na to, ze dvé in-
formace nejsou zaménné.

13. Jako v predchozi tuloze s permutacemi. Ale pozor, tentokrat s koeficientem
pozice.

14. Vsimnéte si, ze existuje GcCastnik, ktery vyfesil alespon ctyfi ulohy, a také
existuje ucastnik, ktery vytesil zbylé dve.

15. Nakreslete si trojuhelnik z kosticek se zdkladnou délky 2n, kde v i-tém patie
lezi kosticky s cislem i. Kosticky pak postupné od kraje trojuhelniku odebirejte.
16. Spocitejte dvéma zpiisoby pocet dvojic (trojihelnik, riznobarevnd hrana).

17. Nakreslete si ¢tvercovou miizku o strané n a do policka na pozici [i, j] napiste
¢islo i - j. Sectéte vSechna éisla po Fadcich a po ,elkdch® od rohu [1,1].

18. Pouzijte podobnou myslenku jako u motivac¢ni tlohy, zbylou sumu uz spocitat
umite.

19.(1) Kolik nejvyse hlasovdni mohlo probé&hnout, pokud by kazdy hlasoval pro
nebo proti? Kolika zptsoby lze doplnit ta hlasovani, kde se nékdo zdrzel,
tak, aby kazdy hlasoval?

(2) Pocitejte pocet dvojic (zdkon, mozny vysledek bez nerozhodngch hlast).

20. Uvazte podtabulku tvorenou radky a sloupci takovymi, ze soucet ¢isel v kazdém
z nich je stejny. Jaké ma tato podtabulka rozméry?
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21.(1) Pro kazdou mnozinu S € S vytvoite vSechny permutace n prvka takové, ze
prvanich |S| prvki bude z S. Téchto permutaci bude nejvyse tolik jako vsech
permutaci n prvka.

(2) Pocitejte dvojice (usporddand n-tice, S), kde S € S a prvnich |S| prvki n-tice
jezS.

22. Pocitejte dvéma zpiisoby dvojice (mnoZina z M, permutace) takové, ze M bude
pro tuto permutaci cyklicky interval.

23. Spocitejte vsechny fetézce délky p, kde kazdy znak je z a-prvkové abecedy

a nejsou v nich vSechny znaky stejné. Tyto fetézce poté miuzete rozdélit na skupinky

po p.

24. Spoctéte dvéma zpusoby pocet moznosti, jak vytvorit zakofenény strom s n

hranami orientovanymi od kofene. Zkuste spocitat pocet moznych vytvoreni z béz-

nych stromu a také vytvaret strom po hranach.

25. Dvojim pocitdnim spoctéte dvojice (kostra, hrana).

26.(1) Pocitejte dvéma zptisoby podet ,vidlicek, tedy trojic vrcholi a, b, ¢, kde b
je spojeno hranou s ais c.

(2) Pouzijte CS nerovnost, abyste z ¢tvercii incidenci dostali odhad na pocet
hran.

Literatura a zdroje
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Chinese dumbass notation a SOS

DaviD HROMADKA

ABSTRAKT. Stalo se vdm uz nékdy, zZe jste Fesili nerovnost, nevédli jste co s ni, a tak
jste ji sdhodlouze roznéasobovali, jen abyste zjistili, Ze vdm to vibec nepomohlo? Tak
my si dneska ukazeme, jak roznasobovat tak, aby se v tom ¢lovék néjak vyznal, a jak
si s vyslednym vyrazem poradit.

Definice. Polynom t¥i proménnych z, y, z nazveme homogenni, pokud pro vSechny
¢leny plati, ze soucet stupnu vsech tfi proménnych je konstantni v celém polynomu.

Zapis polynomi v CDN

V této pfednasce se budeme zabyvat zapisem homogennich polynomi ve tfech klad-
nych proménnych. Aby byl cely vyraz prehlednéjsi, zapiSeme si jejich koeficienty
do trojuhelnika o d + 1 fadcich, kde d je stupen polynomu. V kazdém fadku jsou
vSechny ¢leny s pevnym stupném proménné x a tento stupen se snizuje odshora dold.
Obdobna vlastnost plati i pro ostatni proménné — staci si natocit trojuhelnik jinym
vrcholem nahoru. Vse objasni nasledujici pfiklady zapisu polynomu:

-4

< [T] > ( [ []12[] ] ) [51:27/][$:E7]72Z] [ 2 Z[]Lg[y]z[q [%3[2]2 2]
) Tyl |[xz ) 21 2 ) Y| | XTYz] |27z
ly] [2] [112] [y2] [22] [xy?] [wy2] [22?] 3] [l.yS] [:xyzz] [T/yZZ] [2723]

W] [v%2] [y2?] [= WY %2 222 [y (2]
Sc¢itani dvou trojuhelniki, které maji stejnou velikost, funguje po slozkach. Tecky
znaci nuly.

3 3
- =1 2 2 2 2 1 2
1 1 1 1 -3 - - =3 -2 1 1-=2
Abychom mohli trojihelniky mezi sebou nasobit, uvédomime si nejdiive, jak se
nasobi trojuhelnikem obsahujicim jen jeden nenulovy ¢len. Cely trojihelnik zakore-

nime na pozici tohoto ¢lenu a pronasobime jeho velikosti:
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1 () |

. .1 .9
(. 2)'<42536>:2' 93 = L 46
456 . 810 12

Na obecné dva trojuhelniky pak aplikujeme zakladni roznasobovéani:

' 1y 1 .o - .9
(3.-2->.(32)_2 c32 | T 1 )T 364
392 . . 96 - -

CvicCeni. Zapiste v trojihelnikovém tvaru:
23 4 y? 4 23,
(@ +y+2)°
(x+y+2) (@ +y* +27),
(z +y+2)(zy +yz + 23),
(@ +y)(y +2)(z + 2),
chc(x +y- ’Z)27
chcx(l‘ + y)([E + Z)?
Deye (22 +y + 2)%,

3
* > Bz +y)

Nerovnosti v CDN

Poznamka. Vétsina nasledujicich nerovnosti opravdu plati pouze pro nezdporna
x,Y, 2, na coz je potfeba myslet.

Véta. (vazend AG nerovnost) Maéme nékolik kladnych Cisel v trojithelniku a v misté
jejich vazeného pruméru, jehoz vahy jsou ona ¢isla, mame zaporné jejich soucet (viz
ptiklady). Pak hodnota polynomu, ktery tento trojihelnik pfedstavuje, je nezaporna.

1

'72 ’ - e ? .
| 3

2-3 - 1 1 - . 1

Véta. (sudé mocniny) Dalsi sikovnou, trividlné platnou, nerovnosti je nerovnost
(x —y)?® > 0. Pron = 1 an = 2 vypadd nasledovné: (1,—2,1), (1,—4,6,—4,1).
Prvni jiz mame pomoci AG dokazanou, oproti tomu ta druha pomoci jednoduchého
s¢itani AG dokazat nelze.
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Vé&ta. (Muirheadova nerovnost) Mame dva symetrické! Sestitihelniky. Jeden tvori
jednicky, druhy minus jedni¢ky a oba maji stejné tézisté (viz prvni dva obrazce).
Pritom Sestitihelnik z minus jednicek je uvnitf konvexniho obalu Sestitihelnika z jed-
nicek. Sestitihelnik miiZe zdegenerovat do trojihelnika dvojek (tieti ukdzka). Pak
hodnota polynomu, ktery tento trojihelnik predstavuje, je nezaporna.

2

11 , -1 - , 1*1 -1 )

1-1 - -1 1 | | R
L L . 2 -1 -1 2
1 1 1-1 1

Véta. (Schurova nerovnost) Maéme tfi stejné velké kosoctverce z jednicek a mi-
nus jednicek, které tvoii symetricky utvar jako na obrazku. Kosoctverce se mohou
prekryvat, v prekrytém misté se jejich hodnoty sectou. Hodnota takto vytvoreného
polynomu je nezaporna.

1 1
-1 -1 1

1-1 - - -1 1 1 - -1 - -1 - 1

-1 1 1-1

1 - -1-1 - 1

VsSechny nerovnosti budeme fesit tim zptisobem, Ze se nejdfive zbavime zlomku
vynasobenim vsSech ¢lenil jejich spoleénym jmenovatelem. Pracujeme s nerovnosti,
takze je potfeba si hlidat, jestli to, ¢im nasobime, je kladné nebo zaporné. Pokud
nerovnost neni homogenni, vyuzijeme podminku a tim ji homogenizujeme. ZapiSeme
vse pomoci CDN a roznasobime. Nasledné prevedeme do tvaru P > 0 a od tohoto
polynomu P od¢itame zndmé nerovnosti, dokud se tim nezbavime vSech zapornych
Clent. AZ se nam to povede, je tloha dokazéana.

Pfiklad. (Nesbittova nerovnost) Pro z,y,z > 0 dokazte:

T Y z
+ +
Yy+z z+x T+Y

3
>,
—2

ISymetrii myslime to, Ze pokud nas trojihelnik na sebe libovolné pieklopime nebo oto¢ime,
rozloZeni ani hodnota ¢isel se nezméni.
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Reseni. Roznasobime celou nerovnost vyrazem 2(y + 2)(z + z)(z + ), abychom se
zbavili zlomki, a dostavame:

2> w(@+y)(r+2) =3 +y)(y+2)(z+2)

Zapiseme v CDN a roznésobime:

)= G

2
2 2 11
> >3 7
.92 . 1 21
cyc
. 11
2 .
2 2 3 3
> )
26 2 - 36 3
2222 -3 3
2
-1 -1
>0
-1 0 -1
2 -1 -1 2

Dostali jsme tedy tvar, ktery potfebujeme. Zbyva najit, jak tuto nerovnost za-
psat jako soucet zndmych nerovnosti. To udéldme postupnym odec¢itanim znamych
nerovnosti. Pokud se takto zbavime vSech zapornych c¢isel, nerovnost jsme nutné
zapsali jako soucet platnych nerovnosti, jinymi slovy plati. MtZeme rovnou fict, ze
tato nerovnost je pfimo specidlnim pfipadem Muirheadovy nerovnosti, ale ukazeme
si, jak ji dokdzat pomoci AG. Vyuzijeme nésledujici AG k eliminaci jedné minus
jednicky:

1~—1§

Tento trojahelnik symetricky se¢teme. Tim jsme se zbavili vSech Sesti minus jednicek,
takZe jsme zapsali nalezeny polynom jako soucet nezapornych polynomt, tedy i tento
polynom musi byt nezaporny. O

Cviéeni. Dokazte o nésledujicich polynomech, Ze jsou nezéporné:

4 4 E

-1 o2l 34 1.1.1
—6 —2 -2 —6 , L , o
9 6 e 4 34- —112221—1
4 2-2-2 2 4 3 -4 3 CTN .
4-1-6-1 4 - St S
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Ulohy
Poznamka. Ve vSech tlohach predpokladdme z,y, z > 0. Zaroven budeme uvazo-
vat pouze takova x,y, z, Ze jsou vSechny vyrazy dobie definované.

Dokazte nasledujici nerovnosti.

Uloha 1. (v+y—2)(y+z—2)(z+x—1y) <y
Uloha 2. z—z+%+i—22x+y+z.

T z Zx 3(xy+yz+zx)
Uloha 3. Fyy yﬂz ztzx < T 2(ztytz)
B z? 2 2?2 zty+z
Uloha 4. y+z—|—z7im+y+m > TEEE,
Uloha 5. (Cesko-slovensko-polské stietnuti) 7 fzz + 2 j’zw + = szy > 1.
Uloha 6. 8(z® + 3 + 23)2 > 9(22 + y2)(y? + 22) (2% + 7y).

‘,];2_'_ 2
Uloha 7. Deye - = 2(z+y+2).
.. 222
Uloha 8. . *==>0.
Uloha 9. (z+2y+2)(x+y+2)2>4(z+y)(y+2)(z +2).
Uloha 10. wy+i+5>r+y+L
z T 1
UIOha 11. 2$}:y+z + 2yigzc+:c + 2z+z+y < Z(x +y+ Z)
Uloha 12. Pro z +y + z = 1 dokazte 2% + 3> + 2% + 62yz > i.
> 7
Uloha 13. (IMO 1984/1) Pro z+y+z = 1 dokaizte 0 < zy+yz+ 22 —2ryz < 5-.
Uloha 14. (Iran 1996) (zy + yz + zx) ((gc-‘:y)2 + (y_&z)Q + (Z_:x)2) > 2.
Uloha 15. Prox+y+z:3dokaite%+%+57122,/%.
Uloha 16. (IMO 2002/2) Proayz = 1 dokazte (z—1+3)(y—1+1)(2—1+3) < 1.
Uloha 17. (IMO 2005) Pro zyz = 1 dokazte D eye xg,jy_iffzz >0.
Uloha 18. (IMO 1995) Pro zyz = 1 dokazte D eye m >3
Uloha 19. Pro %—i—%—!—é:x—i—y—l—zdokaite chcmg 3.
. CES
Uloha 20. (SKMO Kvalifikace 2024/25) 3. rayimras? 2 5
1 1

Uloha 21. chc e ey < chc =
Uloha 22. Y <1,

cyc zytyitzr —
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. 8 8 8
Uloha 23. (IMO 1967) 2 +1 41 <2 fude

Uloha 24. Pro zyz = 1 dokazte H% + (1+z;“l(1+y) + (1+x)(1iy)(1+2)

7
> I

6_3 6.3 6,3 3 3 3
Uloha 25. @2tya el > oidydz ddoye

22y222
— 5 VEYZ 3v3
Uloha 26. Pro x +y + z = 1 dokazte CF TG < ==

Uloha 27. Pro zyz = 1 dokagte Y (z* +4° +2) > Y 24yt 43

z

Uloha 28. (chc x4) (chc ;L’y?’) > (chc x?’y) (chc :172y2).

Uloha 29. Pro 2?2+ y? + 22 =1 dokazte z + zz +y < 2.

SOS

Pfiklad 30. (nerovnost Vasileho Cirtoajeho) Pro kladné a, b, ¢ dokazte
(a® +b% + 2)? > 3(a®b + bPc + Pa).

Reseni. Tahle nerovnost je velmi zraddni. Na prvni pohled ptisobi nevinné, ma
stupen 4, jen t¥i proménné a je homogenni. Po zapsani do CDN vypada nasledovné:

1
-3 .
2 -2
... _3
1-3 2 - 1
Hned je vidét v ¢em je problém, zaporné trojky jsou hrozné blizko kraje a v rozich
mame jen jednicky. To pomoci nasich kanéni nepadne. A jak tedy vypada feseni?
Polynom pfepiseme do tvaru

1
3 Z(a2 —b? — ab + 2bc — ca)?,

cyc

¢imz je nerovnost dokézana.

Jak na tohle nékdo pfisel? To vam nepovim, ale co si z pfikladu odnést je, Ze
cyklické nerovnosti se casto daji dokazat kouzelnym prepsanim do souctu Ctvercu.
Zaroven to je zpusob jak vymyslet netrivialni nerovnosti — vzit si néjaky nahodny
polynom, umocnit ho na druhou a cyklicky secist.

Uloha 31. Vymysli si vlastni tlohu, kterou nedokéazes vyiesit jednoduchym AG

a Schurem.
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Protoze prevod do obecnych souctl ¢tverci je tézky, budeme si muset vystacit
s néjakym jednodussim tvarem. Ten tvar bude

S =S.(b—1c)®+ Sy(c — a)? + Se(a —b)?,

je znam pod nazvem ,Sum Of Squares“ a zkratkou SOS. Jesté budeme pro vétsi
prehlednost chtit, aby se vyrazy S,, Sy, S¢ liSily pouze cyklickou zdménou promén-
nych. Pfevod do takového tvaru neni slozity, v trojuhelnicku stac¢i odcitat cyklicky
(1,—2,1) a zapisovat si, kde jsme je odecetli.?

Priklad 32. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost
2(a® + %+ c*)? > 3(a*(b+¢) + b3 (c+a) + A(a +b)).
Reseni. Nerovnost zapiseme v CDN jako

2

-3 -3

4 . 4 :
-3 . . -3
2 -3 4-3 2

coZ nésledné rozepiéeme jako soucet cyklickych (1,—2,1):
-1 —1

ﬁ\ AN /CK

1 -2 -1 2 -1 - 1. 1 —9

5702,
;< e

ale v8echny tyto ¢leny jsou kladné, tedy jsme dokazali nerovnost.

Tim dostavame rozklad na

Miize se stat, ze ndm nevyjdou vSechny cleny pfimo kladné. Pak ale stile nemu-
sime zoufat, mize ndm pomoci nasledujici tvrzeni.
Véta. Méjme S = S,(b—c)? + Sp(c — a)? + S.(a — b)2. Pokud je splnéna néjaka
z nasledujicich podminek, tak je S > 0.

(1) (Vyvazime dvojndsobek) S, Se, S + 25y a S. + 25 jsou nezaporné.

(2) (Prostiedni prevdzi) Sy, Sq + Sy a Sp + S¢ jsou nezaporné, kde b je median

a, b, c.
(3) (Dwa proti jednomu) Sy, S. a b2S, + a%S,, jsou nezdporné, kde b je medidn
a, b, c.

(4) (Cyklické soucty) Sq + Sy + Se a SqSy + SpSe + S.S, jsou nezaporné.

2Dokonce kazdy cyklicky polynom se sou¢tem koeficientt rovnym 0 lze v SOS néjak zapsat.
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Dikaz. Pro ditkazy se hodi postupné tato pozorovani

(1) 2(a—b)?+2(b—c)®—(a—c))=(a+c—2b)2>0

(2) (b—c)b—a)<0= (a—c)?>>(a—b)?+ (b—c)?

(3) >0 = (a—c)?> 5 (b—c)

(4) BUNO S,+5S; > 0. Diskriminant polynomu kde z = b—cat = a—b. O
Piiklad 33. (Schurova nerovnost) Zatim jsme si ukazovali Schurovu nerovnost jen

v jejim trojuhelnikovém tvaru, standardné ale vypadéa takto

a'(a—b)(a—c)+b'(b—a)(b—c)+c(c—a)(c—b)>0

Reseni. Nejdfive si vyzkousime naseho znamého Schura pro t = 1:
1
-1 -1
-1 3 -1
1 -1-1 1
Kvili zachovani symetrie si ode¢teme 3 > eye(btc) (b—c)?. Zbude ném Sestitihelnicek,
ktery zapiSeme jako % D eye —alb — c)?, tedy celkové méme

Sazl( ;&1>’ Sb:%(—lll)’ Sc:i( 121)

Protoze je nerovnost symetrické, tak BUNO a > b > ¢, pak je S, > 0, zaroven
1 2 1 .
S sc:,( )>o, S, Sa:f( )>o.
b+ . . )2 b+ s\. 2)°

Tedy z tvrzeni Prostredni prevdzi Schurova nerovnost pro t = 1 plati.
Pro obecny diikaz se podivame se na ¢len (a —b)(a — ¢) a zapiSeme ho jako soucet
néjakych vyrazt (1, —2,1). Dostaneme identitu

(0= D)) = 5((a—cf + (a7~ (b—0)).

V CDN to vypada nasledovneé:
1 1 1 1 :
-1 -1 =3 -2 - + - =2 + C .
.1 . 1 . . | -1 2 -1
Tedy vyraz ze zadani mizeme piepsat jako

S0 e —at) (b o

cyc
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Tedy znovu pomoci Prostredni prevdZi nerovnost plati.

Poznamka. Tvar SOS neni jednoznacny, takze i kdyz se ndm povede polynom
néjak zapsat, ale ne dokazat nerovnost, mizeme se jej pokusit zapsat v jiném SOS
tvaru, ktery by se s tlohou zvladl lépe poprat.

Dalsi dlohy

Ve vsech nésledujicich tlohach predpokladame a,b,c > 0.

Uloha 34. Dokaite, Ze
2(a8 + 1% + %) +16(ab® 4+ 033 + 3a®) > 9a* (b? + ) +9b* (¢? + a®) 4 9t (a® + b?).

Uloha 35. a® + 2b° + 8b%a? > Tb*a + 2ab(a + b).

Uloha 36. Dokazte o nasledujicich polynomech, 7e jsou nezidporné:

1 : 1
-1 -1 1 1 - =1
1 -4 1 1 -10 1 - =8 2
1 3 3 1 ? 1 6 6 1 ’ 2 6 6
-1 -4 3 -4 -1 1-10 6 —10 1 -1 -8 6 -8 -
1-1 1 1-1 1 : 1 1 1 1 . r - - 2-1 1

Uloha 37. Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojihelnika, dokazte
a®(b—c) + b*(c — a) + (a — b) + 2(a®b® + b*c® + c*a®) > 2abc(a + b + c).

2+b2+ 2 8 b
Uloha 38. &9 + g eray = 2

Uloha 39. (ath)® ~ ¢

cyc c24ab =

Uloha 40. Pro a+ b+ ¢ = 1 dokazte ﬁ + a2+lj12+02 > ab+})g+ca.

a2 b2 & 3, a®4b°4c°
Uloha 41. b+c+m+a+bz§'a2+bz+c2~

b 5
Uloha 42.  5eripiray + Xoye 5ie 2 3-

Uloha 43. 8a%b%c2 > (a+b)(b+c)(c+a)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—D).

3 3 3
Uloha 44. «fbhte 4 D eye ‘Z(QTCCQ) > 4.

Uloha 45. Y 22%ibe > 9

cyc 0242 = 2°

. ve 1,1, 1 25
Uloha 46. Pro a+ b+ ¢ = 1 dokazte sttt 1T 48abc

Uloha 47. a(a —b)(a — 2b) + b(b — ¢)(b — 2¢) + ¢(c — a)(c — 2a) > 0.

Uloha 48. Pro a + b+ ¢ = 3 dokaite % + l;% eri > 0.
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Uloha 49.
1 -2 1
-2 2 2 =2 >0
1 2-6 2 1
-2 2 2 =2
1 -2 1
Navody

10. Pridej tfeti proménnou a homogenizuj pomoci z = 1.

12. Nahrad podminkou jedni¢ku na pravé strané. Roznasob a nelekni se, Ze nesedi
soucet koeficientu.

15. Nahrad 1= %, umocni na druhou a bij.
Ytz

16. Homogenizuj pomoci (xyz)% = 1. Pokud se désis necelych exponentti, substi-
tuuj 2% =a, > =b, 23 =c.

18. Homogenizuj pomoci (xyz)% = 1. Substituuj tfeti mocniny. Kdopak by se 24.
stupné bal.

19. Zbav se zlomki, stupné stran se lisi o 2. Vyuzij podminku ve tvaru zy + yz +
Zr = xzyz + ;vyzz + xyzz.

24. Homogenizuj pomoci (xyz)% = 1, substituuj tfeti mocniny.

26. Umocni na druhou, pak homogenizuj.

29. Zafid, aby na jedné strané byl stupeni dva a na druhé jedna, pak umocni.

34. chc(b4 + ct + 2b3¢ + 2¢3b — 6b%c?) (b — )%

35. (a® — 3ab® + 2b)(a — b)2.

37. > yeala+c—b)(b— )%

38. Y .(bPcHc?b—abe)(b—c)*.

39. >, (B3 + A3b+3b%c? — ab?c — ac?b + a?be) (b — ¢)2.

40. Y .(a® +ab® + ac® — 2abe)(b — ¢)?.

41. 3 (b* + ct 4 bc® 4 b’ 4 a’b + a’c — 2b%ac — 2cab) (b — ¢)?.

42. 3 (3b* + 3¢ +2b%c + 2¢%b — 3b*c? + a®b + a®c — bPac — Pab — a®be) (b — ¢)?.
43. Y (BPc+ b+ 202 — a?be) (b — ).

44. chc(b5a2 +cPa? +a®b? 4+ a®c? + bab*c? + bactb? — a?b3c? — a?c3b? — 2atch? —
2a*bc? + 4b?c?a®) (b — ¢)%.

45. 3 (20" +4b3c b2 + 4be® + 2¢* + ab?c + abe® + a®be — 2a%b — 2a%¢) (b — ¢)?.
46. > .. a(3a— b—c)?(b—c)2.
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47. %chc(élb— ¢)(b—c)?. P¥ipad a > b > c je lehky. Pro piipad ¢ > b > a rozeber
v neroznasobené formé podpfipad kdy b > 2a. Pro kouzelné feseni polynom vynasob
polynomem >__ (b — c)%.

48. Néco odecti. Nepfipomina to trochu predchozi priklad?

cyc

49. Soucet kazdého tadku je 0, takze pokud tloha plati, tak je polynom délitelny
(b —¢)2. A co symetrie? Uz vi§, co za polynom Sestého stupné se v zadani skryva?
:-) Alternativné v SOS S, = b%c? — abc? — ach?® + a®be, spocti cyklické soudty.
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Ramseyovky

JoHANA KUBATOVA

ABSTRAKT. Pravidelné struktury se v matematice skryvaji véude. I kdyz si vezmeme
nahodné vytvorené objekty, tak casto staci, aby byly dost velké, a mame zajisténou
urcitou pravidelnost. V teorii grafi se timto zabyva pfevazné Ramseyova teorie, jejiz

Véta. (Dirichlettv princip) Pro pfirozend n, k méjme nk + 1 mic¢ku obarvenych k
barvami. Pak musi existovat n + 1 micki stejné barvy.

Priklad. (Motivace) Meé&jme skupinu 6 lidi, kde se kazdi dva lidé navzdjem bud
znaji, nebo neznaji. Ukazte, Ze existuje trojice, ve které se kazdi dva znaji, nebo
kazdi dva neznaji.

Véta. (Ramseyova véta — dvojbarevnd) Pro kazd4 pfirozena n, m existuje N ta-
kové, ze kdyz obarvime hrany uplného grafu na N vrcholech ¢ervenou a modrou,
tak vzdy nalezneme cCerveny uplny podgraf velikosti n nebo modry tplny podgraf
velikosti m.

Definice. Nejmensi takovéto ¢éislo N z pfedchéazejici véty se znaci R(m,n).
Tvrzeni. Plati nerovnost R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1).
Poznamka. Podle motivaéni ilohy je R(3,3) < 6. Ukazte, ze skutecné R(3,3) = 6.

Véta. (Ramseyova véta — vicebarevnd) Pro kazdd pFirozend ny, ... ,ny existuje N
takové, ze kdyz obarvime hrany tplného grafu na N vrcholech k barvami, tak pro
néjaké 1 < i < k nalezneme tplny podgraf na n; vrcholech, jehoz hrany maji vSechny
i-tou barvu.

Definice. Nejmensi takovéto ¢islo N z predchazejici véty se znadi R(ny,...,nk).
Tvrzeni. Plati nerovnost R(nq,...,n;) < R(n1,...,ng—2, R(ng_1,nk)).

Podobna tvrzeni se daji zformulovat i pro nekonec¢né grafy. My se podivame pouze
na nekonecno ,stejné velké“ jako mnozina pfirozenych ¢isel. Vysledky jde zobecniovat
i déle, ale na to uz jsou potieba netriviadlni znalosti z teorie mnozin.

Véta. (Ramseyova véta — nekone¢nd) Méjme nekoneény graf, kde vrcholy tvoii
mnozina prirozenych ¢isel a hrany vSechny dvojice prirozenych ¢isel. Kdyz hrany
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tohoto grafu libovolné obarvime kone¢nym poctem barev, tak vzdy bude existovat
nekonec¢ny jednobarevny uplny podgraf.

Poznamka. Platnost nekoneéné verze Ramseyovy véty implikuje platnost kone¢né
verze.

Klasicka definice grafu nam poméaha ukazovat vztahy mezi dvojicemi objekt. Co
kdybychom se ale rozhodli zkoumat vlastnosti trojic, ¢tveric, atd.? K tomu bychom
museli klasickou definici grafu rozsifit na strukturu, které se rfika hypergraf. Jed-
noduse feceno, za hrany lze povazovat néjakou p-tici vrchold a ne jenom dvojice.
Formalni definici si uvadét nebudeme, ale vyznam by mél byt jasny z nasledujici
vety.

Véta. (Ramseyova véta — pro p-tice) Pro kazdd pfirozend n, p, k existuje pfirozené
N takové, aby platilo nasledujici. V tiplném grafu na N vrcholech piifadime kazdé
p-tici vrcholi jednu z k barev, potom vzdy existuje uplny podgraf o n vrcholech,
kde kazda p-tice z danych n vrcholii ma stejnou barvu.

Poznamka. Stejné véta plati i pro nekonecné grafy, ostatné z ni se éasto koneéné
véta i vyvozuje.

Perlicky na pfirozenych cislech

Véta. (Van der Waerdenova) Pro libovolnd pfirozend ¢isla d, k existuje pfirozené
N takové, ze kdyz jakkoli obarvime c¢isla 1,... N k barvami, tak vzdy najdeme
jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky d.

Definice. Nejmensi takovéto ¢éislo N z predchézejici véty se znaci W (d, k).
Tvrzeni. W(3,2) <5-(2-2° +1).
Tvrzeni. W(3,3)<7-(2-37+1)- (2 3723741 4 1).

Dtikaz vyse uvedenych tvrzeni vyuziva toho, Zze najdeme dostatek jednobarevnych
(ale navzajem rtizné barevnych) aritmetickych posloupnosti délky 2 mificich do stej-
ného mista. Tim zajistime, Ze ¢islo na tomto misté uz musi dopliiovat jednu z téchto
posloupnosti na jednobarevnou posloupnost délky 3. Stejnou myslenkou ve spojeni
s dvojnasobnou indukci podle délky posloupnosti a poc¢tu barev 1ze dokézat Van der
Waerdenovu vétu i v obecném piipadé. Pro formalni dikaz se hodi uvazovat jedno
zanofen{ indukce navic. Konkrétné pokud bychom chtéli dokdzat koneénost W (d, k),
tak dokazovat, Ze pro vSechna prirozend i < k existuje N takové, Ze libovolné obar-
veni mnoziny {1,..., N} obsahuje jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky
d nebo ¢ rtizné barevnych jednobarevnych aritmetickych posloupnosti délky d — 1
mificich do stejného mista.

Véta. (Schurova véta) Pro kazdé obarveni pfirozenych ¢&isel dvéma (resp. konecéné
mnoha) barvami existuji z,y, z € N majici stejnou barvu a spliujici x +y = z.
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A jsou tu i n&jaké priklady!

Uloha 1. (Erdés-Szekeres) V posloupnosti (n —1)(m — 1) + 1 rznych piirozenych
¢isel vzdy existuje klesajici podposloupnost délky n nebo rostouci délky m.

Uloha 2. Kazdy bod v roviné je obarven bud modie, nebo ¢ervené. Ukaz, ze
existuje obdélnik s vrcholy stejné barvy.

Uloha 3. Doka#, ze dokonce W (3,2) = 9.

Uloha 4. Dokaz, 7e R(k,l) < R(k—1,1)+R(k,l—1), pokud jsou obé ¢isla R(k—1,1)
a R(k,l — 1) suda.

Uloha 5. Dokaz, Ze existuje nekoneéni mnozina piirozenjch &isel H takova, ze
pro kazda dveé rtzna ¢isla x,y € H ma ¢islo x +y sudy pocet riiznych provociselnych
delitela. (Staré PraSe — mySmas)
Uloha 6. Dokaz, Ze existuje mnozina H z piedchoziho piikladu, kterd obsahuje
dokonce po dvou nesoudélnéa ¢isla.

Uloha 7. (Happy ending problem) Dokaz, Ze pro kazdé n € N existuje N € N
takové, ze kazda mnozina N bodt v obecné poloze v roviné obsahuje n bodt v kon-
vexni poloze (tj. vrcholy konvexniho n-tihelnika).

Uloha 8. V tiplném grafu o 17 vrcholech je kazd4 hrana obarvena modfe, ¢ervend,
nebo zelené. Dokaz, ze v grafu existuje jednobarevny trojihelnik. (IMO 1964)

Uloha 9. (Modularni Velkd Fermatova véta) Ukaz, ze pro kazdé piirozené n exis-
tuje po takové, ze pro vSechna prvocisla p > pg ma kongruence

n

2" +y" =2" (mod p)

feSeni pro néjaka z, y, z € N, kde zyz # 0 (mod p).

Uloha 10. Existuje funkce f : N> — N takové, Ze pro libovolnou nekoneénou
podmnozinu M pfirozenych ¢isel plati {f(a,b);a,b € M} = N?

Uloha 11. (t8z81) Obarvéme &isla {1,...,1978} libovolné Sesti barvami. Dokaz, Ze
existuji tfi stejnobarevna ¢isla z, y, z spliujici « + y = 2. (IMO 1978)
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Navody

1. Uvazujte dvojice cisel fikajici, jaké nejdelsi klesajici a rostouci podposloupnosti
na konkrétnich ¢islech v posloupnosti kon¢i.

2. Vezméte si miizku bodi s celoc¢iselnymi soufadnicemi a podivejte se na svislé
trojice boda.

5. Aplikuj Ramseyovky tfeba na mnoZinu ¢isel davajici po déleni 3 zbytek 1.

7. Nejdiiv vySetii pripad pro n = 4.

8. Ke spocetni R(3,3,3) pouzij fakt, ze R(3,3) = 6.

9. Pomoci primitivniho prvku pro p si vSechna ¢isla v Z;, napis jako mocninu tohoto
prvku a nasledné je obarvi podle velikosti exponentu modulo 7.

10. Neexistuje. Dokonce neexistuje, i kdybychom dvojice pfirozenych cisel ,barvili“
pouze 4 barvami misto vSech pfirozenych cisel.

Literatura a zdroje
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Uhleni

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zékladni metody feSeni geometrickych uloh. Uvadi
jejich orientované verze, které nam umoznuji vyhnout se rozebirani riznych konfiguraci
bodu v feseni. Dale obsahuje tulohy vhodné k procviceni této techniky.
Véta. (Charakterizace tétivovych ¢tyftahelniktl) Necht ABCD je konvexni Ctyf-
thelnik. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ABCD je tétivovy (méd kruznici opsanou),
(ii) |<ACB| = |<ADB| (shodnost obvodovych thli),
(iii) |<ABC|+ |<ADC| = 180°.
Véta. (O stfedovém a obvodovém tihlu) Necht body A, B lezi na kruZnici se stie-
dem S a bod C na kratsim oblouku AB. Pak

2|<tACB| = |[<ASB|.

Piiklad. (Lemma o dvou kruznicich) Jsou dany kruZmice k, I, které se protinaji
v bodech A, B. Na kruznici k zvolme bod X a sestrojme Y jako prisecik pfimky
X B s kruznici [. Ukazte, Ze nezavisle na volbé bodu X ma trojuhelnik AXY vzdy
stejné vnitini uhly.

Véta. (O tsekovém thlu) Necht ABC je trojihelnik vepsany do kruzmice k a p
piimka prochazejici bodem A. Na piimce p zvolme bod X tak, aby lezel v poloroviné
opacné k ABC. Pak plati, Ze p je te¢na kruznice k, pravé kdyz |<X AB| = |[<ACB].
Definice. Obloukovy thel |[<<AB| dvou bodt A, B lezicich na kruznici k je roven
|<<AX B] pro libovolny bod X lezici na opa¢ném oblouku 1@

Priklad. Necht je ABCD obdélnik a P bod na jeho opsané kruznici rtizny od jeho
vrcholti. Necht W, X, Y a Z jsou kolmé projekce bodu P na strany AB, BC, CD

a DA. Ukaite, ze jeden z bodu W, X, Y a Z je ortocentrum trojuhelnika tvofeného
zbylymi body.
Véta. (O obloukovych tihlech) Necht k je kruznice, A, B,C, D libovolné body na
ni a X prisecik AD a BC. Pokud
(i) X lezi uvnitf kruznice k, pak |[<AXB| = |[<AB| + |<CD|,
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(ii) X lezi na polopfimce DA mimo kruznici k, pak |[<AX B| = |<CD| — |<AB|,
(iii) X lezi na polopiimce AD mimo kruznici k, pak |<AX B| = |[<AB| — |<CD|.

Definice. Orientovanym ihlem <(p, q) dvou pfimek p, ¢ (v tomto potfadi) nazveme
thel, o ktery je tieba otocit p v kladném sméru (proti sméru hodinovych ruciéek),
aby otocend p byla rovnobézna s q. Tento tihel je jednoznacény az na nasobek 180°.

Lemma. (Zékladni vlastnosti orientovanych uhld) Pro pfimky p a q plati

p) =

(i) q) = *<i(q D),

i) <(p,q) +<(g,7) = <(p,7),

iv) <t(p,q) = <(p,q) + k - 180°, kde k je celé ¢islo,

(v) jsou-li A, B, S tii body nelezici v pfimce, pak A, B leZi na jedné kruZnici se
stredem S, pravé kdyz <((AS, AB) = <(BA, BS).

<(p,
<i(p,
(

Lemma. V trojihelniku ANABC plati
<(CA, AB) + <(AB, BC) + <(BC,CA) = 0.

Véta. (O obvodovém a stfedovém whlu pro orientované thly) Necht body A, B,
C, D lezi na jedné kruznici se stfedem S pak

(i) <(AC,CB) =<(AD,DB,).

(i) 2-<(AC,CB) = «(AS, SB).
Véta. (O tsekovém thlu pro orientované thly) Piimka BX je teéna ke kruZnici
opsané trojuhelniku ABC' pravé tehdy, kdyz <(AC,CB) = <(AB, BX).
Véta. (O tétivovych étyfthelnicich) V roviné jsou dany ¢tyfi rizné body A, B, C,
D. Tyto body lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati

<(AC,AD) = «(CB,BD).

Priklad. (Folklor) Jsou ddny kruZnice k1, ko, k3, k4 tak, Ze k; a k;y1 a protinaji
v bodech A; a B; (ks = k1). Ukazte, Zze pokud je Ay, Ay, Az, Ay lezi na jedné
kruznici, pak i By, Ba, Bs, By lezi na jedné kruznici.

Definice. Obloukovy orientovany thel \<L@| oblouku E kruznice k je roven
<(AX, BX) pro libovolny bod X lezici na oblouku BA.

Véta. (O orientovanych obloukovych tthlech) Necht ABCD je tétivovy ¢tyfihelnik
a X prissecik piimek AD a BC. Pak <(AX, XB) = |<AB| + |<DC).

Uloha 1. Piimky p, ¢ se protinaji v bodé S. Déle jsou dany body A, B takové, ze
<(p, SA) = <(SB, q). Paty kolmic z bodt A, B na pfimku p oznaéme postupné A,
B, a obdobné paty kolmic na pfimku ¢ jako A,, B,. Dokazte, ze body A,, A,, By,
B, lezi na jedné kruznici.
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Uloha 2. (Miquelova véta) Je dan trojuhelnik ABC. Na ptimkach BC, CA, AB
lezi postupné body X, Y, Z. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AY Z, X BZ
a XY C prochézi jednim bodem.

Uloha 3. (Lemma o spiralni podobnosti) Kruznice k; a ks se protinaji v bodech
X a Y. Pfimka prochézejici X protind k1 a ke podruhé v A a B. Druhd pfimka
prochézejici X protind k; a ko podruhé v C a D. Ukazte, Ze jsou si trojuhelniky
AY C, BY D podobné.

Uloha 4. Je dan rovnoramenny trojthelnik SAC se zdkladnou AC. Na pfimkach
SA, SC lezi postupné body X, Z takové, ze primka X Z je rovnobézna s pfimkou
AC'. Bud O stfed kruznice opsané trojuhelniku AZS. Ukazte, Zze piimky XC a SO
jsou na sebe kolmé.

Uloha 5. (Svréktv bod)  V trojuhelniku ABC oznaéme S druhy prisecik osy vniti-
niho @hlu u vrcholu A s kruznici opsanou ABC. Dale ozna¢me S’ druhy prisecik
osy vnéjsiho thlu u vrcholu A s kruznici opsanou. Nakonec ozna¢me stiedy kruznic
pripsanych ke strandm BC, C A, AB postupné I, I, I. a stfed kruznice vepsané I.
Dokazte

(i) [SB| =[SC| = [S1| = [S1a],

(i) |S'B[ = [5'C| = [5"1c| = [5"Ty].

Uloha 6. Bud H priise¢ik vysek trojuhelniku ABC a H' obraz H v osové soumér-
nosti podle pfimky AB. Dokazte, ze H' lezi na kruznici opsané ABC.

Uloha 7. Skrz priise¢ik vysek H trojihelniku ABC vedeme pifimku p. Oznaéme
Da, Pp 0sové obrazy piimky p podle piimek BC, C'A. Dokazte, Ze se primky p,, pp
protinaji na kruznici opsané.

Uloha 8. (Simsonova pfimka) Bud P bod na kruznici opsané trojihelnika ABC.
Dokazte, ze paty kolmic z P na strany trojihelnika (3 body) lezi v jedné piimce.

Piimka z pfedchozi Glohy se nazyva Simsonova primka trojuhelniku ABC vzhle-
dem k bodu P.

Uloha 9. Jsou dany body A, B, C, P na jedné kruznici. Kruznice k se dotyka
pfimky PA v bodé A a prochézi bodem B. Druhy prusecik této kruznice s pfimkou
AC ozna¢me X . Dokazte, ze piimka BX je kolmé na Simsonovu primku trojuhelniku
ABC vzhledem k bodu P.

Uloha 10. Je déan ostrotihly trojuhelnik ABC. Nechf jsou D, E, F paty vysek
z vrcholi A, B, C. Jeden z pruseciki EF' s kruznici opsanou trojuhelniku ABC
ozna¢me P. Prusecik pfimek BP a DF oznacme Q. Ukazte, ze AP = AQ.

(IMO Shortlist 2010)

Uloha 11. Na stranéch trojihelnika ABC lezi postupné body P, Q, R. Necht k4,

kp a k¢ jsou kruznice opsané trojihelnikim AQR, BRP, CPQ. Jsou-li X, Y a Z

druhé priseciky AP s k4, kp a kg, pak ukazte, Ze % = gg. (USAMO 2013)
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Uloha 12. Nechf M N je piimka rovnobézna se stranou BC' trojthelniku ABC tak,
7e M € AB a N € AC. Primky BN a C'M se protinaji v P. KruZnice opsané troju-
helnikiim BM P a CNP se podruhé protinaji v Q. Ukazte, ze |[<BAQ| = |[<CAP].

(Balkan 2009)

Uloha 13. Kruznice ki a ko se protinaji v bodech P a Q. Necht AC a BD jsou
takové tétivy kruznic k1 a ko, Ze pfimky AB a CD se protinaji v P. Piimky BD
a AC se protinaji v X. Y je bod na k; takovy, ze PY || BD. Z je bod na ko takovy,
7e PZ || AC. Ukazte, ze body @, X, Y, Z lezi na jedné pFimce. (USA TST 2007)
Uloha 14. Je dan trojthelnik ABC s kruznici opsanou k. Necht [ je libovolna
piimka v roviné a l4, Ip, lc obrazy [ podle tse¢ek BC, CA, AB. Necht A’B'C’ je
trojuhelnik uréeny primkami l4, Ig, lc.
(i) Ukazte, ze st¥ed kruznice vepsané trojuhelniku A’B’'C’ lezi na k.
(Irdn 1995)
(ii) Predpokladejme, Ze [ je te¢na k. Ukazte, ze kruznice opsana A’ B'C’ se dotyka
kruznice k. (IMO 2011/6)
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Navody

-

Najdi tétivové ctyrtuhelniky.
Najdi obvodové thly a vyuzij soucet hl v trojihelniku.
Vyuzij velikost vedlejsiho tthlu v tétivovym ctyituhelniku.

Pouzij stiedové a obvodové thly.

AN o

(i) Osy uhla jsou na sebe kolmé.

(ii) Vyuzij obvodové thly.

6. Vyuhli.

7. Pouzij obloukové thly.

8. Vyuzij velikost vedlejsich ahlt v tétivovych ¢tyfuhelnicich.
9. Pouzij vétu o tsekovych thlech.

10. Ukaz, ze APFQ je tétivovy ¢tyithelnik.

11. Pouzij lemma o spiralni podobnosti.

12. Najdi tétivové ¢tyfuhelniky a pouzij spiralni podobnost.
13. Ukaz, ze XQAC je tétivovy ctyruhelnik.

Literatura a zdroje

Prispévek je pouze s drobnymi Gpravami prevzan od Veroniky Hladikové.

[1] Veronika Hladikovéa: Uhleni, Zéasada, 2017.

[2] Martin Tancer: Orientované whly, Prudka, 2002.

[3] Mirek Olsak: Orientované whleni, Domasov, 2012.

[4] Michal 'Kenny’ Rolinek: Angle chasing, Dobréa voda, 2010.

[6] Titu Andreescu a Razvan Gelca: Mathematical Olympiad Challenges, Bir-

kh&user, 2011.

[6] Evan Chan: http://web.evanchen.cc/handouts/Directed-Angles/
Directed-Angles.pdf
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ABSTRAKT. Vezmi si tfi osy uhlu trojuhelnika, protni je a voila! Tento bod jisté znas,
to je super. Na této prednasce ho proto poznas jesté o tolik blize, no neber to!

Tvrzeni. Osy vnitinich thla trojihelnika ABC se protinaji v jednom bodé. Po-
dobné se osy vnéjsich thlii pii dvou vrcholech a osa vnitiniho tthlu tfetiho protinaji
v jednom bodeé.

Prisecik os vnitinich hlid budeme znacit I. Prusecik osy vnitiniho thla BAC
a os vnégjsich thlt ABC a AC'B budeme znacit 4. Podobné definujeme Ig a I¢.

Tvrzeni. Bod I je stfed kruznice vepsané trojiuhelniku ABC' a I 4 je stfed kruznice
pripsané strané BC'.

Umluva. Domluvme se, Ze kruznici opsanou trojihelniku XY Z budeme znagit
(XY Z). V této prednasce budou body D, E, F znacit po fadé body dotyku kruznice
vepsané se stranami BC', AC a AB.

Svrci a pripsisté

Stied oblouku BC' neobsahujictho A kruznice (ABC) ozna¢me S4 a nazvéme ho
A-Svrkem, stfed druhého oblouku ozna¢me N4 a nazvéme ho A-Antisvrkem.

Tvrzeni. (Souhrn vlastnosti Svrka) Body B, C, I a I4 lezi na kruZnici s priimérem
114 a stfedem S4. Body B, C, Ig a I¢ leZi na kruznici s priamérem Iglc a stiedem
Ny.

Tvrzeni. (Dualita) Body A, B, C jsou paty vySek v trojuhelniku IxIplc a or-
tocentrum tohoto trojihelnika je I. Kruznice (ABC) je Feuerbachova kruznice
trojuhelniku I Iglc.

Tato véta je extrémné dulezitd, kdyz se bavime o kruznicich pfipsanych. Obéas
na tebe tloha hodi kruznice ptipsané, kdyz analogické tvrzeni o kruznici vepsané by
bylo jednodussi. Obcas je tloha trochu bidak, no.

IKruznice prochézejici stfedy stran a patami vysek.
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Uloha 1. (Shooting lemma) V trojtihelniku ABC uvazme body X, Y na tsecce
BC a druhé priseciky piimek S4 X a SaY s kruznici opsanou ozna¢me Z, T'. Ukazte,
ze X, Y, Z, T lezi na kruznici.

Uloha 2. Ukazte, ze plati |AI| - |Al4| = |AB| - |AC|.

Uloha 3. V trojthelniku ABC se stfedem kruznice opsané O uvazme bod K na
kruznici vepsané takovy, ze KD je prumér kruznice vepsané. Dokazte, Ze se pfimky
KNy, DS4 a OI protinaji v jednom bodé.

Uloha 4. V trojihelniku ABC ozna¢me M stfed strany BC. Ukazte, %e piimka
AT se dotyka kruznice (MINy).

Uloha 5. Je dané kruznice Q a jeji tétiva AB. Do jednoho oblouku AB kruznice
Q je vepsana kruznice, ktera se dotyka 2 v bodé K a AB v bodé L. Ukazte, ze KL
je osa uhlu AK B.

Uloha 6. (Bevan point) Oznaéme V obraz I ve stiedové soumérnosti podle stfedu
kruznice opsané. Ukazte, ze V je stfed kruznice opsané trojuheleniku IsIglc.

Poznamka. Ze stejnolehlosti z I plyne, ze kruznice (I4Iplc) je dvakrit vétsi nez
(ABC).

Uloha 7. Je dén trojthelnik ABC s |[<BAC| = 90°. Ozna¢me M a N stiedy
usecek AB a BI. Dokazte, ze pfimka CT je te¢nou kruznice opsané trojuhelniku
BMN. (MO-70-111-2)

V prednésce na preklapéni tecen se ukazalo, ze dotyky vepsané a pripsané kruznice
strany BC' jsou symetrické podle stfedu této strany. To se vyuZije v néasledujici tloze,
méjme to pak na mysli v pristi sekci.

Uloha 8. Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik s AB || CD. Vepsana kruz-
nice trojuhelniku BC'D se dotyké tsecky C'D v bodé E. Bod F lezi na ose <DAC
tak, ze EF | CD. Nechf opsanéd kruznice trojihelniku ACF protind pfimku CD

v bodech C' a G. Dokaite, Ze trojihelnik AF'G je rovnoramenny.
(USAMO 1999/6)

Uloha 9. V rtiznostranném trojihelniku ABC ozna¢me K jeden priisecik osy thlu
BAC s kruznici nad primérem BC a K' jeho protilehly bod na této kruznici. Ukazte,
7e K, K', Sy a N4 le#i na kruznici.

Uloha 10. V tloze vy$e ozna¢me druhy prisecik osy <BAC s danou kruznici L
a analogicky definujme L’. Ukazte, Zze kruznice (K'L'N,4) puli asecku BC.
(MO-71-11-3)

Stejnolehlosti na kruZnici vepsané

Pro tuto sekci ozna¢me X bod dotyku kruznice pfipsané strané BC' s touto stranou.
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Lemma 11. (Diameter of incircle lemma) Ukazte, Ze pfimka AX prochdzi bodem
piimo naproti D na kruznici vepsané. Podobné piimka AD prochazi bodem naproti
X na kruznici pripsané.

Uloha 12. Ozna¢me M stied strany BC. Ukazte, Ze ptimka MI pili tisecku AD.

Uloha 13. V trojthelniku ABC' s ortocentrem H ozna¢me K, L, M po fadé paty
vysek z boda A, B, C. Paty kolmic z bodi A a H na pfimku LM ozna¢me po fadé
|HQ|

P a Q. Konecné, pfimky K P a HQ se protnou v bodé R. Urcete pomér itk

(USA TST 2011/1)
Uloha 14. Ukaizte, ze AX || IM a AD || M14.
Lemma 15. (Midpoint of altitudes lemma) V trojihelniku ABC dokazte, Ze piim-
ky XI a IoD obé puli vysku z A.
Uloha 16. V trojihelniku ABC ozna¢me Y obraz I podle piimky BC a P patu
vysky z A. Dokazte, ze P, Y a I, lezi na pfimce.
Lemma 17. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stred BC'. Ukazte, ze primky AM,
EF a DI prochazi jednim bodem.

Uloha 18. V trojthelniku ABC oznaéme M stied BC. Kolmice na pfimku AM
vedend bodem I protind pfimku EF v bodé L. Ukazte, ze AL || BC.

Uloha 19. V riiznostranném trojthelniku ABC se stfedem kruznice opsané O
oznacme stiedy vysek z A, B, C po fadé K, L, M. Ukazte, ze pfimky KD, LE, M F
a OI prochézi jednim bodem. (Vietnam T'ST 2003/2)

Uloha 20. V trojthelniku ABC uvazme N druhy prisecik piimky DI4 s kruznici
vepsanou. Ukazte, Ze kruznice (BNC') pili tsec¢ku DIy4. (vesmés CAPS 2021/2)

Uloha 21. V trojihelniku ABC uvazme K stfed vysky z A. At N je druhy priisecik
DK s kruznici vepsanou. Ukazte, Ze kruznice (BNC') se dotyka kruznice vepsané.
(Shortlist 2002/G7)

Uloha 22. (t&78{) V trojihelniku ABC uvazme body P a @ rtizné od D na piimce
BC tak, 7e |BP| = |BD| a |CQ| = |CD|. Ukazte, ze jeden z prise¢ika kruznic (CEP)
a (BFQ) lezi na kruZnici vepsané. (MEMO 2025/13)

Iran lemma

Lemma 23.2 V trojihelniku ABC dokazte, Ze se pfimka EF, osa thlu ABC
a stfedni pricka prislusici bodu C protinaji v jednom bodé. Navic tento bod lezi
na Thaletové kruznici nad BC.

Nejlepsi pohled na toto tvrzeni je ,soubéh osy thlu jednoho vrcholu, stfedni
pricky druhého a primky spojujici dotyky kruznice vepsané tietiho“. Kdyz se tak
v tloze objevi dva, automaticky mame tfeti.

2Téz se mu nékdy fika ,Unlikely concurrence®, protoze, lidové fegeno, wtf.
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Uloha 24. V trojihelniku ABC oznaéme M stied strany BC, P patu C na AB
a K bod na ose thlu ABC' takovy, ze KM || AB. Ukazte, ze |KP| = |KC/.

Uloha 25. V trojahelniku ABC osy thlt ABC a ACB protnou pi¥imku EF po
tfadé v bodech X a Y. Ukazte, ze I je stted kruznice vepsané trojihelniku DXY'.

Uloha 26. V trojahelniku ABC ozna¢me M stied tisecky BC. Oznacme P, Q
priseciky osy thlu BAC' s kruznici w se stfedem M prochézejici bodem D. Ukazte,
Ze |[<PMQ| + |<BAC| = 180°. (Slovenské vybérko 2016/16)

Uloha 27. V tloze vyse ukazte, Ze priisecik tecen ke kruznici w v bodech P a Q
leZi na vysce z A.

Uloha 28. Ptedpokladejme, Ze v trojihelniku ABC existuje bod X na piimce EF
tak, ze
|<XBC| = |<«XCB| =45°.

Ukazte, ze pfimka S4D prochdzi bud E, nebo F. (Balkan 2023/1)

Uloha 29. Na kruznici vepsané nerovnorameného trojihelnika ABC' lezi bod Q
tak, ze AQ L @QD. Ukazte, Ze primka AQ prochazi bodem dotyku kruZnice pfipsané
trojuhelniku ABC ke strané BC.

Uloha 30. V tloZe vise oznaéme M stied strany BC a uvazme navic bod P uvniti
trojuhelnika ABC' takovy, ze |MD| = |MP| a |[<PAB| = |<PAC)|. Dokazte, zZe plati
bud |[<PQE| = 90° nebo |<PQF| = 90°.

(USA TST 2015/1)

Uloha 31. (aneb, pro¢ se to jmenuje Iran lemma) V trojihelniku ABC ozna¢me
H ortocentrum trojihelniku BIC. Dale ozna¢me P patu vysky z D na EF a K
stfed tsecky DP. Ukazte, ze K H puli use¢ku EF. (Iran TST 2009/9)

Ndvod. Najdi trojuhelnik, jehoz pripsisté je H tak, Ze K je porad stfed vysky.

Sharky-Devil a big picture

Druhy priise¢ik kruznice (AEF) s kruznici (ABC) ozna¢me pro tuto sekci jako S.
Tomuto bodu iikdme A-Sharky—Devil. Hned z definice® si viimnéme, ze S je stred
spirdlni podobnosti prendsejici FE na BC, tedy, ze SFE ~ SBC. Oznac¢me si navic
dale patu komice z D na FF jako P. Tento bod uz jsme vidéli v predchozi tloze,
trochu vice nyni prozkoumame jeho vlastnosti.

Lemma 32. V trojuhelniku ABC oznac¢me A’ bod pifmo naproti A na kruznici
opsané. Pak S, P, I a A’ lezi na jedné piimce.

Uloha 33. Ukaite, e se piimky AS, BC a kolmice na AI v I protinaji v jednom
bodé.

3Pokud se chces dozvédet vic o spiralce, podivej se na tenhle piispévek fhttps://prase.cz/library /|
[SpiralniPodobnostAKZ /SpiralniPodobnost AKZ.pdf
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Uloha 34. V riiznostranném trojiheleniku ABC osa tthlu BAC protne stranu BC
v bodé K, pfimka AS protne stranu BC v bodé T. Bodem K vedme rovnobézku
s pfimkou ST a jeji prusecik s T'I ozna¢me J. Dokazte, ze AJ | BC.

(Girls in Mathematics Tournament 2024)

Uloha 35. (Bevan point znovu) V riznostranném trojihelniku ABC ozna¢me V
obraz I ve stfedové soumérnosti podle stfedu kruznice opsané. Dokazte, ze SA L AV.

Uloha 36. (lehce poéitaci) Ukazte, Ze zminénd spirdlni podobnost zobrazi P na
D. Odvodte z toho, ze SD je osa thlu BSC, tedy pfimka SD prochézi bodem S4.

Uloha 37. V trojahelniku ABC uvazme prisecik K pifmek N4 S a BC. Ukaite,
7ze K lezi na piimce FF.

Uloha 38. V trojahelniku ABC ozna¢me X, Y po fadé pruseciky piimky EF
s osami thla ABC a BC'A. Ukazte, ze X, Y, S a N4 lezi na kruznici.

Uloha 39. V riiznostranném trojthelniku ABC ukazte, Ze piimka DI je teéna ke
kruznici (DPS). (Cina jihovychod 2023/5)

A jako velké finéle si vyfesime dalsi illohu z amerického vybérka. Hodné zdbavy,
nezlomte pravitka!

Uloha 40. V rtiznostranném trojthelniku ABC ozna¢me G druhy prisecik piimky
AP s (ABC). Ukazte, ze S, P, D a G lezi na kruZnici.

Uloha 41. V tloze vyse dokazte, Zze N, D a G lezi na pifmce.
Uloha 42. V tloze v§$e ozna¢me M stfed strany BC. Ukazte, ze D je stied

kruznice vepsané trojihelnika GSM. (USA TST 2021/2)
Navody

1. Vyuhli to.

2. Najdi podobnost.

3. Piimka OI je pfimka spojujici stfedy néjakych kruznic, ze?

4. Mocnost.

5. Stejnolehlost.

6. Zapoj AntiSvrka a ukaz, ze NgA 1L NAV.

7. Na co navadi stfedy? Odpovéd je bud stied kruznice opsané a nebo stejnolehlost,

tak si vyber :D

8. Zkus tam najit par znamych boda.

9. Jaky bod by to fakt chtélo dokreslit?
10. Vyuhli svrka pomoci pfedchozi ulohy.
11. Stejnolehlost v A.

12. Najdéte vhodnou stejnolehlost pomoci lemmatu 11.
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13.
14.
16.
18.
19.
20.
21.

Ortocentrum? To zni jako dualita. Vyuzij lemmatu 11.
Stejnolehlost nebo stiedni pricky.

Najdi stfedni pricku pomoci Midpoint of altitudes lemmatu.
Najdi ortocentrum v obrazku. Vyuzij lemma 17.

Zase a znova stejnolehlost. Mezi DEF a kterym trojihelnikem?
Jak uchopit stfed? Co pomoci mocnosti?

Vyuzij predchozi tlohu. Pro te¢nost najdi stejnolehlost z kruznice vepsané na

kruznici (BNC). K tomu chces Fict, ze stfed DI, je bod nejniz na (BNC). Pomoci
délek ukaz, 7e je to Svrk.

22.
24.
25.
26.
27.

Dokresli ptipsisté a vyuzij pfedchozi tlohu. Mocnost a thleni.
Najdi Svrka.

Najdi dvé Thaletovky a thli.

Iran lemma dava par rovnobéznosti.

Dokresli si par kruznic z Iran lemmatu a ukaz, ze se dotykaji w. Teény jsou

taky chordaly.

28.
29.
30.
31.
33.
34.
35.

36.
BIC.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

Z Iran lemmatu plyne, ze ABC' je pravouhly.
Jaky je druhy prusecik AQ s kruznici vepsanou?
Kde jesté lezi P? Pak uz to jen vyuhli.

Néco pili vysku, co ndm to asi pfipomina?

Jaké chordala muze byt kolmice na Al v I?
Vyuzij predchozi alohu. Co je J?

Najdi rovnobéznost. Jak vyuzit, ze O je stied VI?

Spoditej |F'P|/|EP| pomoci trosky goniometrie a v8§imni si thli v trojihelniku

Najdi kruznici, co prochazi stfedem EF a vyuhli to.
Vzpomen si na Iran lemma a na pfedchozi ilohu. Mocni.
Co stary dobry shooting lemma?

Dokresli bod naproti A.

Pomoci nalezené kruznice ukaz |<<SGD| = |[<<SGN4|.

Dokresli Svrka a najdi par kolmic.

Literatura a zdroje

[1] i3435: Muricaaaaaaa, |https: / / artofproblemsolving . com / community [

c6h2456133p20459824.

2] Evan Chen: Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads.
3] Yufei Zhao: Lemmas in Euclidean Geometry, |https://yufeizhao.com j

olympiad /geolemmas.pdf
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Uvod do teorie Cisel

LENKA POLJAKOVA

ABSTRAKT. Teorie ¢isel je jednim ze ¢ty pilifit matematické olympiady. Kazdy zku-
Seny olympionik ma svou zakladni sadu nastroja, ze kterych své feseni pak lepi. V

feseni ,,N-ka“ pouzivame.

Umluva. Vsechna m,n povazujeme za pfirozend, viechna k, ¢, a,b za cela.

Délitelnost a prvocisla
Definice. O celych a,b fikdme, Ze a déli b, jestlize existuje k takové, ze b = k - a.
Znacime a | b.

Definice. Pfirozené ¢islo p nazveme prvocislem, pokud ma pravé dva prirozené
délitele.

Uloha 1. Dokaite, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Uloha 2. Dokazte, e existuje nekoneéné mnoho prvoéisel tvaru 4k + 3.

Uloha 3. Nahlédnéte, Ze soudin libovolnjch péti po sobé jdoucich celych &isel je
délitelny osmi, tfemi i péti.

Uloha 4. Uréete, pro ktera n plati n + 1 | n? + 1.

Uloha 5. Ozna¢me M,, = 2" — 1. Dokazte, Ze pokud je M,, prvoéislo, pak i n musi
byt prvocislo.
Uloha 6. Ozna¢me K, = 2" + 1. Dokazte, ze pokud je K, prvoéislo, pak n je

nutné mocninou dvojky.

Uloha 7. Dokaizte, ze pro kazdé n > 2 existuje prvocislo p takové, které spliiuje
n<p<nl

Nejv&tsi spolegny délitel

Definice. Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a,b nazveme nejvétsi prirozené d
takové, ze d | a, d | b. Tuto skuteénost znac¢ime NSD(a, b) = d. Pokud d = 1, fikdme,
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Ze jsou Cisla a, b nesoudélna.
Jednim ze zpusobu jak efektivné najit nejvétsiho spoleéného délitele dvou pfiro-
zenych Cisel je Euklidtv algoritmus, ktery si predstavime béhem prednasky.
Véta. Kazdé n ma jednoznacny rozklad na prvocinitele n = pJ* - - - p&r.
Uloha 8. Ukazte, Ze pro nesoudélnd a, b plati NSD(ab,a + b) = 1.

Uloha 9. Ukaite, Ze zlomek ﬁﬁig je v zékladnim tvaru.

Uloha 10. At F, znaéi n-té Fibonacciho éslo, tedy Fy = 0, F; = 1 a nasledné
Foy1 = F + F, 1. Pak dokazte, Zze NSD(F,, ) = FNSD(a,b)-

Uloha 11. V zavislosti na nesoudéInych a, b najdéte NSD(a + b, a® + b?).

Kongruence
Definice. Cisla a,b jsou kongruentni modulo m, pokud m | a — b. Znaéime a = b
(mod m).

Tvrzeni. Pro dand a,m existuje b spliiujici ab = 1 (mod m), prévé tehdy, kdyz
jsou nesoudélnd. Pak uZ je b jednozna¢né dané modulo m a zna¢ime ho b = a!
(mod m).

Uloha 12. Dokaite, 7e pro dvé pfirozena éisla a, b nemtize byt vyraz (36a + b)(a+
36b) mocninou dvojky.

Uloha 13. Necht p je prvoéislo vétsi nez 5. Dokazte, Ze p — 4 nemuize byt ¢tvrta
mocnina prirozeného ¢isla.

Uloha 14. Ozna¢me p(n) soudin nenulovych cifer ¢isla n. Polozme T' = p(1) +
p(2) + - -+ p(999). Urdete nejvétsi prvocislo, které déli T

Pocitani modulo prvocislo

Vé&ta. (mala Fermatova) Je-li p prvocislo a p{ a, pak a?~* =1 (mod p).
Uloha 15. Spoéitejte 20232924 (mod 13).
Uloha 16. Af jsou p, ¢ rizna prvoéisla. Dokaite, ze pq | p?~! +¢P~! — 1.

Uloha 17. Dokaite, ze pro kazdé prvoéislo p existuje kladné n takové, ze 2" = n
(mod p).

Uloha 18. Bud p prvoéislo. Dokazte, ze vSichni prvoéiselni délitelé 2P — 1 jsou = 1
(mod p).

Kvadratické zbytky

Definice. Celé ¢islo a je kvadratickym zbytkem modulo m, pokud kongruence

z? = a (mod m) méa feSeni.

58



LENKA POLJAKOVA

Uloha 19. Najdéte vsechny kvadratické zbytky modulo 8,3, 5, 11.

Uloha 20. Nahlédnéte, Zze —1 je kvadraticky zbytek modulo liché prvoéislo p, pravé
kdyz p=1 (mod 4).

oha 21. eld ¢isla x,y splnuji 7 | x° + y~. Dokazte, ze x i y jsou nasobky 7.
Uloha 21. Cel4 ¢isl lnuji 7 | 22 2. Dokazte, # 1y ] asobky 7

Navody

18.

Pouzij obménu a a — b | a¥ — b*.
Pouzij obménu a a + b | a' + b' pro liché 1.
Podivej se na n! — 1.
Sporem. DokaZz pomocné tvrzeni p | ab = p| a nebo p | b.
Zkus pustit Euklidav algoritmus na vyrazy s neznadmou n.
Zac¢ni dikazem d | n = Fy | F,.
Ptepis a? + b? jako trikovy soudet a pak aplikuj Euklidéiv algoritmus.
Pouzij modulo 8.
Pouzij vhodné modulo a kongruence.
Neboj se toho a zkus T natvrdo spocitat.
Divej se zvlast modulo p a gq.
Co kdyby bylo pro jednoduchost n nasobkem p — 1?7

Za¢ni vhodnym rozkladem.

Literatura a zdroje

Timto mockrat dékuji cvi¢icim prfedmétu Proseminaf z teorie ¢isel, z jejichz materi-
ala jsem Cerpala vétSinu tloh a definic.

[1] Maté&j Dolezalek: Prosemindr z teorie ¢isel — shrnuti
[2] Mikulas Zindulka: Prosemindf z teorie cisel
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Konstrukce kruzitkem

MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. V prispévku ve formé uloh dokdzeme Mohrovu—Mascheroniho vétu, ze
vSe, co jde sestrojit pravitkem a kruzitkem, jde sestrojit kruzitkem samotnym.

»Kazdou geometrickou konstrukci, kterou lze provést pravitkem a kruzitkem, lze
provést samotnym kruzitkem.“

Toto pozorovani ucinil jiz roku 1672 dansky matematik Georg Mohr, nikdo mu
vsak v té dobé nevénoval velkou pozornost. Stejnou vétu dokézal v roce 1797 Lorenzo
Mascheroni, jenz sklidil podstatné vétsi tispéch. Proto dnes mluvime o konstrukcich
pomoci kruzitka jako o mascheroniovskych konstrukcich.

Poznamka. Leckdo by mohl namitat, ze vySe zminény vyrok neplati, protoze pou-
hym kruzitkem pfece nejsme schopni sestrojit pfimku (neumime totiz nakreslit rov-
nou ¢aru). AvSak v tomto pfispévku budeme chipat pfimku jako dvojici rtiznych
bodd, jimiz je jednoznac¢né urcena.

Kromé rysovani pfimek a kruznic se veskeré konstrukce pravitkem a kruzitkem
daji poskladat ze tii elementarnich konstrukei:

(1) Nalezeni pruse¢iku dvou kruznic.
(2) Nalezeni pruse¢iku p¥imky a kruznice.
(3) Nalezeni pruseciku dvou piimek.

Nasim cilem bude ukézat, ze kazdou z nich zvladneme stejné dobte i bez pravitka.
Pojdme na to!

Zaklady

Budeme-li v néasledujicich prikladech mluvit o tsec¢ce AB, resp. ptimce AB, mame
vzdy na mysli body A, B, které ji urcuji.

Priklad 1. K zadané tiseéce AB sestrojte tisecku dvakréat delsi.

Reseni. Sestrojime kruznici se stiedem B prochazejici bodem A. Na ni naneseme
z bodu A tiikrat za sebe tutéz vzdalenost a dostaneme tak bod B’. Usecka AB’ je
pak zfejmé dvakrat delsi nez tsecka AB.
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A B B’

Uloha 2. Mg¢jme piimku AB a bod C. Sestrojte obraz bodu C v osové soumérnosti
podle pfimky AB.

Uloha 3. Rozhodnéte, zda lezi zadané body A, B, C na jedné p¥imce.

Uloha 4. Je déna pfimka AB a bod C. Sestrojte rovnobézku k AB prochézejici
bodem C.

Uloha 5. Je déna tisecka délky a. Sestrojte délku v/3a.

Uloha 6. Je déna tisecka AB a dvakrat delsi tsecka C'D. Najdéte stied tsecky
CD.

Uloha 7. Je déna piimka AB a kruznice k se stfedem O. Pfedpokladejme, Ze bod
O nelezi na pfimce AB. Najdéte prusecik pfimky AB a kruznice k.

Jde do tuhého

Uloha 8. Je déna kruznice k se stiedem O a bod B vné. Sestrojte te¢nu z bodu
B ke kruznici k.

Uloha 9. Najdéte stfed zadané usecky AB.

Uloha 10. Sestrojte ¢tverec o strané AB.

Uloha 11. Je dana kruznice k se stfedem O a polomérem r, dile bod B a usecka
délky a < 7. Sestrojte pfimku prochazejici bodem B, ktera v kruznici k vytne tétivu
délky a.

Uloha 12. Je déna piimka AB a kruznice k se stfedem O tak, ze O lezi na AB.
Najdéte prusec¢ik primky AB a kruznice k.

Uloha 13. Sestroj osu daného thlu BAC.

Uloha 14. Necht jsou a, b, ¢ délky t¥i danych tsecek. Najdéte délku x takovou,
aby platilo 7 = 2.

Uloha 15. Jsou déany riznobézné primky AB a CD. Najdéte jejich prisecik.
Bonusy
Uloha 16. Ukaite, e si vystacime i s kruzitkem, kterym nejde pfenaset délky. Jde

tedy jen narysovat kruznice s danym stfedem prochéazejici danym bodem.
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Uloha 17. Dokézete vyfesit tlohu 15 bez pouziti visledku tlohy 127

Uloha 18. Najdéte za pouziti co nejméné kruznic kruhovou inverzi bodu B viiéi
kruznici k se stfedem O.

Uloha 19. Na kolik nejméné narysovanych kruznic umite najit st¥ed asecky?

Navody

16.

Rovnobéznik.
Nejde nesestrojit :).
Osova soumeérnost.
Sestroj vhodny rovnoramenny trojihelnik.
Sestroj vhodny rovnoramenny trojuhelnik. Nebo pouzij mocnost.
V2.
Jak bys to délal(a) s pravitkem?
Mocnost.
Jak bys to délal(a) s pravitkem?
Mocnost.
Podobnost umis diky ptredchozi tiloze.

Osova soumérnost.

Literatura a zdroje

R4d bych podé€koval Martin€, kterou sice viibec neznadm, ale pievzal jsem od ni
vétsinu prispévku.

[1] Martina Vavackova: Konstrukce kruZitkem, Domasov, 2012.
[2] Norbert Hungerbiihler: A Short Elementary Proof of the Mohr-Mascheroni

Theorem, |https: //www . math.ch /norbert . hungerbuehler / publications /|

A_Short_Elementary_Proof_of the_Mohr-Mascheroni_Theorem.pdf
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Lingvistika

MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. V prispévku se pfedstavuje lingvistika jako obor, ve kterém se, podobné
jako v matematice, hodi schopnost hledat logické struktury. Obsahuje nékolik lingvis-
tickych tiloh pievzatych z Ceské lingvistické olympiady.

Etruska kostka

V této tloze vidite tzv. Toskanskou kostku — archeologickou pamatku popsanou na-
sledujicimi etruskymi slovy: ci, huth, maz, sa, thu, zal. Kazdé z téchto slov odpovida
jednomu z ¢isel mezi 1 a 6. Rozlozeni téchto slov na siti kostky vidite nize:

ci

thu max huth Lal

sa

P1i prekladu vychazeli lingvisté z nasledujicich informaci, které poslouzi i vam:
(1) soucet protilehlych stran ddva dohromady vzdy 7,
(2) thu, ci a zal ozna¢uji (nikoli nutné v tomto poradi) ¢isla 1, 2 a 3,
(3) ci, ale nikoli thu a zal, se velmi Gasto objevuji na tzv. Lnéné knize, kterd
byla objevena na obinadle mumie a ktera obsahuje ritualni texty,
(4) néasledujici dvojice slov se vyskytuji v epitafech (ndhrobnich népisech):

thu clan; thu at; thu mezu; thu vinac; thu thuscu; ci clenar; zal clenar;
ci atr; zal atr; ci mesur; zal mesur; ci vinacr; zal vinacr; ci thuscur;
zal thuscur,

(5) v fadé starovékych stiedomoiskych kultur mélo ¢éislo 3 zvlastni magicky vy-
znam.
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Uloha. Vepiste na spravna mista v siti ¢isla odpovidajici jednotlivym sloviim.

CLO-16/17-1-3

O opicich a détech

Jazyk apinayé patii do brazilské jazykové rodiny Ge. V soucasnosti jim mluvi méné
nez 800 lidi, a je tedy vazné ohrozeny.

Nize vidite ukazku Sesti vét ze zminéného jazyka spolu s jejich ¢eskymi preklady.
V jejich zapisu jsme pouzili i nékteré znaky, které nepatii ani do ¢eské, ani portu-
galské abecedy; abyste vSak tlohu vyfesili, nepotfebujete védét, jak se tyto znaky
vyslovuji.

Kukré kokoi. Opice ji.

Ape kra. Dité pracuje.

Ape kokoi rats. Velka opice pracuje.

Ape mi mets. Dobry muz pracuje.

Ape mets kra. Dité pracuje dobre.

Ape punui mi pinets. Stary muz pracuje $patné.

Uloha. Prelozte do ¢estiny:

Ape rat$ mi mets.
Kukre rats kokoi punui.
Ape pipets mi.

Uloha. Prelozte do apinayé:
Velké dité pracuje dlouho.
Stara opice ji hodné.

CLO-13/14-1-2
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Arabstina

Piifad k ¢eskym vétam (1-7) jejich arabské ekvivalenty (a-g).

1. Jak se mas? (@) .3yl ddleidd) \abi oS!
2. Jim chléb se syrem. () S
3. Kde je syr? (c) sl as

4. Sedéli jsme pod oknem jednoho domu.  (d) .8 <oy lis

5. Zena sedi na zidli. (€) .= 3 5= ST
6. Toto je stary dtm. () & S 8 ETJA ks
7. Ziji pfed novou étvrti. (8) . cw i cow bl

CLO-12/13-1-2
Pociténi v gawrijstiné
Gawrijstina je jednim z asi 30 jazyku severopakistanskych horskych vesnic. Tento

jazyk se fadi do indoarijské vétve indoevropské jazykové rodiny, coz znamena, Ze je

Prohlédnéte si nasledujici gawrijské cislovky:
5 — paandz, 44 — Corteedubis, 14 — ¢un, 63 — tlaateetldbis, 24 — Corteebis,
72 — baadteetldbis, 33 — tlooteebis, 81 — ddkteecorbis, 34 — cunteebis.
Uloha. Napiste gawrijsky: 13, 52, 61, 94.
Zde je nékolik dalsich gawrijskych cislovek:
55 — paandzkamtldbis, 76 — Corkdmcorbis, 97 — tlaakdmpandzbis.
Uloha. Napiste gawrijsky: 36, 57, 79, 103.

CLO-17/18-1-2
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Cinské znaky

V nasledujici tabulce je uvedeno nékolik ¢inskych znakd, jejich foneticky pfepis a
preklad do cestiny.

v ?E

‘/ ting  pobfezi wu feka Wu
~»

l]]]( yong zpivat E ja zvykat

i
E‘ tan  kouf hong grilovat
7H. b "
ja uplakany chdao mluvit hlasité
Jl:l
T ding kousnout zhu  knot
NI
)
hong potopa ‘/£ qian  meélky

N ) /'_’
}:/l chio smazit J:A chai  vafit

wu ¢ist nahlas >N hong smat se

S
¥£ zht  nalit nj\ chiai  foukat
Uloha. Na zakladé informaci z tabulky pfifadte k témto znaktm éesky pieklad:

LUK RS s Y

a) kricet b) plavat c) zahfat

Uloha. Prifadte ke znaktim jejich foneticky pfepis:

JEOLHE o L S E

a) ding b) ju c¢) chao d) wua e) hong

CLO-12/13-1-5
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Kolik hodin je v Tallinu

Tallin je hlavni mésto Estonska, kde pfiblizné 1 milion lidi mluvi estonstinou, nein-
doevropskym jazykem piibuznym finstiné.

1 1
- - - - - L
A /7 \\ /N
Kell on tiks. Kell on kaks.  Veerand kaks.
vy L vy
SN T 2/

-
- | ~ - ~

~

AR /N VAR
Pool neli. Kolmveerand Viis minutit
iiksteist. iiks labi.

Neéktera ¢isla v estonsting:

6 — kuus, 7 — seitse, 8 — kaheksa, 10 — kiimme.

Uloha. Pfelozte nasledujici ¢asy do estonstiny:

Uloha. Zapiste, jaky ¢as oznacuji nésleduji estonské fraze:

a) Kakskiimmend viis minutit iiheksa l4bi.
b) Veerand neli.

¢) Pool kolm.

d) Kolmveerand kaksteist.

e) Kolmkiimmend viis minutit kuus lidbi.

CLO-14/15-1-2
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Lontara

LINGVISTIKA

Bugijstina je jazyk z austronéské rodiny, kterym mluvi pfiblizné 5 miliont lidi v ob-

lasti ostrova Sulawesi.

Ve dvou sloupcich mate zadéna slova v bugijstiné v ndhodném potadi. V levém
rfadku v pismu lontara, ve druhém v prepisu do latinky s ceskym prekladem.

Poznamka: Apostrof (°) i ,h* oznac¢uji vyslovnostni variantu predchazejici samohlasky.

A S

1. batuwa (nactilety)
B. 2’.\"" 2. polisih (policie)
C. v AmA 3. marenu (Stastny)
D. A A 4. polotoh (tuzka)
E. RS~ 5. bata (pochybnost)
F. ~Aas 6.  badi’ (tradi¢ni mec)
G. MNAAARA 7. toli (vzdy)
H. s« 8. maleko (ohyb)
1 VRN 9.  telepisi (televize)
J 1.0'\'\: 10.  juku’ (ryba)
K. ’\5«'\7\0 11.  goluh (micek)
L. g~ ’\30 12, malopo (velky)

Uloha. Prifadte slova.

Uloha. Zapiste pismem lontara:
kabusuh (kfeslo),

purinah (stryc),

lagoh (Svagr), mateh (umfit),

sikola (bronzovy).
CLO-14/15-1-1

pasarah (trh),
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Jazyk ik

Jazyk ik nalezi do rodiny nilo-saharskych jazyki. Mluvi jim necelych 10 000 obyvatel
Ugandy. Ve sloupcich tabulky nize naleznete vzdy infinitiv ikského slovesa, jeho tvar
pro pfitomny c¢as v prvni osobé jednotného ¢isla a Cesky preklad. Neékteré buriky
jsou vsak nevyplnény.

ibokesukot
tokopukoti  vySkubnout
ipakes ipaki navadét rukou
tsidzesukot  tsidzukoti
torikes vést
kokes koki zavirat, prikryvat
nures
honi
kokesukot ohradit
ibokes
tsidzes tsidzi poslat
pievazet
torikesukot  toriikoti
ookoti
nuresukot nurukoti odfiznout
ipaakoti hazet

Uloha. Doplitte obsah osmnécti nevyplnénych bunék, vite-li, Ze chybé&jici ceské
preklady jsou (v ndhodném poradi): odeslat, setidsat, vézt, vyvést, fezat, tidst, od-
lozit.
Poznamka: ¢, #, o, & jsou samohlasky, po fadé podobné e, i, o, u.

CLO-18/19-1-3

Literatura a zdroje
Diky patii poradatelim lingvistické olympiady a taky Michalovi, od kterého jsem
prispévek s malou tipravou prevzal.

[1] Ceskd linguvistickd olympidda, |http://ufal.mff.cuni.cz/cld a novéji |https://

[2] Michal Tépfer: Lingvistika, Sklené, 2019.
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Cauchyho-Schwarzova nerovnost

JOSEF ,,JOSE* SOURAL

ABSTRAKT. Zkracené CS nerovnost — snad jedna z nejdilezitéjsich nerovnosti celé
matematiky. V prednésce se konkrétné seznamime s jeji podobou pro redlné cisla, ktera
je velmi mocnym néstrojem pro odhadovani algebraickych vyrazi. Trebaze nerovnosti
na mezinarodnich soutézi ubyva, umét pouzivat CS nerovnost zlistava pro uspésného
olympionika nutnosti. Pf¥itom osvojeni téchto technik neni az tak obtizné. Rozpoznat,
zda ndm v néjakém prikladé bude CS nerovnost uziteénd, a zdarné ji pouzit je uz pak
jen otdzkou cviku. Tak pojdme procvicovat!

Véta. (Cauchyho-Schwarzova nerovnost) Necht aq,...,ay,,b1,...,b, jsou libovol-
na realna cisla. Pak plati

(ai + a3+ +ap)Of + 05+ +by) > (arby +azba + - + anbn)”.
Diikaz. Uvazujme dvé n-tice libovolnych realnych ¢isel aq,...,a, a by, ..., by,.
P(z) = (@12 — b1)* + - + (anw — by,)?

je zfejmé nezaporny vyraz pro libovolné redlné z. Jelikoz je zaroven v proménné z
kvadraticky, je jeho diskriminant nekladny. Tedy

(20161 + -+ + 2a0b0)? = 4(af + -+ a7)(0F + -~ +b7) <0,

z ¢ehoz upravou dostavame kyzenou nerovnost. |

Poznamka. Rovnost nastava praveé tehdy, kdyz existuje realné A splitujici b; = a; A
pro vSechna ¢ od 1 do n.

Na rozehrati

Cvi€eni. Dokaite nerovnost (a+b+c) (L + ¢+ 1) > 9 pro kladna a, b, c.
Cvideni. Pro z, y, z redlnd dokazte 14(z2 + y% + 22) > (x + 2y + 32)2.
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Cviceni. (zdkladni a uziteéné figle) Dokazte:

(1) (a —|—b2+02) > (a+b+c)? pro a,b,c € R,
(2) n(a? +---+a2) > (a1 + -+ +ay)? pro a; € R,
(3) (a1+ +an)( 4+ =) > n® pro g; € RT,
+
(4) 7+7+1+z 7mprox y,z € RT,
()

1+x 14y
5) Vo +1++22—3++/50 -3z <12 pro ta = € R, pro ktera to ma smysl.

Cauchyho—Schwarzova nerovnost mé dva obzvlast uZiteéné specidlni tvary — oba
jsou sice ekvivalentni jejimu znéni, ale vyrazné usnadnuji intuici:

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Déle budte ay,as,...,a, nezaporna a

b1,bo,...b, kladna. Pak plati
( R +an)>(¢a+\/@+--.+\/@)2
b1 by bn) by +by+ -+ by
Tvrzeni. (CS na odmocniny) Bud n pfirozené ¢islo a ay,as, ..., ay, by, ba, ..., by,
c¢isla kladna realna. Pak plati

aiby + a2bz+"'+\/anbnﬁ\/(al+a2+"'+an)(bl+52+"'+bn)~

Vyzkousejte si zlomkobijce

Cviéeni. Nechf jsou a, b, ¢, d kladna &isla spliujici a + b + ¢ + d = 1. Ukazte, Ze
plati

2 b2 C2 d2

[u—y

a

> .
atb btc ctd dta=2

(Irskd MO)

Uloha 1. Necht jsou a, b, ¢ kladna ¢isla, jejichz souéin je roven jedné. Dokazte, Ze
plati

1 1 1 3
PFhro Plate Abta) 2
(IMO 1995)
Uloha 2. Pro kladn4 &isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
a n b i c o4
b+2c c¢c+2a a+2b"

(Cesko-slovensko-polské stietnuti)

Vyzkousejte si odmocninového CS

Cviéeni. Dokazte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € RT:

(i) Vad + VP + VA3 < f(a+b+c)(a®+ b2+ 2),
(i) av/a +bvVb+ cy/ec < /3(a® + b3 + c3).
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Uloha 3. Ukaite, Ze pro x,y,z > 1 plati

Ve—1+y—1+Vz—1<a(yz +1).

Néjaké ty priklady — stredni

Uloha 4. Uréete viechny n-tice (1,2, ...,,) kladnych realnych &isel, které vy-
hovuji soustavé rovnic

1
$1+$2+"'+$nzza
1 4 n?
— 4+ — 4+ —=n*(n+1)>%
1 X9 Tn

(Kraj MO 1981/1982)
Uloha 5. Ukazte, e pro kladna redlné a, b, ¢ spliiujici a + b+ ¢ = 1 plati

a n b n c >g
1+bc 14ca 14+ab~ 10

Uloha 6. Kladna &isla x,y, z > 1 spliiuji % + % + % = 2. Dokazte

\/1:—1+\/y—1+\/z—1§\/x—|—y+z.

Uloha 7. Pro nezéporna realné a, b dokazte

a L b S a-+b
V241 Va?+1 7 Vab+1

(Celostatko MO 2014)

Uloha 8. Pro kladné realné a, b, ¢ dokazte nerovnost

a® b3 c? a+b+c
2 3t 73 st 3 3 2 :
a?+ab+b b% 4+ bc+ ¢ c+ca+a 3

(Turnaj mést 1998)

vy

Néjaké ty priklady — tézsi
Uloha 9. Nechf jsou a, b, ¢, d, e redlné ¢isla, ktera vyhovuji rovnicim

a+b+c+d+e=38,
a2+ 02+ +d*+ e =16.

Urdete, jaké nejvyssi hodnoty miize nabyvat e. (USAMO 1978)
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Uloha 10. Kladné realna z, y, z spliuji 22 + 3% + 22 > 3. Dokaite
3 3 3
x n y n z > 1
VIZ+ 247 V22247 a2+ 2+ T
Uloha 11. Pro kladné reilné a, b, ¢ dokazte, ze
a b
+ + > 1.
VaZ+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab
Uloha 12. Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ plati
c® —ab a’® — bc b? — ca 3
+ + > ——.
4a? + 02 +4c2  4a? + 402+ 2 a? +4b% 4 4¢2 4
Uloha 13. M¢jme kladné redlna a, b, ¢, ze abc = 1. Dokazte
A+ v+ a?+ b+ at+ b+
a5+b2+02 a2+b5+62 a2+b2+05—

(IMO 2005)
Navody
1. 'V citatelich chces netrivialni druhou mocninu.
2. Po zlomkobijci roznasob a roztrhni. Bude se téz hodit AG nerovnost.
3. Dvakrét pouzij CS ve tvaru /((z — 1) + 1)(1 + (y — 1)) > Vo — L+ y — L.
5. 'V citatelich chces druhou mocninu.
6. Odmocniny nalevo podél a vynéasob pfislusnou proménnou.
7. Nejdiive zlomkobijec, poté odmocniny. A néjakata ta algebraickd manipulace.
8. Zkus si jen tak pro zdbavu roznasobit (a + b+ c)(a? + b? + c?).
9. Odhadni vztah mezi soucty druhych a prvnich mocnin u prvnich ¢tyf promén-

nych pomoci CS.

10. Odhadni zlomkobijcem a odmocninami tak, aby pak slo a?+4b?+c? substituovat
jednou proménnou, kterd bude v nerovnostech figurovat sama.

11. Po zlomkobijci a odmocninég ekvivalentné preved na nerovnost > 0. Poté pouzij,
7e T+ % > 2 pro kazdé kladné realné x.

12. Odecti od kazdého zlomku jednu ¢tvrtinu, at dostanes v Citateli druhou moc-
ninu. Pouzij zlomkobijce ,naopak®.

13. Odhadni jmenovatele pomoci CS, at se zbavi§ patych mocnin (pouzij podminku
v zadéni ;-)).
Literatura a zdroje

Tento prispévek je s pouze drobnymi tpravami prevzat od Martina Rasky, kterému
timto srde¢né dékuji za skvélou predlohu.

[1] Martin Raska: Cauchy—Schwarzova nerovnost, Hojsova Straz, 2016.
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Diskrétni spojitost

ANNA TRNKOVA

ABSTRAKT. Podivame se na v principu jednoduchou kombinatorickou techniku zva-

nou diskrétni spojitost a jeji vyuziti v riznych olympiaddnich tlohéch.
Pfiklad. (motiva¢ni) Na rovinné louce se pase 2023 bodovych prasatek. Pastevec
Matéj se doslechl, ze se k louce blizi vlk, ktery chce prasitka sezrat. Samoziejmé
chce prasatka zachranit, a proto by kolem nich rdd postavil kruhovou ohradu (jiné
tvary neuznava). Zaroveil by si ovem rad naklonil Stésténu na svoji stranu, proto
by chtél nechat pravé 42 prasatek mimo ohradku, a tim ucinit krvavou obét svému
Péanu a Spasiteli Belzebubu. Ukazte, ze takovou ohradku skutecné umi postavit.

Reseni. Nejprve ukéZeme, Ze existuje bod B, na kterém nestoji zadné prasatko
a ktery zaroven nemd k zadnym dvéma prasatkim stejnou vzdalenost. To plyne
z toho, Ze pokud ma bod ke dvéma prasitklim stejnou vzdalenost, potom lezi na
ose usecky, kterd je spojuje. Tim méame ale zakdzany jen koneény pocet (konkrétné
(20223)) primek a koneény pocet bodi, coz ndm urcité nepokryje celou rovinu. Proto
bod B s pozadovanymi vlastnostmi vskutku existuje.

Nyni, kdyz jsme hotovi s technikdliemi, pfejdeme na skuteéné pouziti diskrétni
spojitosti. Uvazujme kruZnici k; se stfedem v B, kterd neobsahuje zadné prasatko (ta
existuje — prosté zvolme polomér mensi, nez je vzdalenost B k nejbliz§imu prasatku).
Postupné ji nafukujme, dokud vSechna prasatka nelezi uvnit¥ kruznice. Na zacatku
se mimo kruznici paslo 2023 > 42 prasatek, na konci je to 0 < 42. Protoze pfi
nafukovani najednou pfidame vzdy jen jedno prasitko (protoze B nemé k zidnym
dvéma prasatkim stejnou vzdalenost), musi jednou uréité nastat takova situace, kdy
se praveé 42 prasatek nachazi mimo ohradku.

Zakladni dlohy

Uloha 1. Daénsko a Anglie spolu hréaly fotbal. Dansky tym dal celkem osm géli,
kdezto anglicky pét. Musel béhem utkani existovat okamzik, kdy se pocet gdli, které
jiz Anglie dala, rovnal poctu géld, které Dansko jesté da? (PraSe 37-1j-1)

Uloha 2. Naty k narozeninam dostala krasny kruhovy dort a hned se rozhodla

pulkruhovou ¢ast z néj vénovat nejlepsimu fesiteli PraSatka. Nez ji ale stihla odkro-

jit, José uz dort nakrajel tradi¢nim zpisobem na pravé 4k dilkt tak, Zze 2k z nich
74



ANNA TRNKOVA

bylo vétsich (navzajem stejnych) a 2k mensich (téZ navzdjem stejnych). Dokazte, Ze
Naty i tak nasla né€kolik sousednich dilkd, které tvorily ptlkruh. (PraSe 33-1j-5)

Uloha 3. V oboustranné nekone¢né fadé stoji piony¥i a Zampiény. Je znamo, ze
v libovolném konecném tseku nékolika vedle sebe stojicich organismti se pocet pio-
nyra a zampiént lisi nanejvys o 1000. Dokazte, ze v néjakém tiseku 2000 organismu
stoji pfesné 1000 pionyra a 1000 Zampidnti. (Italie 2013)
Uloha 4. Nekoneéné posloupnost {a;}$2; spliiuje, Ze a; = 1 a pro libovolné pfi-
rozené 4 je rozdil a;y1 — a; roven 0 nebo 1. Vite-li, Ze pro jisté n plati a, =
dokazte, ze existuje m spliujici a,, =

n
1000°
m_

500 °

Uloha 5. Kazda ze stén osmi jednotkovych krychli¢ek je obarvena modie, nebo
cervené, pri¢emz celkové je modrych stén stejné jako cervenych. Dokazte, ze krych-
licky lze slozit do jedné krychle 2 x 2 x 2, na jejimz povrchu bude modra barva
zabirat stejnou plochu jako cervené.

Uloha 6. Ukazte, Ze existuje 1000 po sobé jdoucich pfirozenjch &isel, mezi nimiz
je pravé 5 prvocisel. (PraSe 30-1p—4)

Uloha 7. Piirozené ¢&islo n nazveme budovatelské, pokud se da zapsat ve tvaru
n = a® + b pro pfirozena éisla a,b > 1. Dokaite, ze existuje tisek 2014 po sobé
jdoucich pfirozenych ¢isel s pfesné & budovatelskymi ¢isly
(i) pro z = 2012, (Srbsko 2014)
(i) (teézsi) pro libovolné x € {0,1,...,2014}.

Uloha 8. M¢jme tplny bipartitni graf s lichym po¢tem vrcholti. Kazda jeho hrana
mé hodnotu bud —1, nebo 1 a plati, Ze soudet hodnot vSech hran je roven nule.
Dokazte, ze existuje kostra tohoto grafu, ktera ma také soucet vSech hran nulovy.

Uloha 9. Je déna rostouci posloupnost piirozenych ¢isel ag,ay,... Dokazte, ze
existuje pravé jedno prirozené n > 1 spliujici
< ap+ay+---+a,

2% < Ap+1-
n

(IMO 2014)
Uloha 10. Jsou déna piirozena ¢isla p, ¢, n, kde p + ¢ < n, a (n + 1)-tice &isel
(zo,21,...,%n), Pro niz plati:
(i) o =2, =0.
(ii) Pro kazdé i € {1,...,n} je x; — 2;—1 budto p, nebo —q.
Dokazte, ze existuji indexy ¢ < j s (4,7) # (0,n), pro néz plati z; = z;.
(IMO 1996)

Zaludnéjsi alohy

Diskrétni spojitost neni vzdy tim jedinym, nebo dokonce ani ne tim hlavnim, co
uloha potiebuje. Casto ji potkdme jako jednu z mnoha ingredienci, kterou je tieba
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Sikovné kombinovat s né¢im dalsim — tfeba indukci nebo Dirichletovym principem.
Tyto tlohy nefadim nutné podle obtiznosti, spiSe podle spoleénych tématek.

Uloha 11. V kazdém vrcholu pravidelného 2018tuhelniku sedél rdno jeden termit.
Tito termiti byli v néjakém poradi oznaceni ¢isly 1 az 2018 (kazdé ¢islo bylo pouzito).
Jediné, co termiti uméji, je vymeénit si misto se svym sousedem. Vecer se kazdy termit
nachéazel ve vrcholu naproti tomu, v némz zacinal. Dokazte, Ze se nékdy v prubéhu
dne prohodili dva termiti se souc¢tem c¢isel 2019. (PraSe 38-1p-7)

Uloha 12. (téz81) Méame n éervenych a n modrych karet, na kazdé z nichz je n&jaké

¢islo od 1 do n (¢isla se mohou opakovat). Je vidy mozné vybrat nékolik modrych

a nékolik ¢ervenych karet tak, aby mély modra a ¢ervena skupinka stejny soucet?
(PraSe 40-4j-5b)

Par uloZek s posloupnostmi

Uloha 13. Uvazme posloupnost {a,, }°, takovou, Ze ag = 0. Dalsi ¢leny definujme
nasledovné. Pro prirozené ¢islo n oznacme ¢,, nejvétsi liché ¢islo, které déli n. Pak
polozme a, = a,_1 + 1, pokud ¢,, dava po déleni ¢tyfmi zbytek 1, a a,, = ap—1 — 1,
pokud déava zbytek 3. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo m existuje nekonecné
mnoho i takovych, ze a; = m. (PraSe 39-1j-5)

Uloha 14. Necht p(n) pro piirozené ¢islo n > 1 znaéi nejvétsi prvoéislo, které déli
n. Nekoneénd posloupnost {a;}32, spliiuje a3 > 1 a rekurenci a;+1 = a; + p(a;).
Dokazte, ze v posloupnosti {a;} se vyskytuje ¢tverec. (Cina 2020)

Uloha 15. Jsou dany dvé posloupnosti {a,} -, a {b,} -, pfirozenych &isel, pii-
¢emz pro vSechna prirozena n je b, rovno soucinu vSech raznych prvocisel délicich
an. Dale pro vSechna n > 2 plati a, = a,—1 + b,—1. Dokazte, Zze existuje prirozené
k spliujici §& = 2019. (PraSe 39-2p-7)

Néco malo z kombinatorické geometrie

Uloha 16. Necht n > 1 je pfirozené ¢islo. V roviné se pase n bodovych kravicek
a n bodovych ovedek. Zadna t¥i zvifatka neleZi na jedné pfimce. Balanéni primkou
nazveme piimku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, Ze na kazdé
strané od primky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, ze existuji alespon dvé
balané¢ni ptimky. (USAMO 2005)

Uloha 17. V roviné je ddano n modr§ch a n ¢ervenych bod#, pficemz zadné tii
barevné body nelezi na jedné primce. Dokazte, ze lze nakreslit n tsecek spojujicich
modry a Cerveny bod tak, ze zZaddné dvé nebudou mit spoleény bod (ani koncovy).

Uloha 18. (t&z51) Necht S je mnozina alesponi dvou bodt v roving, z nichz z4dné t¥i

nelezi na jedné ptimce. Vetrngm mlynem rozumime nésledujici proces: Na pocatku

je vybréna néjaka p¥imka ¢ prochazejici pravé jednim bodem P € S. Tato pfimka se

zacne otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otéaceni P, dokud ,nenarazi®
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na dalsi bod mnoziny S, ozna¢me jej Q. Pfimka se nadale otac¢i ve sméru hodinovych
rucicek, ovsem se stfedem otaceni @), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak
déle. Tento proces neustéle pokracuje (nekone¢né dlouho). Dokazte, Ze 1ze zvolit bod
P € S a pfimku ¢ prochézejici bodem P tak, ze jimi zacinajici vétrny mlyn bude
mit kazdy bod z S za stfed otaceni nekonecnékrat. (IMO 2011)
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Navody

1. Divej se na A — D jako funkci ¢asu. A a D jsou to, co by tak ¢lovek cekal.

2. Posouvej zvolenou 2k-tici dilkt a sleduj pocet mensich, které jsou zvolené.

3. Kdyby tloha neplatila, zkonstruujes dlooouhatansky tsek s vétsi prevahou jed-
noho organismu, nez je povolena.

4. Muze aﬂn preskocit celé ¢islo?

5. Zprvu sloz krychli¢ky libovolné, pak je otdcej, abys dosahl(a) opatné (ne)rovno-
vahy modré a ¢ervené barvy na povrchu.

6. Na zacatku Ciselné osy je prvocisel hodné. Zkonstruuj tsek, kde je jich fakt malo.
7. Usek s mnoha budovatelskymi ¢isly sestrojis explicitné. Pro ¢ast (ii) odhadni,
kolik budovatelskych ¢isel mensich nez x muze existovat.

8. Soucet souctt hran vSech moznych koster musi byt také 0.

9. Co lze fict o posloupnosti d,, = ag + a1 + -+ - + a,, — na,?

10. BUNO ber NSD(p, q) = 1 a sleduj poéty skokt o p v tisecich délky p + q.

11. Neprohodivsi se dopliikovi termiti museli mit stejnou cestu.

12. Nakresli si tabulku (n + 1) x (n + 1) a zanes do ni souéty ¢asteénych souctii
modrych a cervenych karet. Rozparcelovanim tabulky na slupky tvaru L kolem jed-
noho rohu spolu s diskrétni spojitosti a Dirichletem najdi dvé policka se stejnym
C¢islem.

13. Odvod as, na zakladé a,. Z toho pak nahlédni, Ze posloupnost neomezené
poroste a nekonec¢né Castokrat se vrati do 1.

G

e je neomezena. Pak si mizes zvolit néjaké
"

14. Ukaz, ze posloupnost b, =
sikovné ¢islo, které by méla trefit.

15. Kdy posloupnost ¢, = 7= roste? Nahlédni jeji neomezenost — to pomtize také
ukéazat, ze se vzdy vrati k 1.

16. Kdyz na konvexnim obalu sousedi ovecka a kravicka, je to snadné. V tézsim
pripadé to¢ pfimkou skrz zviratko na konvexnim obalu.

17. Snaz se vyftesit jednu libovolnou dvojici bodt. Nejde-li to snadno, rozdél tlohu
na dvé mensi.

18. Zvol P, aby byl uprostfed ve sméru kolmém na ¢. Udél ¢ orientaci a sleduj,
kolik bodti je béhem otaceni nalevo a napravo od ni.

Literatura a zdroje

Timto dékuji Matéjovi, jehoz prednasku jsem skoro beze zmén prevzala.

[1] Matéj Dolezalek: Diskrétni spojitost, Mrtnik, 2023.
[2] |https://artofproblemsolving.com/community].
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Posloupnosti v teorii Cisel

MAREK VALKOVIC

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva tlohami, které zkoumaji posloupnosti celych éisel
z pohledu teorie ¢isel. Jsou zde uvedeny obecné tipy a triky, jak k takovymto uloham
pristupovat, nasledované radou prikladi, u kterych se v jednotlivych sekcich obtiznost
postupné zvysuje.

Definice. Posloupnost aj, as,as, ... znaéime {a,}> ;.

Definice. Posloupnost je zadana rekurentné, pokud mame vztah, z néhoz spoci-
tame n-ty ¢len v zavislosti na nékolika ptedchozich, naptiklad a, = a3 | +2%~2469.

Definice. Posloupnost je zadana explicitné, pokud n-ty ¢len mame zadany v za-
vislosti na n.

Vyznamnym prikladem celociselné posloupnosti je Fibonnaciho posloupnost.

Definice. Fibonacciho posloupnost, oznacovana {F,}, spliiuje F; = 1, Fy = 1,
Fn+2:Fn+1 + F.

Existuje nékolik obecnych rad, pomoci kterych mtzeme skolit tlohy o posloup-
nostech v N:

(1) Spodéitej si prvnich par ¢lenii posloupnosti, pocitej dokud to nejsou moc velkd
¢isla. Casto lze i takto primitivnim zptisobem zjistit diilezité informace.

(2) Vétsinou mame n-ty ¢len zadany pomoci pfedchoziho, pfedchozich dvou nebo
v8ech pfedchozich ¢lent. Algebraicky (napfiklad rozdilem ¢ podilem dvou po
sobé jdoucich ¢lent) si tvar uprav na jeden ze zbylych dvou.

(3) Uvédom si, co chces dokazat, vyuZij své znalosti teorie ¢isel, abys zjistil(a),
jaké vlastnosti se vyplati zkoumat. Pokud je implikace tézko uchopitelna,
zkus ji obménit.

(4) Posloupnost zadand rekurentné, kde kazdy ¢len je zévisly na urcitém poctu
predchozich ¢lenti, se musi dfive ¢i pozdéji modulo néjaké cislo zacyklit.

(5) Jdi opa¢nym smérem. Spocitej nulty, minus prvni, minus druhy ... ¢len.

(6) Vytvor si néjakou pomocnou posloupnost, najdi si pro ni rekurentni vztah
a vztah k ptivodni posloupnosti.
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Uloha 1. Nechf a1 = 1, ap, = an_1 + an_2 + - - - + a1. Dokaite, Ze asi42 je treti
mocnina pro vSechna k € Ny.

Uloha 2. Nechf z; =1, x,, = 2z,,_1 + 1. Dokazte, Ze kdyz je x, prvoéislo, tak je
i n prvocdislo.

Uloha 3. Necht plati a; =2, a; =5 apron > 1
apyo = (2 — n2)an+1 +(2+ nz)an.

Dokazte, Ze neexistuji t¥i pfirozena &isla p, g, r takova, ze a,aq = a,.

Uloha 4. Dokazte, ze pro viechna n € N existuje k > 0 takové, ze n | Fy.

Leh¢i dlohy

Uloha 5. Definujme posloupnost!

3a,
a1 =2, Qpy1 = {SJ

Dokazte, ze obsahuje nekonec¢no sudych i lichych éisel.
Uloha 6. Necht {a,} je posloupnost s a; = 1, ktera spliiuje rekurzi:
{ ap, —2 pokud (a, —2) ¢ {a1,as,... ,an—1} a a, —2 >0,
a. =
s an +3 jinak.
Dokazte, ze v posloupnosti se objevi kazdad druh& mocnina pfirozeného ¢isla a ze
budou vzdy o tii vétsi nez predchozi ¢len posloupnosti.

Uloha 7. Pro posloupnost {a,} plati ap = 0, a; = 1 a a,, = 3a,,_1 — a,,_ pro
n > 2. Dokazte, ze kdyz 45 déli a,, tak i 44 déli a,,.

Uloha 8. Pro posloupnost {a,} plati a; = 2 a pokud n > 1, a, je nejvétsi prvo-
Ciselny délitel ajas - - - an—1 + 1. Dokazte, Ze 5 neni v této posloupnosti.

Uloha 9. Nechf pro posloupnost {a,}>>, platia; =1 a

n-+2
pyr = — — (a1 +az+- +an)

pro n > 1. Vypocditejte ¢len aggzs.
Uloha 10. Necht posloupnost z1, zo, ... spliiuje z; = 4 a pro n > 1 plati
Tp = X1To - Tp_1 + D.

Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (a,b), pro néz je x,x, ¢tverec.

L Dolni celd ¢dst x, oznacovand |z, je nejvétsi celé ¢islo, které je nejvyse .
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Zacina jit do tuhého

Uloha 11. Definujme posloupnost

4n — 2
n+1

r1=1 xpy1 = “ Ty

Dokazte, ze vSechny ¢leny této posloupnosti jsou celé ¢isla.

Uloha 12. Necht a; =0 a a, 41 = 2a, + /1 + 3a2 pro piirozena n > 1. Dokazte,
ze pro vSechna prirozena n je a,, celé ¢islo.

Uloha 13. Nechfa; =b1=1a
an+1 = 9a, — 2by,,

bn—i—l = 2(1" + 4b".

At ¢, = a, + b,. DokazZte, Ze neexistuji tii riizna prirozend ¢isla k, £, m takova, Ze
2 _
Cr = CeC.-

Uloha 14. Pro pfirozené ¢islo ¢ > 1 zavedme posloupnost redlnych é&isel {z,,}2 ;
pomoci x1 = ¢ a predpisu

Tpg1=C Tp+V—=1-yz2 -1

pro vSechna n. Dokazte, Ze kazdé x,, je celé &islo. (PraSe 43-1j-8)
Olympiadni

Uloha 15. Dokazte, #e pro kazdé piirozené &islo m existuje index k, pro néjz
m| F}— Fj, — 2. (CPS 2007)

Uloha 16. Pro posloupnost kladnjch celjch é&isel {a,} plati pro kazdé n > 2
an, = a6z + asaz + -+ + ap_2a,-1 — L.

Dokazte, ze:
a) nékteré prvocislo je délitelem nekoneéné mnoha ¢lenti této posloupnosti.
b) takovych prvocisel je nekoneéné mnoho. (Celostatko 2023)

Uloha 17. Rozhodnéte, zdali existuje nekone¢na posloupnost pFirozenych &isel

{an}22, kterd spliiuje
Gp+2 = Gpt1 + Va1 +ap

pro kazdé prirozené n. (EGMO 2015)
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Uloha 18. Pfirozena é&isla ag, a1, ag, - - . , 3030 splnuji
2an+2 =an+1 + day,

pron = 0,1,2,3,...,2028. Dokazte, ze alespon jedno z ¢isel ag, ay,as,...,ass30 je
délitelné 22020 (EGMO 2020)

Uloha 19. Pro posloupnost {a,} plati ap =2, a; =4 a

ApQn—1

2

ap41 = +an + ap—1.

Najdéte vSechna prvodisla p, pro néz existuje pfirozené m splijici p | a,,, — 1.
(MEMO 2012)

Uloha 20. Pro dané celé éislo ag > 1 definujme posloupnost ag, ay, as, ... predpi-
sem
{ /an pokud ./a,, je celé ¢islo,
a =
e an, + 3 jinak, pro kazdé n > 0.

Urcete vSechny hodnoty ag, pro které existuje ¢islo A takové, ze rovnost a, = A
plati pro nekoneéné mnoho indext n. (IMO 2017)
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Navody

5. Sporem. Rozdél na ptipady, kdy je a, sudé a liché.

6. Modulo 5.

7. Prosté spocitej délky period modulo 9, 5, 4 a 11.

8. Kdyby ano, jak musi vypadat predchozi ¢len? Pak zkus modulo 4.
9. Vyjadfi si souCet prvnich n ¢lent jako S,,, hledej teleskop.

10. Uvédom si, ze kazdé dva ¢leny jsou nesoud€lné. Zdtvodni, pro¢ ¢leny pron > 2,
nemohou byt ¢tverce.

= ZTn_ ... T3 T2,
11. Tp = o o T

12. Prepis si to do kvadratické rovnice. Udé€lej to pro dva sousedni ¢leny a pouzij
Vietovy vztahy.

13. Modulo 8 a 3.

14. Prepis si to do kvadratické rovnice, z Vietovych vztahtl najdi linedrni vztah.
15. F ;=-1.

16. Vyjadii si a, v zavislosti na pfedchozich dvou ¢lenech.

17. Zkousej, jak dlouho mohou byt souc¢ty dvou po sobé jdoucich ¢lend ¢tverce.
18. Podivej se na délitelnost ¢tyfmi.

19. Pric¢ti dva, uprav na soucinovy tvar a udélej si pomocnou posloupnost b, =
an+2
S

20. Mod 3. Najdi nejmensi ¢len posloupnosti.

Literatura a zdroje
Dékuji Majdé Misinové, od které jsem prednasku z velké c¢asti prevzal, a také panu
docentu Béartovi, jehoz prednaska mé inspirovala, abych pfednésel stejné téma.

[1] Magdaléna Misinova: Posloupnosti v teorii ¢isel, Mezimésti, 2022.

[2] ttps://artofproblemsolving.com/community/

[3] https://www.matematickaolympiada.cz/
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Pry¢ s exponenty! (aneb p-valuace a LTE)

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. Pokud fesime tulozky z teorie ¢isel, dost casto ndm nestaci zjistit, jestli
néjaké ¢islo déli druhé. Obcas potfebujeme zjistit i jak moc. A presné tim se zabyvaji
p-valuace. Postupné se naucime s nimi pracovat a pouzivat je v rozli¢nych situacich,
abychom mohli rozlousknout i zaludnéjsi priklady.

Definice. Pro celd ¢isla a, b fikdme, Ze a déli b (znacime a | b), pokud existuje celé
¢islo ¢ spliujici b = ac.

Definice. (p-valuace) Pro prvodéislo p definujeme p-valuaci celého ¢&isla a # 0 jako
nejvétsi nezaporné celé k takové, Ze p* | a. Znacime v,(a) = k. Pro a = 0 budeme
brat v,(a) = oo pro kazdé p.

Tato spousta matematickych znacek nam vlastné jinymi slovy tika, ze p-valuace
je exponent u p v prvociselném rozkladu ¢isla a. Pravé prvociselny rozklad nam dost
Casto pomutze nahlédnout nejen zakladni vlastnosti, jak uvidime déle.

A k cemu Ze ty p-valuace jsou?

Tvrzeni. Platia | b, pravé pokud v,(a) < v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Proa,b> 0 plati a = b, pravé kdyz v,(a) = v,(b) pro kazdé prvocislo p.

Tvrzeni. Plati v,(ab) = v,(a) + v,(b). V diisledku toho i pro celé k: v,(a*) =
kv, (a).

Tvrzeni. Plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}. Pokud navic v,(a) # v,(b), potom
v predchozi nerovnosti nutné nastane rovnost. Obdobna nerovnost rovnéz plati pro
rozdil a — .

Cviceni. Rozmyslete si, ze p-valuace se daji rozumné dodefinovat i pro racionalni
Cisla a Ze i po tomto rozsifeni vétsina z predchoziho stale plati.

Tvrzeni. Prfirozené ¢islo a je k-tou mocninou prirozeného Cisla pravé tehdy, kdyz
k| vp(a) pro kazdé prvocislo p.
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Tvrzeni. Necht ged(a,b) znadi nejvétsiho spoleéného délitele éisel a,b a lem(a, b)
nejmensi spolecny nasobek cisel a,b. Potom plati

vp(ged(a, b)) = minfu,(a),vy(0)},  vy(lem(a,b)) = max{u,(a), v, (b)}.

Pojdme si p-valuace trochu ohmatat

Pokud jsi zkuseny p-valuacnik, tuto sekci sméle pieskoc. Jinak se ti ale mtize hodit
se s vlastnostmi p-valuaci trosku vice seznamit. :)

Cviceni. Spocitejte nasledujici hodnoty:

(1) v2(2" +4),

(2) vs(vs(18'%)),

(3) vp((3p° +p*)(1° + 2p* + 5p)).
Cviceni. Mame tfi ¢isla, z nichz zadné neni délitelné 8 ani 125. Kolika nejvice
nulami muze koncit jejich soucin?

Cviceni. Nahlédnéte, ze pro piirozené n je v,(n) <log,n <n — 1.

Neékdy by se mohlo hodit...

V dalsi sekci jsou zndmé véty z teorie cisel, které se mozna pro feseni nékterych
prikladt budou hodit. Pozor ale, nesnazte se je rvat na kazdy piiklad, to fungovat
spi$ nebude. ;)

Véta. (Bertrandiiv postuladt) Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo p
spliujici n < p < 2n.

Véta. (Mala Fermatova) Pro kazdé prvocislo p a kazdé celé a plati a? = a (mod p).
Pokud jsou a a p nesoudélna, plati rovnéz a?~* =1 (mod p).

A ted uZ huréd na né&jaké priklady!
Uloha 1. Dokate, ze pro libovolna pfirozena &isla a, b, ¢ plati

(ged(a, b, c))? _ (Iem(a, b, ¢))?
ged(a, b) - ged(b, ¢) - ged(c,a)  lem(a, b) - lem(b, ¢) - lem(c,a)

Uloha 2. Jsou déna piirozena éisla a, b takova, Ze
a|b? b*|a®, a®|bY, b*|a®, a®|bd,

Dokazte, ze a = b.

Uloha 3. Mgjme ¢&isla a, b, ¢, pro kterd plati a | b3,b | ¢, ¢ | a®. Dokazte, Ze pak
plati abe | (a + b+ c)'3.
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Uloha 4. Dokaizte, Ze pro piirozena a, b, ¢, d spliiujici ab = cd plati
ged(a, ¢) - ged(a,d) = a - ged(a, b, ¢, d).

Uloha 5. Jsou dana piirozena a, b, c splitujici a® | b, a® | ¢’. Dokazte, ze a? | be.

Uloha 6. Rekneme, Ze kladné realné ¢islo je copaté, pokud neni celé a v jeho
desetinném zapisu nasleduje za desetinnou ¢arkou jen konec¢né mnoho nenulovych
¢islic. Rozhodnéte, zda existuji copata ¢isla a, b, ¢ takova, ze vSechna tfi ¢isla ab, bc
i ca jsou cela. (MO 64-C-11-4)

Uloha 7. Racionalni &islo nazyvame mocngm, pokud jej lze vyjadiit ve tvaru mTk
pro néjaka nesoudélnd kladna celda m,n a néjaké celé k > 1. Jsou déna kladna
raciondlni ¢isla a, b, ¢ takova, Ze abc = 1. Déle necht existuji kladna celd z,y, z, Ze
a® + b¥ + ¢* je celé cislo. Dokazte, Ze a, b, ¢ jsou vSechna mocnd.

Faktoridly a kombinacni Cisla

Jakmile se ¢lovék setka v prikladu s faktoridlem, ma asi tendenci zacit trochu fiiukat.
Prece jenom, pro velké ¢isla ndm vznikaji pékné obludnosti. Hodi se ho tedy né&jak
pékné odhadnout. My to umime pomoci tzv. Legendreovy formule, kterad sice az
zas tak pékné nevypadd (suma spousty dolnich ¢4sti, fuj ble), ale da se s ni dobfe
pracovat, alespon co se délitelnosti tyce.

Tvrzeni. (Legendreova formule) Pro kazdé pfirozené ¢islo n plati

vp(n!):iL"J.

i
=1 LP

Poznamka. Soucet ve vzorci je sice formalné nekoneény, pro libovolné p vsak od
dostatecné velkého j bude p? vétsi nez n a pak budeme pri¢itat pouze nuly.
Véta. (Lagrange) Necht s,(n) znadi ciferny soucet pfirozeného ¢isla n v soustavé
o zdkladu p. Potom plati v,(n!) = %Pl(n)
Véta. (Kummer) Kombinacni ¢islo (Z) maé p-valuaci rovnou poctu , pfenosi jed-
nicky do vyssiho radu“ pri s¢itani k a n — k pod sebou v soustavé o zakladu p.
Cviéeni.

(1) Rozlozte 15! na prvodisla.

(2) Urcete, kolika nulami kon¢i 100!

(3) Dokazte, ze ¢islo N = 46!-47!-48! neni druhou mocninou celého ¢éisla a najdéte
jeho nejvétsi délitel, ktery druhou mocninou celého ¢isla je.

Uloha 8. Pro prvodislo p plati p™ { ((p — 1)n)!.

Uloha 9. Plati v,(n!) < {;%J
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Uloha 10. Najdéte viechna piirozena n, pro néz vy(n!) =n — 1.

Uloha 11. Pro libovolna celd nezaporna m, n je

(2m)!(2n)!
mlnl(n + m)!

celé ¢islo.

Uloha 12. Dokazte, Ze pro pfirozena n plati

(n+1)~lcm(<g>, (T) <Z>> =lem(L,2,...,n+1).

Uloha 13. Dokazte, 7e existuje konstanta ¢ takové, Ze pro libovolna piirozena a,
b, n splitujici a! - b! | n! nutné plati a + b < n + clogn. (Erdés)

Uloha 14. Pro piirozené n > 3 definujme posloupnost pfirozenych éisel ar, .. ., ay
pomoci rozkladu

(o3 (e} O fe
n! =p11p22 "'pkkv

kde p1 < p2 < --- < pi jsou prvocisla. Najdéte vsechna n, pro néz je posloupnost
ay, ..., qp geometricka. (MEMO 2017 T8)

Uloha 15. Najdéte vSechna slozené kladné celd &isla n spliiujici nasledujici vlast-
nost: pokud kladni délitelé n jsou 1 =d; < ds < -+ < d, =n, pak d; | dit1 + div2
pro vSechna 1 <4 < k — 2.

(IMO Shortlist 2023)

Uloha 16. Je dano kladné celé &islo a. Rikdme, Ze kladné celé ¢islo b je a-dobré,
pokud je ¢islo (“b") — 1 délitelné an + 1 pro vSechna kladna cela n takova, ze an > b.
Necht b je a-dobré kladné celé &islo, ale b + 2 a-dobré neni. Dokaite, Ze b + 1 je

prvocislo. (IMO shortlist 2019)

Lifting the exponent (LTE)

Dost Casto se setkdvame s rozdily mocnin. Nésledujici tvrzeni a véticky nas dovedou
aZ k Lifting the exponent (LTE) lemmatu. To ndm poradi, co s nimi, abychom na né
jenom smutné nekoukali. Ale pozor! Predpoklady ve vétach typicky nebyvaji jenom
na okrasu, proto je dilezité zkontrolovat, ze opravdu vSechny plati.

Lemma. Necht je p libovolné prvodislo, m prirozené ¢islo a x, y cela Cisla takova,
Ze pfm,x,y, ale p | x —y. Potom v,(z™ — y™) = vp(z — y).
Lemma. Necht je p > 2 prvodislo a x, y celd ¢isla splitujici p { x,y, alep | © — y.
Potom vy, (2P — y?) = vp(z —y) + 1.
Cviceni. Rozmyslete si, pro¢ je v lemmatu uvedena podminka p > 2.
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Véta. (Lifting the exponent lemma) Necht je p liché prvodislo, n pFirozené ¢islo
a x, y celd ¢isla spliujici p { x,y, ale p | © — y. Potom

n

vp (2" = y") = vp(a = y) + vp(n).

Poznamka. Pokud je n liché, pak nahrazenim y za —y ziskdme obdobné tvrzeni
i pro soucet namisto rozdilu.

Cviceni. Rozmyslete si, ze vSechny podminky v LTE jsou potiebné, tedy, najdéte
protipfiklady, kdy kvli néjaké vynechané podmince rovnost neplati.

Véta. (LTE pro dvojku) Necht je n sudé piirozené ¢islo a x, y licha celd ¢isla.
Potom
va (2" —y") = v2(x —y) +v2(z +y) +vp(n) — 1.

Poznamka. To vypada jako docela nesikovny dlouhy vzorec. My si ale uvédomime,
Ze jedno z ve(x £ y) musi byt rovno jedné. Tim se ndm pak vzorec zjednodusi na
jednu z nasledujicich dvou moznosti:

va(x — y) + va(n) nebo va(x + y) + va(n).

Tvrzeni. BudiZ p prvocislo a necht p 1 a,b. Pokud je k nejmensi pfirozené ¢islo
sphiujici p | a* — b*, pak pro pfirozené n plati p | a™ — b™ pravé tehdy, kdyz k | n.

Dost vykecavani a hura na Glozky!

Uloha 17. Je dano pfirozené k. Najdéte viechna pfirozena n spliujici 3¢ | 2" — 1.

Uloha 18. Dokazte, 7e pro liché prvocislo p, pfirozené a a n > 2 plati p" | a? — 1
pravé tehdy, kdyz p" ! | a — 1.

Uloha 19. Dokazte, Ze pro kazdé pFirozené n lze zvolit pfirozené k tak, Ze
7 2F 4 3F p 4k -1
Uloha 20. Prvodéislo p a p¥irozend a, n splituji 2P 4+ 37 = a™. Dokaizte, ze n = 1.
(Irsko)
Uloha 21. Piirozena a, n, k splituji n | (a—1)%. Dokazte n | a® 1 4+a" 2+ - -4a+1.

Uloha 22. Najdéte vsechny trojice (x,y,p), kde x, y jsou pfirozena &isla a p pr-
vocislo spliujici p* — y? = 1.

Uloha 23. Je dano bezétvercové! pfirozené n. Dokazte, Ze neexistuji nesoudélna
pfirozena ¢isla z, y spliujici (z + y)3 | 2™ + y™.

Uloha 24. Mg¢jme liché piirozené n > 1 a nesoudélna piirozena a > b. Dokazte,
ze a™ — b™ mé prvociselného délitele, ktery nedéli a — b.

1Pfirozené ¢islo nazyvame bezétvercovym, pokud neni nasobkem zadného a? pro a > 1.
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Uloha 25. Najdéte viechna piirozend n splitujici 2" | 3" — 1.
Uloha 26. Najdéte viechny dvojice piirozenych éisel (a, b), které splituji b* | a®—1.

Uloha 27. Najdéte viechna piirozend a, pro néz je 4(a™+1) tieti mocninou celého
¢isla pro kazdé prirozené n.

a’—b°
b -

a—

Uloha 28. Pokud pro piirozend a, b, c plati ¢ | a® — b, pak uz i c |

Uloha 29. Budte a, b racionalni ¢isla. Pokud je a™ — b™ celé ¢islo pro nekoneéné
mnoho ruznych pfirozenych n, pak uz jsou obé a, b cela.

Uloha 30. Budiz k > 1 pfirozené &slo. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych n splniujicich
n|1"+2"+.-- + k"

Uloha 31. Najdéte vsechna pfirozena n, pro ktera je 2"+2(2" — 1) — 8.3 + 1
Ctverec. (Vietnam)

Uloha 32. Najdéte viechna kladna celd é&isla a, b, ¢ a prvocislo p, takové, Ze plati
27p" = (p+2)°+ 1. (China TST 2022)

IMO dlohy (aneb nebylo to n&jaké jednoduché?)

Uloha 33. Najdéte nejvétsi mocninu 1991, ktera déli ¢islo

11992 11990

1990199 + 1992199

(IMO shortlist 1991)
Uloha 34. Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel (n, k), které spliuji

(2F —1)(2F —2)(2F —4)... (2F —2F 1) = nl.

(IMO 2019)
Uloha 35. Je dana nekone¢na posloupnost ay,az,as, ... pfirozenych ¢isel takova,
ze
a a QA a
71+72+...+ n—l 4
az as an a

je prirozené ¢islo pro vSechna n > k, kde k je néjaké pevné prirozené ¢islo. Dokazte,
7€ ayp = ap41 pro vsechna n > m, kde m je néjaké pevné prirozené ¢islo.

(IMO 2018)
Uloha 36. Najdéte viechny trojice (p, z,v), kde p je prvocislo a x, y jsou p¥irozena
¢isla takova, ze P! +y i 2 + yP~! jsou mocniny p. (IMO shortlist 2014 N5)

Uloha 37. Najdéte vSechny trojice (a,b,p) kladnych celych ¢isel takové, ze p je
prvocislo a a? = bl + p. (IMO 2022)
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Navody

1. BUNO si sefad valuace, potom piimocafe poéitej.

2. a" | b"*! znamend Z‘;((Z)) < ”T“ V podstaté totéz jde fict s logaritmem misto

valuaci.

3. Prosté si vyjadii nerovnosti mezi p-valuacemi a ono to vyjde. ;)

4. Oznac si p-valuace jednotlivych proménnych a rozebirej jejich mozné potadi.
5. AG nerovnost.

6. Umis ziskat nezadporné 2-valuace a 5-valuace u kazdého ze soucini?

7. Koukni na né&jaké prvocislo p, ze v,(a) > 0. Jak musi vypadat zbytek? Chytfe

si vyjadii valuace b a c.

8. V Legendreové formuli zahod celé éasti.

9. Ukondi soucet u indexu j = k takového, ze 1 < % < pavyuZj |z| + ly] <
ERIE

10. V nerovnostech z ditkazu pfedchozi tlohy musela vSude nastat rovnost.

11. Odhadni zvlast kazdy clen

ERCEERERRY

z Legendreovy formule.

12. Vyuzij Kummerovu vétu. Pokud a = v,(n + 1), pak n + 1 zapsané v soustavé
o zakladu p kon¢i o nulami.

13. Délitelnost dava nerovnost (t¥eba) 2-valuaci. Vhodné odhadni celé ¢asti v ne-
nulovych c¢lenech, téch je asymptoticky logn.

14. Hodi se Bertrandtuv postulat.

15. Co kdyby mélo n dva prvociselné délitele? S technikaliemi pomuzou p-valuace.
16. Ukaz, ze Cislo b je a-dobré pravé tehdy, kdyz b je sudé a pro vSechna prvocisla
p < b plati p | a.

17. Pifimocate pouzij LTE. Pozor na pfedpoklady!

18. Nezapomen na piedpoklady LTE. Hodi se mala Fermatova véta.

19. Vol k tak, aby vznikly dvé LTEckové dvojice.

20. LTE néco povi o 5-valuaci. Dej pozor na ptipad p = 2.

21. LTE na a™ — 1. Nezapomen peclivé ovérit predpoklady.

22. Preved y? na pravou stranu a podivej se na p-valuaci.

23. Chces aplikovat LTE a vyuzit v,(n) < 1, dej v8ak pozor na degenerované
ptipady souvisejici s dvojkou.
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24. Ma-li a™ —b" pouze prvociselné délitele, kteri déli a—b, pak dovedes odhadnout
vSechny p-valuace.

25. Rozkladej 3" — 1 = (3"/2 +1)(3"/2 — 1), dokud to jde.

26. Nejtézsi cast: dokaz, Ze nejmensi prvocislo p | b také déli a — 1. Potom rozlis
paritu p, pouzij LTE a peclivé odhadni n — v,(n).

27. Pokud méa 4(a™ + 1) lichého prvociselného délitele p, podivej se na 4(aP™ + 1).
28. Pro kazdé prvocislo p | ¢ rozlis ptipady dle toho, zda p | a — b a zda p | a,b.
29. Predpokladej, ze spoleény jmenovatel ma prvociselného délitele, a najdi spor.
Hodi se tusit néco o fadech prvka modulo p.

30. Zkus n = p™, trik je ve spravné volbé lichého prvocisla p. Zkus pouzit LTE na

yzrcadlové®“ cCleny.

31. Pojmenuj si étverec a?

a omez n.

a uprav na soucin. Potom zkoumej 3-valuaci, zbav se a

32. Podivej se na dva pripady podle parity c. Pokud je c liché, tak rozlis 2 ptipady
podle toho, jestli je p+ 3 mocninou dvojky. V sudém pripadé ¢asem vyuzij 2-valuaci.
33. Prosté si vyrob LTEckovy tvar a moc se s tim neparej.

34. Pomoci 2-valuace a 3-valuace omez k, zbytek dorozeber.

35. Staci ukazat, ze nepfibyvaji nova prvocisla a vSechny p-valuace jsou od néjaké
chvile nerostouci. Rozli§ pfipady podle toho, zda nékdy (za indexem k) nastane
vp(an) > vp(ar).

36. Priprav se na spoustu rozebirani rozbitych pripada. Hlavni myslenka je hledat
velké valuace p v rozdilech y — x potazmo yP — xP.

37. Nejprve vylu¢ b=1a2 < b < p. Pro b > p ukaz a = p a pak se podivej na
2-valuace.
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