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Rekurentni posloupnosti

ALIcKA DOMANYOVA

ABSTRAKT. Nezridka se v ulohach setkdvame s rekurentné zadanymi posloupnostmi.
Je tedy uzitecné si osvojit zédkladni strategie, jak s nimi pracovat. Piispévek obsahuje
predevsim fadu uloh olympiddniho charakteru, na kterych se to mizeme naucit.

Nekonec¢na realnad posloupnost je forméalné funkce N — R, kterd kazdému pfiro-
zenému ¢islu k prifadi hodnotu a; € R. Misto ay,as,as,... piSeme Casto pouze
{a,}22 ;. Podobné zavadime {a,}>,, {a,})_; a dalsi.

Posloupnost miizeme zadat dvéma zpusoby — explicitné nebo rekurentné. Expli-
citni vyjadieni nam dava pfimy predpis pro n-ty ¢len, zatimco v pripadé rekurentniho
zadéani je n-ty ¢len vyjadfen pomoci n a pfedchozich élent (prvnich nékolik ¢lenti je
déno).

Vyhoda explicitniho zadani spoc¢iva v tom, Ze s jeho pomoci miizeme rychle spoci-
tat libovolny ¢len posloupnosti, na ktery si vzpomeneme. Rekurentni zadani je vSak
mnohdy snaze zapamatovatelné a na prvni pohled dava lepsi nédhled na to, jak ona
posloupnost vlastné funguje. To ilustruje nasledujici priklad.

Uloha. Jednou z nejznaméjsich rekurentnich posloupnosti je Fibonacciho posloup-
nost. Ta je zadana vztahy Fop =0, Fy =1 a F,, = F,,_1 + F,_o pro n > 2. Existuje
vSak i jeji explicitni vyjadreni, jimz je

e[y - 58y

Nabizi se otazka, zda umime explicitni vyjadieni nalézt pro libovolnou rekurentné
zadanou posloupnost. Odpovéd zni: obecné ne, nicméné pokud je rekurence ,,pékna*,
mozné to je. Tim se zde ale zabyvat nebudeme a misto toho se vrhneme na tlohy!

Leh¢i dlohy

Uloha 1. Posloupnost je zaddna rekurentné vztahy a; = 3, az = 7 a apy1 =
Gp — Gp_1 Pro n > 3. Spoctéte aigg-
Uloha 2. Bud {a,}, posloupnost, v niz je ag = a; = 1 a pro a > 2 plati
Gp+1 = Gp_1ay, + 1. Ukazte, Ze agp13 neni délitelné ctyrmi.
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REKURENTNI POSLOUPNOSTI

Uloha 3. Mgjme posloupnost {a,}5, definovanou rekurentné: a; = 2, a,11 =
a? — a, + 1. Ukaite, Ze libovolné dva ¢leny této posloupnosti jsou nesoudélné.
(MKS 22-5-3)

Uloha 4. Posloupnost {an}S redlnych cisel splituje vztah a, = a,—1 + @y pro
kazdé n > 2. Zjistéte, kolik nejvice po sobé jdoucich ¢isel v této posloupnosti miize

byt kladngch. (MKS 30-2j-4)

Uloha 5. Bud {a,}>; posloupnost, v niz je a; = as = 1 a pro kazdé n > 3 plati
2

an = 112771;2 Ukazte, ze pro kazdé n € N je a,, celé ¢islo.

Uloha 6. Rozhodnéte, zda pro kazdé piirozené ¢slo n existuje posloupnost prvo-
¢isel {p;}1_; spliujici rekurentni formuli p; = pypa---pi—1 + 1 pro 2 < i < n (druhy
¢len je nezavisly na prvnim!). (MKS 23-1-3)
Stiedné tézké alohy

Uloha 7. Je dana posloupnost: ag = 3, a; = 4, as = 167,

an = 2003a,—1 — an_o + 174

pro n > 3. Najdéte vSechna k takové, Ze ay je prvocislo. (MKS 22-5-4)
Uloha 8. Posloupnost {a,}>°; je déna piedpisem a; = 56, a,11 = a, — a%
Ukazte, Ze a, < 0 pro néjaké 0 < n < 2013. (MKS 23-1-4)

Uloha 9. Prvni ¢len posloupnosti je 99 a kazdy dalsi je souc¢tem desétych mocnin
vsech cifer pfedchoziho ¢lenu. Muze se v takové posloupnosti vyskytnout néjaké ¢islo
presné dvakrat? (MKS 30-6-5)

Uloha 10. Necht posloupnost {a, }5; spliiuje vztah a, 1 = a, + f(a,), kde f(m)
znadi soucin cifer ¢isla m. Je tato posloupnost omezend pro vSechna a; prirozena?

(MKS 23-1-6)
Uloha 11. Posloupnost mé prvni dva ¢leny a; = 20 a ap = 11 a déle je definovana
pomoci vzorce

1

)
Ap+1

Ap42 = Ap —

dokud mé prava strana smysl (tj. nedéli se nulou). Uréete nejmensi ¢ takové, Zze
a; = 0. (Néboj 2011, 43)
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Navody

Plati a,4+¢ = ay, TeSeni je —3.

Najdi periodu posloupnosti {a,, mod 4}52 .
Ukaz, ze pro i > j déva a; zbytek 1 po déleni a;.
Nanejvys pét — dokazuj sporem.

Odecti od sebe rekurentni vztahy pro n-ty a (n + 1)-ty ¢len.

AN O e

BUNO je p; sudé. Rozeber tii piipady podle toho, jaky zbytek dava ps po déleni
treml Pro n > 5 takova posloupnost neexistuje.

7. Ukaz, Ze ¢leny, jejichz index dévd po déleni tfemi zbytek k € {0,1,2}, jsou
délitelné ¢islem ay,.

8. Nejprve ukaz, ze a,, # 0. Dale pfedpokladej, ze pro kazdé n je a,, > 0, a pouZij
vhodné odhady.

9. Ukaz, ze kazdy ¢len posloupnosti ma nejvyse jedenact cifer.

10. Ano. Rozmysli si, co se déje, kdyz posloupnost preskoci na vyssi fad.

11. Co se dégje se souciny dvou po sobé jdoucich ¢leni posloupnosti?

Literatura a zdroje

Dakujem Martine Vavackovej, ktora je povodnou autorkou tohto prispevku.
[1] Martina Vavackova, zbornik jeseit 2013, Lyseciny

[2] Arthur Engel, Problem Solving Strategies, Springer, UK, 1998.

[3] Sasa Kazda, Rekurentni rovnice, Janova Bouda, 2005.

(4]

(5]

4] Misko Szabados, Rekurentné postupnosti, Oldfichov, 2009.
5] Katka Quitnerrova, Rekurentné postupnosti, Horni Bradlo, 2004.



Geometricka zobrazeni

ALickA DOMANYOVA

ABSTRAKT. Geometrickd zobrazeni predstavuji fascinujici oblast planimetrie, ktera
nabizi elegantni nastroje pro reSeni geometrickych problému. V tomto textu si pred-
stavime nékolik klicovych zobrazeni, se kterymi jste se mozna jiz setkali v ramci
konstrukéni geometrie. My se vSak zaméiime predevsim na jejich vyuziti pfi Feseni
dukazovych tuloh.
Definice. Zobrazeni f je déno, je-li k libovolnému bodu X (prvku dané mnoZiny,
napf. roviny) urcen jednoznaéné bod X’ = f(X) jako jeho obraz.

Shodna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu o se nazyva shodné zobrazeni, pokud pro
libovolné riizné body X, Y roviny o a jejich obrazy X', Y’ plati |[X'Y’| = | XY.

Mezi shodnd zobrazeni patii osova soumeérnost, oto¢eni (véetné stfedové soumér-
nosti a identity), posunuti a posunutd soumeérnost.

Definice. Je-li v roviné dana piimka p, pak osovou soumeérnosti O, podle této
primky p rozumime zobrazeni definované jako

(i) A’ = A, pokud A lezi na p,

(ii) A’ je takovy bod, Ze p je osa tsetky AA’, pokud A nelezi na p.

Definice. Je-li v roviné dan bod O a je-li déno ¢islo a € (0°,360°), pak otocenim
R(0,q) rozumime zobrazeni definované jako

(i) R0,a)(0) =0,
(ii) R0,q)(A) = A’ spliwjici

OA'| = |0A| a |[<AOA'| = « pro libovolné A # O.

Poznamka. Ano, v otodeni existuji dva odpovidajici body A’ — jeden otodeny po
sméru, druhy proti sméru chodu hodinovych rucicek. Této nepiesnosti se 1ze vyhnout
zavedenim tzv. orientovanych thli. Orientovany uhel je thel, u kterého je urceno,
které jeho rameno je pocateéni a které je koncové. Jednomu ze dvou sméri (zpravidla
tomu proti sméru) pfifadi kladné a druhému zdporné znaménko.

Specidlnim piipadem otoceni je stredovd soumérnost, kterd odpovida otoceni
o 180°. St¥edovou soumeérnost znacime Sp, kde O je stied otoceni (a tedy i sou-
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ALICKA DOMANYOVA

mérnosti). Stfedova soumérnost spliiuje, na rozdil od obecného otoceni, nasledujici
dvé vlastnosti:

(i) pro kazdy bod A plati (A') = A,
(ii) bod A, bod A’ a stfed stfedové soumérnosti lezi v p¥imce.

Definice. Je-li dan vektor 1@, pak posunutim T3 rozumime zobrazeni, které

libovolnému bodu X pfifadi bod X’ takovy, ze X X' = ﬁ, tedy takovy bod, Ze
ABX'X je rovnobéznik.

Definice. Je-li p pfimka v roviné a A, B body na ni, pak posunutou soumérnosti
G- rozumime zobrazeni, které vznikne sloZzenim posunuti o vektor AB a osové
soumeérnosti podle pfimky p.

Skladani shodnych zobrazeni

Definice. Jsou-li ddna dvé zobrazeni f a g, pak sloZenym zobrazenim g o f rozu-
mime zobrazeni, které bodu A pfifadi bod g(f(A)), tj. nejdiive provedeme zobrazeni
f a na vysledek jesté zobrazeni g.

Poznamka. Pozor, na pofadi, v némz zobrazeni skladame, zdlezi — slozenim dvou
zobrazeni v opa¢ném pofadi obecné ziskame jiny vysledek.

Tvrzeni. SloZeni dvou osovych soumérnosti podle téze osy je identita.

Tvrzeni. SloZenim dvou osovych soumérnosti podle dvou riiznych protinajicich se
0s je otoceni.

Tvrzeni. Slozenim dvou osovych soumérnosti podle dvou riiznych rovnobéznych
0s je posunuti.

Tvrzeni. SloZenim dvou posunuti je posunuti, pfipadné identita.
Tvrzeni. SloZzenim dvou otoceni podle téhoz stfedu je otoceni, pripadné identita.

Tvrzeni. Slozenim dvou netrividlnich otoceni podle riiznych stied je bud otocent,
nebo posunuti.

Tvrzeni. Slozenim netrivialniho otodeni a posunuti je otoceni.

Vé&ta. Libovolné shodné zobrazeni roviny je bud osovou soumérnosti, nebo je Ize
rozlozit na nejvyse tfi osové soumérnosti.

Véta. Slozenim dvou stfedovych soumérnosti Sp,, So, dostaneme posunuti o vek-
Y
tor 20102.

Véta. Kazdé shodné zobrazeni v roviné je osova soumérnost, otoceni, posunuti
nebo posunuta soumérnost.
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Ulohy

Uloha 1. V roviné je dana piimka p a body A, B leZici v téze poloroviné uréené
piimkou p. Naleznéte na pfimce p takovy bod P, aby |AP| + |PB| bylo minimalni.

Uloha 2. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC a jeho prusecik vysek H. Ukaite,
ze obrazy bodu H v osovych soumérnostech podle stran trojihelnika ABC' lezi na
kruznici jemu opsané.

Uloha 3. Na kratsim oblouku AB kruZnice opsané rovnostrannému trojihelniku
ABC je dan bod P. Ukazte, ze |PC| = |PA| + |PB|.

Uloha 4. Je déan tétivovy étyithelnik ABCD. Na polopiimkach AD a AB lezi
postupné body P, Q tak, ze |AP| = |BC| a |AQ| = |C'D|. Dokazte, 7e piimka AC
puli asecku PQ.

Uloha 5. Zkonstruujte trojihelnik, mate-li zadané délky dvou stran a téznici na
treti stranu.

Uloha 6. M¢&jme ostrothly trojihelnik ABC. Na pfimce BC lezi body P a @ tak,
7e |<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na pfimkach
AP a AQ), ptricemz bod P je stfedem usecky AM a bod Q@ je stfedem tsecky AN.
Dokazte, ze pfimky BM a CN se protinaji na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

Uloha 7. Necht ABC je takovy ostrouhly trojihelnik, 7e |AB| < |AC|. Osa strany
BC protina stranu AC' v bodé D. Na kratsim oblouku AC' kruznice opsané trojuhel-
niku ABC lezi bod P takovy, ze DP || BC. Stied strany AB ozna¢me M, Dokazte,
%e |<APD| = |<MPB|.

Uloha 8. Na strané CD ¢&tverce ABCD je ddn bod E. Osa tthlu BAFE protne
stranu BC' v bodé F. Dokazte, ze |AE| = |BF| + |DE].

Uloha 9. V roviné jsou dany body A a B. Uvazme vSechny konvexni pétithelniky
ABCDE v jedné poloroving uréené primkou AB takové, ze ABDFE je rovnobéznik
a BCD je rovnoramenny pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu B. Ukazte,
ze kruznice nad prumérem C'E prochazeji vSechny jednim bodem.

Uloha 10. Na téznici z vrcholu C trojihelniku ABC naleznéme bod X tak, aby
|BX| = |AC|. Ozna¢me Y prisecik pfimky BX a strany AC. Ukazte, Ze trojuhelnik
CXY je rovnoramenny.

Uloha 11. Jednotkové kruznice k a [ se dotykaji v bodé T'. Kruznice m o poloméru
2 ma stfed na kruznici k£ a dotyka se ji v bodé B. Ukazte, ze pfimka BT prochézi
jednim z prusec¢iki kruznic [ a m.

Uloha 12. Ukaite, Ze zadny rovinny Gtvar nemtize mit pfesné dva stiedy soumér-
nosti.
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Uloha 13. Na te¢né ke kruznici k se stfedem O vedené bodem A zvolime bod B.
Usecku AB otoéime podle O o néjaky thel, ¢imz dostaneme tsecku A’B’. Ukaite,
7e primka AA’ prochézi stfedem tsecky BB’.

Uloha 14. Ozna¢me postupné Ay, By, C; st¥edy stran BC, CA, AB trojthelnika
ABC. Oznacme I, I, I. stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim AB,C;, BC; A,
CA1B; a O,, Oy, O, stiedy kruznic témto trojuhelnikim opsanych. Dokazte, Ze
trojuhelniky 1,11, a O,0,0, jsou shodné.

Podobna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu ¢ se nazyva podobné zobrazeni, pokud
existuje kladné ¢islo k takové, ze pro libovolné dva rizné body X, Y roviny o a jejich
obrazy X', Y’ plati | X'Y'| = k| XY|.

Definice. Viastni stejnolehlost je jednoznacéné uréena svym stiedem S (vlastni
bod) a koeficientem k (nenulové reélné ¢islo). Pak pro libovolny bod X definujeme
jeho obraz X’ tak, aby platilo SX' = k - SX. Je-li k kladné/zaporné, fikdme, Ze
stejnolehlost je kladnd/zaporna.

Neékdy muze byt uzitecné uvazovat posunuti jako typ stejnolehlosti s 'bodem v
nekonec¢nu’. Tu nazvene nevlastni stejnolehlost.

Jsou-li dany kruznice k, [ s poloméry ry, 7, pak existuje pravé jedna kladna
(ne nutné vlastni) a pravé jedna zéporné stejnolehlost, kterd zobrazi kruznici k na
kruznici [. St¥edy téchto stejnolehlosti je mozné sestrojit jako (ne nutné vlastni)
pruseciky spoleénych vnéjsich, respektive vnitinich tecen, ovsem pouze tehdy, kdyz
kruznice tyto spole¢né tecny maji. Pokud se kruznice dotykaji, pak bod dotyku je
jednim ze stfedt téchto stejnolehlosti.

Definice. Spirdlni podobnost je zobrazeni uréené stiedem O, thlem otoceni
© € (0°,360°) a koeficientem k > 0. Bodu A v roviné pfifadi takovy bod A’, ze
(i) [<A'OA| = o,
(ii) |OA’| = k|OA.

Véta. (Spiralni podobnost chodi po dvou) Predpokladejme, ze S je stfed spiralni
podobnosti, ktera zobrazuje A na A’ a B na B’. Pak nejen ASAA’ ~ ASBB’, ale
i ASAB ~ ASA'B’ a spirdlni podobnost, kterd zobrazuje A na B a A’ na B’, m4
za svij stfed rovnéz bod S.

Skladani stejnolehlosti

Véta. (Sklddani stejnolehlosti) Méjme dvé (ne nutné vilastni) stejnolehlosti hy, ho
s koeficienty ki, ko a stiedy Sy, Sa. Jejich slozeni hoohy ozna¢me h. Pak h je opét (ne
nutné vlastni) stejnolehlost, a to s koeficientem ky - ko. Pokud S1 = So, pak stifedem
h je opét ten samy bod (nebo jim alespori miize byt — je-li h identita). V opacném
pripadé bude stred h alespon lezet na piimce S1.55.
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Skladani shodnych a podobnych zobrazeni

Definice. Osovd stejnolehlost je zobrazeni uréené piimkou o, bodem O na této
piimce a koeficientem k > 0. Bodu A ptifadi bod A’ spliujici

(i) o je osa tthlu <AOA’,

(ii) |OA’| = k|OA.

Osova stejnolehlost je tedy sloZzenim osové soumeérnosti podle piimky o a stejno-
lehlosti se stfedem O a koeficientem &k v libovolném poradi. Je-li £k = 1, je osova
stejnolehlost zaroven osovou soumérnosti.

Ulohy

Uloha 15. Dokazte, Ze se téZnice trojihelniku protinaji v jednom bods.

Uloha 16. Dokazte, Ze paty vysek a stfedy stran trojuhelniku lezi na jedné kruz-
nici.

Uloha 17. KruZnice k, [ maji vnitini dotyk v bodé T. Tétiva AB kruznice k se
dotyka kruznice [ v bodé U. Dokazte, ze pfimka UT je osa thlu AT B.

Uloha 18. Je déan ¢étyithelnik ABCD. Oznaéme R = ABNCD a Q = ADN BC.
Ukazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim RAD, RBC, QAB a QCD prochézeji
vSechny jednim bodem.

Uloha 19. (Mongeho véta) V roviné jsou dany tii neprotinajici se kruznice k, I,
m. Ozna¢me K, L, M po fadé pruseéiky vnéjsich spoleénych tecen kruznic [ a m, k
am, k a l. Dokazte, ze body K, L, M lezi v pfimce.

Uloha 20. Je dan trojihelnik ABC s obsahem S. Uvniti trojthelniku, jehoZ vr-
choly jsou ve stfedech stran trojuhelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Ozna¢me
A’, B, C’ po fadé obrazy bodt A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. Dokazte, ze
Sestitthelnik AC’BA’C' B’ mé obsah 2S.

Uloha 21. Ozna¢me pismeny K, L st¥edy stran AB, CD tétivového ¢tyitihelniku
ABCD a E prisecik polopfimek AD a BC. Dokaizte, ze osa thlu AEB protina
tsecku K L.

Uloha 22. V trojthelniku ABC ozna¢me O stied kruznice opsané a H priisecik
vysek. Dokazte, ze |[<BAH| = |<OAC|.

Uloha 23. (klouzani) V roviné jsou dany ¢tverce ABCD a A’B'C'D’ znacené
proti sméru chodu hodinovych rudi¢ek. Oznacéme A; stfed tsecky AA’ a body Bi,
C1, Dy obdobné. Ukazte, ze Ay B,C1 D je ¢tverec.

Uloha 24. Je dan trojthelnik ABC. Oznaéme T, bod dotyku kruznice vepsané se
stranou BC a E, stfed kruZnice k této strané pripsané. Obdobné definujeme T}, F
10
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a T., E. pro strany CA a AB. Dokazte, ze pfimky T,E,, T,E, a T.E. prochazeji

jednim bodem.

Uloha 25. Necht ABCD je konvexni ¢tyiahelnik. P¥edpokladejme, Ze body P, Q
lezi po fadé na straniach AD, BC tak, ze

[AP| _ |BQ| _ |AB]
PD| ~ [QC| ~ |CD]

Dokazte, ze pfimka PQ svira s pfimkou AB stejny thel jako s pfimkou C'D.

Uloha 26. Na stranich AD, BC ¢tyfthelniku, ktery ma protéjsi strany rtizno-
bézné, jsou dany body E a F tak, ze % = %. Poloptimka F'E protne polo-
piimky BA, C'D po fadé v bodech S, T. DokazZte, ze kruznice opsané trojuhelnikiim

SAE, SBF, TCF a TDE prochazeji jednim bodem.

Uloha 27. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik takovy, ze | BC| < |AB| a |BC| <
|CA|. Body P a T rtizné od B a C lezi postupné na stranach AB a AC tak, ze | BT| =
|BC| = |C'P|. Stied kruznice opsané trojihelniku APT ozna¢ime X, prusecik vysek
trojuhelniku ABC oznad¢ime H. Pfimky BT a CP se protinaji v bodé S. Dokazte,
ze X, H a S lezi na jedné pfimce.

Uloha 28. V roviné jsou dany rtizné velké, stejné orientované, podobné trojihel-
niky ABC a AqByCy. Stiedy tsecek AAy, BBy, CCy oznaéme po fadé Ay, By, Ci.
Ukazte, Ze i trojuhelnik A; B1C4 je podobny predchozim trojihelnikim.

Uloha 29. Je déan étyfthelnik ABCD takovy, Ze |BC| = |AD| a BC ) CD.
Ozna¢me M a N postupné stiedy stran BC a AD. Dokazte, ze osy tusecek AB, CD
a M N prochéazi jednim bodem.

Uloha 30. Body A;, By, C; postupné lezi na stranach BC, CA, AB trojthelniku
ABC'. Druhy prusecik kruznic opsanych ABC a AB;C7 ozna¢ime A;. Obraz A
podle stfedu strany BC' oznac¢ime As. Obdobné definujeme Bs, Cy, B3, C3. Dokazte,
ze trojuhelniky As BoCy a A3 B3Cs jsou podobné.

11
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Navody

1. Osova soumérnost.

2. Uhleni a tétivové étyiahelniky.

3. Oto¢ trojuhelnik CAP podle stfedu C' o 60°.

4. Dokresli si P’ jako obraz P ve stfedové soumérnosti podle A. Najdi podobné
trojuhelniky.

5. Pteklop podle stiedu strany, jejiz délku neznas.

6. Inspiruj se predchozi tlohou a najdi trojihelnik podobny C AN.

7. Dokresli obraz P v soumérnosti podle D, Ozna¢ ho @, pak AQD a ABP jsou
podobné.

8. Oto¢ trojuhelnik ABF o 90° okolo bodu A.

9. Tento bod lezi na kruznici nad primeérem AB.
10. Stredova soumérnost.

11. Stredova soumérnost.

12. Ukaz, ze jsou-li O1, Oy dva rizné stfedy soumeérnosti, pak bod stfedové sou-
mérny s bodem O; podle bodu Os je stfedem stfedové soumérnosti Sp, 0 So, 0 S0, .

13. BUNO se na obrazek podivej tak, aby p¥imka AA’ byla vodorovna, a najdi
posunutou soumeérnost.

14. Posunuti.
15. Je to stfed stejnolehlosti zobrazujici vrcholy trojuhelniku na stfedy jeho stran.

16. Vyuzij toho, Ze obrazy priiseciku vysek podle stran a stiedd stran padnou na
kruznici opsanou.

17. Uvazuj stejnolehlost se stfedem v T' zobrazujici k na [.

18. Ozna¢me M druhy pruseéik kruznic opsanych trojihelnikim RAD a RBC.
Pak M je stied spirdlni podobnosti zobrazujici AB na DC (vnitini Migueliv bod
Gtyithelniku ABCD).

19. Interpretuj body M, K jako stfedy kladnych stejnolehlosti zobrazujicich k na
l, resp. I na m. Uvédom si, Ze jejich sloZzenim vznikne kladna stejnolehlost zobrazujici
k na m, kterd ma stfed v L, a pouZijte tvrzeni.

20. Vyuzij stejnolehlosti se stfedy ve vrcholech trojuhelniku ABC' a koeficientem
2.

21. Osova soumérnost podle osy thlu AFE B nasledovana stejnolehlosti s koeficien-
tem |EC| : |EA| zobrazi tsecku AB na tsecku CD.

22. Vyuhli, Ze oba doty¢né thly jsou rovny 90° — 5.
23. Pouzij spiralni podobnost zobrazujici AB na A’'B’.

24. Najdi podobné trojihelniky a vyuzij stejnolehlost.
12
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25. Zobraz ¢tyruhelnik ABC D osové podle pfimky PQ.
26. Najdi spirdlni podobnost, kterd zobrazi AE na BF'.

27. Dokresli rovnobézku s BC' prochézejici A a protni ji s BT a CP. Vyuzij stej-
nolehlost se stfedem S.

28. Spiralni podobnost chodi po dvou a téZnice se v podobnosti zobrazi na téznici.
29. Tim bodem je stfed spiralni podobnosti.

30. Bod A; je stfed néjaké spiralni podobnosti. Ukaz, ze AC3Bs a A3BC jsou
podobné a zbytek dotuhli.

Literatura a zdroje

Dakujem Joléi Straitovej, ktora je pdvodnou autorkou tohto prispevku.

[1] Pepa Tkadlec, Mirek Ol§ék: Geometrickd zobrazeni, PraSe seriél, 31. ro¢nik.
[2] Franta Konopecky: Geometrickd zobrazent, Rejhotice, 2006.
[3] Majda Misinova: Podobnosti spirdlni a jiné, Kunzak, 2024.
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Délitelnost

MARTIN FoOF

ABSTRAKT. Jednou z elementérnich vlastnosti celych ¢isel, kterou miuzeme zkoumat,
je, jestli je jedno nasobkem druhého. O uroven vyse je pak hledéni celo¢iselnych zbytka
po déleni. V této prednasce si osvétlime, jak s témito koncepty pracovat, zejména
v kontextu olympiaddni matematiky. K tomu posléze vyuzijeme stfedné pokrocilé na-
stroje jako malou Fermatovu vétu a Eukleiduv algoritmus.

Zakladni pojmy a vlastnosti

Nejprve si zavedeme dva klicové pojmy:

Definice 1. Nechf jsou a, b cel ¢isla. Rekneme, e a déli b (znac¢ime a | b), pokud
b = k-a pro néjaké celé ¢islo k. V opac¢ném piipadé budeme fikat a nedéli b (zna¢ime

atb).

Definice 2. Necht a, b an jsou cel4 &isla. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo
n (znac¢ime a = b (mod n)), pokud n | (a — b).

Pomoci tohoto znaceni mtizeme snadno popsat fadu vlastnosti, které jsou sice
trividlni, nicméné jsou vyuzity (obéas implicitné) v celé fadé uloh.
Pozorovani 3. Pro libovolna cela ¢isla a, b, ¢, d, n plati:
) 1]a,

alo0,

a | a,

(1
(2)
(3)
(4) a|bNa|c = a|kb+ Le, kde k, ¢ jsou libovolnd celd cisla,
(5) a|bAc|d = ac]bd,

(6) ablc = alcab]|ec,

(7) aclbc <= a|b

(8)
(9)
(10)
(11)

n|b+c = b= —c (mod n),
a+b-n=a (modn),
a=b (modn) Ac=d (mod n) = a+c=b+d (mod n),
a=0b (mod n) Ac=d (mod n) = ac =bd (mod n),

14
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(12) Pokud je ¢ nesoudélné' s n, pak ac = bc (mod n) = a=b (mod n),
(13) a=b (mod n) < a="b (mod —n).

Taktka vzdy se pouzivaji kongruence modulo n > 2, protoze mod 0 je kongruentni
jen ¢islo samo se sebou, mod 1 jsou kongruentni vSechna ¢isla a zaporna modula se
chovaji stejné jako kladna.

Prvocisla se chovaji moc hezky k délitelnosti, nékteré z jejich vlastnosti si ukazeme
v lemmatku.

Lemma 4. (prvodisla a délitelnost) Uvazujme prvocislo p a pfFirozena cisla a, b.
Potom plati:

(1) kdyz p | ab, pak p | a nebo p | b,
(2) kdyZ p| a?, pak p | a a také p* | a®.

Priklady a Glohy

Pfiklad 5. (odstrasujici) Rozmyslete si, Ze pokud p neni v pfedchézejicim lemmatu

prvocislo, lemma nemusi platit.

n’—n
6

Priklad 7. Najdéte zbytek po déleni ¢isla 2-3-10- 11 - 13 ¢islem 28.

Priklad 6. Ukazte, Ze pro libovolné celé ¢islo n je také celé cislo.

Uloha 8. Najdéte nejvétsi piirozené &islo a takové, ze a | 32"*! + 1 pro kazdé
pfirozené ¢islo n.

Uloha 9. Dokaite, Ze pro kazdé piirozené é&islo n plati 9 | 10” + 3 - 47+2 4 5.

Kritéria délitelnosti

Casto se ndam hodi rychle ur¢it, jestli je néjaké ¢islo délitelné danym (malym) éislem.
Uvedeme si ale tvrzeni, kterd ndm nejen prozradi, zda ono ¢islo je ¢i neni délitelné,
ale zaroven ndm pomohou urcit piipadny zbytek.

Zaroven si vSimnéme, Ze naSe tvrzeni jsou specifickd pro desitkovou soustavu.
Pro zajimavost si muzete zkusit rozmyslet, jak by to fungovalo pro jiné soustavy, ¢i

dokonce jestli jsou néjaké soustavy vhodnéjsi z hlediska kritérii délitelnosti.

7 vz

Véta 10. (délitelnost mocninami dvojky a pétky) Méjme celé ¢islo n a pfirozené
¢islo a. Jako posledni a-¢isli ¢isla n chdpejme takové celé ¢islo k,(n), které se s n
shoduje na poslednich a cifrach, jinde ma samé nuly a je zaporné praveé tehdy, kdyz
je n zaporné. Pak plati

n = kq(n) (mod 2%),

n = kq(n) (mod 5%).

INesoudélnost dvou &isel je vysvétlena v definici 21.
15
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Véta 11. (délitelnost trojkou a devitkou) Méjme celé ¢&islo n, oznaéme s(n) jeho
ciferny soucet (plati s(—n) = —s(n)). Pak plati

s(n) (mod 3),
n = s(n) (mod 9).

n

Véta 12. (délitelnost jedenacti) Méjme celé ¢islo n. Oznacme 5(n) alterovany ci-
ferny soucet, tedy takové celé Cislo, které vznikne rozdilem souctu cifer na sudych
a lichych pozicich (pfidemz analogicky plati 3(—n) = —3(n)). Pak plati

n=35(n) (mod 11).

Véta 13. (délitelnost sedmi a t¥indcti) Méjme celé ¢islo n ve tvaru 10k + ¢, kde k
je prirozené cislo a ¢ je cifra. Pak plati:

n=3k+{¢ (mod 7),
n=—-3k+ ¢ (mod 13).

Cviceni 14. Rozmyslete si, pro¢ tato kritéria funguji.

Uloha 15. Najdéte viechna pfirozend ¢isla n takova, ze s(n?) = 3.

Spolecni délitelé a spol.

Definice 16. Méjme cela ¢isla a, b. Pak jako spolecny délitel ¢isel a, b oznacime
takové celé ¢islo d, pro které plati d | a a d | b.

Nezaporné celé Cislo d nazveme nejvetsi spolecny délitel ¢isel a, b, pokud jej déli
jejich kazdy spolecny délitel.
Definice 17. Méjme cela Cisla a, b. Pak jako spole¢ny ndsobek Cisel a, b oznacime
takové celé ¢islo n, pro které plati a | n a b | n.

Nezaporné celé ¢islo n nazveme nejmensi spolecny ndasobek Cisel a, b, pokud déli
jejich kazdy spoleény néasobek.
Tvrzeni 18. Pro kazda dvé cela c¢isla a, b existuje pravé jeden jejich nejvétsi
spolecny délitel, ktery budeme znacit NSD(a, b).
Tvrzeni 19. Necht pro celd ¢isla a, b (kde ab # 0) je

ab
n=-————.
NSD(a, b)
Pak plati, Ze n je celé ¢islo a |n| je nejmensi spoleény ndsobek a a b. Pokud ab = 0,
pak definujeme n = 0.
16
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Dusledek 20. Nejmensi spoleény nasobek je pro kazda dvé ¢isla pravé jeden, mii-
Zeme pro néj proto zavést notaci nsn(a, b).
Definice 21. O celych dislech a, b prohlasime, Ze jsou nesoudélnd, paklize spliuji
NSD(a,b) = 1. V opa¢ném pfipadé fikdme, Ze jsou soudélnd.
Lemma 22. Necht a, b jsou celd ¢isla. Pak plati

(1) NSD(a,b) =1 = NSD(a + b,ab) =1,

(2) NSD(a,b) = NSD(a,a — b).
Véta 23. (Bézoutova rovnost) Méjme celd ¢isla a a b, ozna¢me d = NSD(a, b). Pak
existuji celd ¢isla x, y (nazyvdame je Bézoutovy koeficienty) takovd, zZe

axr + by = d.

Obecné pak pro libovolnd ', y' plati, Ze ax’ + by’ je ndsobek d.

Jak ale najdeme d, natoz Bézoutovy koeficienty z, y? K tomu ndm bude slouzit
tzv. Eukleiddv algoritmus.

Véta 24. (rozsifeny Eukleidiv algoritmus) Méjme celociselnou rovnici
axr + by = d,

ea ab jsou cela ¢isla, d = a,b) a BU plati |a| > |b|. Neznamé z, y, d pa
kd bj 14 ¢isla, d = NSD(a,b) a BUNO pl > |b]. N d pak
umime nalézt nasledujicim algoritmem:
Fipravime si tabulku se tfemi sloupecky, do prvniho Fadku napiSeme po
1) Pii i i tabulk remi sl cky, d iho radk iS5
fadé a, 1, 0 a do druhého b, 0, 1.
okud nemame v prvnim sloupci nulu, opakujeme nasledujici kroky:
2) Dokud 1 im sl i nul kuj isledujici krok
(2.1) Oznacime kq, ko, k3 a {1, £2, ¢3 hodnoty v poslednich dvou vyplnénych
fadcich tabulky.
(2.2) Nalezneme (pomoci déleni se zbytkem) ¢isla q, r tak, aby ky =41 -q+r
a0 <|r|l <]
(2.3) Do nového iddku napiSeme po fadé ¢isla r, ke — la - q a ks — {3 - q.
(3) Hodnoty z predposledniho fddku v prvnim, druhém a tietim sloupci oznacime
po radé d, x, y.

Pozorovani 25. Pokud si vezmeme libovolny fadek tabulky z rozsifeného Euklei-
dova algoritmu a ¢isla v jednotlivych sloupcich ozna¢ime postupné d’, x’, y', potom
plati ax’ + by’ = d'.

Priklady a ulohy

Pfiklad 26. Najdéte vSechna celd ¢isla a, b, spliiujici NSD(a, b) = 15 a nsn(a, b) =
900.

Priklad 27. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele Gisel 1980 a 3179.
17
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Uloha 28. Najdéte vSechna cela &isla a, b, ktera spliuji

a+b=100 a mnsn(a,b)=210.

Uloha 29. Dokazte, ze zlomek ﬂﬁig nelze pro zZadné prirozené ¢islo n zkratit.
(IMO 1959)

,

TéZzsi véty na zavér

Dosud jsme se moc nezabyvali vlastnostmi zbytk pfi mocnéni, které se chovaji

mnohem slozitéji. Nicméné mame k dispozici dvé klicova tvrzeni, kterd nam mohou
pomoci.

7z vz

Véta 30. (mald Fermatova) Necht p je prvocislo a a celé ¢islo takové, Ze p 1 a. Pak
a1 =1 (mod p).

Véta 31. (Eulerova) Necht a a n jsou nesoudélngd pfirozend ¢isla. Oznacme ¢(n)
pocet prirozenych c¢isel mensich nez n, ktera jsou s n nesoudélna. Pak

a?™ =1 (mod n).

MizZeme si povS§imnout, Ze mald Fermatova véta je specidlnim piipadem Eulerovy
véty, nebot pro kazdé prvocislo jsou s nim vSechna mensi pfirozend ¢isla nesoudélna.
Jelikoz se ale v tilohach ¢asto déli prvocislem, je vhodné tento piipad zmifiovat zv1ast.

Priklady a Glohy

Pi#iklad 32. Ukazte, ze 13 | 235 4 336 + 537,

Uloha 33. Dokaite, Ze pro licha pifirozena &isla n plati
n |20V g,
Uloha 34. Najdéte vSechna piirozena n, pro ktera
n|2" —1.

(Putnam 1972)
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Cviceni

Cviéeni 35.

Cvideni 36.

Cvicéeni 37.

je celé cislo.

Cviceni 38.
Cviéeni 39.

Cviceni 40.

MARTIN FOF

Dokazte, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n plati
n=4 (mod7) <= 49| (n®+6n+9).
Naleznéte vsechna ptirozena cisla k, m takova, ze

% = g a nsn(k,m) = 378.

Najdéte nejvétsi celé cislo n takové, ze

(-2 (n+1)
n—1
(AIME 1999)
Naleznéte vSechna celd ¢isla x, y spliujici 22 = 4y + 2.
Existuje prirozené ¢islo n takové, ze s(27) = s(2"+1)?

Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q, pro néz existuje prirozené ¢islo

n takové, ze plati

Cviceni 41.

p(p+1)+q(g+1)=n(n+1).

Ukazte, 7e pro kazdé pfirozené ¢islo n plati 133 | 1171 4 122n—1,
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Navody

6. Rozloz citatel i jmenovatel na soucin. Uvaz lemma 4.
7. Nasobit, modulit, opakovat.
8. Podivej se na délitele pro n = 1 a uréi, zda budou déliteli i pro jina n.
9. 10" =1 (mod 9), poté bude vyraz pred délitkem i po délitku délitelny tfemi,
muzes zkratit.
15. Co znamena, ze je ciferny soucet roven 37
22. (1) D4 se snadno dokézat obménou.
(2) Dokaz, ze mnozina spoleénych délitelii a, b je stejnad jako mnozina spole¢-
nych délitelt a, a — b.
27. Pouzij Eukleidiv algoritmus.
29. Pouzij Eukleidtiv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.
32. Pouzij malou Fermatovu vétu na jednotlivé ¢leny.
33. Rozmysli si, ze p(n) | nl.
34. Je jen jediné. Pak zkus vyuzit malou Fermatovu vétu.

37. Uvazuj tlohu pomoci jazyka kongruenci (modulo n — 1). Uvaz, ¢emu je potom
kongruentni n — 2 a n + 1.

38. Podivej se na tlohu modulo 4.
39. Pfeved na kongruence modulo 3.

41. UvaZuj tlohu pomoci jazyka kongruenci (modulo 133). Zjisti, ¢emu je kongru-
entni 11 - 12. Vyndsob kongruenci vhodnou mocninou 11 (nebo 12) a uprav.

Literatura a zdroje

Tento pfispévek je upraveny pfispévek Daniela Perouta, kterému timto dékuji.
[1] Daniel Perout: Délitelnost, Zasada, 2021.
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Burnsideovo lemma

MARTIN For

ABSTRAKT. V kombinatorickych tlohach se ¢asto pocitd pocet rtiznych obarveni

nebo usporadani, coz neni nic az tak slozitého. Vétsi potize vSak jsou, pokud mame

ruzné otoceni a preklopeni povazovat za identickd. Burnsideovo lemma nam rika, jak

i v tomto pfipadé pocet pfedmétt jednoduse spocitat. Nejdfive si fekneme, co rika

v jednodussich pojmech, a poté se podivame na jeho skutecné znéni.
Priklad. Kolik riznych nahrdelnika lze sestavit ze 3 sklenénych a 5 dfevénych
koralku? Koralky jsou navleené na sntirce, takze dva nahrdelniky lisici se jen poo-
toCenim povazujeme za shodné.

Tento priklad neni tézké vyresit. Staci vSechny moznosti spocist. To je ale pomérné
pracné a jednoduse se v tom udéla chyba. A co teprve, kdyz kordlki nebude celkem 8,
ale tfeba 807 Pfesné na to je Burnsideovo lemma. NeZ si ho ale ukdZeme, definujeme
si par pojmu.

Umluva.

Obrazek pro nas bude jedna ,kombinace“, u které zatim nic nezanedbavame.
V nasem piikladu to napiiklad budou vsechny nahrdelniky s danou orientaci.

Predmét pro nas bude to, co chceme spocitat — tedy ,kombinace®, u které ale
nezéalezi na orientaci. Jeden predmét tedy muze odpovidat vice nez jednomu obrazku.
V prikladu vyse to budou nahrdelniky, u kterych na orientaci nezavisi.

Pohyb bude to, co chceme v dané tloze zanedbavat. Bude to funkce, ktera vezme
obrazek a udéla z néj (typicky jiny) obrazek. MnoZinu vSech pohybt budeme znaéit
G. Musi tvofit grupu, coz znamena:

(i) Kdykoli slozime (provedeme po sobé) dva pohyby z G, dostaneme opét pohyb
z G.
(ii) V G musi existovat pohyb, ktery vSe nechd na misté (takzvand identita).

(iii) Pro kazdy pohyb p € G existuje opa¢ny pohyb p~1, ktery pti slozeni (v kte-

rémkoli pofadi) s ptivodnim pohybem p dé identitu.

Lemma. (Burnside) Pro pohyb p ozna¢me S, mnozinu vSech obrézkii, které se
pohybem p nezméni. Pak pocet predméti spocteme jako

1
@l > 1Sl

peG
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Reseni. Burnsideovo lemma nam iiké, Ze feSeni vyse zminéného piikladu lze spo-
Citat jako priumérny pocet obrazka pro kazdy pohyb, které se jim nezméni. V nasem
pripadé jsou pohyby 8 rtznych pootoceni. Identita zfejmé zachovava vsechny ob-
razky a neni tézké nahlédnout, Ze vSechny ostatni otoceni kazdy obrazek zméni.
Pocet obrazki je (g) = 56. Pocet ndhrdelniki tedy bude

(56 4+0+..+0)="T.

| =

Ulohy
Uloha 1. Kolik nahrdelnikt vyjde v ivodnim p¥ikladu, budeme-li moci nahrdel-
niky i pfevracet?

Uloha 2. Kolik nahrdelnikii vyjde, budeme-li mit k dispozici dvanéct sklenénych
a dvanact dfevénych koralka?

Uloha 3. Kolika zptisoby lze obarvit policka Sachovnice 3 x 3 dvéma barvami?
Dvé obarveni povazujeme za stejna, pokud lze dostat jedno z druhého pootocenim
Sachovnice.

Uloha 4. Jak se pfedchozi tiloha zméni, pokud bude Sachovnice sklenéné, a my ji
tak budeme moci i preklapét?

Uloha 5. Kolika zptsoby mtizeme obarvit policka nekoneéného &tvereckovaného
papiru dvéma barvami tak, aby policko [z, y] mé&lo vZdy stejnou barvu jako policka
[*£9,y] a [z,y £ 9]? Obarveni lisici se pouze posunutim (avSak nikoli oto¢enim ¢i
preklopenim) povaZzujeme za totoZna.

Uloha 6. Mame umistit Sest nerozeznatelnjch mickt do t¥i nerozeznatelnych kra-
bic. Kolika zpisoby to muZeme udélat?

Uloha 7. Kolika zpiisoby miizeme obarvit stény krychle dvéma barvami?
Uloha 8. Kolika zptisoby mtizeme obarvit vrcholy krychle tfemi barvami?

Uloha 9. Kolika zptisoby lze na kazdou z 26 stén nasledujiciho télesa (krychle se
sef{znutymi hranami a vrcholy) nakreslit Sipku smérem k jedné hrané?

=/

Uloha 10. O kolik se zvétsi visledek predchozi tilohy, pokud budeme

(1) trojthelnikové stény barvit jednou ze ti{ barev namisto kresleni Sipky,
22
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(2) ¢tytihelnikové stény sousedici s trojihelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami na-
misto kresleni Sipky,
(3) ¢tyfuhelnikové stény nesousedici s trojihelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami
namisto kresleni Sipky?
Uloha 11. Kolik je moznosti, jak obarvit pravé patnact z t¥iceti hran dvacetisténu?

Uloha 12. Pro vSechna pfirozena éisla N a n dokazte, ze n déli ZZ=1 NNSD(n.k)
kde NSD(a, b) zna¢i nejvétsi spoleény délitel a a b.

1= (56 +4-6).

21+ (1) + () +2(D) +2(3) +2(3) +8).
(29425 +2.23).

(29 42542-23 +4-26),

o (281 4+8.2%7 4+ 72.29).

5 (284+3-4+2).

5:(26+3-24+12-2% 4 8- 2%).
ﬂ(38+17-34+6-32).

© ® oS oA ®N
|~

g
e

; 214 34
) 26.32 121938

11 ((5) +20(%) +24(5) +30(%)) /60.

Literatura a zdroje
Tento prispévek Cerpé ze skvéle napsaného prispévku Mirka Olsdka, kterému timto
dekuji.
[1] Mirek Olsak: Burnsideovo Lemma, Zésada, 2014.
[2] Hana Bendova: Burnsideovo Lemma, Domaslav, 2010.
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Kvadratické zbytky

MATEJ GAJDOS

ABSTRAKT. Budeme fesit kvadratické kongruence, ale ne vzdy nam to pujde. Na-
hlédneme, ze za otdzkou jejich samotné fesitelnosti se ukryva hezka teorie, a s jeji
pomoci vyfesime spoustu uloh.

Piipomerime nékteré znadeni: Pro celd ¢isla a, b fikdme, Ze a déli b a znacime a | b,
pokud existuje k celociselné takové, ze b = ka. Dvé cela Cisla a a b jsou kongruentni
modulo ptirozené ¢islo m, zna¢ime a = b (mod m), pokud m | a—b. Pro m p¥irozené
definujeme mnoZinu zbytki po déleni m jako

Z :={0,1,...,m —1}.
P¥iklad. (Motiva¢ni) Naleznéte viechna cela ¢isla = takova, aby z2 + 1 bylo déli-

telné sedmi.

Reseni. Chvili zkousime dosazovat za z né&jaka éisla, ale 74dné = se nam najit
nedaii... Z pohledu kongruenci mtZeme tlohu formulovat jako feseni 2?2 = —1
(mod 7) v celych ¢islech. Navic ale libovolné celé x 1ze zapsat jako x = 7q + r pro ¢
ar cela, 0 < r < 7. Pak plati

22 = (Tq+7)* =49¢* + 14qr +r* =r* (mod 7),

takze pokud ptivodni rovnici 22 = —1 (mod 7) n&jaké = Fesi, pak ji Tesi i néjaké
r € Z7. V Z7 ale snadno otestujeme, Ze zadné z 02, 12, 22, ..., 62 neni kongruentni

—1. Tedy zadné Teseni nasi tlohy neexistuje.

Definice. Nechf s € Z a m € N. Rekneme, ze s je kvadratickym zbytkem modulo
m, pokud existuje 7 € Z takové, ze r> = s (mod m). V opa¢ném piipadé nazveme s
kvadratickym nezbytkem.

V dalsim se budeme vénovat tomu, kdy je celé ¢islo kvadratickym (ne)zbytkem
(a pro zjednoduSeni pfevéazné modulo prvoécislo). Pro feSeni nékterych tloh tato
informace bohaté staci, a pfitom je to jednodussi tiloha nez presné hledani téchto
takzvanych diskrétnich druhgjch odmocnin®.

1Coz je naopak problém dost niroény na to, aby na ném byl zalozen Rabintiv kryptosystém.
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Definice. Necht p je prvocislo a s € Z. Pak definujeme p¥islusny Legendredv symbol
jako

0, pokudp|s,
<S) =< 1, pokud p1t s a s je kvadratickym zbytkem modulo p,
—1, pokud pts a s je kvadratickym nezbytkem modulo p.

rvr

Nahlizime struktury

Uloha 1. Ukaite, ze:

(1) Pro m € N existuje v Zy, nejvyse |3 | nenulovych kvadratickych zbytki
modulo m.

(2) Pro p liché prvocislo existuje v Z, pravé % nenulovych kvadratickych
zbytkid modulo p.

Uloha 2. (Eulerovo kritérium) Necht p je liché prvoéislo a s € Z. Dokazte, 7e pak

(;) =57 (mod p).

Uloha 3. (Multiplikativita Legendreova symbolu) Necht p je liché prvoéislo

a S,t S Z. Ukai‘e, Ze
p p p )

Véta. (Prvni suplement) Pro p liché prvocislo je

)=

Véta. (Druhy suplement) Pro p liché prvodislo je

Véta. (Gausstv zékon kvadratické reciprocity) Necht p a ¢ jsou riiznd lichd prvo-

¢isla. Pak
p q p=lg—1
- =) =(=1)2 =z .
PIONE



KVADRATICKE ZBYTKY

Regime dlohy

Uloha 4. Nechf pro celd ¢sla z, y, 2 plati 2 + y? = 22. Dokaite, ze pak nékteré
z téchto Cisel je délitelné tremi a nékteré péti.

Uloha 5. Pro ktera prvocisla p je i 2P + p? prvoéislem? (PraSe 35-2j-2)

Uloha 6.
(1) Vyieste v celych é&islech 22 +2 +2 =0 (mod 5).
(2) Bud p prvoéislo. Nacértnéte postup, jak v Z, Fesit obecné kvadratické rovnice

22 +br+c=0 (mod p).

Kde se zde projevi kvadratické zbytky a nezbytky?

Uloha 7. Rozhodnéte, zda je 200 kvadratickym zbytkem modulo 401.

Uloha 8. Franta dostal k svatku dva ¢tverce. Vsiml si, Ze jeden z nich se d4 napsat
jako 4z — 3y a druhy jako 3x 4 4y pro néjaka cela ¢isla x, y. Dokazte, ze potom jsou
oba Frantovy ¢tverce délitelné péti. (PraSe 29-2p-7)

Uloha 9. Urcete, pro ktera prvodisla p je 10 kvadratickym zbytkem modulo p.

Uloha 10. Naleznéte viechna pFirozena feseni rovnice
4+ 204+ k!l =n
Uloha 11. Rozhodnéte, zda existuje a € N takové, Ze neni osmou mocninou pfi-

rozeného €isla a Ze pro libovolné prvoéislo p mé polynom 2® — a kofen v Z,.

Uloha 12. Dokazte?, ze pokud s neni étvercem, pak existuje prvoéislo p takové,
ze s je kvadratickym nezbytkem modulo p.

Uloha 13. Bud P kvadraticky polynom s celoéiselnymi koeficienty a s vlastnosti,
Ze pro kazdé prvoéislo p existuje n, € N takové, ze p | P(n,). Dokazte, Ze pak mé P
racionalni kofeny.

Uloha 14. M¢jme celé &islo n a prvoéislo p. Vime, ze plati
4n 2n — n
2% +9°" = 36" (mod p).
Dokazte, Ze p je tvaru 4k + 1 pro néjaké celé ¢islo k. (PraSe 33-1s-3)
Uloha 15. Bud p prvoéislo tvaru p = 4n + 1 pro n piirozené. Ukazte, Ze pak
n"=1 (mod p).
2 Abychom nebyli neéestni, zminime, Ze existuje kouzelna Dirichletova véta, které ¥ika, ze pokud

a a m jsou nesoudélna, pak existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze p = a (mod m).
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Uloha 16. Naleznéte v N vSechna feseni rovnice
mé =n"t 4 n—1.
(iKS 4-3-N3)

Navody

1. Zkus zbytky vyrabét a vyuzij toho, Ze druha mocnina ,zapomina znaménko*.
2. Mize pomoci znat malou Fermatovu vétu a védét, ze polynom nad Z, mé na-
nejvys tolik kotfend, kolik je jeho stupen.

3. Zrecykluj nékterou z predchozich vlastnosti.

5. Podivej se modulo 3.

6. Vyrob vhodny ¢tverec (a rozmysli si, Ze to obecné jde). Pozor na p = 2.

8. Jeden ze ¢tverct je kongruentni nasobku druhého.

10. Vyrob vlevo kvadraticky nezbytek.

11. Ano — chces a navolit tak, aby Slo polynom hodnékrét rozlozit na soucin a dala
se uzit teorie kvadratickych (ne)zbytku.

12. Rozklad na prvocisla a kvadratické reciprocita. Hodné ¢islicek si miizes navolit
sam podle své libovtile.

13. Ukaz, ze diskriminant P je kvadratickym zbytkem modulo vSechna prvocisla.
Co z toho plyne?

14. Mohl by se hodit prvni suplement.

15. Jak se chova 4™ modulo p = 4n + 17

16. Ukaz, ze n"t! obvykle nemiize byt étvercem ani krychli, takze n dava jen dva
pripustné zbytky modulo 6. Pro ty dofes pomoci kvadratickych zbytka.

Literatura a zdroje

[1] Matéj Dolezalek: Kvadratické zbytky, Lipova-lazné, 2022.

[2] Vitézslav Kala: Teorie ¢isel,
lhttps://www.karlin.mff.cuni.cz/-kala/files/TC23.pdf.

[3] Tristan Shin: Quadratic Residues,
lhttps: //mathweb.ucsd.edu/~trshin/handouts/QuadraticResidues.pdf.
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Realna cisla

MATEJ GAJDOS

ABSTRAKT. Vétsinu ¢asu pocitdme pravé s nimi, ale co to vlastné jsou ta realna ¢isla?
A pro¢ si nevystacime se zlomky? V prednésce realna cisla zkonstruujeme pomoci
Dedekindovych fezii a ukdzeme si jejich klicovou vlastnost, totiz uplnost. Pritom si
plné vystacime se zlomky, mnozinami a troskou abstrakce.

Na zacatku bylo N, mnozina prirozengch cisel. Jednalo se o péknou mnozinku, se
kterou se dobfe pocitalo na prstech, ale néco postradala — rozdil dvou ¢isel viibec
nemusel v N existovat! Proto moud#i pfisli s novymi symboly —n a 0 a pomoci nich
vytvorili celd ¢isla, tj. mnozinu Z, spolu s pravidly, jak jeji prvky porovnévat, s¢itat,
odcitat, nasobit. Navic Z obsahovalo N.

Ted ale chybélo déleni. A tak moudiejsi, stavéjice na pevnych zdkladech N a Z,
vytvotili raciondlni ¢isla Q := {¢ | a € Z,b € N}. V téchto cislech se dalo fadit,
sCitat, odc¢itat, nasobit i délit, a navic se k sobé nahustila, tj. mezi kazdymi dvéma
riznymi racionalnimi ¢isly p < ¢ Slo najit raciondlni ¢islo r, ze p < r < q. Prvky Q
nakreslené na primku v pofadi za sebou tak nové vyplnovaly celou ¢iselnou osu.

... Tedy alespon zdanlivé. Ukazuje se totiz, ze v racionalni ¢iselné ose jsou diry
— délku pfepony pravothlého trojuhelniku s odvésnami délky 1 nelze vyjadiit jako
racionalni ¢islo, ale pfitom tuto délku na ¢iselnou osu jisté lze zanést.

Ted je proto na nés, abychom zase o kousek rozsifili pojeti ¢isel a z Q vytvorili
R, tedy c¢isla redlnd. Prali bychom si, aby Q bylo v R obsazeno, aby na R existovaly
standardni aritmetické operace a usporadani rozsitujici ty na Q a aby v realné ¢iselné
ose nebyly diry.

Pro splnéni posledniho pozadavku bychom si ale nejdfive méli ujasnit, co to
vlastné takova dira zhruba je.

ReZeme!
Zacénéme touto klicovou definici:

Definice. Nechf A C Q je neprazdna. Rekneme, Ze prvek s € Q je supremem
mnoziny A, pokud
(1) Vae A:a<s; (s jehorni mez mnoZiny A)
(2) Pokud s’ < s pro s’ € Q, pak existuje a € A, ze ' < a. (s je nejlepsi mez)
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Supremum mnoZiny A znacime sup A (a dle néasledujici tlohy mé toto znadeni
smysl). Supremum je takové lepsi maximum — opravdu, pokud mnoZina A ma ma-
ximum, pak se snadno nahlédne, Ze toto je i supremem. Nicméné supremum nemusi
v A lezet, a tedy zobechiuje pojem maxima.

Uloha 1. Ukaite, Ze supremum neprazdné mnoZiny existuje nejvyse jedno.
Uloha 2. Ukaite, ze A := {21 | n € N} m4 supremum 1, ale nema maximum.

Definice. Uspotfddanou dvojici mnozin (A, B), kde A, B C Q, nazveme (Dedekin-
dovym) Tezem, pokud

(1) A a B jsou neprazdné a rozkladaji Q (tj. ANB=0a AU B =Q);

(2) A< B vesmyslua < b, kdykoliva € Aabe B;

(3) A nemé maximum.

Vsimnéme si, Ze pokud zndme jednu ¢ast fezu (Ffeknéme A), pak jiz zname cely
fez (B = Q\ A =: A°). Pro zpfehlednéni zapisu budeme obc¢as znaéit Fezy malymi
feckymi pismeny. Nazev ,fez“ je sugestivni pro nas$ problém hledani dér. Zavedme
pro ucel prednédsky nasledujici klasifikaci Fezti (nejedné se o standardni nazvoslovi):

Definice. Rekneme, Ze fez (A, B) indikuje diru, pokud v Q neexistuje sup A.

Pro libovolné p € Q mnoziny Q< :={¢€ Q| g <p}aQs,:={q€ Q| ¢>p}
definuji fez p* := (Q<p, Q>,), pro ktery plati min Qs, = supQ«, = p, a tedy tento
fez neindikuje diru. Racionélni ¢islo p je jedind hodnota ,seviend“ mezi zlomky
z Q«, (které jsou vSechny striktné mensi nez p) a ostatnimi zlomky z Qx> (které
jsou zase striktné vyssi nez p).

Uloha 3. Naleznéte v Q néjaky fez, které indikuje diru.

Existuji tedy fezy, které zadnou racionalni hodnotu mezi sebou nesviraji, coz jaksi
intuitivné poukazuje na ,déravost* racionalni ¢iselné osy; formalné vzato narazime
na neprijemnou vlastnost, ze ne kazdéa shora omezena mnozina zlomki mé supre-
mum. Celd myslenka konstrukce R tak je povazovat jednotlivé fezy za naSe nova
realnd Cisla; vymyslet, jak fezy scitat, odcitat, nasobit, délit a porovnavat, aby se
tyto operace chovaly rozumné'; najit pfirozené ztotoznéni Q s néjakou podmnozinou
téchto novych ¢isel; a nakonec doufat, Ze intuice ,,pfidani dér“ byla spravna a shora
omezené podmnoziny R jiz budou vzdy mit supremum.

Aritmetika fezu

Usporaddni Tezi definujeme tak, ze (A, A°) < (B, B¢), pravé kdyz A C B.

S¢itand ezt (A, A°) a (B, B¢) definujeme jako (A + B, (A + B)¢), kde A+ B :=
{a+blac ANbe B}.

Ukazme, Ze soucet Fezii je opravdu fezem: MnoZiny A + B i (A + B)¢ zjevné
rozkladaji Q, navic jsou neprazdné (A + B je neprdzdnd z neprazdnosti A a B,

LOstiileny znalec algebry by fekl, ze R ma tvofit komutativni t&leso s linedrnim uspofaddanim.
Presné axiomy této struktury je proto tfeba ovérit (po vhodném zadefinovani operaci a usporddani).
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zéroveii je ale shora omezend, nebot A a B jsou shora omezené, a tedy musi (A+ B)°
byt neprazdnd). Prop € A+ B, g € (A+ B)® nalezneme a € Aa b€ B,Zze p=a-+b.
Pak ¢ — a ¢ B (jinak by ¢ € A+ B), a tedy b < ¢ — a z vlastnosti (2) fezu (B, B°).
Pakalep=a+b<a+qg—a=q,a tedy plati vlastnost (2) pro (A + B, (A + B)°).
Nakonec, pro p = a+b € A+ B lze z neexistence maxima v A nalézt o’ € A, a’ > aq,
nacez p < a’ +b € A+ B a tento soucet proto také nemé maximum.

Uloha 4. Dokaite, e fezové séitani je komutativni a asociativni.
Uloha 5. Dokazte, ze pokud «, 5 a 6 jsou fezy a o < B, paki o+ < a + 4.

Vhodnym kandiddtem na nulovy 7ez je w := (Q~,Qg) — pfimocare se ovéri, ze
pro kazdy fez a plati a +w = a.

Uloha 6. Rozmyslete si, jak zadefinovat opacny ez —a, aby se jednalo o fez
a platilo a + (—a) = w.

Zadefinovat soudin fezii da trochu vic prace. Pro nezdporné fezy (A A) > w,
(B¢ B) > w zadefinujeme jejich souéin jako ((A - B)° A - B), kde A- B := {ab |
a € AANb € B}. Opét se musi ovéfit, ze se jednd o fez. Dale pro fez « definujeme
jeho absolutni hodnotu |a| jako «, pokud a > w, v opaéném piipadé jako —a. Pro
obecné fezy «, 8 pak zadefinujeme jejich sou¢in bud jako |a| - |8, pokud jsou oba
fezy nezaporné nebo oba nekladné, nebo jako —(|a|-|S]), pokud je jeden fez zadporny
a druhy kladny (absolutni hodnota fezu je nezédporny ez a soucin nezdpornych fezl
jiz méme definovany).

Uloha 7. Rozmyslete si, jak zadefinovat jednotkovy 7ez v, aby pro kazdy fez a
platilo ¢ - & = «. Ukazte, Ze pro kazdy fez o # w existuje fez [, ze o - 3 = ¢.

KVécko, eRko a uplnost

Mame tedy mnozinu vSech fezi R spolu s usporadanim a zakladnimi aritmetickymi
operacemi a vcelku pfimocaie, byt pracné zjistujeme, Ze pocitani v R spliiuje stejna
algebraické pravidla jako pocitani v Q. Proto si pfi pocitani s redlnymi ¢isly nemu-
sime zadné fezy explicitné predstavovat.

Racionalni ¢isla nejsou striktné vzato podmnozinou R (Q obsahuje zlomky, kdezto
R obsahuje uspotddané dvojice mnozin zlomki), oviem kazdé racionalni ¢islo p € Q
lze pfirozené ztotoznit s fezem p* = (Q«p,Q>,) definovanym vyse pomoci Q., =
{q € Q| q < p}; zaroveri jsme ukazali, Ze p* je fez neindikujici diru. K tomu ale plati
i opaénd identifikace (viz nasledujici tiloha), jejimz dusledkem je, Ze fezy neindikujici
diru jsou pravé ty ztotoznitelné s raciondlnimi ¢isly. Proto jsou fezy indikujici diru
lépe znamy jako iraciondlni ¢isla.

Uloha 8. Ukazte, Ze pokud « je fez neindikujici diru, pak existuje racionalni ¢islo
p takové, ze p* = a.

Uloha 9. Ukazte, 7e pro p,q € Q je p* +¢* = (p+ q)*.
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Nyni kone¢né piejdeme k oné zasadni vlastnosti, kviili které by néas viibec redlna
C¢isla mohla zajimat.

Véta. (Uplnost realnych &isel) Necht A C R je shora omezena neprazdna mnozina
fezi. Pak v R existuje jeji supremum.

Diikaz. Pro fez o pisme jeho dvé komponenty jako (A,, B,) = a. Definujme?
S = Upea Ao a 0 := (5, 5°). Ukdzeme, Ze se jedna o Tez, ktery je supremem A.

Pfedné o je fez: Z neprazdnosti A je S neprazdnd, a protozZe je A shora omezen4,
existuje 8 € R horni mez A, tedy pro kazdé o« € A je A, C Ap, nacez i jejich
sjednoceni S C Ag, pfitom ale Ag # Q, tudiz S¢ je neprazdna. Prop € S a ¢ € S¢
lze nalézt o € A, 7e p € A,. Pfitom ale ¢ € A, (jinak by ¢ € 9), takze ¢ € B,
a p < q. Nakonec pro takové p s nalezenym A, existuje r € A,, Ze p < r (nebot
A, nemd maximum), nacez r € S dokazuje, ze p neni maximem S — tedy S nemé
maximum. Proto je o opravdu fezem.

Zbyvé dokézat, ze o je supremem A. Uvédomme si, Ze sjednoceni mnozin je
vzdy nadmnozinou onéch sjednocovanych mnozin, tedy nami definovany fez o shora
odhaduje kazdy prvek A, nebot pro a € A je A, C S. Nakonec, pokud 7 = (T, T°) je
fez spliiujici 7 < o, pak je T vlastni podmnozinou S, tj. existuje p € S\ T a z definice
S také o € A spliiujici p € A, . Pak i vSechna ¢ € Q, ¢ < p musi lezet v A, specialné
T C A, nebot p € T¢ je horni mezi T. Tedy jsme nasli a € A, Ze plati 7 < a. Tim
je dokdzano, Ze o je supremem A. |

Stale mozna neni jasné, pro¢ chtit, aby R spliovalo tuto tzv. vlastnost suprema.
Budeme muset trosku mlzit, nicméné obor matematické analyzy se ve velké mife
o uplnost R opird a spousta jejich vysledki by v Q neplatila. Snad Té nékteré
z nasledujicich tloh presvéddi, ze tplnost je zajimava a uzitecna.

L]Iohy

Uloha 10. Ukazte, ze pro A C B C R je sup A < sup B.

Uloha 11. Duéalné k supremu shora omezené mnoziny definujeme infimum ne-
préazdné zdola omezené mnoziny A jako ¢islo d takové, ze d je dolni mezi A a pro
kazdé d’ > d jiz d’ neni dolni mezi A. Naleznéte vhodny vztah mezi supremy a infimy
a ukazte, ze kazdéd neprazdnd zdola omezend podmnozina R mé infimum.

Uloha 12. Naleznéte supremum mnoziny {cos(n) | n € N}.

Uloha 13. (Odmocniny) Necht n € N a 2 > 0 realné. Ukaite, Ze existuje y € R
takové, ze y" = x a ze toto y je jednoznacné urcené.

2Vsimnéme si, Ze jsme supremum v diitkazu véty zkonstruovali skrze jakési sjednoceni fezii ze za-
dané podmnoziny readlnych ¢isel. To ma svij hlubsi divod — supremum se da totiz definovat obecné
pro libovolnou relaci uspordddni, speciadlné tak pro mnozinové systémy (P, C) uspoiadané inkluzi;
potom supremem néjakého podsystému S C P je pravé |JS (pokud tedy lezi v P). Proto nase volba
fezu je dobrym kandiddtem na supremum, protoze se vlastnosti suprema propisi z mnozinového
uspofradani na fezy.
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Uloha 14. (Desetinné rozvoje) Necht (a,,)3, je posloupnost é&isel z {0,1,...,9}.

Dokazte, ze mnozina
n
A= {Z 107%a; | n € N}

i=1
je shora omezend, a tedy lze dobie definovat ¢islo 0,a1asas ... := sup A. V souladu
s touto definici ukazte, ze 0,9 = 1.

Uloha 15. (Exponenciala) Necht x je nezdporné realné. Dokaite, Ze mnozina

AI::{ZQZMLGN}

i=0
je shora omezena.
Uloha 16. (Borelova véta) Bud A libovolnd mnozina obsahujici néjaké reélné ote-
viené intervaly, jejichZ sjednoceni pokryva (0,1) (tj. (0,1) C |J.A). Ukazte, ze pak
existuje kone¢nd podmnozina F C A pokryvajici (0,1).
Uloha 17. Ukazte, Ze pokud v pfedchozi tiloze budeme uvazovat raciondlni in-
tervaly (tj. pokryvame Q N (0,1) ,otevienymi Q-intervaly® tvaru Q N (a,b)), pak
véta predchozi tlohy neplati — existuje mnozina otevienych Q-intervali pokryvajici
Qn{0,1), jejiz z4dna koneénd podmnoZina nepokryva Q N (0, 1).

Navody

3. Intuitivné by fez mohl reprezentovat tieba v/2. Ale jak takovy ez zadefinovat,
pokud pro nés ¢islo v/2 & Q neexistuje?

6. Je si tfeba dat pozor na to, zda a ne/indikuje diru.

11. Pro zdola omezenou A uvazuj mnozinu —A.

12. Uvazuj ,n modulo 27“ a ukaz, ze pro velké n musi néjaké dvé promodulené
hodnoty (i mod 27)"_; lezet velmi blizko sebe.

13. Zkonstruuj mnozinu, aby jeji supremum bylo kandidatem na odmocninu.

15. Jakkoliv je x velké, v urcitou chvili zac¢ne faktoridl dominovat — srovnej s geo-
metrickou radou.

16. Uvazuj F := {z € (0,1) | (0,2) lze pokryt kone¢nou podmnozinou A} a po-
moci jejiho suprema ukaz, ze 1 € F.

17. Zvol iracionalni ¢islo a € (0, 1) a zkonstruuj dost Q-intervalii tak, aby ,nevedly
pres a“.

Literatura a zdroje

[1] L. Pick, S. Hencl, J. Spurny, M. Zeleny: Matematickd analyjza,
lhttps://www.karlin.mff.cuni.cz/-pick/analyza-pro-studenty.pdf.
[2] Vojtéch Jarnik: Diferencidlni pocet I, Academia, 1974.
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Invarianty

ViT HANIKA

ABSTRAKT. Invarianty, ¢esky neménky, jsou zdkladni technikou na FeSeni (nejen)
kombinatorickych tloh. Na prednasce se naucime néjaké zdkladni neménky a snad
i néjaké zaludnéjsi.
Priklad. Na tabuli jsou napsand ¢isla 1,2,3,...,2n, kde n je liché pfirozené ¢islo.
Vybereme si libovolnad dvé ¢isla a, b, kterd smazeme, a misto nich napiSeme ¢islo

7 w7

|a — b|. Ukazte, Ze posledni zbylé ¢islo je liché.

Reseni. Oznaéme S soudet ¢isel na tabuli. Tedy pied prvnim krokem je
S=14+2+4---+2n=n2n+1).

Z toho vidime, Ze soucet S je lichy. Po odebrani a a b se soucet snizi o 2min(a, b), to
je ale sudé cislo, tedy S zustava liché. Postupnym mazanim a nahrazovanim tedy,
zustane na konci jedno liché ¢islo.

V tomto pfipadé byl invariant parita souctu vsech prvkid. Dalsimi uziteénymi
invarianty mohou byt:

(1) soucet ¢isel, pfipadné soucet ¢isel modulo n (pro vhodné n),

(2) soucet druhych mocnin,
(3) dalsi aritmetické operace: soucin, podil, soudet ¢tverct atd.,
(4) pocet n&jakych jevl, pfipadné pocet néjakych jevl modulo n.

Ulohy

Uloha 1. Maté&j na tabuli napsal ¢isla 1, 2, ..., 100. V kazdém kroku odebere
néjaka cisla a, b a nahradi je ¢islem a+b. Po 99 krocich mu zbylo jediné ¢islo. Které
to bylo?

Uloha 2. Ve vrcholech Sestitithelniku jsou v tomto pofadi napsana é&isla 1, 0, 1, 0,
0, 0. V jednom kroku smime zvysit dvé sousedni ¢isla o jedna. Je mozné opakovanim
tohoto kroku ziskat Sest stejnych ¢isel?

Uloha 3. Bud d(n) ciferny soucet ¢&isla n. Najdéte vSechna Teseni rovnice

n+d(n) +d(d(n)) = 2015.
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Uloha 4. Cokolada ma tvar tabulky m x n. Petr by ji chtél naldamat na dilky 1 x 1.
Na kolik nejméné rozlomeni se mu to mize povést, pokud vzdy lame pouze podél
rovné ryhy jesté nerozlomeného kousku?

Uloha 5. Na kazdy vrchol étverce polozime na za¢atku 1 kdmen. V jednom kroku
pak muzeme odebrat néjaky pocet kament z né€jakého vrcholu a na néktery sousedni
vrchol pfidat dvakrat tolik kamenti. Mizeme po konecném poctu krokt ve vrcholech
ziskat (v tomto poradi) 1989, 1988, 1990, 1989 kamenti?

Uloha 6. Kazdé z ¢&isel ay, ..., a, je rovno +1 nebo —1 a plati
S = ajasasas + asasasas + - - - + apaiasas = 0.

Dokazte, ze n je délitelné ¢tyfmi.

Uloha 7. Je déno 5 bodi: (—5,10), (8,7), (—3,4), (6,5), (9,4). Jsou povoleny
néasledujici dvé operace: Bud vybereme dva body a jeden posuneme o jedna nahoru
a druhy o jedna doprava, nebo vybereme dva body a posuneme jeden o jedna dold
a druhy o jedna doleva. Pro které body (a,b) se 1ze po koneéném poctu tahtt dostat
vSech pét bodt do (a,b)?

Uloha 8. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souétem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednic¢ek nebo
dvojek?

Uloha 9. Mgéjme mnozinu {3, 4, 12}. Jsou-li a, b rizné prvky nasi mnoziny, mizeme
je nahradit ¢isly 0,6a — 0,8b a 0,8a + 0,6b. MiZzeme nékdy dostat mnozinu {4, 6,12}7

Uloha 10. Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lenti strany A, 28 ¢lentt strany B,
23 ¢lenu strany C, 19 ¢lenu strany D a kazdého zaviel do samostatné kobky. Po
préaci se ob¢as mohli prochézet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat
tfi ¢lenové ti rtznych stran, Rumburak je za trest preregistroval do ¢tvrté strany.
(Nikdy si spolu nepovidali vice nez t¥i uneseni.)
(a) Mohlo se stét, Ze po uréitém ¢ase byli vSichni uneseni ¢leny jedné strany?
Které?
(b) Urcete vSechny ¢tvefice celych kladnych &isel, jejichz soucdet je 101 a které
jako poc¢ty unesenych ¢lent ¢ty stran umoznuji, aby se Rumburakovou péci
Casem vsichni stali ¢leny jedné strany.

Uloha 11. (trochu si zapoéitate) V kazdém z vrcholi pravidelného n-tihelniku
Ay, As, ..., Ay leZi urdity pocet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 < k < n.
Vybereme dvé mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, ze
jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru hodinovych rucic¢ek. Rozhodnéte, pro
ktera n lze po koneéném poctu takovych premisténi docilit toho, Ze pro libovolné k,
1 < k < n, bude ve vrcholu Ay lezet n + 1 — k minci.

Uloha 12. M¢éjme nekone¢nou &tvercovou miizku. Na zac¢atku mame 4 Zetony na
poli (0,0). V jednom tahu miiZzeme odebrat Zeton na poli (z,y) a pfidat Zeton na
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pole (x + 1,y) a (z,y + 1). Mlze se stat, ze po koneéném poctu krokd nejsou na
zéddném policku dva zetony?

Uloha 13. Vezméme ¢tyii shodné pravotihlé trojihelniky. V jednom kroku mii-
Zeme jeden trojihelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojahelniky.
Mizeme opakovanym délenim docilit toho, ze zadné dva z naSich trojuhelniki ne-
budou shodné?

Uloha 14. V fadé je n Zetont s jednou stranou bilou a druhou éernou. Na zacatku
jsou vSechny zetony otocené bilou stranou nahoru. V jednom tahu mizeme odstranit
zeton otoceny bilou stranou nahoru, ktery neni na kraji, a otocit oba jeho sousedy
(pozor, pokud je soused Zetonu v pribéhu hry odstranény, jeho sousedem se stava
dalsi Zeton v fadé). Dokazte, ze umime odstranit vSechny Zetony, az na dva krajni
pravé tehdy, kdyz n — 1 neni délitelné 3.

(IMO shortlist 2005 C5)

Navody

Soucet ¢isel na tabuli.
Liché a sudé pozice.
Deélitelnost.

Co se déje s poc¢tem kust?
Mod 3.

Co muze byt krok algoritmu, kdyz se chceme dostat k libovolnému ohodnoceni
promennych7 A co pak bude ten nejtrivialnéjsi invariant?

vy

S ok wh -

8. Délitelnost néjakym vhodnym Cislem.

9. Vzdalenost od pocatku.

10. Parita poc¢tu ¢lenti.

11. Kazdé minci pritadime jeji pozici.

12. Dej polickim vahy tak, aby se soucet hodnot pfi procesu nemeénil.

13. Jaké budou velikosti rozdélenych trojihelnik? Slo by to zapsat jako uspofa-
dana dvojice? Nepripomind ti to predchozi tlohu?

14. Ma3s systém, ktery splituje aaa = bb, aab = ba, bab = aa. Miizes si napiiklad
pod pismenky predstavovat, Zze to jsou operace na néjakém rovinném utvaru, ale
pohledti na tlohu véetné invarianti existuje vice.

Literatura a zdroje

Prispévek prevzal vétsinu tloh z pfispévku na totéz téma Petra Hladika z Mezimésti
2022, kterému timto dékuji.
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Kombinatoricka teorie cCisel

ViT HANIKA

ABSTRAKT. Prispévek je sbirkou tuloh z teorie ¢isel, k jejichz feSeni se vSak mnoho
myslenek z teorie Cisel nevyuziva a jsou spiSe kombinatorické.

Dirichlettv princip

Tvrzeni. (Dirichlettiv princip) Pokud do n prihrddek umistime n + 1 objektd,
budou v nékteré prihradce alesporn 2 objekty.

Uloha 1. Dokaite, ze mezi 82 riiznymi piirozenymi &isly lze vzdy najit dvojici a,
b tak, ze 81 | (a —b).

Uloha 2. 7 mnoziny 1,2,...,2n jsme vybrali n + 1 &sel. Doka’te, Ze nékteré
z vybranych ¢&isel déli nékterd jind vybranA. (Paul Erdos)
Uloha 3. Z mnoziny 1,2, ...,2n jsme vybrali n + 1 ¢sel. Dokazte, Ze nékterd dvé

vybrané ¢isla jsou nesoudélna.

Uloha 4. Je dano n pfirozenych ¢&isel. Dokaz, Ze existuje podmnozina, jejiz soucet
je délitelny n.

Uloha 5. Mgéjme mnozinu desiti dvoucifernych éisel. Ukazte, Ze existuji dveé jeji
disjunktni neprazdné podmnoziny se stejnym souctem. (IMO 1972/1)

Nebojime se nekonecna

Uloha 6. Existuje posloupnost pfirozenych ¢&isel, ktera obsahuje kazdé pfirozené
¢islo prave jednou a kazdé prirozené n déli soucet prvnich n ¢lend posloupnosti?

Uloha 7. Piirozen4 éisla jsou rozdélena do koneéné mnoha (disjunktnich) mnozin.
Ukazte, ze nékterda z mnozin obsahuje nekonecné mnoho nasobkd kazdého pfiroze-
ného déisla. (Berkley Circle Math Contest 1999-2000)

Uloha 8. Necht S je mnoZina piirozenych ¢isel takova, ze kazda neprazdna konecna,
podmnozina S méa néjakého spoleéného délitele vétsiho nez 1. Dokazte, ze i S ma
spolecného délitele vétsiho nez 1.
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Uloha 9. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost piirozenych éisel ay, as, . . ., ze pro
kazdé k € N obsahuje posloupnost a; + k,as + k, ... jen koneéné mnoho prvocisel.

Dalsi alohy
Uloha 10. Nechf A, B jsou neprazdné podmnoziny piirozenych é&sel. Dokaz, Ze
pocet ¢isel, ktera lze vyjadiit jako a + b, kde a € A, b € B, je alespon |A| + |B| — 1.

Uloha 11. Je mozné é&isla 1, 2,...,100 pokryt 12 geometrickymi posloupnostmi?
(Rusko 1995)

Uloha 12. Je dano 2000 celjch éisel se souc¢tem 1, z nich kazdé ma absolutni
hodnotu nejvyse 1000. Dokazte, ze z nich lze vybrat podmnozinu se souctem 0.
(Kanada 2000)

Uloha 13. Dokazte, Ze existuje libovolné velkd mnozina celych &isel X takova, ze
pro viechna riiznd a,b € X plati (a — b)? | ab. (USA 1998)
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Navody

1. Podivej se na zbytky po déleni 81.

2. Chces najit n podmnozin, aby kdykoliv jsou spolu 2 ¢isla v jedné podmnoziné,
jedno délilo to druhé.

3. Podivej se na sousedni dvojice.

4. Podivej se na ¢astetné soucty (soucty prvnich i ¢lent).

5. Nejdriv najdi néjaké podmnoziny se stejnym soucCtem, a pak je zdisjunktni.

6. Ano. Konstruuj postupné, na sudou pozici dej nejmensi nepouzité a to na pred-
chézejici liché pozici dopocitej.

7. Mize se stat, ze pro kazdou mnozinu najdeme ¢islo, které v ni ma jen konec¢né
mnoho nasobku?

8. Predpokladej spor a najdi posloupnost mnozin se stale se zmensujicimi NSD.
9. Ano, n-ty ¢len vezmi takovy, aby byl od prvocisla vzdélen aspoii o n.

10. Zacni od nejmensiho a postupné zvysuj az po nejvétsi.

11. Podivej se na prvocisla.

12. Uspotddej ¢isla tak, aby prefixové soucty (od zacitku do libovolného prvku)
byly omezené, a poté pouzij Dirichlettv princip.

13. Vizdycky muzes do jiz nalezené mnoziny pt¥idat nulu, ¢imz vyrobis vétsi. A po-
kud ji chces pfidat znova, nejprve mnozinu posuii.

Literatura a zdroje

Dékuji Mirkovi a Pepovi, od nichz jsem pfevzal vétsinu tloh.
[1] Josef Minaiik: Kombinatorickd teorie ¢isel, sbornik iKS, 2021.
[2] Mirek Olsak: Kombinatorickd teorie ¢isel, Oldfichov 2012.

38



Turnaje a dalsi grafy

PETR HLADIK

ABSTRAKT. Kdo by nemél rad puntiky a Sipecky? Tak pravé nimi se budeme zabyvat.
A hlavné téma, kde mezi kazdymi dvéma puntiky vede jedna Sipka.

Pro zacatek si definujeme par zakladnich pojmu:

Definice. Nase puntiky a Sipecky budou predstavovat konecny orientovany graf.
Formalnéji feceno koneény orientovany graf G je uspoiadand dvojice G = (V, E), kde
V je libovolnd neprézdné koneénd mnozina a F libovolnd mnozina (uspofddanych)
dvouprvkovych podmnozin mnoZiny V. Prvkiim mnoziny V' fikdme vrcholy (puntiky)
a prvkim mnoziny E zase (orientované) hrany (Sipky).

Poznamka. Definice orientovaného grafu nezakazuje, aby pro néjakd u,v € V
vedla Sipka obéma sméry. Dokonce muze Sipka spojovat jeden vrchol se sebou samym
(potom ji fikdme smycka). My ale budeme predpoklddat, Ze tyto situace nenastanou.

Predstavme si ze z grafu G si vybereme jeden vrchol v. Pak mame pro tenhle
vrchol dvé zajimavé skupiny, a to ty vrcholy do kterych z v vedou Sipicky, tuto
mnozinu vrcholt ozna¢ime A(v). A pak mnozinu vrcholl ze kterych vedou Sipicky
do v, tuto mnoZinnu ozna¢ime B(v). Pak mtzeme pro vrchol v sledovat pocet Sipek
vedouci do néj a z néj, to oznacime in(v) a out(v). Tedy |A(v)| = out(v) a |B(v)| =
in(v).

Definice. Cesta délky n v grafu G = (V, E) je posloupnost n po dvou rtznych
vrcholl vy, va, ..., v, a hran (v, vi41), ¢ € {1,2,...,n — 1}.

Definice. Cyklus délky n, nebo také n-cyklus v grafu G = (V, E), je cesta délky n
v grafu G sjednocend s hranou (v, v1).

Definice. Rekneme, ze graf G je turnaj, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
vede Sipka. Formalnéji feeno, graf G je turnaj, pokud pro vSechny w,v € V,u # v,
plati bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E.

Definice. O vrcholu v v turnaji V' fekneme, Ze je typek, pokud in(v) = 0. Déle

o vrcholu v € V fekneme, Ze je lama, pokud out(v) = 0. Typek je tedy vrchol,

ze kterého vedou hrany do vSech ostatnich vrcholdl, a tak se z néj da dostat do

vSech vrchola grafu po nejvySe jedné hrané. Do lamy naopak vedou hrany ze vsech
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ostatnich vrcholt. Déle definujme jesté polotypka jako vrchol, z néjz se da dostat do
vSech vrchold po nejvyse dvou hranach. Forméalné zapsano: v je polotypek, pokud

vUA(v)u( U A(u)) —V.

u€A(v)

Na zahrati

Uloha 1. Ukaite, Ze v turnajich (a orientovanych grafech obecné) plati

Z in(v) = Z out(v).

veV veV

Uloha 2. Ukaite, Ze pokud v turnaji neni typek, pak v ném existuje trojcyklus.

Uloha 3. V mezigalaktické lize v pace soutézilo Sestnact silakt. Kazdy soutézil
s kazdym praveé jednou a zadny zapas neskoncil remizou. Dokazte, zZe umite vybrat
5 silakid a sefadit je do fady tak, Ze kazdy z nich porazil vSechny sildky stojici za
nim. (AoPS)

Uloha 4. Ukazte, Ze pokud v turnaji neni typek, pak jsou v ném alesponn dva
polotypci. Musi nutné existovat tii?

Pro chytré hlavicky

Uloha 5. Hvézdna iSe se sestava z 1001 planet. Kazdé dvé planety jsou spojeny
jednosmérnymi ¢ervimi dérami a navic plati, ze z kazdé planety vychazi 500 ¢ervich
dér a 500 jich v ni konci. 668 planet pfitom tvori autonomni republiku. Ukazte, ze se
z kazdé planety republiky d& dostat na kazdou jinou, aniz by bylo nutné republiku
opustit. (ARO 2004 10.6)

Uloha 6. Ukazte, Ze v turnajich plati

S (n(v)* = 3 (out(v))?.

veV veV
Pozor, v orientovanych grafech toto tvrzeni obecné neplati. (Putnam 1965)

Uloha 7. Turnaj nazveme tranzitivni, pokud pro viechna u,v,w € V takova, Ze
(u,v) € E a (v,w) € E, plati téz (u, w) € E. Dokazte, Ze turnaj je tranzitivni pravé
tehdy, kdyz neobsahuje zadny cyklus.

(A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.4)

Uloha 8. Dokaite, 7e v turnaji existuje cyklus pfes viechny vrcholy pravé tehdy,
kdyz existuje cesta mezi kazdou usporadanou dvojici vrcholfi.
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Uloha 9. Rekneme, Ze orientovany graf je rozloZitelny, pokud lze jeho vrcholy
rozdélit do dvou neprazdnych podmnozin A a B takovych, Zze pro vSechna u € A a
pro v8echna v € B plati, Ze (u,v) € E. Dokazte, Ze kazdy rozlozitelny turnaj se da
zménou orientace jedné hrany zmeénit na graf, ktery neni rozlozitelny.

(variace na A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.3)

Uloha 10. Méjme turnaj G, ktery obsahuje k-cyklus. Dokazte, ze v G existuje
(k — 1)-cyklus. Dale dokaizte, ze pokud dracek Smacek zvoli jeden vrchol daného
k-cyklu, pak zde existuje (k — 1)-cyklus, ktery dany vrchol obsahuje.

Uloha 11. Mg&jme n > m > 3 a turnaj na n vrcholech, ve kterém se nevyskytuje
m-cyklus. Dokazte, Zze 1ze jeho vrcholy ohodnotit ¢isly 1,2,...,n tak, ze kdykoliv
a > b+ m — 2, pak vede hrana z vrcholu ohodnoceného ¢islem a do vrcholu ohod-
noceného éislem b. (USA TST 2009)

Uloha 12. Mg¢jme turnaj G. Jako jeho barevnost oznacme takové k, Ze lze obarvit
jeho hrany k barvickami tak, ze zde neexistuje vrchol ktery ma vchézejici a vycha-
zejici hranu stejné barvy. Urcete minimum barevnosti vSech turnajt na n vrcholech.

(USA TST 2015)

Uloha 13. PraSéatko dostalo jako darek n > 3 odislovanych bodt 1,2,...,n a
samym nadsSenim se jalo mezi body kreslit modré a ¢ervené Sipky. Pritom vysledek
jeho snahy splnoval tato pravidla:

(i) Z kazdého bodu vedla Sipka do kazdého bodu s vétsim ¢islem.
(ii) Pokud z bodu A vedla cesta do B po Sipkéach jedné barvy, pak mezi stejnymi
vrcholy nevedla cesta druhé barvy.

Kolika zptisoby mohlo PraSatko ptikreslit v§echny Sipky? (ARO 2005 11.3)

Uloha 14. Turnaje se uc¢astni 10 rytift. Vime, Ze kdykoliv rytif A porazil rytife
B, pak pocet rytifu, ktefi porazili A, seteny s po¢tem rytii, které porazil B, da
alespon 8 (¢ili in(A) + out(B) > 8, kdykoliv A > B). Ukazte, Ze v celém turnaji
existuje pravé 40 trojcyklt.

Uloha 15. Tenisového turnaje se ii¢astnilo n > 4 hrac¢i. Kazdi dva hraci se utkali
pravé jednou a nenastala z4dna remiza. Ctvefici hra¢a nazveme schrecklich, pokud
jeden hrac¢ byl porazen zbylymi tfemi a kazdy z téchto tifi hracu s poslednimi dvéma
jednu hru vyhral a jednu prohral. Pfedpokladejme, Ze neexistuje schrecklich ¢tvefice.
Dokazte, ze potom

Z (out (i) — in(i))* > 0.

(IMO Shortlist 2010)

Orientované grafy

Turnaj je jen specialni pfipad orientovaného grafu. Mohli bychom tedy ocekavat,
7e tvrzeni, kterd jsme dokdzali pro turnaje, budou (p¥ipadné v néjaké lehce pozmé-
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néné podobé) platit i pro v8echny orientované grafy. Tak je tomu bohuzel jen velmi
ziidka. Uvédomme si totiz, Zze orientovanych grafi je ve srovnani s turnaji ,fakt
hodné“. Specidlné mohou byt takové grafy nepfijemné ,fidké“ (napiiklad na kazdou
permutaci se mizeme divat jako na orientovany graf). Spi§ nez pifejimani tvrzeni
proto bude fungovat pfejimani metod. Pomoci fint, které jsme si osvojili na tlohach
s turnaji, ted budeme zkousSet Fesit tlohy na orientované grafy.

Uloha 16. Hrany konvexniho mnohosténu jsou orientované jednosmérnymi $ip-
kami tak, ze z kazdého vrcholu vychazi a do kazdého vrcholu vstupuje alespon jedna
Sipka. Dokazte, Ze existuje sténa, na které tvofi Sipky cyklus.

(KMS gama, Romania TST)

Uloha 17. Je dan orientovany bipartitni graf s partitami X, Y. V jednom kroku
vybere Amir vrchol a obrati orientaci vSech hran, které vedou z, resp. do tohoto
vrcholu. Ukazte, ze 1ze po koneéném poctu kroka dosahnout stavu, kdy pro vsechny
vrcholy u € X plati in(u) > out(u) a pro vSechny vrcholy v € Y plati in(v) < out(v).

(fran 2002)

Uloha 18. Kolem kulatého stolu sedi N rytift. Na povel kazdy z nich na né-
koho ukéZe (nikdo neukazuje na sebe). Dokazte, Ze umime rytifim nasadit na hlavy
prilbice tii barev tak, ze nikdo neukazuje na kolegu se stejné barevnou pfilbici.

Uloha 19. 7Z kazdého ndmésti ve mésté M vedou piesné dvé jednosmérné ulicky.
Dokazte, Ze ndmésti mtizou byt rozdélena do 1014 ¢tvrti (¢tvrti mizou byt i prazdné)
tak, ze ulicky vedou vzdy jen ze ¢tvrti do jiné ¢tvrti a zaroven pokud vede néjaka
ulicka ze Stvrti c; do &tvrti co, pak zadna ulicka nevede opacné. (ARO 2002)

Uloha 20. Francouzska vyzvédnéa sluzba vyslala na Kamelot 16 $pehii. Kazdy
z nich sleduje nékteré své kumpény (pokud $peh A sleduje B, pak B nesleduje
Speha A). Kterychkoliv 10 Spehti 1ze oéislovat tak, Ze prvni $pehuje druhého, druhy
tfetiho atd. az desaty prvniho. Dokazte, Ze lze podobné ocislovat i kazdych 11 Spehi.

(Baltic Way 1994, 19/20)
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Navody

1. Spocitej pocet ¢arek s Sipkou. Dvakrat.

2. Jdi po sipkach a zkracuj.

3. A je z toho uplny holubnik!

4. Vezmi hrace s nejvice vitézstvimi. Dalsi polotypky hledej ve vhodném podtur-
naji

5. Rozdél republiku na dosazitelnou a nedosazitelnou ¢ast. Pocitej dvakrat.

6. Pouzij silu a priklad 1. Nebo pocitej dvakrat netrojcykly.

7. To zvladnes.

8. Podivej se na nejdelsi kruznici.

9. Vytvor kruznici.

10. Postupuj pozpatku. Vezmi ¢-cyklus a sestroj z néj (¢ 4+ 1)-cyklus.

11. Pouzij silu a priklad 8.

12. Vyjde [log, n]. Najdi konstrukei a dokaz, Ze méné nejde.

13. Otoc Cervené Sipky a poté sefad vSechny vrcholy tak, aby Sipky vedly jen zleva
doprava.

14. Ekvivalentné dokazuj, ze kazdy rytit vyhral 4 nebo 5 utkéni. D4l sporem.

15. Jak vypadaji neschrecklich étvefice? Pocitej dvakrat. Pouzij silu a priklady 1
af.

16. Uvaz kruznici, ,uvnitf které“ uz zadna neni, a ukaz, ze to musi byt sténa.
17. Navrhni algoritmus, ktery zvétsuje pocet ,spravné sméfujicich* hran.

18. Ukaz existenci rytife R spliiujiciho in(R) < 1, poté pouzij silu a indukei.

19. V prvnim kroku obarvi ndmésti 13 barvami tak, aby mezi dvéma ndméstimi

stejné barvy neexistovala cesta délky mensi nez 4.

20.

Nejdiiv odvod, ze pro kazdého Speha A plati 7 <in(A) <8 a 7 < out(A) < 8.

Zdroje

Ze zdroja, které nejsou uvedeny u konkrétnich tiloh, jsem také dosti ¢erpal z pii-
psévku Lenky Kopfové Turnaje a dalsi grafiky. A tim bych ji rdd podékoval. Také
jsem cerpal z prednasek Pepy Tkadlece, a Martina Sykory. Vsichni zminéni ¢erpali
z Pepova prispévku.
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Bertrandiiv postulat a dalSi véty o prvocislech

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Budeme se zabyvat nékolika zndmymi problémy o prvocéislech. Nékteré
si dokdzeme, nékteré ne, ale kazdopadné bude zabava.

Prvocisla jsou znami potizisté v teorii ¢isel — se snadnou definici a hlubokymi
vlastnostmi. Velci matematici jako Legendre a Gauss se zabyvali rozloZzenim prvocisel
na Ciselné ose a jejich asymptotickym chovanim. V této prednésce si dokdzeme dvé
relativné elementarni véty a povime si o spousté dalsich hodné neelementarnich.

Véta. (Bertrandiv postulat) Pro kazdé n > 1 pFirozené existuje prvocislo p spl-
nujicin < p < 2n.
Véta. (Prime number theorem) Oznacme n-té prvocislo p,, a m(n) pocet prvocisel

od 1 do n. Pak plati
lim Pn_ 1= lim M
n—oo nlogn n—oo n/logn

Rychlokurz p-valuaci

Véta. (Legendretv vzorec) Budte p prvodislo a n pfirozené. Pak plati

won=[3] +[3] +[3] = =2 5]

Véta. (Kummer) At p je prvocislo a m > n jsou prirozena. Pak p-valuace (ZZ) je
pocet prenosu ,,pres p-cko“ pri s¢itani n a m — n v ¢iselné soustavé o zakladu p.

Uloha 1. Pro pfirozen4 ¢isla a, b, ¢ plati a® | b° a a° | ¢*. Ukaite, ze a? | be.

Bertrandiiv postulat

Hlavnim hrdinou v dokazovani této véty bude centralni binomicky koeficient (27?)
Vsimnéte si totiz, Ze z definice (nebo z Kummerovy véty) je délitelny vSemi prvocisly
mezi n a 2n. Pokusime se tedy predpokladat, ze pro néjaké n zadné takové prvocislo
neexistuje. Nejprve zkusime odhadnout mocniny prvoéisel, co mohou tento koeficient
délit.
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Pro nésledujici sérii uloh si zafixujeme prirozené n.

Uloha 2. (t&751) Budte n piirozené a p prvocislo takové, Ze v rozkladu (27:‘) se
vyskytuje pravé v mocniné p*. Pak ukazte, ze p* < 2n.

Uloha 3. Najdéte v zavislosti na n > 2 néjakou mez m takovou, Ze kazdé prvoéislo
p > m se v rozkladu ¢isla (2:) vyskytuje nejvyse jednou.

Uloha 4. Najdéte v zavislosti na n > 2 néjakou mez m takovou, Ze ¢islo (27?) nema
prvociselného délitele m < p < n.

Za predpokladu, ze neexistuje prvocislo lezici mezi n a 2n, ziskdvame kombinaci
predchozich tii tvrzeni

(2:>= II » - IT» <@ I] »

p<v2n V2n<p<2n/3 p<2n/3

Posledni odhad je slavnou Erdésovou nerovnosti, kterd odhaduje soucin prvocisel
po danou mez. To je poslednim dilkem skladanky, které fikame Bertrandav postulat.

Uloha 5. (Erdss) Oznaéme m# primoridl ¢isla m jako souéin vsech prvoéisel od
1 do m. Dokazte, ze plati m# < 4™.

Uloha 6. Ukaite, ze plati
4n 2n
< .
2n+1~ \n

Uloha 7. Odvodte z nerovnosti vyse:

4TL

2 \/%.4271/3'
2n+1 <(@n)

Tato nerovnost plati pouze pro n < 500 (zkuste dokazat, Ze pro dostatecné velka n
urdité nemiize platit), tedy pro vSechny aZ na koneéné mnoho hodnot je Bertrandiiv
postulat dokéazan.

Dale uvedeme par uloh, ve kterych se muze Bertrandav postulat hodit.

Uloha 8. Oznaéme 7(n) pocet prvocisel lezicich od 1 do n. Ukaite, Ze pro kazdé
n plati 7(n) > logy(n).
Uloha 9. Ukaite, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel, které za¢inaji na 1.
Uloha 10. (Bonseho nerovnost) Oznaéme i-té prvoéislo p;. Ukazte, ze pro kazdé
n > 4 plati p,_1# > p?

(1) s Bertrandovym postulatem,

(2) bez néj.

Uloha 11. Je dané piirozené é&islo n. Ukazte, Ze prvky mnoziny {1,2,...,2n} lze
rozdélit do n disjunktnich paru takovych, Ze soucet kazdych dvou je prvocislo,
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Uloha 12. Je déno pfirozené n > 3 s prvoéiselngm rozkladem n! = p{pg® - - - pi*,
kde p1 < ps < -+ < pg. UrCete vSechna n > 3, pro kterd aq,as,...,q; tvori
geometrickou posloupnost. (MEMO 2017)

Uloha 13. (Pfemysleci, proboha nezkousej to) Jak by $lo dokazat, 7e vzdy existuje
prvocislo mezi 2n a 3n?

Poznamka. Pron > 1 existuje prvoéislo mezi 2n a 3n, viz ¢lanek [2].
Uloha 14. Rozhodni, zda existuje piirozené a, pro které existuje nekoneéné mnoho
prirozenych cisel n takovych, ze
n!+a| (2n)l
(Prase 2018)

Prime number theorem

Tato véta zhruba tvrdi, Ze prvocisla rostou jako funkce n logn, presnéji p,, ~ nlogn.
To je hluboky vysledek, ktery prekvapivé netrivialné vyuziva komplexni ¢isla, my si
jej zde neukazeme. Zkusime vSak pfijit na néco o krapet slabsiho. Ukazeme, Ze pro
kazdé € > 0 plati pro vSechna n dostatecné velka:

n

n
log 2 — .
(log g)logn <m(n) < 610gn

Logaritmus bereme pfirozeny. Témto dvéma odhadum se standardné ¥ikd Chebyshe-
vuv dolni a horni odhad. Ve skute¢nosti jsme uz vSechny potfebné prostiedky potkali
pti pripravé dikazu Bertrandova postulatu.

Uloha 15. Dokazte dolni odhad pomoci tlohy 2.
Uloha 16. Ukazte, Ze pro n > 2 plati

—_

log(4) > =
nlog(4) > 3

(m(n) — v/n)log(n).
Uloha 17. Zkuste z predchozi tilohy odvodit horni odhad.
Uloha 18. Oznaéme n-té prvoéislo p,. Ukazte, Ze pro néjaké piirozené n plati
1 1
———— +1]|nlogn>p, > gnlogn.

log 2 — 15550

Uloha 19. Dokaite, Ze existuje piirozené &islo, které lze vyjadfit jako soucet dvou
prvodéisel vice nez 20252025 zptisoby.
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Neddvné vysledky (aneb matematici jsou frajefi)

Véta. (Green-Tao) Existuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti prvocisel.

Véta. (Zhang, pozdéji projekt Polymath8) Existuje nekone¢né mnoho dvojic pr-
vocisel, kterd se lisi nejvyse o 7 - 107, pozdéji snizeno na 246. Pokud by platila
Riemannova hypotéza, dokonce plati, Ze existuje nekonecné mnoho dvojic prvocisel
lisicich se o 6.

Véta. (Slabd Goldbachova hypotéza, Vinogradov, Helfgott(!)) Kazdé liché ¢islo
vétsi nez 7 Ize vyjadrit jako soucet tii prvocisel.

Véta. (Maynard) Bud ¢ € {0,1,...,9} libovolnd cifra. Pak existuje nekonecéné
mnoho prvocisel, ktera neobsahuji v desetinném zapisu cifru c.

Navody

1. Rozloz na p-valuace a pouzij AG-cko.

2. Bud rozepis pomoci Legendreova vzorce, a nebo pouzij Kummerovu vétu.

3. Funguje m = v/2n, vyuzij piedchozi tlohu.

4. Vyhovuje m = 2n/3. Zapi$ kombina¢ni éislo jako podil dvou éisel a divej se,

kolikrat se p vyskytuje ve jmenovateli a v Citateli.

5. Postupuj indukci pro lichda m. Soucin prvocisel mezi a m vcéetné odhadni

kombinaénim ¢islem.

m+3
2

6. Odhadni z binomické véty.

8. Precti si nazev prednasky.

9. Jak zakddovat, Ze prvocislo za¢inad na jednicku?
10. Postupuj indukeci.

12. Pomoci Bertrandova postuldtu ma druhé nejvétsi prvocislo valuace 2 nebo 3.
Pro 3 najdi spor, pro 2 spocitej 2-valuaci faktoridlu a dojdi ke sporu s Bertrandem.

13. Rozdél prvocisla na 3 skupiny podle velikosti, odhaduj podobné jako v Ber-
trandovi.

14. Pro dostatecné velké n by muselo platit %' +1] % Avsak oba vyrazy muzes
odhadnout 4.

15. Ulohu 2 vynasob pro vSechna prvocisla délici binomicky koeficient. Ten pak
odhadni.

16. Zapomeii na prvodisla pod /n.

18. Jelikoz plati m(p,) = n, tak n < 6102" Pomoci toho odhadni p,.

19. Kolik je dvojic soucti prvocisel p 4+ ¢ pro p, ¢ < n?
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Funkcionalni rovnice

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Funkciondlni rovnice jsou jednim ze zakladnich kament olympiddnich
aloh. A jako s kazdym poradnym kamenem si i je porddné osahame a stréime do
kapsy.

Par slov Gvodem

Co jsou to vlastné ty funkcionalni rovnice za¢? Podrobné si to vysvétlime na nésle-
dujicim prikladu:
Priklad. Naleznéte vSechny rostouci funkce f : R — R, které pro vSechna z,y € R
spliuji

fla+y) = flx)+ f(y)

Ulohu si miizeme predstavovat jako feseni soustavy rovnic s nekoneéné mnoha ne-
zndmymi (které jsou oznadeny f(x) pro z € R). Kvuli tomu, Ze je nezndmgych tolik,
nemaji klasické metody na feSeni soustav moc velkou Sanci fungovat. Naptiklad vyse
uvedend rovnice je ,linedrni“!, takze kdyby se jednalo o kone¢nou soustavu, uméli
bychom ji snadno vyresit. PFitomnosti nekone¢na vSak mutizeme ziskat mnohem bo-
hatsi strukturu, naptiklad bez pfidané podminky , f je rostouci“ by dana rovnice
méla spoustu extrémné divnych a divokych feseni. Potfebujeme tedy pfijit s néja-
kymi novymi metodami, které budou fungovat i na nekoneéné soustavy. Pojdme si
nékteré z nich predvést a vysvétlit na piikladech!

Substitu¢ni metoda

Nejbéznéjsi metodou Feseni funkciondlnich rovnic je tzv. substituéni metoda. Za
timto sluSivym nazvem se vSak neskryva nic jiného nez ,dosazujeme do rovnice
konkrétni véci a doufame, Ze z toho néco vypadne®. Pokud totiZ rovnice plati pro
libovolné hodnoty x, y, tak jisté plati napiiklad i pro konkrétni volbu x = 6, y = 2.
V téch nejjednodussich pripadech miizeme pfimo dostat tvar, ve kterém feseni musi
byt. Obcas dostaneme néjaké informace o jejich hodnotach v konkrétnich bodech.
Nejcastéji vsak zbude néjaka jind funkciondlni rovnice, ktera je s trochou $tésti hezci
nebo jednodussi nez ta ptvodni.

LAt uZ to znamena, co to znamena.
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V tézsich tlohéch se vsak typicky stava, ze postupné dokazujeme riizné vlastnosti
hledané funkce, které jdou dale dobfe vyuzit. Nasleduje vycet uzitecnych vlastnosti

funkei,

které je tfeba mit na paméti:

Definice. O funkci f (do R) fekneme?, Ze je:

(1)

sudd, pokud f(x) = f(—x),

lichd, pokud f(x) = —f(—x),

prostd (nebo ze je f injekce), pokud f(x) = f(y) vynucuje x =y,

na (nebo surjektivni), pokud pro kazdé y € R existuje x, pro néz f(x) =y,
bijekce, pokud je prostd i na,

rostouct, pokud f(x) < f(y) pro z < y,

klesajict, pokud f(z) > f(y) pro z <y,

periodickd s periodou p, pokud je x+p v definiénim oboru a f(x+p) = f(z),
omezend, pokud existuje M takové, ze |f(z)| < M.

Existuje nékolik typti dosazeni, které se hodi obzvlast casto. Patii mezi né napii-

klad:

(1)
(2)
3)

(9)

x =0 a/nebo y = 0, pfipadné dalsi konstanty, které situaci zjednodusi,
prohodit = a y,

r =y ax = —y: zbavi nas jednoho stupné volnosti, naptiklad z toho vyplyne
parita hledané funkce,

néco, co vytvori soustavu rovnic — obcas se miize stat, ze spravna dosa-
zeni poskytnou naptiklad soustavu linedrnich rovnic v f(A(x,y)), f(B(x,y)),
f(C(z,y)) pro n&jaké vyrazy A, B, C; pak ji (s)prosté vyteste!

Zkuste si tipnout jedno FeSeni c¢(z). Pokud si myslite, Ze je jediné, zkuste
dosadit za f(z) = c¢(z) + g(x) a dokézat, Ze g(z) je dost vychované.

y = f(z) a naopak. Nelze zapominat, Ze f(z) je redlné ¢islo jako kazdé jiné,
takze ho mtzeme do rovnice dosadit.

Dosazeni, kterym vyrovname dva argumenty: napfiklad jestlize na jedné
strané rovnice mame f(y - f(z)) a na druhé f(z), tak se vyrazy pfi volbé
Yy = % vykrati a rovnice zna¢né zjednodusi.

Krok v dikazu sporem: dokazujete-li napfiklad prostotu f, ¢asto se vyplati
zkoumat, co by se stalo po dosazeni a # b s f(a) = f(b) za jednu z promén-
nych.

Vytvareni symetrie: napiiklad z f(z + f(y)) = f(x) + y plyne po dosazeni
x = f(t) symetrickd rovnice f(f(t) + f(y)) = f(f(¢)) + v, ze které okamzité
plyne f(f(y)) +t = f(f(t) +y.

Umluva. Dosazeni hodnot z = a, y = b do funkcionalni rovnice se vét§inou pro
struénost a prehlednost znadi [a, b].

Umluva. Neni-li v tGloze upiesnén defini¢éni obor & obor hodnot, mini se jim R.
Je-1i v tloze dana néjaka rovnice, hleddme vsechny funkce spliujici danou rovnici na

2V téchto definicich chceme, aby vztah platil pro viechna z, resp. y z defini¢niho oboru f.
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defini¢nim oboru.

Aplikaci téchto metod si ukdzeme na nésledujicich pfikladech:
Piiklad 1. f:RT =R, f(2?) =2+ f(y) — %
Piiklad 2. f(zy+1)+ f(z +y) = (f(z) + 1)(y + 1).
Priklad 3. f(f(2)+ f(y)) = f(z) +y.
Priklad 4. (varovng) f(z+ f(y)) = f(x) + f(y)* + 20 f ().
Piiklad 5. (téz varovny) f(z? +y) + f(f(z) —y) = 2f(f(z)) + 2¢°.
Priklad 6. f:R\{0,1} =R, f(z)+ f(:%)==2.
Piiklad 7. f:RT - R*, (1+yf(2))(1—yf(z+y)) =1
Piiklad 8. f(f(x)) =z, kde f je rostouci.

Cauchyho rovnice a kamaradi

Jedn4 se nejspiSe o nejznaméjsi funkciondlni rovnici. Vyplati se znét ji (i se zpisobem
feSeni). V TeSeni se totiz objevuje fada uziteénych myslenek: indukce, pfechod z Q
do R, ...

Piiklad. (Cauchyho rovnice nad Q) f:Q —Q, f(z+y)= f(z)+ f(y).

Miize se zdat, ze by nemélo byt tézké piejit od feSeni nad raciondlnimi ¢isly k fe-
Seni nad redlnymi, ale opak je bohuzel pravdou. Existuje totiz spousta patologickych
feseni, jejichz pouhy popis je nad ramec prednasky. Mizeme ale pridat néjaké pod-
minky, které situaci zachrani:

Priklad. (Cauchyho rovnice nad R) f(z+vy) = f(z) + f(y), pfiemZ zndme jednu
z nasledujicich vlastnosti f:
(1) f je monoténni na néjakém intervalu,
(2) f zobrazuje RT na RT,
(3) f je omezend na né&jakém intervalu.
Uloha 9. f(z+vy) = f(x)f(y), f je rostouci.
Uloha 10. f:RT - R, f(xy) = f(z)f(y) a f(x) > 1 pro z > 1.

Uloha 11. Dokaite, Ze existuji pravé dvé reélné funkce zachovavajici séitani i na-
sobeni.

Uloha 12. f(z +y) + f(2)f(y) = f(zy) + f(x) + f(v). (Bulharsko)

Dalsi tipy a triky

Drive, nez se vrhnete na TeSeni prikladd, tak nasleduje jesté par uzitecnych tipt:

Tipujte FeSeni

Pii hddani miiZete postupovat bud intuitivné, nebo do rovnice dosazovat obecné
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predpisy (naptiklad) pro konstantni, linedrni, kvadratickou nebo linedrni lomenou
funkci. Pokud uz néjaka feseni znate, tento pristup vam muze vyrazné napomoci:
naptiklad pokud vyhovuje f : R — R, f(x) = 22, nema cenu dokazovat, Ze f je
prosta ¢i monoténni. Nékdy nam miize feseni poradit dobrou substituci: je-li jediné
FeSeni f(x) = x + 1, pak substituce jako g(z) = f(z) — 1 & h(z) = f(z — 1) miZou
rovnici krasné zpfehlednit.

Dbejte defini¢niho oboru

Pokud fesite rovnici nad kladnymi ¢isly, nezkousSejte dosazovat nulu (nebo tieba
dvojici (x, —z)). Naopak defini¢ni obor miZe nékdy néco prozradit o feSeni: naptiklad
je-li to R\ {1}, pak muZete ocekdvat jedni¢ku nékde ve jmenovateli.

Meéjte prehled o tom, co uz vite

Pii feSeni funkcionélek budete typicky dostavat spoustu vSemoznych vztaht, o kte-
rych si nemtzete byt predem jisti, jestli viibec k néfemu budou. Proto si velmi
kombinovat nové ziskané rovnice s témi pfedchozimi) a pfehledné zapisovat veskery
pokrok, kterého se vam zatim podafilo dosdhnout3.

Postupujte odzadu
Velmi se hodi véas si uvédomit, ze uz naptiklad jenom staci dokazat, ze f je prosta.
Usetrite si tim spoustu ¢asu a pokud se vAm ndhodou béhem soutéze nepovede danou
vlastnost dokazat, tak muzete rovnici dofesit s tim, Ze ji budete predpokladat. Pokud
se této vlastnosti vyuziva i ve vzorovém FeSeni (nebo ji neni tézké dokazat), tak i za
to dostanete body :).

Délejte zkousku ...

. nebo alespon napisSte, ze jste ji udélali. I soutézici na IMO kvili tomu obcas
zbytecné ztraci body. Kdybyste si méli z téhle pfednésky odnést jednu jedinou véc,
tak tohle je ta jedina prava. Proc je zapotfebi? V pribéhu feseni typicky odvozujeme
fadu nutnych podminek, které musi funkce f spliiovat. Na konci feseni vSak typicky
nevime nic o tom, jestli jsou tyto podminky i postacujici!

Konecné alohy!

Uloha 13. f(y —xy) = f(z)y + (z — 1)2f(y). (Celostéatko 2017)
Uloha 14. f:Rt = R*,  f(2)f(y) = fy)f(zf(y)) + »%y (Celostatko 2011)
Uloha 15. f(2%+ f(z)f(y)) = 2f(z + y). (MEMO 2017)
Uloha 16. f:R* = R*Y  f(z+ f(y) =yf(zy +1). (MEMO 2012)

Uloha 17. f:R* — R, ﬁ;ﬁ’;iﬁg)) = 2’221':; pro &tvefice spliujici zw = yz.
(IMO 2008)

3Ne, ze bych to sam délal. Ale jo, fakt to pomiize.
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Uloha 18. f(|z] -vy) = f(z) [ f(y)], kde [t] je nejvétsi celé ¢islo, které je mensi
nebo rovno ¢. (IMO 2010)

Uloha 19. f:QF - Q*, f(=%f(y)?) = f(2)2f(y). (Shortlist 2018)
Uloha 20. (f(z)+ f(y))(f(w)+ f(v)) = f(zu—yv) + f(zv+yu). (IMO 2002)
Uloha 21. f: QT — R, splitujici:

(1) fz+y) > flx) + f(y),
(2) f(2)f(y) = f(zy),
(3) f(a) = a pro n&jaké a > 1. (IMO 2013)

Uloha 22. f:R\{0} =R\ {0}, f(a®yf(z))+f(1)=2"f(2)+ f(y).
(MEMO 2015)

Uloha 23. f(f(z)+z+y?) =22+ f(y)* (iKS 2015)
Uloha 24. f:Q —Q, f(z)+ f(w) = f(y) + f(z) pro aritmetické posloupnosti
r<y<z<w. (¢KS 2016, USAJMO 2015)

Uloha 25. f:RT = R*  f(z+ f(x)y) = f(2)f(y).
(Golabova-Schinzelova rovnice)

Par nedavnych na konec

Uloha 26. (22) — f(4) < (f(2) +)(x — /(1)) (MEMO 2021)
Uloha 27. zf(z+ f(y)) = (y — 2) f(f(z)). (BMO 2023)
Uloha 28. f(z% —y) +2yf(z) = f(f(2)) + f(v). (USAJMO 2024)
Uloha 29. Najdéte vSechny funkce f : RT — R* takové, Ze pro kazdé z € RY
existuje pravé jedno y € R spliiujici = f(y) + yf(z) < 2. (IMO 2022)
Navody

13. [z,1], [1 — z,y] a symetrie.

14. [1,y], [z, 1] a pak zkuste vSe vyjadfit s pomoci parametru ¢ = f(1).

15. f m4 kofen, tak ho dosadte; pak dokaZte prostotu (pro nekonstantni f).

16. Vyrovnejte argumenty a pak pro y > 1 zvolte z, aby y = xy + 1.

17. f(z)* = f(«?), pak vhodné dosazeni dé f(z) = z nebo f(z) = 1 pro kazdé z;
pak treba zkousky.

18. Dosadte nuly a rozeberte par piipadi.

19. f(2?) = f(z)? a pak dokazte, Ze f(z) je 2"-t4 mocnina racionalniho ¢isla pro
kazdé n € N.

20. Rizné tam dosazujte nuly, eliminujte konstantni feSeni, pak vyjde f(ab) =
= f(a)f(b), takZe sta¢i monotonie f a lehce obménény ptiklad 10.
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21. Dokazte, ze funkce nabyva jen nezdpornych hodnot, z toho odvodte, Ze je
rostouci a f(x) > x.

22. Dosazovanim jednicek ukazte |f(1)|] = 1, pak substituujte g(z) = 22f(x)
a zkoumejte obor hodnot g.

23. Dokazte f(0) = 0, lichost a pak prevedte na Cauchyho rovnici.

24. Pridejte si paty ¢len posloupnosti.

25. Vyrovnejte argumenty. Pak vyuzijte diru v symetrii.

26. Ukazte, ze o f(z) = f(2?).

27. Rozdélte na piipady, kdy f je prostd a kdy ne.

28. Dosadte y = % a ukazte, ze f je sudd. Pak dosadte [\/z, y] a prohodte vyuzijte
symetrii.

29. Ukazte, Ze po dané x vyhovuje pouze y = x. Poté vynufte rovnost.

Literatura a zdroje

Timto dékuji p-lovi Cerméakovi, jemuz jsem adaptoval prednasku, kterou vice(méne)
prevzal od Danila Kozevnikova.

(1] Vit Musil: Funkciondini rovnice, Oldfichov, 2012.

[2] Franta Konopecky: Funkciondlni rovnice, Rapotin, 2007.

[3] Art of Problem Solving, https://artofproblemsolving.com/.
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Mocnost a chordaly

LENKA POLJAKOVA

ABSTRAKT. V tomto pfispévku se seznamujeme s geometrickou technikou jménem
mocnost bodu ke kruznici. I kdyz se tento koncept muze ze zaCatku zdat slozity,
s trochou trpélivosti si ukdzeme, ze doopravdy je to snadné zbran na tézké problémy,
kterou se pfi feseni olympiady vyplati znat a umét pouzivat.

Prosté mocnost

Mocnost je vlastnost bodu, kterou vzdy urcéujeme vzhledem k néjaké kruznici. Pro
jednoduchost v této sekci pracujme s tim, ze v roviné koukédme na bod M a kruznici
k se stfedem O a polomérem r. Chceme tedy urcit mocnost bodu M ke kruznici k.
Formalné ji popisujeme takto:
Definice. Mocnost bodu M ke kruznici k zna¢ime p(M, k) a definujeme ji jako
p(M,k) = |MO|* —r2.
Cviceni. Pfedstavme si tfi rizné situace, kde bod M lezi uvnitt k, vné k a ptimo
na kruznici k. Jakgych hodnot pak bude nabyvat p(M, k)?
Poznamka. Méjme v roviné navic bod N rizny od M. Pak p(M,k) = p(N, k),
pravé kdyz |[MO| = |[NO|.
Cviceni. Jak bude vypadat mnoZina vSech bodi, jejichz mocnost ke kruznici & je
rovna p(M, k)?
Cvicéeni. Nyni pfedpoklddejme, Ze bod M je vnéjSim bodem kruZnice k. Kdy-
bychom z bodu M na kruznici k vedli te¢nu, kterd by se k dotkla v bodé T, jak
bychom tento bod mohli vyuzit pfi hleddni p(M, k)?
Tvrzeni. Necht primka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A a B.
Pak plati:

(1) p(M,k) = |MA|-|MB|, lezi-li M vné k,

(2) p(M, k) = —|MA| - |MB|, lezi-li M uvnit¥ k.
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Tvrzeni. Necht ABCD je ¢tyithelnik a X je priiseCikem pfimek AB a CD. Pak
ABCD je tétivovy (lze mu opsat kruznici) pravé tehdy, kdyz

IXA|-|XB| = |XC|-|XD|.

Navic pokud oznac¢ime k kruznici opsanou ABCD, plati | X A| - | XB| = p(X, k).

Uloha 1. Mg¢&jme rovnostranny trojithelnik ABC a jemu opsanou kruznici k. Necht
D, resp. FE, je stfed strany AB, resp. AC. Polopfimka DF protind k v bodé P.
Dokazte: |DE|> = |DP| - |PE|.

Uloha 2. Je dana ptilkruznice k s primérem AB. Body P, Q na tseéce AB spliiuji
|AP| = |BQ)|. Rovnobézné polopfimky vychazejici z P a @) protnou k postupné v X
a Y. Dokazte, Ze soucin |PX]| - |QY| nezavisi na sméru poloptimek PX a QY.

Uloha 3. Na prodlouzeni tétivy KL kruznice k se stiedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T',U. Ozna¢me M stted tsecky TU.
Ukazte, ze ctyfthelnik KLMO je tétivovy.

Uloha 4. Necht na kruznici k lezi trojice bodét A, B, C, pticemz |AB| = |BC|.
Prisecik tecen ke k v bodech A a B oznaéme jako D. Déle nechf pfimka C'D protina
podruhé kruznici k£ v bodé E. Dokazte, ze AF puli tsecku BD.

Uloha 5. Tecny skrz A ke kruznici & se ji dotjkaji v bodech T a U. Bud M stied
AT. Use¢ka MU protne k podruhé v bodé X. Dokazte, Zze | X A| =2 - |MX|.

Uloha 6. Necht ABCD je ¢tyithelnik vepsany do kruznice k takovy, ze piimky
AD a BC se protinaji v bodé Q). Oznac¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s piimkou AC vedenou bodem Q. Zvolme T' € k tak, aby MT byla teénou kruznice
k. Dokazte, ze |MT| = |MQ).

Uloha 7. Necht ABC je trojthelnik spliujici |[AC| > |AB|. Ozna¢me w kruznici
jemu opsanou a I stfed jeho kruznice vepsané. Kruznice vepsana se dotyka stran BC,
CA, AB po tadé v bodech D, E, F. Necht X a Y jsou po fadé dva body kratsich
oblouktt DF' a DE kruznice vepsané takové, ze |[<BXD| = |<DYC|. Piimka XY
protind piimku BC v bodé K. Déle necht T je takovy bod kruZnice w, Ze piimka
KT je teénou w a bod T lezi v téze poloroving vytaté piimkou BC jako bod A.
Dokazte, ze piimky T'D a Al se protinaji na kruznici w.

Uloha 8. Body P a Q lezi na strandch C A a AB trojahelnika ABC. Oznaéme K,
L a M postupné stiedy usecek BP, C'Q a PQ. Dale predpokladejme, ze primka PQ
je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku K LM. Ukazte, Ze body P a @ jsou stejné
vzdalené od stfedu kruZnice opsané trojuhelniku ABC'.

Uloha 9. Uvnitf thlu AV B je dan bod P. P¥imka skrz P protne VA, VB v bodech
X, Y. Zkonstruujte pfimku, pro kterou je souc¢in |[PX| - |PY| minimalni.
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Chordaly

Definice. Mmnozinu vsech bodi takovych, ze maji stejnou mocnost k dvéma kruz-
nicim, nazyvame chorddla.

Cviceni. Mégjme dvé protinajici se kruznice k a [. Jaké body tvoii chordélu téchto
kruznic?

Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolméa na spojnici jejich
stredu.

Uloha 10. Jsou dény dvé neprotinajici se kruznice k, [. Zkonstruujeme jejich étyti
spolec¢né tecny a na kazdé vyznacime stied tisecky urcené prislusnymi body dotyku.
Dokazte, ze tyto ¢tyri sttedy lezi na primce.

Uloha 11. Piimky ramen AD, BC lichobé&zniku ABCD se protnou v E. Kruznice
s pruméry AC, BD se protnou v X a Y. Dokazte, ze E lezi na XY

Uloha 12. Nechf k a [ jsou kruznice, které se protinaji v bodech A a B. Body
dotyku jejich jedné spolecné teény s k a [ oznacime postupné X a Y. Dokazte, ze
pfimka AB puli XY.

Uloha 13. V trojahelniku ABC ozna¢me By, Cy paty piislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku PAC)
a primka PC tefnou ke kruznici opsané trojihelniku PABy. Dokazte, ze AP je
kolmé na BC.

Uloha 14. V trojahelniku s opsistém O, vepsistém I, polomérem kruznice opsané
R a polomérem kruznice vepsané r dokazte, ze |OI|?> = R(R — 2r).

Uloha 15. Mgéjme trojahelnik ABC's ortocentrem® H. Nechf je P druhy prisecik
kruZnice opsané trojuhelniku AHC' a vnitini osy tthlu BAC. Déle necht X je stied

kruZnice opsané trojuhelniku APB a Y ortocentrum trojihelniku APC. Dokazte,
7e | XY| odpovida poloméru kruZnice opsané trojahelniku ABC.

Potencni stred

Cvi€eni. Méjme trojici kruznic k, I, m. Kolik bodii mize mit tu vlastnost, Ze ma
stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim?

Tvrzeni. Uvazme tii kruznice ki, ko, k3. Pak jejich vzdjemné chordaly prochézeji
jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobézné). Tomuto bodu se fika potencni stied
kruznic kq, ko, k3.

Uloha 16. Mgéjme trojtuhelnik ABC. Vné tohoto trojihelniku zkontruujeme rov-
noramenné trojuhelniky BAs, CB4, ACE se zakladnami BC, CA, AB. Dokazte,

1Ortocentrum je pruseéik vysek.
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ze primky prochézejici body A, B, C kolmé na BC, C A, AB se protinaji v jednom
bodé. Co je to za bod?

Uloha 17. Na pfimce p lezi body A, B, C, D v tomto pofadi. Kruznice nad
praméry AC, BD se protnou v bodech X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P takovy,
ze nendlezi pfimce BC. P¥imka C'P protne kruznici nad AC' podruhé v bodé M,
pfimka BP kruznici nad BD v bodé N. Ukazte, ze ptimky AM, DN, XY prochézeji

jednim bodem.

Navody

Protahni usecku DE.
Zkus si dokreslit zbytek kruznice.
Ucdili jste se ve skole Euklidovy véty?

1
2
3
5. VIi§, co se v geometrii vzdycky hodi? Mit podobné trojuhelniky.
6. Pfijdou ti trojuhelniky M DQ a M QB podobné?

8. Hmm, trojuhelniky M KL a AQP vypadaji docela podobné, ne?

9. Zkus do <AV B vepsat vhodnou kruZnici.

10. V jaké jsme to vlastné sekci?

11. Co by muselo platit, aby E lezelo na chordéle nasich kruznic?

12. Co bude chordéla k, [7?

13. Bod P je vlastné prusecik vysky z vrcholu A a jedné Thaletovy kruznice.

17. V jakém bodé by se tak mohly potkat? Jaké by mél mit vlastnosti?

Literatura a zdroje
Prii pripravé prednasky jsem cerpala z nize uvedenych prispévku a jejich autortim
timto patii mé velikanské diky!

[1] Majda Misinova: Mocnost, soustfedeni IKS, 2023.

[2] Anicka Steinhauserové: Tétivové étyruhelniky a mocnost, Zésada, 2014.
[3] Pepa Tkadlec: Mocnost a chorddly, Dobra voda, 2010.
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MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. Pomérné jednoduchou geometrickou tivahou secteme strasidelné vypa-
dajici nekonec¢nou fadu. Potom si budeme hrat s fadami a seznamime se s jednou
genidlni myslenkou: Eulerovym soucinem.

Véta. (Zakon prevracenych Gtvercti) Intenzita svétla z bodového zdroje je pfimo
umérna %2, kde r je vzdalenost od zdroje.

Tato v€ta ndm umoziiuje soucet prevracenych ¢tverct interpretovat geometricky
jako celkovou intenzitu svétla, kterou vidi néjaky pozorovatel od nékolika zarovek
(na obrézcich znadenych ®).

Véta. (Prevracend Pythagorova) Necht jsou v pravotihlém trojiihelniku a, b délky
odvesen a v vyska. Pak plati

1 1 1

a? 2 02

NOX NOX

Tvrzeni.

i 2 1+1+i+i+ 722
(2n —1)2 1 9 25 49 4

Duikaz. Potéad dokola pouzivame pfevracenou Pythagorovu vétu.
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Ulohy

Uloha 1. Odvodte z pfedchoziho tvrzeni, ze

Uloha 2. Ukaite, Ze je nasledujici suma konec¢na:

=1
ZHQ—&—l'
n=1

Uloha 3. Seététe

S LSS N S S
n2 1 4 9 16
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Uloha 4. (nékdy je to lehké) Sectéte

n=1
Uloha 5. Ukaite, ze
ST ST S SN
~n 1 2 3 4 -
Uloha 6. Sectéte
PP
m=1n=1

Euleriv soucin
Cvi€eni 7. Bud ¢ éislo z intervalu (0, 1). Seététe nekone¢nou geometrickou fadu
o0
k
> d"
k=0

Uloha 8. Ukazte, ze

1

kde soucin je pres mnozinu vSech prvocisel P.

Sl

Uloha 9. Ukaizte (neformalng), ze pravdépodobnost, Ze budou dvé nahodna pfi-
rozena cisla nesoud€lna, je %.

Uloha 10. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude ndhodné zvolené piirozené &islo bez-
¢tvercové? (To znamend, Ze neni délitelné druhou mocninou zadného prvodisla.)

Uloha 11. Vypoditejte
- 1
11 (1 + 22”) :
n=0
Uloha 12. Pro piirozené ¢islo n oznaéme ¢(n) podet prirozenych ¢&isel od 1 do n,

ktera jsou s n nesoudélna. Najdéte vsechna k, pro néz existuje k riznych prirozenych
Cisel ay,as, ..., a; spliujicich

plar) | plaa) | Plak) _oon

ai a2 ap

2024 <
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Uloha 13. Ukazte, Ze

peP

Uloha 14. Dokazte 1

IEE

peP P
Navody
2. n?+1>n2
4. Co vychazi, kdyz postupné s¢itas prvnich par ¢lent?
5. Odhadni kazdy ¢len zdola ¢islem typu 2%
6. Nekonecno.
7. Co kdyz celou fadu vynasobi$ ¢ a srovnas s pivodni?
8. Pouzij predchozi cviceni a roznasob nekone¢né mnoho zavorek.

11. Roznésob.
12. Vyjadri @ pomoci prvociselného rozkladu a;. Jakjch hodnot to muize na-
byvat?

13. Vynésob s [[,cp (1 - l).

p

14. Ukaz, ze kdyz vezmes dost velké a, plati pro vSechna n € N avw >1+ %
Literatura a zdroje

[1] 3BluelBrown: Why is pi here? And why is it squared? A geometric answer to
the Basel problem, |https://www.3bluel brown.com /lessons/basel-problen.
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Pythagorejské trojice a racionalni body

MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. Ukéazeme si metodu, jak najit vSechny pravouhlé trojuhelniky s celo¢i-
selnymi délkami stran, tedy trojice celych &isel spliujicich a? 4+ b? = ¢2. Metoda je

a stejnou metodou se daji vyresit dalsi podobné ulohy.

Definice. Pythagorejskd trojice je trojice prirozenych ¢isel a, b, ¢ spliiujicich
a? + v =2

Cisla pythagorejské trojice jsou tedy délky stran pravothlého trojihelniku.

Definice. Pythagorejské trojici a, b, ¢ fikdAme primitivni, pokud jsou a, b, ¢ nesou-
délna.

Kazdou neprimitivni trojici mizeme ziskat jako nasobek primitivni, napiiklad
9,12, 15 je trojnasobek 3, 4, 5. Ukazeme si metodu, jak nalézt vsechny pythagorejské
trojice. Cestou budeme volné vychazet z néasledujicich faktu:

Tvrzeni 1. Méjme kvadratickou rovnici P(x) = 0 s racionalnimi koeficienty. Pied-
pokladejme, ze ma racionalni koren x.

(1) Pak m4 i druhy kofen xo raciondlni.

(2) Navic, kdyz x1 zname, tak x5 snadno dopocitdme.

Tvrzeni 2. Piimka, kterd prochazi dvéma riznymi racionalnimi' body (z1,y1)
a (x2,y2), md racionalni smérnici.

Tvrzeni 3. (dvojrozmérnd verze tvrzeni 1) Méjme nedegenerovanou kvadratickou
rovnici ve dvou proménnych P(z,y) = 0 s raciondlnimi koeficienty. Pfedpokladejme,
Ze ma racionalni kofen (x1,y).
(1) Kdyz primka s raciondlni smérnici prochdzi kofenem (x1,y1), lezi na ni
i dalsi? racionalni kofen (z2,2).
(2) Navic, kdyz zndme (x1,y1) a smérnici, snadno dopocitame (x2,ys)-
(3) Podle tvrzeni 2 miizeme kazdy racionalni kofen (z2,ys2) takto najit.

ITedy z1,y1,x2,y2 € Q.
2V nékterych piipadech to bude dvojnasobny koten (z1,y1) = (z2,y2)-
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Diikaz. (ndznak) Piimka ma rovniciy = k(z—x1)+y1, kde k je racionalni. Hleddme
druhé feseni P(z, k(x — z1) + y1) = 0. To je ale kvadratickd rovnice s raciondlnimi
koeficienty v jedné proménné zx, takze ma podle tvrzeni 1 druhy raciondlni koten.

Hura do toho

Priklad. Najdéte viechna celociselna feseni a? + b? = 2.

Reseni.

%)2 = 1. Oznacime zlomky

z=2%ay=2 takie dale Yesime rovnici % + y? = 1 v racionélnich &slech.

Ptipad, kdy je ¢ = 0 a vydélit nemtizeme, musime vytesit zvlast, jediné Feseni
je v tom pfipadé a =b=c=0.

(2) Najdeme jedno FeSeni. Netfeba byt tvirci, napiiklad z = 1, y = 0.

(3) Vedeme raciondlni pfimku. Obecnou pfimku s raciondlni smérnici pro-
chézejici bodem (1, 0) mizeme zapsat jako {(1+ ¢t, kt),t € R}, kde k, ¢ jsou
nesoud€lna celd cisla a % je smérnice.

(4) Najdeme druhé feSeni. Najdeme na pfimce druhé feseni. M4 tedy platit
(1 + ¢t)2 + (kt)? = 1, to upravime na t(2¢ + ¢?t + k?t) = 0. ReSeni t = 0 je

20 k2 —¢? — 2k

to pﬁVOdni, ZbyVé TeSeni t = 162_74’5”’ tedy Tr = w2 Yy = w2y
K2—¢>  —2ke

(5) Rozebereme soudélnost. Pokud je aspoii jeden ze zlomkh I e
v zékladnim tvaru, mizeme zapsat obecné feSeni ptivodni rovnice jako a =
n(k? — 02), b = —2nkl, ¢ = n(k* + (), kde n je celé (a n = 1 d4 primitivni
trojici). V opa¢ném piipadé by n jesté mohlo byt racionalni.

Podivame se, ¢im ta ¢isla viibec muzou byt soudélnéd. Predpokladame-li
d|k?>— 0% d| —2kl,d | k*+ (% dostaneme sectenim a odectenim d | 2k>
a d | 2¢2. Jezto jsou k, £ nesoudélnd, musi platit d | 2. Zjistime, 7ze ptivodni
Cisla jsou soudélnd dvéma, pravé kdyz jsou k i £ licha.

Obecné Teseni tedy mutzeme zapsat pro n celé a k, ¢ celd nesoudélna jako

(1) Vyd&lime. Rovnici vydélime c2, ziskéme (2)° + (

a= g(kQ ), b= -—nkl, c= g(kQ 1 %), pokud jsou k, £ liché,
a=n(k* -0, b= —-2nkl, c¢=n(k?®+r?), jinak.

Dutsledek. Vsechny pythagorejské trojice ziskame nékolika kosmetickymi tpra-
vami. Na znaménku b nezélezi, proto miizeme psat b = 2nkl. Zajimaji-li nas jen
kladné trojice, miizeme chtit k, ¢ kladna, k > {. Dale miizeme ovérit, Ze v primitivni
trojici je pravé jedno z a, b sudé. Pokud nam tedy nezalezi na poradi ¢isel a, b, mii-

zeme si zvolit, ze sudé bude b. Tim vyfadime primitivni trojice a = k2;e2, b=ke,

c= # (pro k, ¢ lichd) a muZzeme psat obecnou pythagorejskou trojici jen jako
a=n(k*—(?), b = 2nkt, c=n(k*+ %),

kde n je piirozené a k > { jsou nesoudélna prirozend, z nichz jedno je sudé.
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Ulohy

Uloha 1. Najdéte vSechna racionalni feseni z? — 2% = 1.

Uloha 2. Najdéte vechny trojice celjch éisel a, b, ¢, pro néz tvori a2, b2, ¢
aritmetickou posloupnost.

Uloha 3. Najdéte vSechny trojihelniky s celodiselnymi délkami stran a jednim
vnitfnim thlem 60°.

Uloha 4. Dokazte, 7e pokud nesoudélné pfirozena &isla a, b, ¢ splituji a2 +b%+¢? =
2(ab + bc + ca), pak jsou a, b, ¢ druhé mocniny celych ¢isel.

Uloha 5. Najdéte viechny dvojice racionalnich ¢isel x, y spliwjicich y3 = 23 + 2.
Uloha 6. Dokazte, ze rovnice a* + b* = ¢ nem4 v pfirozenych ¢islech feseni.

Uloha 7. Dokaite, Ze na eliptické kiivce® dané rovnici y? = 23 — 2 leZi nekoneéné
mnoho racionélnich bodt.

Na vlastni nebezpeci

Uloha 8. Najdéte viechny pythagorejské Gtvefice, tj. Feseni rovnice a? + b + ¢? =
d?.

Uloha 9. Dokazte, ze a® + b® = ¢ nema v pfirozenych &islech Feseni.

Uloha 10. Najdéte vsechna celodiselna feseni a? + b% = ¢ + 1.

Navody

2. 2 -b?=0b*-a’

3. Kosinova véta: a? — ab + b? = c2.

5. Klidné zacni s feSenim (0, 0).

6. Nekoneénym sestupem. Dvakrat pouzij vzorec pro pythagorejské trojice.

7. Zvol smérnici racionélni piimky tak, aby se koeficient u ¢ vynuloval (potom to

bude teéna k té kiivce).

Literatura a zdroje

[1] Abhinav Kumar: Pythagorean Triples, Fermat Descent, |https://ocw.mit
edu/courses 16281—theory—of—numbers—spring—2012 Safc5a24dda38226c008
£15510de89b_MIT18_781512 lec23.pdf.

[2] Keith Conrad: Pythagorean Triples,
lhttps://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/pythagtriple.pdf.

3Neplést s elipsou.
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Gulidlo a rovinitko

MARTIN ,MACKER® SINDELAR

ABSTRAKT. Konstrukéné ulohy trochu inak? Namiesto roviny priestor, namiesto pra-
vitka rovinitko, namiesto kruzidla gulidlo.

Na prednéske si precvi¢ime priestorovi predstavivost rieSenim konstrukénych tloh
v troch dimenzidch. Oproti klasickym néstrojom rovinnej geometrie budeme mat k
dispozicii rovinitko (umozni nadm zostrojit rovinu dand tromi bodmi, ktoré nelezia
na jednej priamke) a gulidlo (z daného bodu opiSe stéru s polomerom po nejaky
bod).

Pri rieseni mnohych tloh poméze, ak si predstavis podobnt konstrukciu v rovine.
Napriklad hned prvé tloha je ,rovnaka“ ako konStrukcia rovnostranného trojuhol-
nika, len ma o dimenziu viac.

Priklad 1. Zostroj pravidelny Stvorsten.

Riesenie. Zvolime si v priestore dva [ubovolné body A a B. Usetka AB (jej dlzku
oznadime a) bude hranou néasho Stvorstenu. Zabodneme gulidlo postupne do bodov
A a B a z oboch opiseme sféru s polomerom a. Prienik tychto sfér je kruznica,
nazvime ju k. Kdekolvek na k si zvolime dalsi bod C. Z bodu C opit nakreslime
sféru s polomerom a, t4 pretne k£ v dvoch bodoch. Lubovolny z tychto bodov je
stvrty vrchol nasho Stvorstenu.

Nastroje

Podobne ako v klasickych konstrukénych tlohach, hodi sa vytvorit si nejaké néstroje,
ktoré budeme vediet neskor pouzivat pri konstrukcich.

Ale pred tym ako sa pustime do 3D néstrojov, ukazme si ze vlastne vieme pouzivat
aj tie 2D. Na to aby sme sa presunuli do 2D, si zvolime rovinu o, na ktorej budeme
kruZnice a priamky konstruovat. Pravitko vytvorime tak, Ze cez dva zvolené body na
rovine a jeden hocikde inde prelozime rovinu. Jej prienik so o je priamka, ktort by
sme zostrojili pravitkom. Rovnako vieme zostrojif kruznicu so stredom a polomerom
na rovine ked zostrojime s tymto stredom a polomerom gulu a zoberieme prienik so
.
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To znamen4, Ze v tomto rozsireni vieme rysovat vSetko, ¢o v 2D verzii.

Neobmedzujme sa ale na také pozemné veci ako 2D, ale podme stavat veci v
plnom 3D priestore. Mohli by sme si v 3D zostrojit ekvivalenty k rovnobezke a
kolmici, avSsak vo vyssej dimenzii maja aj takéto jednoduché operacie viac variant:

Uloha 2. Je dané priamka p a bod B. Zostroj rovinu kolmu na p prechadzajticu
bodom B.

Uloha 3. Je dana rovina o a priamka p. Zostroj rovinu 7, ktora je kolma na o
a stucasne v nej lezi priamka p.

Uloha 4. Majme rovinu ¢ a bod B mimo nej. Zostroj priamku p prechidzajtcu
bodom B a kolmu na o.

Vsimnite si, Ze ak chcete narysovat priamku kolmi na priamku, mozete ju nary-
sovat rovnako ako v 2D.

Uloha 5. Zostroj priamku ¢ rovnobeznti s danou priamkou p a prechadzajticu
danym bodom B nenéleziacim p.

Uloha 6. Zostroj rovinu, ktora prechadza bodom B a je rovnobezna s rovinou o.

Este si povieme o jednom néstroji, ktory nemé ni¢ s kolmostou. Pouziva sa prek-
vapivo malo ¢asto, no hovori celkom silnt vec o nasich moznostiach, dovoli ndm totiz
presunif Tubovolna dlzku hocikam inam.

Uloha 7. St dané body A, B, C, zostroj gulu zo stredom v C' a polomerom |AB].

Ulohy

Teraz sa s nasimi novymi super schopnostami kreslenia rovnobeZiek a kolmic pustime

do dalsich tdloh.

Uloha 8. Zostroj sféru, ak mas dany bod A — jej bod dotyku s rovinou ¢ a B,
ktory mé lezat na sfére a nelezi na o.

Uloha 9. Zostroj sféru opisant danému §tvorstenu.
Uloha 10. Zostroj stvorsten, ak st dané taziska jeho stien.
Uloha 11. Zostroj sféru vpisant danému Stvorstenu.

Uloha 12. Su dané 3 kvéadre v priestore. Najdi rovinu, ktora kazdy z nich rozsekne
na dve Casti s rovnakym objemom.

Uloha 13. (bonus) Kolko 3D kvadrov potrebujes na to, aby si rozrezal 4 4D
hyperkvadre, kazdy na dva rovnaké objemy?

Uloha 14. (tazka) Nech st dané body S, Sap, Spp, Scp, ktoré nelezia v jedne;
rovine. Zostroj stvorsten ABCD taky, Ze S je stred sféry jemu opisanej a Sap, Spp,
Scp su postupne stredy hran AB, BD, CD.
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Uloha 15. (fazkd) Zostroj sféru, ktora prechadza danymi dvoma bodmi a dotyka
sa danych dvoch sfér.

Uloha 16. (fazki) Nech st dané nekolinearne body T4, Va, Tc, priamka p mi-
mobezné s priamkou T4V, a tsecka dlzky d. Zostroj stvorsten ABCD taky, ze Ty,
resp. T¢, je tazisko steny BC'D, resp. ABD, V4 je pita vysky spustenej z vrcholu
A na stenu BC'D, bod B lezi na priamke p a vzdialenost |CV4] je rovna d.

Uloha 17. (fazkd) Zostroj kocku iba gulidlom, pokial st dané dizky stenovej a
telesovej uhlopriecky.

Navody
Hodili by sa dva body na p, ¢o st rovnako daleko od B.

Skus najprv spravit rovinu, ktord je kolmé na t priamku.
Co keby sme pretli gulu v B a ¢ a potom pouzili nejaké 2D konstrukcie?
Vytvorme rovinu, na ktorej lezi p a B a potom pouzime nejaké 2D konstrukcie.

Skis zostrojit lubovolnt rovinu kolmii na o a prechddzajicu B. A mozno aj dve.

NSk ®NN

Vytvorme si rovinu prechédzajicu A, B, C, skisme preniest vzdialenost na nej.
Dobry prvy krok je urobit si rovnostranny trojuholnik so stranou AC.

8. Kolmice st tvoji kamarati.
9. Skus opisat kruznicu dvom stenédm $tvorstenu.

10. Polozme si findlny Stvorsten na jednu stenu. Tri trojuholniky na jeho stranach
majui teraz rovnaku vysku. Viete Co je teraz tiez v rovnakej vyske?

11. V trojuholniku je os uhla priamka, ¢o je rovnako vzdialend od dvoch stran.
Teraz by sa zisla priamka, ¢o je rovnako vzdialena od vsetkych troch stien.

12. Co sa stane, ked Iubovolné rovina prechadza cez stred kvadra?

13. Odpoved je 1. Toto je skor taka troll loha, ale pride mi pekné, ze aj v 4D sa
d4 cez 4 stredy hyperkvadrov prelozit 3D rovina (alebo dost velky obdlznik).

Literatura a zdroje

Priklady a niektoré casti prispevku st bezocivo skopirované od Verci Hladikovej,
ktora ich skopirovala od Rado vana Svarce, ktory ich skopiroval od Al&i Skdloves,
ktora ich vytvorila pre sustredenie v Blansku-Obtirke (2011) a ktorej (aj vSetkym
ostatnym) tymto dakujem.
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Teorie her

LUKAS TROJAN

ABSTRAKT. Na této prednasce se podivame na kombinatorickou teorii her a na né-
které postupy, jak tyto hry fesit a na jednu z nejklasic¢téjsich kombinatorickych her -
Nim a jak ho fesit.
Umluva. Budeme se zabyvat pouze hrami, které spliiuji nasledujici podminky:
(1) hraji vzdy dva hréci proti sobé a pravidelné se stfidaji v tazich po jednom
(nikdo nemuze vynechat tah),
(2) pravidla hry urc¢uji pro kazdého hréace v kazdé pozici mozné dalsi tahy,
(3) jsou konecné a skonéi vitézstvim jednoho z hra¢t nebo remizou,
(4) jsou s tuplnou informaci (Zaddné skryté ani simultdnni tahy) a oba hraéi hraji
raciondlné (nejlépe jak mohou),
(5) jsou bez ndhody.

Nejprve se budeme zabyvat pouze hrami, které kon¢i pouze vyhrou jednoho
z hraét (tedy nemohou skonéit remizou). Kazdd takovato hra se miZe nachézet
v riiznych stavech!, které si miZzeme rozdélit na dva typy:

(1) wyhrdvajici stav = bud existuje takovy tah, ktery zmeéni stav hry na prohra-
vajici, nebo se jednd o koncovy stav definovany jako vyhrévajici (déle ho
budeme znacit V),

(2) prohrdavagici stav = vSechny povolené tahy zméni stav hry na vyhréavajici,
nebo se jednd o koncovy stav definovany jako prohravajici (dale P).

Na zacatku se hra nachazi v pocatecnim stavu, ktery je zpravidla jednozna¢né defi-
novan, zatimco koncovych stavi mize byt i vice.

Véta. Pravé jeden z hracti ma vyhravajici strategii.

Diikaz. 7 definice stavii V' a P plyne, Ze pokud se prvni hra¢ nachézi ve stavu V,
tak muze zahrat takovy tah, ze soupef bude béhem svého tahu ve stavu P a musi
prvniho hrace dostat opét do stavu V. Protoze je hra konecnd, tak timto opakovanim
prvni hra¢ dosdhne vitézstvi, a ma tedy vyhravajici strategii.

Pokud je ovSem na zacatku hra ve stavu P, tak vSechny tahy prvniho hrace vedou
do stavu V' a druhy hrac se ocita v roli prvniho v predchozich avahach, a ma tedy

IStav je jednoznaéné popsan pozici hry a hracem, ktery je na tahu.
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vyhravajici strategii.

Remiza

Pokud chceme, tak si mizeme zadefinovat i stav remizy (R). To je bud koncovy stav
zadefinovany jako remiza, anebo stav, ze kterého se jde dostat do stavu remizy a ne
do stavu P.

Metody reseni

Nejobecnéjsi metoda feseni je takzvany zpétny rozbor. V tom za¢neme od koncovych
stavli od nich zjistime o kazdém stavu jaky je.

Priklad 1. Méame 15 sirek a v kazdém tahu odebereme 1 az 4 z nich. Ktery hraé
vyhraje?

Tento postup sice vzdy funguje, ale nékdy miize byt velmi zdlouhavy, proto exis-
tuji dalsi postupy, pfi kterych nemusime celou hru rozebrat. Jednim z téchto postupu
je kradeni strategii.

To funguje typicky v pifipadé, Ze z puvodniho tahu se mizeme dostat do néjaké
mnoziny pozic M a existuje pozice m € M, ze které se mizeme dostat pouze do
néjaké podmnoziny M\{m}. Pokud v pozici m existuje vyherni strategie, tak protoze
do kazdé pozice, kam se muzeme pohnout z m, se muzeme dostat i ze startovni pozice,
tak ma vyhravajici strategii prvni hrac. Pokud neexistuje vyherni strategie v m, tak
se prvni hra¢ na zacatku pohne do m, a tedy v tomto typu hry vzdy vyhraje.

Dalsim postupem je hledani symetrii. U her, v nichz prohraje hrac¢, ktery nemize
tahnout, je jednim z ¢astych trikd nalezeni ¢i vytvofeni symetrie. V prvnim piipadé
hledame vyhravajici strategii pro druhého hrace. Pokud se ndm podafi nahlédnout,
7e je hra v néjakém smyslu symetrickd a kazdy tah, ktery prvni hrac¢ udéla, mize
druhy hrac zopakovat podle nalezené symetrie, pak ma druhy hrac evidentné vyhra-
vajici strategii.

V druhém, castéjsim, pripadé sice hra symetrickd neni, ale d&4 se na symetrickou
prevést tahem prvniho hrace. Potom je vsak ve chvili, kdy se stala hra symetrickou,
na tahu druhy hrac, tedy nalezena vyhravajici strategie patii zac¢inajicimu hraci.

Uloha 2. Maéame 2 hromadky sirek po 9 a v kazdém tahu mtzeme odebrat az 5
z nich. Ktery hra¢ vyhraje?

Uloha 3. Mame 2 hromadky sirek, v jedné je 17 a v druhé 15 sirek a v kazdém
tahu mizeme odebrat az 6 z nich. Ktery hrac vyhraje?

Uloha 4. Mame kruznici o poloméru 1 metr a v kazdém tahu do ni jeden z hraci
umisti kruznici o poloméru 1 centimetr, tak aby se neprotinala s Zadnou jinou kruz-
nici (véetné té velké). Ktery hra¢ vyhraje?

Uloha 5. (Cisla v lahvi) V lahvi jsou vSechna pfirozend ¢isla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, vynda z lahve néjaké cislo a vSechny jeho délitele. Prohrava hrac,
ktery nemiize tahnout. Kdo ma vitéznou strategii?
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Uloha 6. (Pri¢itani délitele) Zacina se s dvojkou. V jednom kroku hraé pficte
k ¢islu néjakého jeho vlastniho délitele (to je délitel mensi nez ¢islo samotné). Kdo
prekrodi ¢islo 2011, vitézi. Ma zacinajici hra¢ vitéznou strategii? A co kdyby ten,
kdo prekroc¢i 2011, prohral?

Hra Nim

Definice. Nim je hra, ve které ve startovni pozici mame nékolik hroméadek sirek
a jejich pocet nemusi byt nutné stejny a ve svém tahu kazdy hrac¢ odebere z jedné
hromadky néjaky nenulovy pocet sirek a vyhercem je hrac, ktery sebere posledni
sirku.

Definice. (bindrni xor) Bindrnim zorem €isel x a y je bindrni soucet bez pfenosu,
znacime ho z @ y. Napt. 21 &7 = (10101); @ (111)5 = (10010), = 18.

Véta. Ve hie Nim je prohravajici pozice pravé ta, v niz se binarni xor velikosti
vSech hromadek rovna nule.

Uloha 7. Dokaz tuto vétu.

S¢itani her

Definice. (Sprague-Grundyho funkce) Sprague—Grundyho (SG) funkci rozumime
funkci g, kterd kazdému stavu v prifadi nejmensi nezaporné celé ¢islo n takové, zZe
n # g(u) pro vSechny stavy u, do kterych se d4 dostat tahem ze stavu v.

Tvrzeni. Pokud ve hie prohrava hrac, ktery nemiize tahnout, potom jsou prohra-
vajici pravé ty stavy v, pro které g(v) = 0.

Definice. (S¢itdni her) Souctem her myslime hru, v niz si hra¢ muize v kazdém
svém tahu vybrat nékterou z dil¢ich her a v ni udélat tah. Pro jednoduchost jej
budeme definovat pouze pro hry, kde prohrava hrac¢, ktery jiz nemtze tahnout.

Véta. (Sprague, 1936; Grundy, 1939) Pfisouc¢tu N her se Sprague—Grundyho funk-
cemi g1, . ..,gN ziskame hru s SG funkci

g1, on) = g1(v1) D g2(v2) B -+ D gn (V).
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Dali Ulohy

Uloha 8. (Sachovnice) V pravém dolnim rohu kazdé z N Sachovnic o rozmérech
a1 X by, as X by, ..., ay X by stoji figurka. Tou se smi v jednom tahu pohnout pouze
nahoru, vlevo, nebo Sikmo vlevo nahoru, a to bud o jedno, nebo o dvé policka. Hrac,
ktery je na tahu, si vybere Sachovnici a udéla na ni takovy tah, aby figurka neopustila
Sachovnici. Prohrava hrac, ktery nemtze tahnout.

Uloha 9. (Nim podruhé) Mgéjme tii hromadky sirek o 9, 10, resp. 14 sirkdch. Hrag,
ktery je na tahu, si vybere jednu hroméadku a odebere z ni né€kolik sirek. Z prvni
hromadky je mozné odebrat 1 az 3 sirky, z druhé 1 az 5 a z té posledni 1 az 7 sirek.
Prohrava hrac¢, ktery nemiize tahnout.

Uloha 10. (Laskertiv Nim) Hra je stejna jako obyéejny Nim, ale navic lze misto
tahu rozdélit hroméadku na dvé neprazdné hromadky.

Uloha 11. (Ctverecky) Na $achovnici n x m, kde n i m jsou alespoii 5, se dva hraci
st¥idaji ve vybarvovani policek. Jeden vzdy vybarvi ¢tverec 2 x 2, druhy libovolné
orientované L-triomino. Zadné poli¢ko nesmi byt vybarveno dvakrat a ten, kdo ne-
miuze tdhnout, vyhral. Ukazte, kdo z hract ma vyhravajici strategii v zavislosti na
m, n a tom, ktery z hract zacina.

Uloha 12. (Ctvercové piskvorky) Hraje se na ¢tvereckovaném papife 10 x 10. Ve
svém tahu nakresli hra¢ jeden sviij symbol do néjakého prazdného ¢tverecku. Prvni
hrac se snazi utvorit ¢tverec 2 x 2 ze svych symbolt a cilem druhého hrace je mu
v tom zabranit.

Uloha 13. (Razitka) Zac¢ina se na Sachovnici 8 x 8. Hraé, ktery je na tahu, si
vybere prazdné policko a da na néj razitko. Vybrané policko musi hranou sousedit
s tim predchozim. Prvni hra¢ muaze dat razitko, kam chce. Prohrava hrac, ktery
nemize tdhnout.

Uloha 14. (Kayles) Dva kuzelkaii stoji pred fadou t¥inacti kuzelek, pii¢emz druha
kuzelka je jiz shozend. Oba jsou tak Sikovni, Ze svym hodem mohou shodit kterou-

koliv kuzelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrac, ktery shodi posledni
kuzelku.
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Navody

2. Najdi symetrii.

3. Najdi tah, ktery vytvori symetrii.

4. Vymysli, kam umistit prvni kruznici tak, aby poté pokazdé existoval symetricky
tah.

5. Co se stane, kdyz prvni hra¢ vytahne jednicku? A co kdyz ne?

6. Vyzkousejte si prvnich par moznych stavi.

7. Naznaceni postupu: Je potieba dokazat celkem tii véci. Zaprvé, ze v kazdém
koncovém stavu je binarni xor velikosti vSech hroméadek roven nule. Zadruhé, ze
z kazdého stavu s bindrnim xorem rovnym nule vedou vSechny tahy do stavu s nenu-
lovym bindrnim xorem. A konec¢né za tfeti musime ukazat, ze pokud mame nenulovy
binarni xor, existuje tah, ktery ho vynuluje.

7. Samotny postup: Pro druhou ¢ast dikazu si vSimneme, Ze pokud jsme vzali sirku
z hroméadky, kde bylo n sirek a po nasem tahu jich tam ztstalo m, je binidrni xor
nyni pravé m @ n. Pro tfeti ¢ast si staci uvédomit, ze pokud vezmeme libovolnou
hromadku, na niz ma pocet sirek jednicku na nejvyssim radu, kde mé jednicku
binarni xor vSech hromadek, pak je binarni xor vS§ech hroméadek kromé této mensi nez
velikost této hromadky, takze ji mtizeme zmensit tak, aby se bindrni xor vynuloval.

8. Jaka je hodnota SG funkce v prvém hornim rohu?

10. Jsme schopni se dostat z pozice s SG hodnotou 0 v normalnim Nimu do dalsi
takové pozice?

11. Existuji pozice, ve kterych jeden z hract muze hrat a druhy ne?

Literatura a zdroje

[1] Viki Némecek: Teorie her, Sklené, 2019.
[2] Al¢a Skalova: seridl Teorie her I, |https://prase.cz/library /s_TeorieHer 1/
| s_TeorieHer_1.pdf.
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AG nerovnost

JAKUB VLCEK

ABSTRAKT. Prispévek je zaméfen na zakladni techniky pro praci s AG nerovnosti.

AG nerovnost je asi prvni nerovnost, se kterou se fesitel béhem své matematické
kariéry setka. Jeji hlubsi znalost se velmi hodi pii feSeni nejriiznéjsich olympiadnich
uloh. Staci se totiz naucit par jednoduchych trikti a hned se z AGcka stane velmi
silnd zbran. Pojdme si ji nejdfive dokazat.

Véta. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezaporné ¢isla 1, 3, ..., , plati

Ty +Tp+- -+ Ty
2 W'xl.x2...xn.

n

Poznamka. Rovnost nastédva pravé tehdy, kdyz 21 = 29 = --- = x,.

Poznamka. (Geometricka intuice) Pro n = 2 nerovnost iikd, Ze obvod obdélniku
o stranach x1, x5 je vétsi nebo roven obvodu c¢tverce o stejném obsahu. Toto lze
zobecnit i do vyssich dimenzi.

Priklad. Pro a, b, ¢ kladné plati:
(1) a® + b > 2ab,
(2) a+32>2,
1,11
(3) (a+b+o)(+1+1)>0.

Pfiklad. Proz; > 0,7 € {1,2,3,...,n} dokazte:

1 1 1 9
(1 +a2+-Fa,) | —F+—+-F+— ) >n".
T T2 In

Cviceni. Pro z, y, z kladna dokazte:

(1) 23 + 33 + 22 > 3zyz,

(2) 22 +2>3,

(3) L +y+z> 3,

(@) ;+2+2>3

(5) 2(x +y+2)(@? +y? + 22) > 23 + 3 + 22 + 152y2.
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S¢itani AG nerovnosti neboli sraZzeni mocnin

Mame-li na levé strané nerovnice vySsi mocniny nez na pravé, mizeme AG pouzit
k tomu, abychom vy$si mocniny ,srazili“ dold (rozuméj zmensili) na soucet mensich
mocnin. Napfiklad ve znéni véty takto srdzime jednicku na n n-tin. Ne vzdy ale
musime srazet mocniny u celého vyrazu naraz. Vhodnéjsi mize byt si vyraz rozdélit,
pak srazit a nasledné vsechny odhady secist dohromady. Napftiklad nerovnost

4P+ 28> 2y + 2z + 2

se stavé trividlni, vime-li, Ze 223 + y® > 322y.

Priiklad. Dokazte, ze pro kladna redlnd x, y, z plati
x3y + y3z + 2%z > xzyz + yZZ:c + ZQxy.

CviCeni. Pro z, y, z kladnd dokazte (a uréete, kdy nastava rovnost):
(1) a® + b3 > ab(a +b),
(2) (z+y+2)* > 3(zy + 2z + 2y),
3) a* + oyt + 24 > 23y + Pz + 2B,
24; x4y + y4z + 2t > xzyZZ + y222x + z2m2y,
BG) T+l Z >ptyts
(6) " +1> 2% + 23,
(M &

“’—+y—3+£>xy+yz+zx.
Y z r —

U pouziti AG vétsinou chceme, aby soucet mocnin u vyrazi na levé strané byl
rovny souctu mocnin u vyrazi vpravo. Obsahuje-li nerovnost néjaké samostatné
¢islo, mizeme dodate¢né mocniny vyrobit z néj.

Priklad. Ukazte, Ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ plati
A+ b+ +6>3(a+b+c).

Podobné, je-li v zadani podminka typu abc = 1, mtzeme mocniny doplnit pfena-
sobenim vhodnou mocninou tohoto vyrazu.

Priiklad. Dokazte, ze pro kladna a, b, ¢ splitujici abc = 1 plati

a b ¢
a’b+bc+cPa> -+ -4 -
b ¢ a
Sc¢itat nerovnosti se nékdy vyplati i u zlomk, potfebujeme-li se zbavit vyrazi ve
jmenovateli. V takovém piipadé ¢asto pomutize jmenovatele (respektive jeho vhodny
rozklad ¢ nésobek) ke zlomku pfi¢ist a az potom pouzit AGcko.
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Priklad. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost

a v S
—+—+—=>atb+ec
bc  ca ab

Ulohy
Uloha 1. Dokaizte, e pro kladna redlné z, y, z plati

(x+y)(y+2)(z+z) > 8zy=.

Uloha 2. Pro a,b,c > 0 spliwjici abc = 1 dokazte

1+ab 1+bc 1+ac>3
14+a 1+5b 1+c = 7

Uloha 3. Nechf plati a + b+ c =1 pro a, b, ¢ kladna. Ukazte, Ze potom

() 3r) ()

Uloha 4. Pro abc =1, a,b, ¢ > 0 dokazte

a

b ¢
+-+->a+b+ec
b ¢ a

Uloha 5. Pro a > 1 a n pfirozené ukazte

n+1 n—1
a”—lzn(a 2 —q 2 )

Uloha 6. Pro a, b, ¢, d kladna dokaite:
4 4 4 4
a*b+b*c+ c*d+d*a > abed(a + b+ ¢+ d).
Uloha 7. Dokaite, ze pro kazda a,b,c > 0 plati

a® b3 & >a+b+c
@t)ato  b+ab+a)  (cra)ctd) ~ 4

Uloha 8. Pro abc =1, a,b, ¢ > 0 dokazte

a® b3 3

@t )O+D) TG40t etrDatl)
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Uloha 9. Pro kladné x # 1 a n pfirozené ukazte

1— x2n+1

T > (n+1)z"

Uloha 10. Pro kladna z, y, z dokazte

@ +y+2)°

3 >z Yz +yvxz + 2 /xy.

Uloha 11. (Youngova nerovnost) Pro kladna racionélni p, ¢ splitujici ]% + % =
a kladné realné ¢isla a, b ukazte, ze

a? b4
ab < — + —.
p q

Navody

Nejprve roznasob, pak sec¢ti dvé AGcka.
Hned AG a upravuj.

Roznéasob a pomoci t¥1 AG uprav na krychli.
Uprav vyraz vlevo, vytkni odmocninu a AG.
Sc¢itej AG, chce to akorat trochu trpélivosti.

Pricitej jmenovatele. Kolikanasobek musi$ pouzit, aby to vyslo hezky?

© e

Jak se dé rozlozit vyraz v citateli?
10. Pouzij ptiklad 2 z druhého cviceni.

11. Uvazujp=14+2 o brom, n prirozena.

Literatura a zdroje

Prispévek je prevazné upravenou kopii prednasek Martina Poljaka a Martina Sykory,
kterym timto mnohokrat dékuji.

[1] Martin Poljak: AG nerovnost, Mrtnik, 2023.

[2] Martin Sykora: AG nerovnost, Staré mésto, 2015.

[3] Edward Barbeau, Bruce Shawyer: Inequalities, |https://cms.math.ca/wp]
| content /uploads/2022/12/ATOM-IV-Inequalities.pdf.

[4] Manfrino, Ortega, Delgado: Inequalities: A Mathematical Olympiad Appro-

ach, Birkhduser, 2009.
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Barevné grafiky

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. Uz jako malé déti jsme méli radi omalovanky, jenomze pak jsme s tim
prestali. V pfednasce si zavzpominame na détska léta a budeme obarvovat! Zjistime,
ze tato technika se da nezfidka pouzit i v dost tézkych olympiddnich prikladech a my
se jich nelekneme!

O cem to vlastné budeme mluvit?

Definice. Vrcholové obarveni je pfifazeni ,barev® (mohou to byt napfiklad i ¢isla
nebo smajliky) vrcholim grafu tak, Ze Zaddné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou
barvu.

Definice. Hranové obarveni je obdobné pfifazeni barev hranam grafu tak, ze zadné
dvé hrany sdilejici vrchol nemaji stejnou barvu.

Definice. Graf je vrcholové (hranové) k-obarvitelnyg, pokud existuje jeho vrcholové
(hranové) obarveni k barvami.

Definice. Chromatické ¢islo grafu G se znadi x(G) a oznacuje minimélni takové
k, ze graf je vrcholové k-obarvitelny.

Definice. Vrcholovy ez v souvislém grafu je podmnozina jeho vrchola U C V ta-
kovéa, ze po jejim odebrani neni graf souvisly. Velikosti nejmensi takové podmnoziny
se pak fika vrcholovd souvislost. Pro uplny graf K, se vrcholova souvislost dodefi-
novava jako n — 1.

Definice. O souvislém grafu fekneme, ze je k-souwvisly, pokud je jeho pfislusna
vrcholova souvislost vétsi nebo rovna k.

Definice. Graf je k-reguldrni, pokud vsechny jeho vrcholy maji stupen k.

Definice. Graf nazveme turnaj, pokud pro kazdou dvojici vrcholi v # v existuje
orientovand hrana mezi nimi (tedy bud (u,v) € E nebo (v,u) € E).

Umluva. V piednasce budeme A(G) myslet maximalni stupeti grafu G.
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Jak takové barevnosti vypadaji?

Cviéeni. Jak vypadd x(G) pro G:

(1) strom,

(2) sudy cyklus,
(3) lichy cyklus,
(4) tplny graf?

Mnohdy se nam stava, ze neumime snadno urcit barevnost néjakého grafu, se
kterym pracujeme. Piecejen typicky nas pfistup byva hladovy (zkousim obarvovat
nejlip, jak mi to v dané chvili pfipadd) a ten obvykle nebyva pfili§ efektivni. Proto
je pak lepsi mit na barevnost néjaké odhady, kterymi se mizeme fidit. Takovymi
odhady se zabyvaji nasledujici véty.

Vé&ta. (Brooksova) Necht G je souvisly graf, ktery neni Gplny, ani liché kruznice,
a necht A je jeho maximélni stuperi. Pak G je A-obarvitelny.
Pro mnoho grafi je tento odhad dost mimo (napiiklad pro uplny bipartitni graf,

jehoZ partity maji 1 a n vrcholl), na druhou stranu existuje spousta libovolné velkych
grafii, pro které je tento odhad tésny.

Véta. (Vizingova) Necht G je graf s maximalnim stupném A. Pak G je hranové
(A + 1)-obarvitelny.

A¢ se to mozné nezd4, rozhodnout, zda je graf hranové A nebo (A+1)-obarvitelny
je tézké, dokonce i pro pomérné Fidké grafy. Napiiklad pro 3-regularni grafy je to
NP-tézky problém.

Cviceni. Naleznéte nekoneénou mnozinu 3-souvislych 3-regularnich graft s hra-
novou barevnosti 4.

Umluva. Nebude-li specifikovano, o které obarveni se jedné, budeme mit na mysli
to vrcholové.

Nojo, ale co s tim budu délat?

I kdyZ zrovna tyto dvé véty se v olympiddé moc neobjevuji, dédvaji nam docela pékny
vhled na to, jak barevnosti vypadaji. My se ted ale ptijdeme vrhnout na ptiklady!
Uloha 1. Dokazte, ze kazdy graf lze obarvit A + 1 barvami.

Uloha 2. Dokaite bez pouziti Brooksovy véty, Ze pro 3-souvisly netplny graf plati
X(G) < A(G).

Uloha 3. Dokaite, ze bipartitni graf G lze hranové obarvit A(G) barvami.
Uloha 4. Na mirovou konferenci se dostavilo n rtznjch statt. Kazdy stat poslal

jednoho generéla a jednoho Speha. Zaroven kazdé dva staty budto uz maji uzavienou
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dohodu o netitoc¢eni, anebo ne. Je vSak potieba rozdélit Spehy a generdly do pokoji
tak, aby zadny Speh nebyl s Zadnym generdlem na pokoji. Navic kazdy generdl
chce byt na pokoji jenom s generaly, se kterymi maji dohodu o nettoceni. Naopak,
kazdy $peh chce byt jen se Spehy, se kterymi jejich strana neméa dohodu o netitoceni.
Najdéte miniméalni pocet pokoji, pro které vzdy umime lidi rozdélit do pokojt podle
jejich pozadavki.

Uloha 5. Budiz T turnaj. Definujme dobré obarveni hran turnaje jako takové, Ze
pro libovolné hrany (u,v) a (v, w) maji tyto hrany rtzné barvy (Ale hrany (u,v) a
(u, w) mizZou byt stejné barvy). Orientované hranové chromatické ¢islo turnaje je
definované jako nejmensi pocet barev, které potiebujeme na dobré obarveni hran.
Pro kazdé n najdéte minimum orientovanych hranovych chromatickych ¢isel mezi
v8emi turnaji na n vrcholech. (USA TST 2015)

Uloha 6. Mé&jme n > 3 riiznych barev. Necht f(n) oznacuje nejvétsi celé &islo s
vlastnosti, Ze kazda strana a kazda thlopticka konvexniho mnohothelniku, ktery méa
f(n) vrchold, se d& obarvit jednou z n barev nasledujicim zpisobem:

(1) jsou pouzity asponi dvé barvy,

(2) kazdé t¥i vrcholy mnohothelnika uréuji bud trojici tisecek stejné barvy, nebo

trojici tsecek tii rtiznych barev.

Dokazte, e f(n) > (n—1)? a ze rovnost v této nerovnosti nastava pro nekone¢né

mnoho n. (MEMO 2009)

Uloha 7. Obarvime hrany K,, pomoci n — 1 barev. Vrchol nazveme duhou, pokud
jsou hrany, které z ného vychazeji, vSechny obarveny riznymi barvami. Kolik nejvice
duh muze existovat? (Iran 2012)

Uloha 8. Sileny védec stvoiil arméadu robotii. Problém je v tom, Ze nékteré dvojice
robotl se nendvidi (nenévist je vzajemnd). Vzdy v8ak s roboty lze udélat jednu z
nasledujicich dvou operaci:

(1) Pokud néjaky robot nendvidi lichy podet robotii, védec ho muze znicit.

(2) Védec mize zdvojnasobit armadu tak, Ze se kazdy robot R rozdéli na dva
roboty R; a Rs. Roboti Ry a Rs se vzdy nenavidi. Pro kazdou dvojici pa-
vodnich robotd R, @, ktefi se nenavidéli, se budou nenavidét roboti Ry, Q1
i roboti Rs a Q2. To jsou vsechny dvojice roboti, které se budou nenavidét
po zdvojnéasobeni.

Dokazte, ze védec umi po konec¢ném poctu operaci dostat armadu robotti, ve které
neexistuje dvojice robott, kterd se nenévidi. (IMO Shortlist 2013)

Uloha 9. Ve st4té jsou néktera mésta spojena leteckymi linkami, pfi¢emz se umime

letadlem dostat z kazdého mésta do kazdého. Pokud uvazujeme okruzni let (zaéneme

z téhoz mésta, kde skonéime) slozeny z lichého poctu riznych letdt a vSechny tyto

lety zrusime, tak budou existovat dvé mésta, mezi kterymi se neda dostat letecky.

Dokazte, ze miizeme stat rozdélit na ¢tyri oblasti tak, ze lety povedou jen mezi mésty

z riznych oblasti. (ARO 2010)
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Uloha 10. Necht S je mnozina N > 3 bodt v roviné. Pfedpokladejme, ze zadné
t¥i nelezi v pfimce. Usecky s obéma krajnimi vrcholy v S jsou obarveny jednou ze
dvou barev. Dokazte, Ze existuje N — 1 tisecek stejné barvy takovych, Ze se protinaji
maximalné ve svych koncovych bodech a zadnéa jejich podmnozina netvori mnoho-

thelnik s kladnym obsahem. (Chorvatsko TST 2016)

Uloha 11. Je déno pfirozené &islo n > 3. Uvazme mnozinu n bodd v prostoru
takovou, ze:
(1) kazdé dva body jsou spojeny provazkem, budto ¢ervenym, modrym, zelenym,
nebo zZlutym,
(2) pro kazdou trojici bodi plati, Ze bud jsou vSechny provazky mezi nimi stejné
barvy, nebo ma kazdy jinou,
(3) ne vSechny provazky maji stejnou barvu.
Najdéte maximalni hodnotu n. (SAMO 2022)

Uloha 12. Je dan graf G o n > 2 vrcholech. Vime, Ze existuje takové rozdéleni
{V1,Va,...Vi} mnoziny vrcholi, ze pro kazdé i, j (1 < i < j < k) lze vzdy najit
x € Vi, y € V;, mezi kterymi nevede hrana. Dokazte, ze G je (n — k + 1)-obarvitelny
(vrcholové).

Uloha 13. Je déno 4n minci o vahach 1, 2, 3, ..., 4n, kazda obarvena jednou z n
barev, pricemz kazda barva ma 4 mince. Dokazte, Zze tyto mince muzeme rozdélit
na dvé mnoziny se stejnou vahou takové, ze kazda obsahuje dvé mince od kazdé
barvy. (IMO Shortlist 2020)

Uloha 14. Mezi tcastniky jsou nékteré dvojice rivalové a soupeii o to, kdo je lepsi
v matice. Skupiné fikdme soupefici, pokud mé lichy pocet ti¢astnikl (alespoii 3) a je
mozné ji naaranzovat kolem kulatého stolu tak, ze kazdi dva sousedé jsou rivalové.
Vite-li, ze mezi GCastniky je nejvys 2015 soupeficich skupin, dokazte, Zze je umite
rozdélit do jedenécti tymi na naboj tak, ze zadni dva rivalové nejsou ve stejném
tymu. (IMO Shortlist 2015)

Uloha 15. Souostrovi PraSepagy se sestava z n > 2 ostrovii. Mezi kazdymi dvéma
jezdi unikatni prevoz obéma sméry, kazdy prevoz spada pod jednu z k spolec¢nosti.
Cestovatel za¢ind na (néjakém) daném ostrové a chce navstivit kazdy z ostrovii pravé
jednou, aniz by se vratil tam, kde zacal. Je zndmo, Ze kdyz néjaka spole¢nost uzavie
vSechny své linky, cestovateli se toto nepodafi, nehledé na to, na jakém ostrové
zaCina. V zavislosti na n urcete maximalni moznou hodnotu k.

(IMO Shortlist 2023)
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Navody

1. Odeber jeden z vrcholi s maximélnim stupném. Jde to vyindukovat?

2. Najdi vrcholy u, v, w tak, ze uwv,vw € E, ale uw ¢ E. Odeber u, w, najdi kostru
a zakoferi ji ve v. Pfidej u, w, budou mit stejnou barvu. Barvi od listil (rozmysli si,
7e to funguje).

3. Jak by to vypadalo, kdyby G byl regularni? (Tj. kdyby vSechny jeho vrcholy
mély stejny stupeti.)

4. Je to n + 1. Postupuj indukci. Uvédom si, Ze samostatné barvi§ graf G a jeho
doplnék. Kolik novych barev musi§ maximélné ptidat, kdyz pridavas novy vrchol?
5. Zkus usporadat vrcholy turnaje do bipartitniho grafu vzhledem k jedné kon-
krétni barvé hran. Dokaz indukci s pomoci komponent.

6. Prosté si seber jeden vrchol a hrany stejné barvy, co z ného vedou. Na konstrukci
vyuzij trochu teorie ¢isel a poloz n =p + 1.

7. (Skoro) vSechny mtizou byt. Pro sudé to udélej indukei (dédvno tu nebyla, Ze?)
a pro liché prosté pridej jeden vrchol.

8. Pokud jsi jesté stale prekvapeny(4), co déld tato tloha mezi barvenim, tak se
podivej, co se d&je s x(G).

9. Seber co nejvic hran z G tak, aby tvorily bipartitni podgraf. Ukaz, ze zbylé
hrany taky tvori bipartitni podgraf. Potom to uz je.

11. Smaz v8echny provazky, které nejsou cervené. Jak pak vypada graf? Muze graf
obsahovat K,, pron > 47

13. Sparuj si mince do dvojic s vahou 4n + 1 a rozdél tyto dvojice do dvou mnozin.
Vytvor si multigraf, kde kazdy vrchol je barva a hrany jsou mezi barvami v jedné
dvojici. Najdi Eulerovskou kruznici (kruznici prochézejici kazdou hranou pravé jed-
nou) a obarvi ji dvéma barvami.

14. Zkus dokazat, ze pokud x(G) = k > 3, pak ma G alespon 2~ — k soupeficich
skupin.

15. Uvédom si, ze vlastné hledas obarveni K, k barvami, aby kazdad Hamiltonovska
cesta obsahovala vSech k barev. Je to megadlouhej kencrrrrr :D. Vyjde to [logyn].
Neveés hlavu! Existuje feSeni.
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ABSTRAKT. Uz ze zékladni olympiaddni geometrie vime, Ze tézisté je zajimavy bod.
V této prednéasce se podivame na pokrocilejsi olympiadni téma, které ndm tento bod
skytéd — symedidany. Toto téma je vyznamné zejména tim, kolik rozli¢nych vlastnosti
symedidny maji, pfednaska tedy obsahuje spoustu tvrzeni, ani ilohdm se v ni vsak
nevyhneme!

Kazdy ve svém zivoté hledame kamarady. Stejné tak to ma i tézisté, jeden z mala
vyznacnych bodi trojihelniku, jehoz kamarad neni ani zdaleka tak prosluly jako on.
My si vSak ukézeme, Ze slava opravdu neni vSechno a Ze onen bod ve skute¢nosti
mize skryvat spoustu zajimavych vlastnosti.

PoloZzme zakladni kamen!

Definice. Méjme dany thel XVY a jeho osu o. Piimky p a ¢ nazveme antirovno-
bézné, pokud osovy obraz primky p podle o je rovnobézny s pfimkou g. Pokud navic
V epaV €gq,fikdme, ze p a g jsou izogondlni.

Umluva. Neni-li specifikovano jinak, budeme izogonaly a antirovnobézky brat
vzhledem k odpovidajicimu thlu v trojthelniku (pro téZnice to bude vnitini tihel
u vrcholu, ze kterého vychézeji, pro strany trojihelniku thel naproti nim).
Definice. Symediany trojuhelnika jsou pfimky izogonélni s jeho téZnicemi.
Tvrzeni 1. Symedidana z vrcholu A je mnozina vnitinich bodi X thlu BAC,
pro néz je

d(X,AB) ¢

d(X,AC) b’
kde d(X, AB) znaci vzdalenost bodu X od piimky AB.

Toto tvrzeni uz nam snadno dokazuje tvrzeni nasledujici. Zkuste si rozmyslet, zda
byste jej uméli dokézat i jinak.
Tvrzeni 2. Symedidny se protinaji v jednom bodé, ktery nazveme Lemoinovym
bodem a budeme ho znacit K.

vSak je, ze Lemointiv bod vlastné jednoduseji nez jako kamarada tézisté popsat
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neumime. Pojdme si nyni zavést néjaké znaceni. Oznacme symedidnu, kterd prochézi
pres vrchol A, jako A-symedidnu. Priseciky symedian se stranami trojuhelnika AB,
AC' a BC budeme znacit S., Sy respektive S,.

N

Tvrzeni 3. Symedidna je mnozina stiedil antirovnobézek s protéjsi stranou.

Jingmi (a moZné zajimavéjsimi) slovy: Protind-li antirovnobézka ke strané BC
piimky AB a AC v bodech B’ a C’, pak A-symedidna trojihelniku ABC je t&Znice
v trojuhelniku AB’C” (a naopak).

Tvrzeni 4. A-symedidana prochazi priise¢ikem tecen ke kruznici opsané v bodech
BacC.

Dalsi vlastnosti symedian
Tvrzeni 5. S, déli stranu BC v poméru

BS, c?

S.C b2

Tvrzeni 6. Méjme bod X na A-symedidné a vedme jim antirovnobézky ke strandm
AC, AB. Ty protnou piimky AB, AC v bodech T, U. Pak plati | XT| = |XU|.

Vsimnéme si, Ze vySe zformulované tvrzeni je zobeznénim tvrzeni o tecnéch ke
kruznici opsané.

Definice. Oznac¢me jako D, E a F body dotyku kruznice vepsané postupné se
stranami BC, AC a AB. Pak se piimky AD, BE, C'F protinaji v tzv. Gergonnové
bode.

Tvrzeni 7. Uvazujme tecny ke kruznici opsané v bodech A, B, C. Ty ohrani¢uji
takzvany Gergonniiv trojihelnik E,EyE. (E, je priisecik teden z vrcholi B, C). Pak
Lemointv bod trojihelniku ABC je Gergonniiv bod trojihelniku E, FyE..

Tvrzeni 8. Necht X je bod na kruZnici opsané riizny od A, pro ktery plati

|XB| ¢

IXC| b

Pak AX je A-symedidna. Navic BC, X A, C'B jsou symediany v trojihelnicich BX A,
XBC, BAX.

wovs

ObtiZnéjsi tvrzeni

Tvrzeni 9. (Kosinova kruznice) Bodem K vedeme antirovnobézky se stranami.
Ty na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stied této kruznice
je K.
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Cviceni. Rozmyslete si, Ze onéch Sest bodu lezi uvniti stran, pravé kdyz je troju-
helnik ostrouhly.

Tvrzeni 10. (Tuckerovy kruznice) Strany trojihelnika ,piistejnolehlime® ke K
s koeficientem men$im nez jedna. Obrazy na obvodu trojihelnika vytnou Sestici
koncyklickych bodi. Stred kruznice je na tisec¢ce OK.

Tvrzeni 11. (Lemoinova kruznice) Bodem K vedeme rovnobézky se stranami. Ty
na obvodu trojuhelnika vytnou Sestici koncyklickych bodu. Stred kruznice, na niz
lezi, je stifed usecky OK.

v vy

Tvrzeni 12. (Lemointv teorém) Lemoiniiv bod je jediny bod, ktery je téZistém
svého upatnicového trojuhelniku, tedy trojihelniku, jehoz vrcholy jsou projekce K
na strany.

Konecné néjaké alozky!

Uloha 13. Ukaite, Ze v ostrothlém trojihelniku lezi symediana vzdy mezi osou
thlu a vyskou.

Uloha 14. Je déan trojihelnik ABC, v némz |AC| = 2|AB|. Ke kruznici k jemu
opsané sestrojme teény v bodech A a C a jejich prise¢ik oznaé¢me P. DokaZte, Ze
pruseéik pfimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (Vybérko 2013)

Uloha 15. Ke strandm AB a AC trojuhelnika ABC piipiSeme zvenku Gtverce
a prusecik jejich stran rovnobéznych s piimkami AB a AC (ale riznych od nich)
oznac¢ime X. Dokazte, ze X lezi na A-symediané.

Uloha 16. Tii téznice déli trojihelnik ABC na Sest trojahelniki. Ukazte, Ze jejich
opsisté lezi na jedné kruznici.

Uloha 17. Nechf D, E, F jsou body dotyku kruznice vepsané postupné se stranami
BC, CA, AB. Dokazte, ze ABC je rovnostranny, pravé kdyz je tézisté trojihelniku
ABC Lemoinovym bodem trojahelniku DEF'.

Uloha 18. Ukaite, Ze trojice tiseCek spojujicich st¥ed strany se stiedem odpovida-
jici vysky prochéazi Lemoinovym bodem.

Uloha 19. (Kruznice Sesti bodfl) Z paty vysky z vrcholu A trojihelniku ABC
spustime kolmice na strany AB a AC a uvazime jejich paty. Podobné sestrojime
dalsi ¢tyfi paty. Dokazte, ze vSech Sest takto ziskanych bodi lezi na kruznici.

Uloha 20. Nechf ABC je rovnoramenny trojthelnik se zakladnou BC. Bod P
lezi uvnitf trojihelnika tak, ze |[<CBP| = |[<ACP|. Ozna¢me M stied strany BC.
Ukazte, ze |[<BPM|+ |<CPA| = 180°. (Polsko 2000)

Uloha 21. V konvexnim é&tyithelniku ABCD pro stfed M tsecky AC plati
|<BMC| = |<CMD| = |<BAD|. Dokazte, ze ABCD je tétivovy. (Polsko 2005)
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Uloha 22. Necht M N je piimka rovnobé&ina s BC, kde M, N lezi na stranach AB,

AC. Piimky BN a C'M se protinaji v bodé P. Kruznice opsané trojuhelnikim BM P

a CNP se protinaji ve dvou riznych bodech P a Q. Dokazte |[<BAQ| = |<CAP|.
(Balkan MO 2009)

Uloha 23. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Osa tihlu u vrcholu A protne
stranu BC v bodé D a kruZnici opsanou trojihelniku ABC v bodé E (rizném od
A). Kruznice s primérem DF protne podruhé kruznici opsanou v bodé F. Dokazte,
7e AF je symedidna v trojihelniku ABC. (ARO 2009)

Uloha 24. Trojahelnik ABC je vepsany do kruznice w. Te¢ny k w v bodech B a C'
se protinaji v T. Bod S lezi na polopiimce BC' tak, ze AS 1 AT. Body B; a C lezi
na poloptimce ST (s C; mezi By a S) tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T|. Dokazte, Ze
trojuhelniky ABC a AB;C si jsou podobné. (USA TST 2007)

Uloha 25. Mgjme trojihelnik ABC' a jeho kruznici opsanou w. Teény k w vedené
body B a C se protinaji v bodé X. Pfimka AX protind w v bodé K. Dokazte, Ze
BC' je B-symediana v trojuhelniku ABK a C-symedidna v trojihelniku ACK.

Uloha 26. Je dan ostroahly trojuhelnik ABC, kde AB < AC a w kruznice jemu
opsana. K w vedeme te¢ny tp, tc postupné v bodech B a C, tyto teény se protnou
v bodé L. Pfimka rovnobéznd s AC' prochézejici bodem B protind tc v bodé D.
Piimka skrz C rovnobézna s AB protina tg v bodé E. Kruznice opsana trojihelniku
BCD se dotykd AC' v bodé T'. Kruznice opsand BC'E protind prodlouzeni AB v bodé
S. Dokazte, ze ST, BC a AL se protinaji v jednom bodé. (Balkan MO 2017)

Uloha 27. Nechf € je kruznice opsand ostrotthlému trojthelniku ABC. Bod D je
stfed toho oblouku BC, ktery neobsahuje A. Kruznice w se stfedem v D se dotyka
usecky BC' v bodé E. Te¢ny k w prochéazejici bodem A protinaji pfimku BC' v bodech
K a L tak, ze body B, K, L, C lezi na pfimce BC' v tomto potradi. Kruznice v; se
dotyka tsecek AL a BL a kruznice €2 v bodé M. Kruznice v, se dotyka tsecek AK
a CK a kruznice ) v bodé N. Pfimky KN a LM se protinaji v bodé P. Dokazte,
7e |[<KAP| = |<FAL|. (Polsko 2019)

Navody

9. Pouzij tvrzeni 6.
10. Najdi stejnolehlost se stfedem v K, kterd prenasi kruznici opsanou na kruznici
z tvrzeni. Uvédom si, ze se tam objevuji néjaké antirovnobézky.
11. Uvédom si, ze je Lemoinova kruznice jednou z Tuckerovych kruznic.
12. Nechf jsou paty z K oznafeny D, E, F. Pak si ozna¢ DK N EF jako P.
Z trojihelnikti FPK a EPK sinovkou dokaz, ze P je stfted EF. Rozmysli si opa¢nou
implikaci.
13. Vzpomei si na tvrzeni 4 a dokresli Svrékav bod.
14. Poznej symedidnu, dokresli pfislusny stied strany a dokaz, Zze ona symedidna
protiné k ve stiedu oblouku BC.
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15. Vsimni si, ze bod X ma spravny pomér vzdalenosti od AB a AC.

16. Dokresli si tpatnicovy trojuhelnik, aby 7' bylo jeho Lemoinovym bodem. Vy-
stejnolehli opsisté ze stiedu T s koeficientem 2. Dokaz, Ze jejich obrazy lezi na néjaké
Tuckerové kruznici.

17. Jedna implikace je trividlni. Pouzij tvrzeni 7, podle néj je Lemointiv bod DEF
Gergonnovym bodem trojuhelniku ABC. Zkoukni definici.

18. Ukaz, ze kazda z primek je mnozina stfedi obdélnikia vepsanych do ABC,
které lezi na jedné ze stran. Dokaz, Ze vSechny obdélniky, co lezi na BC, se daji
zobrazit néjakou stejnolehlosti se stfedem v A na néjaky obdélnik pfipsany zvenku
BC' s néjakym dobre popsatelnym stfedem. Pouzij kosinovou kruznici.

19. Je to jedna z Tuckerovych kruznic. Spoj body lomenou ¢arou st¥idavé rovno-
béznou a antirovnobéznou s protéjsi stranou.

20. Poznej symedianu.

24. Dokresli si stted BC. Pomoci sinovky dokaz podobnost trojuhelnika AMC
a ATCl

26. Dokaz, ze CS || BT a uvédom si, ze AL protind C'S a BT ve stiedech. Pak
chces dokazat, ze se v lichobézniku tthlopficky a spojnice stredidl zédkladen protinaji
v jednom bodé.

27. Dokresli si @@ prusecik teéen z bodu B a C ke kruznici 2. Chces pak doka-
zat, ze A, P a @ lezi v pfimce. Dokresli kruznici vepsanou AAKL a vyuzij stfedy
stejnolehlosti kruznic.
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