Sbornik
Nejdek 2008

Hana Bendova
Jarda Handl
Vita Kala
Franta Konopecky
Rasto Oflhava
Jakub ,,$nEk* Oprsal
Monika Pospisilova
Michal ,,Kenny* Rolinek
Michal Rusin
Zuzka Safernova
Aléa Skalova

editor : Jakub ,,$nEk" Oprsal
vydani prvni, naklad 40 vytisku
z4F¥i/Fijen 2008

Diky za pomoc vSsem, kterym je za co dékovat.



Fyzikalni iavahy v geometrii

\ Haria Bendova

V této pfednasce si viceméné hlavné na piikladech (které ale v tomto textu neu-
vadim) nastinime, jak ndm mutze trocha fyzikdlnich tvah dopomoci k velmi ele-
gantnim FeSenim nékterych geometrickych uloh. A¢ se to zda neuvéfitelné, obcas
muzeme Cisté fyzikdlnim nahledem na véc velice jednoduse ziskat rizna geome-
trickd tvrzeni, kterd bychom jinak dokazovali slozité, nudné nebo dlouho ... a
aplné nejspis to vsechno dohromady. Nebudu se pfili§ rozepisovat, uvedu zde jen
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Definice. Hmotnym bodem nazveme dvojici (X, m), kde X je né&jaky bod v pro-
storu a m jeho hmotnost.

vV

Definice. Tézistém soustavy hmotnych bodu S = {(X1,m1),. .., (Xp, my)} mi-
nime bod T, pro ktery plati

imi~XA =0
i=1

Mvoey

Tvrzeni. (Jednoznacnost) Kazdd soustava ma préavé jedno té7isté (pokud mé
nenulovou hmotnost, tj. souéet hmotnost{ vSech jejich hmotnych bodt).

Tvrzeni. (,Lepeni“) Té&zisté soustavy se nezméni, zaménime-li libovolnou jeji

My

vvoey

MV

Tvrzeni. (Zékon paky) Pro t&zisté T' dvojice hmotnych bodd (4, m4), (B, mg)
plati
|AT| : |BT| =mp : ma

Mozn4a Ti pfipada, Ze ses zatim nic nedozvédél(a) a pochybujes o tom, Ze je

v

vy
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dostane mnohdy téméf bez price zajimava tvrzeni (o kterd na predniSce urcité
nepfijdes).

A to jsme se zatim bavili jen o tézisti. Co teprve kdyz do geometrie pfimichame
nékteré dalsi fyzikalni zalezitosti, jako je tfeba potencialni energie!

Potencidlni energie, rovnovaha sil

Tvrzeni. (Princip minima) Neptsobi-li na soustavu hmotnych bodi zddnd
vnéjsi sila kromé tihové sily a reakci neménného vnéjsiho prostiedi, nalezne klid
pouze v misté, kde jeji potencidlni energie nabyva lokalnitho minima, to jest tam,

MV

Tvrzeni. (Rovnovaha sil) Hmotny bod setrvava v klidu, pokud je soudet sil na
néj pusobicich roven nulovému vektoru.

To jsou jisté€ véci, které duvérneé znas. Opét se nabizi otazka, jak jsou vyuzitelné
v geometri. Nuze, ¢loveék musi mit trochu davtipu, pfislusnou geometrickou tlozku
si vymodeluje z vhodnych hejblatek, provazki, kladek, zavazicek a pak se prosté
kouka, jak pusobi tihova sila a jak funguje zminéna rovnovéha sil. Kupodivu se
z toho dé leccos vykoukat.

Literatura

K této prednasce mé inspirovaly ¢lanky Doc. Jaromira Simsi z ¢asopisu Rozhledy
matematicko-fyzikélni, roénik 97. (Archimédova statika v geometrii, Potencidlni
energie a rovnovaha sil v geometrii) a také PraSeéi seridl Libora Barta z roku
2000/2001, ktery v tvodu piSe, Ze ho na toto téma pfivedla téz série ¢lanku
Doc. Simsi. Pokud vim, tyto ¢lanky jsou celkem tii (kromé dvou vyse zminénych
jesté Rotac¢ni setrvacnost v geometrii), jsou podle mé velice zajimavé a také velmi
p€kné napsané. Moje prednaska z nich celd vychéazi, ¢ili pokud Té téma zaujalo a
chces se dozvédét néco vic, viele doporucuji k precteni.



Kombinatorické identity

‘ Jaroslav Han¢/

Uvod

Hlavnim cilem této prednéasky bude sezndmit posluchace s netradicnimi ditkazy
znamych i neznamych idetit. Pfedevsim se budeme vénovat kombinatorickym re-
prezentacim, ale ukazeme si i fadu péknych algebraickych. V druhé casti se naucime
pouzivat metodu zvanou ,,pocitani dvéma zpisoby* a predvedeme si fadu aplikaci.
Pokud na konci zbyde ¢as, tak miizeme zabrousit i do velmi slozitych identit.

Co by se jiz hodilo védét

(1) Kombinacni cislo (Z) lze jednak definovat algebraicky vzorcem (Z) =
= ﬁlk),, ale také kombinatoricky, jakozto pocet vSech k-prvkovych pod-
mnozin n-prvkové mnoziny. Obé tyto definice jsou ekvivalentni.

(2) Binomickd véta tvrdi:

(a+b)" = kz: <Z>a”’“b’“ = (g) a” + <T)a"1b+ co (Z) b

(3) No a urcité se budou hodit i nékteré zname a lehké identitky:

(0)=()=r ()=(.0)
(1) ()= Gn) 20 =6)

Kombinatorické diikazy

V této kapitolce si ukazeme, jak lze interpretovat danou identitu tak, aby se poté
jeji dikaz stal hrackou. Nabidnu zde nékolik metod:

Metoda bijekce. Checeme-li ukazat, ze dvé koneéné mnoziny A, B maji stejny
pocet prvki, nalezneme bijekci, kterd jednoznacné zobrazuje prvky mnozZiny A na
prvky mnoziny B. Pro nazornost si dokazme identitu:

(1)=(.")
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Jinymi slovy chceme dokazat, ze pocet k-prvkyovych podmnozin n-prvkové mno-
Ziny M je stejny jako pocet (n — k)-prvkovych podmnozin. Jelikoz ale bijekce
T:A— M\ A pro kazdou A C M dané podminky spliiuje, dané identita plati.

Metoda seznamu spociva ve spocteni poc¢tu vSech prvka ve vhodné usporada-
nych skupinach. Dokazme si naptiklad:

(k—i—l)(Zj;i) :(n+1)(Z>

Cislo (k + 1)(211) udava pocet prvkid vsech (k + 1)-prvkovych podmnozin (n +
+ 1)-prvkové mnoziny M. Spoc¢teme-li si pro kazdy prvek m € M v kolika (k +
+ 1)-prvkovych mnoZinich se vyskytuje, dostdvame se k ¢islu (Z) Sectenim pres
vsechny prvky m € M pak dostaneme kyzenou identitu.

Metoda rozkladu do trid je zalozend na rozporcovani mnoziny na nékolik t¥id

a nasledném vyuziti bijekce a pravidla souc¢tu. Dobfe je to vidét na nasledujicim

dtikazu identity:
n n n+1
—|— =
)+ ()= ()

Nejprve rozdélme vSechny (k + 1)-prvkové podmnoziny dané (n + 1)-prvkové mno-
Ziny M = {ag, a1, ...,a,} doskupin Sy a Sy tak, ze podmnoZiny z S; vZdy obsahuji
prvek ag, zatimco podmnoziny z Sy prvek ag neobsahuji. Z této reprezentace se
snadno zjisti, ze |S1] = (}) a |S2| = (kil). Musi ale téz platit |S1| + |S2| = (Zﬁ)
a proto dokazovana identita plati.

Dale se jesté pouziva metoda ndpist, ve které se snazime reprezentovat dané
vyrazy posloupnostmi pismen. A nakonec, moje nejmilej$i metoda, metoda cest ve
Ctvercové siti. Zde budeme reprezentovat nezndmé vyrazy jako pocty cest z bodu C
do bodu D, budeme stavét barikady a prekonédvat ptikra stoupani, avsak nakonec
zjistime, Ze jsme zase jenom v Pascalové trojuhelniku.

Pocitani dvojim zpiisobem

Pozorny a znaly Ctenar si jiz zajisté vSiml, Ze tato metoda byla v pradeslé kapitole
pouzita. Ukazme si proto jeji plnou krasu na nasledujicim dikazu jinak jednoduché

identity:
" /n
2k:: n
> ()2 =

k=0

(i) Algebraicky dikaz je jednoduchy. Sta¢i dosadit do Binomické véty za a = 1
a b =2 a jsme hotovi.

(ii) Kombinatoricky dtikaz je zajimavéjsi. Vezméme si n-prvkovou mnozinu
M a pocitejme pocet vSech dvojic (A4, B) podmnozin M, pro které plati
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A C B. Pro dané k € {0,1,...,n} miZzeme vybrat k-prvkovou mnozinu
B celkem (Z)—krét a jeji podnmozinu A celkem 2*-krat. Proto hledany
pocet N vSech dvojic (A, B) je >} _, (2) 2%, Podivame-li se na mnozinu N
jinak, dostaneme, ze kazdy m prvek mnoziny M musi byt v jedé z mnozin:
m € A,m e B\ A;m € M\ B. Proto pro kazdy m € M mame 3 moZnosti
a celkové tedy 3™ moznosti pro vybér (A, B).

Metoda pouzita v predchozim kombinatorickém ditikaze je typicky predstavitel
pocitani dvojim zptsobem. Snazime-li se takto dokazat néjakou identitu, je po-
t¥eba si chytte zvolit vhodnou mnozinu (v nasem pi¥ipadé mnozinu N) a pak jesté
mazanéji dvéma zcela odliSnymi zptsoby spocitat pocet jejich prvka.

Piiklady

Priklad 1. Dokazte:

(0 e25) o) o) =

Priklad 2. Metodou rozkladu do tiid nebo metodou cest ve ¢tvercové siti do-

kit <Z>2+(2)2+...+<Z>2<2:)

Priklad 3. Metodou bijekce dokazte:

(-0 () cr)-

Priklad 4. Dokazte:

)= () ) e () = ()

Piiklad 5. Metodou napisu dokazte:

kz:k(k ~1) (Z) — n(n—1)2"2

Priklad 6. Metodou cest ve ¢étvercové siti dokazte identitu:

- 2
< m > ;(k)( m—k_—1 ),pro <m
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Priklad 7. Dokazte:

(0) o)+ ()G =+ ") = G

Priklad 8. DokaZte:

Literatura

Nejprve bych chtél podékovat Martinu Tancerovi, jehoz prispévek ,, Pocitani dvo-
jim zptsobem® se stal predlohou pro tuto prednisku. Naleznete ho na adrese
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php.
[1] Kolektiv: Metody eseni matematickych tloh I, Masarykova Univerzita,
Brno, 1991
[2] Josef Kaucky: Kombinatorické identity, Vydavatelstvo Slovenskej akadé-
mie vied, Bratislava, 1975



Nestandardni metody
\ Vita Kala

V 60. letech minulého stoleti jisty pan Robinson vymyslel, Ze cely matematicky svét
je mozné rozsirit o spoustu dalsich, takzvanych nestandardnich prvka. S témito
nestandardnimi prvky pak do matematiky prijdou i nejrtznéjsi nesmirné divné
principy, které najednou za¢nou platit. My si na prednasce nékteré z nich uvedeme
a seznamime se s tim, jak se da téchto podivnosti vyuzit k feseni praktickych
ptikladé.!

Jak je vlastné toto rozsifeni mozné? Vzdyt prece NIC nemize byt vétsi, nez
CELY matematicky svét? To je sice pravda, ale ono se to da obejit takovouto
fintou:? cely matematicky svét (nékdy se mu ifka taky univerzum) je tak velky,
Ze je mozné jej zkopirovat do sebe sama (existuje jeho ¢4st, kterd je tiplné stejnd,
jako celek). Tuto ¢ast budeme od ted povazovat za naSe standardni univerzum.
Najednou mame ale kolem tohoto standardniho matematického svéta jesté spousta
mista, kam ho miZeme rozsifovat! Vhodnou ¢ast tedy zvolime za nas rozsifeny svét
(ten se nazyva internalni univerzum). A hle: hnedle mame rozsifeni standardniho
svéta (ktery je Gplné stejny, jako ptivodni svét) do interndlniho univerza. No a
celému puvodnimu svétu se obcas taky fika externalni univerzum.

Tento postup se da provést za predpokladu, Ze plati nasledujici axiom, ktery za
pravdivy sice vétSina matematikti nepovazuje, je ale dokazané, ze jeho pfidanim
k ostatnim matematickym axiomiim nic nezkazime. Jakmile jej pfijmeme, mtizeme
uz z néj dokazat vsechna dalsi tvrzeni, kterd v nasem nestandardnim svété plati.

Axiom. (Superuniverzality®)  Existuje libovolné silend mnozina.*

Co Ze to znamena ta libovolné Silend mnozina? No piece presné to, Ze muze byt
libovolné silend (: Tteba existuje mnozina x, jejimz jedinym prvkem je ona sama
(tedy = {x}). Anebo existuji dvé mnozZiny z,y takové, ze x € y a y € x. Anebo
cokoli dalsiho, na co si jen vzpomenes ...

1K tomu, aby tato teorie mohla byt vykladana precizné, je potfeba znat velké mnozstvi
vysokoskolské matematiky. Smif se proto s tim, ze skoro zadné tvrzeni neplati pfesné tak, jak
je zde ve sborni¢ku napsané nebo jak si je uvedeme na prednasce. Na této prednasce se tedy
budeme bavit o tvrzenich, ktera neplati v teorii, jez je sama o sob€ v zasadé Silend a nesmyslna
(:

2Nic si z toho nedélej, pokud zbytku tohoto odstavce neporozumis. Pro pochopeni zbytku
prednasky to neni vibec potieba.

3Vétsina tvrzeni, se kterymi se potkame, bude mit podobné vtipné nazvy (:

4Pozorné ¢tenaika si mozna vsimla, Ze tato formulace neni zcela matematicky korektni. Pro
zajemce ale muzu uvést i exaktni formulaci tohoto axiomu, z které mozna bude patrna vyhoda
neforméalniho pfistupu: Budte ¢ C a mnoziny takové, Ze t je tranzitivni. Bud r extenzionalni
relace na a takova, ze (a,r) je koncové rozsifeni (¢, €). Pak existuje tranzitivni mnozina ¢’ a
izomorfismus f : (¢, €) ~ (a,r) takovy, ze f | t = id.
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Princip saturovanosti

Princip. At jsou My, M, ... mnoziny® takové, Ze kdyz si vyberu konec¢né z nich,
maji neprézdny priinik (takovému systému mnozin se iikd centrovany). Pak vSe-
chny mnoziny maji neprazdny priinik.

Tento princip je zcela zésadni a ma nedozirné disledky. Predstavme si tfeba
mnozinu N vSech pfirozenych ¢isel a oznaéme A; = N—{i},i =1,2,3,... (mnozinu,
kterou dostaneme, kdyZ z N vyhodime ¢islo ¢). Prinik koneéné mnoha z téchto
mnozin je jisté neprazdny (obsahuje nekoneéné mnoho nevyhozenych pfirozenych
¢isel), a tedy podle principu saturovanosti musi mit vSechny mnoZiny neprazdny
prunik. Musi tedy existovat pfirozené ¢islo n, které neni rovné zadnému z ¢isel 1,
2,3, ...!8S takovym ¢islem se ¢lovek na ulici jen tak nepotka.

Setkavame se tedy se zvlastni situaci — mnozina N standardnich pfirozenych
Cisel se nam s prechodem do nového svéta nafoukla a pribyla do ni nova nestan-
dardni pfirozend ¢isla. Tuto mnozinu vSech (i nestandardnich) pfirozengch &isel
budeme znacit N. Jak uz to tak v matematice byva, za konecné se povazuji ty
mnoziny, jejichz pocet prvka je rovny néjakému prirozenému ¢islu. S novymi pfi-
rozenymi ¢isly se ndm tedy najednou objevily i nové koneéné mnoziny (které jsou
vétsi, neZ libovolna standardni koneénd mnozina).

Stejné tak, jako jsme dokazali, Ze mnozina prirozenych c¢isel je vétsi, nez jsme
si mysleli, bychom mohli podobné tvrzeni dokazat t¥eba o racionalnich nebo redl-
nych cislech. V tomto pfipadé bychom zjistili, Ze musi existovat nekonecné mala
realna ¢isla, coz ma také spoustu zajimavych disledki (najednou totiz tfeba ptijde
v jistém smyslu mluvit o ,sousednich® realnych ¢islech, coz mnohé tivahy znacéné
zjednodusi, ale ve standardni matematice bohuzel nejde).

Princip prenosu

Princip. Ngjaké tvrzeni (o standardnich mnozindch) plati ve standardnim ma-
tematickém svété pravé tehdy, kdyz plati v nasem rozsiteni.

Tim, Ze jsme presli do naseho vétsiho svéta, jsme tedy opravdu nic neztratili —
plati tu presné totéz, co v bézném nudném svété vétSiny matematiki.

5Tady si pfece jen neodpustim jednu upfesiujici poznamku pro znalé. Toto tvrzeni plati jen
pokud mnozin neni prili§ mnoho — je-li jich méné nez néjaky libovolné velky, ale pfedem zvoleny
kardinal k.
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Princip finitarizace

Princip. Ka#d4 mnozina® je podmnozinou néjaké konecné mnoziny.

Tak ted uz se ale ten Vita musel plné zbldznit, ne? Jak by mohla byt néjaka
nekoneénd mnozina ¢asti néjaké konecné?! Svéte div se, ono to opravdu jde ...
Aby si ¢lovék mohl aspon trochu predstavit, jak je to mozné, je dobré si uvédomit,
ze v rozsifeném svété je koneénych mnozin mnohem vic, nez kolik jich bylo v tom
puvodnim standardnim. TakzZe neni divu, Ze je vic i téch mnozin, které jsou casti
néjaké koneéné mnoziny.

Tento tvrzeni je jednim z nejzajimavéjsich dusledkt nestandardniho rozsifeni.
Umoznuje totiz snadno a bezbolestné rozsifit platnost nékterjch tvrzeni, ktera
plati pro kone¢né mnoziny, i na mnoziny, které jsou nekonec¢né. Jednim takovym
prikladem, ktery vyresime na prednasce, je tento:

Prfiklad. Bud G (nekoneény) graf takovy, ze kazda kone¢nd mnozina vrcholi jde
obarvit k£ barvami tak, ze zddné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu.
Dokaz, ze potom jde takto obarvit cely graf.

6Toto plati opét jen pro mnoziny (externalné) mensi nez nas zndmy kardinél x.

10



Invarianty a v ¢em vézi
‘ Franta Konopecky

Pri styku s tlohami se vyuzivaji rizné strategie a jednou z téch podstatnych
je hledani invariantd. To poméha zdolat mnohdy i zdanlivé obtizné problémy.
Shlédnéme ilustra¢ni ptiklad:

Piiklad. Bud d(n) ciferny soucet ¢&isla n. Najdéte vSechna FeSeni rovnice
n+d(n) + d(d(n)) = 2008.

ReSeni. Po kratkém nezdaru pii hledani vyhovujicich n se pokusime dokézat, ze
rovnice nemé feSeni. A hle, vyuZijeme invariant. P¥i ciferném souctu se zachovava
zbytek po déleni tfemi, proto je leva strana rovnice vzdy délitelné tfemi a nemiize
byt rovna 2008.

Nase zakladni strategie tedy rikda: Kde se néco opakuje, hledej to, co
zustava stejné. Piibuznad myslenka je hledat néco, co se sice méni, ale kontrolo-
vanym zpusobem (napf. néjaké ¢éislo stale roste).

Uvedme si jesté nékolik invariantt, které jsou ¢asto uziteéné.

soucet ¢isel, pfipadné soucet modulo n (pro vhodné n).

(1)

(2) soucet druhych mocnin (geometricky vzdalenost od pocéatku).

(3) dalsi aritmetické operace: souéin, podil, soucet étverci rozdild, ...
(4)

4) pocet néjakych jevi, pripadné modulo n.
Priklady
Priklad 1. Na tabuli jsou napsina ¢isla 1, 2, ..., 2n (n je liché pfirozené).

MiuZeme smazat libovolna dvé ¢isla a, b a misto nich napsat |a—b|. Toto opakujeme.
Dokazte, ze posledni zbylé ¢islo je liché.

Piiklad 2. Ve vrcholech Sestithelniku jsou napséana ¢isla 1,0, 1, 0, 0, 0. V jednom
kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku
ziskat Sest stejnych Cisel?

Priklad 3. Na zijezdé ma kazdy turista nejvySe tii nepiatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobusii tak, Zze nikdo nejede v autobuse s vice
nez jednim svym nepfitelem. Zobecnéte.

Piiklad 4. Méjme celd ¢isla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme
nahrazovat ¢tvefici (a, b, ¢, d) étvefici (a — b, b — ¢, c — d,d — a). Ukazte, Ze alespon
jedna soutadnice bude jednou v absolutni hodnoté vétsi nez milion.

11
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Priklad 5. Nech 0 < zg < yo. Vyjadiete vzorcem x,,, y,, definované rekurentnimi
vztahy:

Tn Yy
Tn+1l = % Yn+1 = V/Tn4+1Yn-
Priklad 6. Kazdé z ¢isel aq, ... , a, je +1 nebo —1 a plati ayasasas+asaszagsas +

+ - -+ + anaiazasz = 0. Dokazte, ze n je délitelné ctyfmi.

Piiklad 7. Ke kulatému stolu méa usednout 2n poslanct, kazdy z nich mé nanej-
vys n — 1 neptratel. Ukazte, Zze je mozno je rozesadit tak, aby nikdo nesedél vedle
svého nepftitele.

Piiklad* 8. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢islo, soudet vsech
péti ¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto poradi)
a y < 0, mizeme tuto trojici nahradit trojici x + vy, —y, y + 2. Mize tento proces
probihat nekoneéné dlouho? (Reste i pro redlné ¢isla.)

Priklad 9. Za¢néme s néjakou ¢tverici celych éisel (varianta: redlnych cisel)
(a,b,c,d). Opakované budeme nahrazovat ¢tvefici (a, b, ¢, d) ¢étvetici (Ja — b|, |b —
,|le —d|,|d — a|). Dostaneme se vzdy ke ¢tvefici (0,0,0,0)?

— C

Piiklad 10. Zac¢néme s Cisly 1, 2, ..., 4n — 1. V jednom tahu nahradime dvé
¢isla jejich rozdilem. Dokazte, Ze po 4n — 2 tazich zbyde sudé ¢islo.

Priklad 11. Mé&jme mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a, b riizné prvky nasi mnoziny,
muzeme je nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a 4 0.6b. Mtzeme nékdy dostat mnozinu
(a) {4,6,12} nebo (b) {z,y,z} kde |z — 4|, |y —6],|z — 12| < 1/v/3 ?

Priklad 12. Vezmeme Sachovnici s obvyklym obarvenim poli¢ek. V jednom tahu
miZeme pievratit barvy v (celé) jedné fadé, (celém) jednom sloupci, éi v (celém)
Gtverecku 2 x 2 policka. MuZeme ziskat obarveni s jedinym c¢ernym polickem?

Priklad* 13. Mg¢jme ¢isla a, b kladné celd. Dokud je a > 0 opakujeme ndsledujici
operaci: pokud je a < b, dosadime misto (a, b) dvojici (2a,b— a), jinak misto (a,b)
dosadime (a — b, 2b). Pro které vychozi dvojice postup skon¢i? Po kolika krocich?
Co miuzete Tici o periodach v nekone¢ném procesu? zZeste i pro kladna realna a, b.

Piiklad 14. Mame modré, ¢ervené a zelené koralky. V jednom tahu smime pro-
vést vyhodnou vyménu: zahodime dva koralky, kazdy jiné barvy a dostaneme za
né koralek barvy tfeti. Kdy miZeme timto postupem skoncit s jedinym koralkem?
Zalezi barva zbylého koralku na zvoleném postupu?

Piiklad 15. Opét mame modré, cervené a zelené kordlky, tentokrat za zahozeni
dvou koralkt riznych barev dostaneme dva koralky barvy tfeti. Kdy je mozno
docilit toho, Ze vSechny koralky budou mit tutéz barvu?

Piiklad 16. V kazdém policku obdélnikové tabulky je napsano celé kladné éislo.
V kazdém tahu je mozno zmensit vSechna c¢isla v jednom sloupci o jedna nebo

12



Franta Konopecky: Invarianty a v ¢em vézi

zdvojnasobit vsechna ¢isla v jedné fadé. Dokazte, Ze je mozno dosdhnout tabulky
se samymi nulami.

Priklad 17. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souctem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednicek
nebo dvojek?

Piiklad 18. Vrcholy mnohotihelniku jsou oznaceny redlnymi ¢isly. Pokud néjaka
Ctverice po sobé jdoucich &isel a, b, ¢, d spliuje vztah (a — d)(b — ¢) < 0, smime
prohodit b a ¢. Mizeme toto prohozeni provést nekonec¢nékrat?

Priklad 19. Na poli¢ku bl Sachovnice je napsano —1, na ostatnich +1. Mame
moznost zménit znaménko c¢isel v jednom sloupci, jedné fadé nebo na libovolné
diagonéle (véetné jednopolickovych diagondl, tj. rohovych poli¢ek). Dokazte, Ze
nam vzdy zbyde néjakd —1.

Piiklad 20. Méjme fadu 2000 éisel. Do druhé fady pod kazdé ¢islo napiSseme
pocet jeho opakovani v fadé prvni. Stejné vytvorime z druhé fady fadu tfeti atd.
Dokazte, ze jednou budou dvé po sobé jdouci fady stejné.

Piiklad 21. Na kazdém policku Sachovnice je celé ¢islo, smime p¥ic¢ist jednicku
ke vSem cislim néjakého ¢tverce 4 x 4 nebo 3 x 3 policka. Mizeme opakovanim
této operace docilit toho, aby byla vSechna ¢isla na Sachovnici délitelné (a) dvéma,
(b) tfemi?

Piiklad 22. Z ¢isla 112000 yyskrtneme prvni &islici a pficteme ji ke zbylému
¢islu. Tuto operaci opakujeme, dokud neziskame deseticiferné ¢islo. Ukazte, ze dvé
z jeho cifer budou stejné.

Priklad* 23. Na policku (1, 1) stoji véz. Jednim tahem smime bud zdvojnésobit
jednu souradnici, nebo odecist mensi soutadnici od vétsi. Na ktera policka se véz
muze dostat?

Priklad* 24. Mg¢jme posloupnost zacinajici 1,0,1,0,1,0,... jejiz dalsi ¢leny zis-
kédme jako soucet ptfedchozich Sesti modulo 10. Vyskytne se v této posloupnosti
Sestice ...,0,1,0,1,0,1,... 7

Priklad* 25. Vezmeme 35 celych éisel. MaZeme vybrat néjakych 13 z nich a
zvétsit kazdé z téchto tiinacti o 1. Ukazte, ze muzeme docilit toho, ze vSech 35

¢isel bude stejnych. Prozkoumejte i zobecnéni — pro n ¢isel, z nichz je mozno
volit m.
Piiklad 26. Cisla 1, 2, ..., 2n jsou sefazena v libovolném pofadi. Ke kazdému

¢islu pricteme jeho poradové ¢islo. Dokazte, ze dostaneme dvé Cisla se stejnym
zbytkem modulo 2n.

Piiklad 27. V kruhu je rozmisténo n dilk, v kazdém je jedna kulicka. V jednom
tahu smime posunout jednu kulicku po sméru hodinovych rucicek, jinou proti
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sméru. Mizeme shromazdit vsechny kulicky v jednom dualku?

Priklad* 28. Na kazdy miiZzovy bod (z,y) pro y < 0 miZeme polozit ddmovy
kédmen. Pak s témito kameny zachézime jako pfi solitéru: vybereme dva kameny
sousedici vodorovné nebo svisle a jednim pfesko¢ime druhy (ten druhy zahodime)
a dopadneme na volné policko. Timto postupem chceme dostat néjaky kdmen na
policko (0,n) pro co nejvétsi n.

Piiklad* 29. Cisla 1, 2, ..., n jsou libovolné uspofddana. V jednom kroku
mizZzeme dvé sousedni éisla (varianta: dvé libovolna éisla) prohodit. MizZeme po
lichém poc¢tu kroku dojit k vychozimu usporadani?

Priklad* 30. Vezméme &tyfi shodné pravouhlé trojuhelniky. V jednom kroku
miZzeme jeden trojihelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojtihel-
niky. MiZzeme opakovanym délenim docilit toho, ze zddné dva z nasich trojuhelnikt
nebudou shodné?

Zdroje
Tento piispévek je prakticky kopii piispévku Roberta Sdmala z roku 2000. Reseni
naprosté vétsiny uvedenych prikladt 1ze nalézt v publikaci

Engel A.: Problem Solving Strategies, Springer-Verlag 1998.

Ta je sice vzacnd, ale kdyZ mi napiSete (frakon@gmail.com), tak vas zaopatiim
elektronickou kopii.
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Miera a jej konstrukcia
‘ Rasto Olhava

Ludstvo malo odjakziva potrebu premeriavat, ¢i uz islo o pocet prasiatok v chlieve
alebo o rozlohu pozemku. Velkost alebo mnozstvo hralo vzdy délezitt ilohu. Casto
iSlo o meranie velkosti urcitej mnoziny. Dlhé roky sme si vystacili s empiricky
zistenymi a odskuSanymi formulkami, pricom bezny ¢lovek si s nimi vystacéi aj
doteraz. Neplati to o matematikoch, ktori s rozvojom ich vedného oboru narazili na
mnoziny, ktorych velkost s ich vtedaj$im matematickym apardtom nevedeli urcit.
A tak vznikla miera. Na mojej predndske sa dozviete, ¢o to je a ako skonstruovat
najzakladnejSiu z nich — Lebegueovu mieru. Uvedme si pojmy a vety, ktorymi sa
budeme zaoberat:

Definicia 1. Nech X je mnozina. Systém O podmnozin X sa nazyva okruh, ak
(01) he O
(02) AABe O=A\BecO
(03) AL BeO=AUBeO

Definicia 2. Nech X je mnozina. Systém O podmnozin X sa nazyva o-okruh,
ak

(0-01) D € O

(0-02) A, Be O=A\BecO

(0-03) A1, Az, € 0= 72,4, €0

Definicia 3. Algebra je okruh, ktory obsahuje cely priestor X. o-algebra je o-
okruh obsahujiici cely priestor X, pricom ak S je o-algebra na X, dvojica (X,S)
sa nazyva meratelny priestor.

Definicia 4. Nech (X,S) je meratelny priestor. Mnozinové funkcia p : § —
[0, 00] sa nazyva miera, ak spliiuje

(M1) u(0) = 0

(M2) (c-additivita) ak A; € S, j € N st po dvoch disjunktné, potom

M(U Aj) = ZM(AJ‘)

Definicia 5. VonkajSou mierou na mnozine X rozumieme mnozinovu funkciu
v : 2% — [0, 00] ak spliiuje

(VM1) v(®) =0

(VM2) AC B = (4) < 1(B)

(VM3) (o-subadditivita) ’y(U?il A < S0 v(4))
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Definicia 6. Nech v je vonkajsia miera na X. Mnozinu M C X nazveme +-
meratelnou, ak pre kazdu ”testovaciu” mnozinu T C X plati

YT) =~(T N M) +~(T\M)
Systém vSetkych ~vy-meratelnych mnozin znac¢ime M(vy) a mnozinova funkciu

v M(v) znacime v°

Veta 7. (Vlastnosti miery) Nech A; € S
(a) A1 C Az = p(Ar) < p(A2)
(b) ak A; € S, €N, Ay C Ay C ---, potom

wlJA4y) = lim po(4;)
J
(c) ak Aj € S,j €N, A1 D Ay D -+, aak u(A;) < oo, potom
w()A) = lim j1(A;)
J

Veta 8. (Carathéodory) Nech v je vonkajsia miera na X. Potom systém M()
tvori o-algebru a v° je miera.

No a zvysok sa dozviete na prednéske ...
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Topologie
\

Jakub Oprsal

Obecna topologie je jedna z obecnéjSich matematickych disciplin. Co se historie
tyce, tak vznikla postupnym zobecnovanim z matematické analyzy realnych cisel
pres metrické prostory. Ptistup, o ktery se pokusim na této prednasce bude trochu
netradiéni, nebot pijdu od lesa a tedy zaénu od obecnéjsich principi.

Definice. Méjme prostor X, (topologickym) uzdvérem rozumime operaci
ktera kazdé pomnoziné A C X priradi jeji uzavér A C X, ktera splnuje:

(i)
(iii)
(iv) AUB=AUB

Prostoru X pak fikame Topologicky prostor.

Topologicky uzavér mnoziny A lze intuitivné chapat jao mnozinu vSech bodu, které
maji k A ,blizko“. Prvni axiom pak fikd ,k prédzdné mnoZiné€ neméa zadny bod
blizko“, druhy, ze ,vSechny body A maji k mnoziné A blizko*. Treti pak ,body,
co maji blizko k bodtim, co jsou blizko A, jsou blizko k A“ — tento axiom je asi
nejmin intuitivni, ale pokud ho vynechame dostaneme néco jiného nez topologicky
prostor. Posledni pak ,body, co maji blizko k A U B maji blizko bud k A, nebo
k B“.

Definice. Mnozinu A C X nazveme uzavienou, je-li shodnd se svym uzavérem.

Tj. A = A. Mnozinu A nazveme otevienou, je-li dopiikem uzaviené, tj. X \ A =

=X\ A

Lemma. Plati B = A pravé kdyz B je priinik vSech uzavienych mnoZin obsa-
hujicich A.

Véta. Je-li X prostor a A, B uzaviené mnoziny pak

(i) 0 a X jsou uzaviené
(ii) AU B je uzaviend
(iii) Jsou-li A; uzaviené mnoziny pro i € k, pak (., A; je uzaviena.

Obdobna véta plati i pro oteviené mnoziny. Vlastné ve skutecnosti je tato véta
definice topologického prostoru, takze abyste si rozumnéli s ostatnimi matematiky
uvedu jesté jednu definici:

Definice. (Obvykla definice topologického prostoru)  Topologickym prostorem
Rozumime prostor X a systém 7 nékterych podmnozin X, Ze spliiuje:

() PeTaXeT
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(i) ABeT - ANnBeT
(iii) Jsou-li A; € T proi € K, pak |J,.. Ai € T.

Mnozinam z T pak Fikame oteviené mnoziny.

1ER

Lemma. Mnozina A C X je oteviend pravé kdyz pro kazdy jeji bod x existuje
oteviena mnozina U,, ze x € U, C A.

P¥iklad. (Diskrétni prostor)  UvaZme uzavér A = A pro kazdou podmnozinu X,
kde X je tedy libovolna mnozina. Pak vSechny mnoziny jsou uzaviené a vSechny
mnoziny jsou oteviené. A z intuitivniho popisu mame kazdy bod je od libovolné
mnoziny ,daleko“ (pokud neni v ni). Tomuto prostoru se fika diskrétni, nebot
sestava s oddélenych (tzv. izolovanych) bodi.

P¥iklad. (Indiskrétni prostor) Naopak, je-li A = X pro kazdou podmnoZinu
X, pak intuitivné vSechny body maji k libovolné mnoziné ,blizko“, uzaviené a
oteviené mnoziny jsou pouze dvé a to ) a X.

Priklad. (Sierpinského prostor) Dalsi piiklad je jeden z ,divnéjsich“ prostori.
Mnozina X je dvouprvkova {a,b}, pfitom definujeme uzavér {a} = {a} a {b} =
= {a,b}. Ostatni hodnoty mame jasné. Z intuitivniho hlediska pak bod a ma
»blizko“ k bodu b, ale bod b nema blizko k bodu a.

Jesté si povime o tom, co je to spojité zobrazeni. Intuitivné asi spojitou funkci
v realnych cislech chapes jako ,,caru, ktera se da nakreslit jednim tahem*. Bohuzel
ani tato intuitivni pfedstava nam nepomuze v pochopeni toho, co je spojita funkce.
Mnohem pfesnéjsi je ,,zobrazuje body, co jsou blizko, na body, co jsou blizko*“. Jak
by to ale vypadalo formalné? S trochou predstavivosti snad:

Definice. Jsou-li X,Y dva topologické prostory a f: X — Y zobrazeni. Rek-
neme, ze f je spojité pokud pro kazdou A C X plati:

f 4] < flA]

Abychom zabranili takovym zvlastnim piipadtim, jako jsou posledni dva pii-
klady (Sierpinského a indiskrétni prostor), tak se zavadéji rizné oddélovaci axiomy.
Z nich uvedu jen dva (téch nejbéznéjsich je pét a znadi se Ty, T1,. .., Ty, vétsina
z nich ma jesté rozumnéjsi jména, krom téchto jsou jesté nékteré ,mezi“ a to KC
a T3%)

Definice. (T} prostor) Prostor je Ty je-li kazda jednoprvkova podmnozZina uza-
viena.
Tvrzeni. Kazdy koneény T; prostor je diskrétni.

Tedy zajimavé jsou praveé nekonecné prostory z nich zkusim uvést a vysvétlit
(jestli se k tomu na pfednésce dostaneme) jeden piiklad, ktery mé velky vyznam
v Topologii a ktery je také velmi dobfe znamy i tak.
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Definice. (Cantorovo diskontinuum)  Nosnd mnozina Cantorova diskontinua C
je {0, 1} (mnozina vsech nekonec¢nych posloupnosti nul a jednicek). Topologii na
tomto prostoru popiSeme otevienymi mnozinami. Oteviené jsou prvné mnoziny
vSech poslopnosti, které se na danych konec¢né mnoha pozicich shoduji s danou
posloupnosti (mdme-li o;,,...,0;, € {0,1}, pak do oteviené mnoziny U patfi
vSechny posloupnosti, které maji na pozici i; hodnotu o;; pro kazdé j. A dale jsou
oteviené vSechny sjednoceni takovych mnozin.

Definice. (T aneb Hausdorfltiv prostor)  Prostor nazveme T neboli Hausdor-
ffitv pokud pro kazdé dva body z,y existuje oteviena mnozina U, ze v € U a
y¢U.
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Zlaty rez

\ Monika Pospisilova

Motto:

Geometrie mé dva velké poklady; jednim je véta Pythagorova; druhym rozdéleni
usecky v krajnim a stfednim poméru. Prvni lIze piirovnat k Zile zlata; druhy Ize
oznacit za drahokam. (JOHANNES KEPLER)

Co je to zlaty fez?

Zlaty Yez je pomér pozoruhodnjch vlastnosti. Rika se mu také ,Krajni a st¥edni
pomér“ nebo vznesené , Bozska proporce“ a znadci se . Jeho hodnota je iracionalni
¢islo: ¢ = 1,6180339887 ...

Nejznaméjsi definice pochazi od Euklida (300 pt.n.l.) a zni: , Usecka se rozdéli
v krajnim a stfednim pomeéru tehdy, kdyz se celd ma k delsimu dilu jako delsi dil
ke kratsimu.*

AS)
Q L

A
|AC| B |AB]
|CB| o |AC|
p_ptl
T
2 _
pT—p—1=0
1+
o= V5 _ 1,618...
2
Historie

Za prvni prikopniky v oblasti zlatého Fezu jsou povazovani Pythagorejci (6. stol.
pr.n.l.). Oni sami ho nepojmenovali, ani nedefinovali, ale jejich posedlost ¢islem
pét je k nému nevédomky privedla. Pro¢ si Pythagorejci oblibili pravé c¢islo 5 a
jak souvisi toto ¢islo s ¢? Obliba pétky vysla ze symboliky ¢isel — pétka znamema
lasku a manzelstvi a je to svazek ¢isel 2 (prvni Zenské ¢islo znadici rozporuplnost)
a 3 (prvni muzské islo znacici harmonii). Nepfekvapi nds, ze symbol bratrstva
byla péticipd hvézda, ktera je fascinovala a zaroven désila svymi vlastnostmi:
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o

Zde si ¢lovek poprvé uvédomil existenci iraciondlnich cisel. Tehdy tento jev
nazyvali nesouméfitelnost (to znamena, Ze ¢ nelze poméfit — nelze zapsat ani na
hodné moc desetinych mist ... ). Tento objev vyvolal filozofickou krizi.

Zlaty trojuhelnik - Zlaty obdélnik

Platén (5/4.stol pf.n.l.) navézal na Pythagorejce pfedevSim zajmem o nesou-
méfitelnost a tzv. ,Platonska“ télesa. Stény téchto téles tvori shodné a rovnostrané
mnohotuhelniky a témto télesiim lze opsat kouli tak, ze vSechny vrcholy lezi na ni.
Platénskymi télésy jsou ctytstén, krychle, osmistén, dvanéctistén a dvacetistén.
Platén jim piisuzoval zakladni elementy zemé, v potradi z predchozi véty, takto:
ohen, Zemé, vzduch, vesmir, voda. 12-tistén a 20-tistén maji ke zlatému fezu ob-
zvlast blizko. ¢ se objevuje ve vypoctu jejich objemu, lze v jejich Fezech nalézt
zlaté obdélniky a vepiseme-li je do sebe, pomér jejich hran bude \“}—25.

Euklides dal zlatému fezu jméno Krajni a stfedni pomér (termin zlaty fez
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pochézi z 19. stol). Zajimal se o néj, podobné jako dalsi Fecti badatelé, predev§im
ze zajmu o sestrojeni pétithelniku a dvou platénskych téles — dvanactisténu a
dvacetisténu, ¢emuz vénoval velkou ¢ast svého slavného tfinactisvazkového dila
Zéklady.

Vlastnosti :

p+1=¢?

1

p—Ll=-

12

1 1-+5

0 2

1+ !
Y= 1
1+1+1+1

©—1=2-sin(18)

Fibonacci (12/13. stol)

Fibonacci (z Filius Bonacci = syn dobrosrde¢né povahy), méné zndmy pod svym
pravym jménem Leonardo Bigollo, zil v Italii a zaslouzil se o pouzivani indicko-
arabskych ¢islic namisto fimskych (kvili aritmetice ... ), také se zajimal o eu-
klidovskou geometrii, kde popsal nové vztahy tykajici se obsahu a délek stran a
uhlopficek pétithelniku, ale i dalsich mnohotuhelnikt. Proslavil se pfedevsim le-
gendarni lohou o mnozeni kraliku:
,,Kolik para kralikti vznikne z jednoho paru, predpokladame-li, ze kazdy par zplodi
kazdy mésic jeden novy par, ktery zacne plodit potomky druhy mésic od narozeni.
Reseni si ukadZeme na prednasce.
Finonacciho posloupnost:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..
Fo=Fy o+ Fn1
A jak tato ¢isla souvisi se zlatym fezem? Uzce. ..

F,
Fn—l

- ¥

Tri¢ek na s¢itani Fibonacciho éisel:
n
E F,=F,2—1
i=1
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Fibonacciho ¢isla se prekvapivé casto nachézeji v prirodé: listy na stonku,
§

okvétni listky rtize, povrch ananasu, $iska jehli¢nant, ...

Renesance

Zlaty fez se Casto poji s renesanci, ale tato souvislost neni pfili§ prokazatelna.
Pokrok jisté nastal, ale zlaty fez urcité nenajdeme na kazdé stavbé, obrazu nebo
lidském téle, jak se fik4. Napiiklad v dilech Leonarda da Vinciho, ktery mimo-
chodem ilustroval knihu o zlatém fezu, se tento pomér nikdy s jistotou nenasel.
V malbach ho nachazime spiSe ndhodou a to po vytrvalé snaze.. Velky pokrok a
predevsim popularizi pfinesl zlatému fezu Luca Pacioli (15./16. stol), kdyz napsal
knihu s ndzvem ,Bozskéa proporce“ opévujici ¢islo ¢.

O sto let pozdéji prichdzi Johannes Kepler se svym absurdnim modelem
velikosti ob&Znych drah vsSech (tehdy Sesti) planet. Model je zaloZzen na vepiso-
vani platonskych téles do sebe — obézna draha Merkuru se ma k Venusi jako sféra
opsand osmisténu ku sféfe dvacetisténu, ktery je opsany sféfe Venusi (osmisténu).
Celé poradi je: uvniti osmistén (Merkur), na jeko sféfe dvacetistén (Venuse), jehoz
sféra predstavuje Zemi, déle dvanéctistén (Mars), ¢tyfstén (Jupiter) a krychle (Sa-
turn). Je neuvéfitelné, ze tato pfedstava, az na drobné odchylky, vychazi. Kepler
mimojiné prisel na t¥i zajimavé véci tykajici se zlatého rezu:

[1] Ffil - ®

2] F2=F,_1-F,1 +1, kde F, je n-té Fibonacciho ¢islo

[3] Méme-li pravothly trojuhelnik ABD s pfeponou AB rozdélenou zlatym
fezem v bodé C' a pravym thlem v bodé D lezicim na kolmici vztycené

v bodé zlatého fezu C, pak |AC| = |BD)|.

Priklady

Priklad 1. Je déna kruznice k o poloméru 1, do niZ je vepsdno pét kruznic
o polomérech r tak, Ze kazda se dotyka dvou dalSich a ma vnitini dotek s kruznici
k. Urcete r.

Piiklad 2. Kolika zpiisoby lze vybéhnut schody, muZeme-li je brat po jednom
nebo po dvou.

Priklad 3. Urdete hodnotu ¢&isla

\/H\/HVHW
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Priklad 4. Je dan rovnobéznik ABCD. Pfimka vedend bodem D protind tsecku
AC vbodé G, tisecku BC' v bodé I a polopfimku AB v bodé E tak, Ze trojuhelniky
BEF a CGF maji stejny obsah. Urcete pomér |AG| : |GC|.

Priklad 5. Dokazte Fy + F» + -+ F,, = F, 42 — 1. F,, znadi n-té Fibonacciho
¢islo.

Piiklad 6. Mgéjme obdélnik ABCD. Jeho strany AB a BC rozdélime body F
a ' v poméru zlatého fezu tak, aby |BF| > |CF| a |BE| > |AE|. Dokazte, ze
trojuhelniky ADFE, CDF a BEF maji stejny obsah.

Literatura

Tato prednaska je inspirovana predevsim jednou publikaci:
(1) Mario Livio: Zlaty ez, Dokofan, Praha, 2006.
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Prvocdisla
\ Michal ,,Kenny" Rolinek

Na piednasce si povime vSechno mozné o prvocislech. Dozvite se, kam sahaji nase
znalosti o nich a taky, kam uz nedosdhnou. Muzete se tésit na hezkd prvocisla i na
hezké priklady s nimi. Taky si fekneme, k ¢emu jsou prvocisla dobra v tlohach.

Rozlozeni prvocisel

e Prvocisel je nekonecné mnoho.

e Useky bez prvoéisel jsou libovolné dlouhé.

e Prvodéisla fidnou logaritmicky (Cebysev).

e Prvocisel tvaru 4n + 1 je nekoneéné mnoho.

e Prvocisel tvaru gn + 1, kde ¢ je prvocislo je nekoneé¢né mnoho.

e Prvodisel tvaru an + b, kde (a,b) =1 je nekoneéné mnoho (Dirichlet).
e Mezi n a 2n existuje prvocislo pro n > 2 (Bertrand).

e (Hypotéza) Existuje nekoneéné mnoho prvoéisel tvaru n? + 1 (poptipadé si
dosad sviij oblibeny nerozlozitelny polynom).

e (Hypotéza) Mezi n? a (n + 1)? existuje prvocislo pro n > 2 (opét si mizes
dosadit rtizné mocniny).

Priklad 1. Ukazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel obsahujici vase rodné
¢islo (nepferusené).

Piiklad 2. Ukazte, Ze existuje nekonecné mnoho prvocisel za¢inajicich vasim
rodnym ¢islem (v nejhorsim pouzijte nékterou z hypotéz).

Pocitani s prvocisly

Taky maéate pocit, ze pocitani s pfirozenymi Cisly je otrava? Zkusme si pocitat
s ¢isly {0,1,2...p — 1} a uvidime, Ze i zde vSe krésné funguje.

e Scitani, odéitani a ndsobeni je iplné bez problému.
e Piekvapivé se tu i déleni chova slusné.

e a” =a (mod p) (Fermat).

e (p—1)!'=—-1 (mod p) (Wilson).
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Piiklad 3. Najdéte vSechny prvoéisla p, pro néz je ¢islo

() () =+ ()

délitelné ¢islem p®.

Priklad 4. Secététe fadu

2 2
*+§+~-~+7 (mod p).

Priklad 5. Vyfeste kongruenci

(1+2)1+2+3)...1+2+ - +p—1)=2002 (mod p)

Otevrené problémy

Riemannova hypotéza: O ni podrobnéji az na prednéasce

Goldbachova hypotéza: Kazdé sudé cislo vétsi nez 2 lze zapsat jakou soucet
dvou prvocisel.

Slaba Goldbachova hypotéza: Kazdé liché prvocislo vétsi nez 5 1ze zapsat jakou
soucet t¥1 prvocisel.

Prvociselna dvojcata: Existuje nekoneéné mnoho prvociselnych dvojcat.

Existuje nekone¢né mnoho Fermatovych, Mersennovsych, Fibonacciovskych pr-
vocisel.

Zajimavosti, novinky

26

Existuje polynom (27 proménnych), jehoz kladné hodnoty jsou pravé vSechna
prvocisla (1947).

Prvodisla se daji testovat v polynomidlnim ¢ase (2002).
Prvoéisla tvoii aritmetické posloupnosti libovolné délky (2004).
Cislo 0,2357111317. .. je iraciondlni (Erdos).

Posloupnost a, = v/24n + 1 obsahuje vSechna prvodisla.

Prirozena cisla lze preusporadat tak, aby soucet zadné souvislé kone¢né pod-
posloupnosti nebyl prvoéiselny (na pfednasce kdyztak dovysvétlim).
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Naésleduje nékolik zajimavych prvoéisel (ovSem nékterd si nechdm az na pied-

nasku):

42*% 4 7(42)

120120 _ 119119

6163, 61603, 616003, 6160003
77+ 117 4 137
555555555551111111111
TTTTT6TTTTT
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Vieta jumping
\ Michal ,,Kenny" Rolinek

Pod podivnym nazvem této prednasky se skryva jen par let stard finta, ktera
nam pomiiZze p¥i feSeni kvadratickych Diofantickych rovnic. Vice uz ukazi samotné
priklady.

Priklad 1. Kladna celd ¢isla a, b jsou takovd, Ze ¢islo (4a? — 1)? je délitelné
¢islem 4ab — 1. Dokazte, ze a = b. (IMO 2007)

Priklad 2. Budiz a, b, ¢ takova pfirozena ¢isla, Ze plati
a?+b*

ab+1

Ukazte, Ze pak ¢ = d? pro néjaké d € N. (IMO 1988)
Piiklad 3. Pro z, y, z plati
IE2 + y2 +1
— =z
Ty
Dokazte, ze z = 3. (Moldéavie 2006)

Ptiklad 4. Naleznéte vSechny dvojice &isel (m, n) takové, ze mn—1 dé&li m?+n?.
(USA 2007)

Priklad 5. Prirozena ¢isla a, b, ¢ spliuji
0<a’?+b>—abc<ec.

Ukazte, Ze a? + b? — abc je &tverec. (CRUX 1998)

Priklad 6. Ukazte, ze ke kazdému m € N lze najit nekoneéné mnoho dvojic
nesoudélnych ¢isel (x,y) takovych, Ze

(i) z|y*+m
(i) y[2® +m (IMO short 1992)

Priklad 7. Zjistéte, pro kterd n € N méa

T+Y+w+2=n/TYwz

rovnice celoéiselné FeSeni. (Britanie 2002)
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Fraktaly
\

Michal Rusin

Uvod

Ak sa pozrieme kamkolvek do prirody, zistime, Ze prevazna vicSina ttvarov je ne-
pravidelnych. Tieto tvary sa da vyjadrif aproximaciou, tym vsak ¢asto dochadza
k deforméacidm a strate informécii. Predstavme si, Ze méame zmerat obvod nejakého
ostrova. Jednou z moznosti je zmerat ho meradlom s nejakou dlzkou. Po zopako-
vani merania meradlom napr. polovi¢nej dizky, nameriame o nieco viac. Teoreticky
je mozné zmensovanim dlzky meradla dospief k nekone¢nej dlzke ostrova.

Fraktalna geometria sa na rozdiel od tej klasickej zaobera ¢lenitostou objek-
tov. Termin fraktal pochédza z latinského fractus — rozbity. Matematicka definicia
tohto pojmu zatial neexistuje, najblizsie k skutoc¢nosti je zrejme definicia B. Man-
delbrota:

Definicia 1. Fraktal je mnozina, pre ktoru plati, Ze jej Hausdorfova dimenzia je
vicSia nez dimenzia topologicka.

Z problému skiimania dlzky ostrova vypljva jeden zavazny dosledok. Ak ma
totiz krivka nekoneént dlzku, mala by v rovine ,zaberaf o nie¢o viac miesta“
nez krivka s kone¢nou dlzkou. To ,viac miesta“ sa nazyva Hausdorffova dimenzia
a u fraktalov je vzdy vicSia nez topologickd dimenzia. Priamka méa topologicka
dimenziu 1, §tvorec 2, kocka 3 atd. Ak je obvod fraktilu K = N x e, kde N je
pocet tise¢iek nutnych k aproximacii, e je dizka tisecky a D je dimenzia, potom
mierka s = % Dosadenim K = 1 sa Hausdorffova dimenzia

_ log(N)
log(s)

To znamen3, ze dimenzia fraktalu je neceloc¢iselna.

Dy

Okrem Mandelbrotovej definicie existuje aj tzv. vSeobecnda definicia:

Definicia 2. Fraktal je taky ttvar, Ze pri jeho zvéicSeni dostaneme opét rovnaky
obraz, bez ohladu na mierku.

Tato vlastnost sa nazyva invariantnost voéi zmene mierky. Vezmime si taky
strom. Z dialky vidime kmei, z ktorého vyrastaji konare. Po priblizeni vidime
konér (predstavuje kmeri), z ktorého vyrastaju listy (predstavuja konare) atd.

K vzniku tedrie chaosu a s nou suvisiace]j fraktdlnej geometrie vyznamne pris-
peli poéitace. Na prelome pitdesiatych a Sestdesiatych rokov sa matematik E.
Lorenz snazil vymyslief rovnice popisujiice spravanie atmosféry. Vtedy boli po-
malé vypocty uz aj jednoduchych rovnic a tak si raz skratil ¢as vykreslenim len
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polovice grafu. Po porovnani so skorsim grafom vsak zistil, ze od urcitého bodu
sa grafy rozchadzaju stdle viac. Povodny graf bol totiz poditany s presnostou na
8 desatinnych miest, poloviény len na 6.

Priklady fraktalov

Medzi najjednoduchsie fraktaly patria tzv. itera¢ni funkéni systémy. Najjedno-
duchsim fraktalom vobec je Cantorovo diskontinuum. Na zaciatku je priamka. Tu
rozdelime na tri zhodné casti a obe krajné c¢asti zase rozdelime na tri casti, na
ktoré aplikujeme toto pravidlo. Najprv vznikne niekolko tseciek, ale po nekonecne
mnohych iterdcidch vznikne len nekonecéne vela bodov.

Dalsim jednoduchym fraktdlom je Kochova vlocka. Predstavte si trojuholnik,
ktorému na kazda stranu ,,prilepime“ k prostrednej tretine dalsi trojuholnik o tre-
tinu mensi. A tento postup budeme opakovat aj na tento trojuholnidek. Po case
vznikne krivka so zaujimavymi vlastnostami, ktoré ndjdeme aj u dalsich fraktalov.
Tato krivka nikdy nepretne sama seba, pretoze nové trojuholniky sa prili§ malé
na to, aby si ,prekazali“. Kazd4 iteracia krivku o maly ktsok predlz, ale plocha
zostava na rozdiel od krivky konecna.

Ak

Velmi zndmy fraktal je Sierpinského trojuholnik. Tento obrazec vznikne tak,
ze z trojuholnika vyrezeme trojuholnik tvoreny strednymi prieckami trojuholnika
povodného a tento postup opakujeme na tri ostavajuce trojuholnicky. Podobné
operacie mozeme urobif na viacrozmerné objekty. Prikladom je Mengerova huba,
trojrozmernd mriezka s nekonecne velkym povrchom, ale nekoneéne malym obje-
mom.

Trochu zlozitejsim pripadom je Mandelbrotova mnozina. Vznika iterativne a
je definovand rovnicou z, = z2_; + ¢, kde z a ¢ st komplexné ¢isla. Urcit, ¢
nejaky bod lezi v tejto mnozine je celkom jednoduché. Vezmeme komplexné ¢islo
a rekurenty vztah opakovane aplikujeme az kym vysledok vypoc¢tu nepresiahne
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hodnotu 2. Ak ju presiahne, vypocet konéi, ak nie, bod do mnoziny patri. V praxi
sa preto nastavuje pocet iteracii, po ktorych vypocet skon¢i aj keby mal spravne
pokracovat. Samozrejme je mozné celociselny exponent nahradif exponentom re-
alnym alebo napr. komplexnym, tym ale vzniké velmi zloZity Stvorrozmerny utvar.

Ukazuje sa, ze v praxi je dost fazké nenarazit na fraktdlny Gtvar. K popisu
tychto utvarov sa pouziva fraktélna geometria, bez ktorej by niektoré prirodné
ukazy, Gtvary boli nepochopitelné (napr. turbulencie). Fraktaly maju vSak Sirsie
vyuzitie. Predikcia (predpoved) pocasia je toho najlep§im dokladom. Dolezita je
tiez predikcia v oblasti ekonomiky a dalsich.

Literatira

Prispevok vychadza z informacii na adrese http://martin.hinner.info/math
/Fraktaly a http://www.sweb.cz/chaos.fraktaly/.
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Aplikace Eulerovy formule

\ Zuzka Safernovd

Teorie graft se neustéale rozviji, nemé uplatnéni jen v informatice ¢i elektronice, ale
napf. i v geometrii. Na prednaSce se nejprve sezndmime se zakladnimi pojmy z te-
orie grafd, poté formulujeme a dokdzeme Eulerovu formuli a nakonec se zaméfime
na jeji uplatnéni v geometrii.

Pojmy z teorie grafi, které se budou hodit: graf, souvisly graf, rovinny graf,
aplny graf, bipartitni graf

Véta 1. (Eulerova formule) Necht G je souvisly rovinny graf s n vrcholy, e
hranami a f sténami. Pak n —e + f = 2.

S touhle formulkou se mnozi z vas jisté uz setkali, ovSem spise v souvislosti
s mnohostény. V teorii grafi se ¢asto vyuziva nasledujiciho disledku:

Lemma 2. Necht G je rovinny graf (bez smydek a ndsobnych hran) s n > 2
vrcholy. Pak

(i) G obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.
(ii) G m4 nejvyse 3n — 6 hran.
(iii) Jsou-li hrany G obarveny dvéma barvami, pak existuje vrchol G takovy,
Ze z néj vychazeji nejvyse dvé ,alternujici“ hrany. , Alternujici“ hrana je
takova, ze hrana, ktera po ni ve sméru hodinovych rucicek nasleduje, ma
jinou barvu nez ona sama.

cu
1

Mimo jiné umime pomoci Eulerovy formulky snadno ukazat, ze uplny graf K
ani uplny bipartitni graf K3 3 nejsou rovinné.

Tato pékné formulka ma vSak uplatnéni i v geometrii. Dtikazem budiZ nésle-
dujici 3 pékné véty.
Véta 3. (Sylvester-Gallai)  Pro kazdou mnozinu n > 3 bodu v roviné takovou,
Ze ne vsechny body lezi na primce, existuje primka, ktera obsahuje pravé dva body
této mnoziny.
Véta 4. Je-li dana konec¢na konfigurace ,,¢ernych“ a , bilych“ bodi v roviné, ne
vSechny na piimce, pak vzdy existuje ,monochromaticka“ piimka: pfimka obsa-
hujici nejméné dva body jedné barvy a zadny bod barvy druhé.
Véta 5. (Pickova formule)  Plocha libovolného (ne nutné konvexniho) mno-

hosténu Q (v roviné) s celo¢iselnymi vrcholy je ddna formuli S(Q) = nyyv+ %nhr -1,
kde nyy a ny, je pocet celociselnych bodu uvniti respektive na hranici Q.
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Linearni perspektiva
\ Aléa Skdlova

Uvod

Nazev perspektiva vznikl z latinského perspicere, coz znamena prohlédnuti skrz
néco. Je to jeden ze zpusobu, jak zachytit trojrozmérny prostor do roviny. Oproti
vétsiné jinych promitani ma tu vyhodu, Ze i na papife vypada vykres trojrozmérné.
O tom, jak toho docilit, co se pfi tomto promitani zachovava ¢i spise nezachovava,
bude pravé tahle prednaska.

Nenechej se odradit vidinou p¥ilisného rysovani’, délkou tohoto textu & spous-
tou novych pojmi. Moznéa na né vibec nedojde. Zalezi na tom, ¢emu date pred-
nost. Mtzeme celou prednasku pfesné konstruovat nebo to omezit na minimum
a ke konci si tfebas jen Crtat.

Podminky LP

Obecné stfedové promitani mé pouze jedinou podminku — aby stfed promitani
S nenalezel prumétné v. Coz ovSem nékdy vede k zajimavym paradoxtm. Pii
perspektivé proto navic zohledniujeme podminky, které plati pti pozorovani jednim
okem.

(i) Distance d musi byt v&tsi nez minimalni vzdalenost zfetelného vidéni. Tedy

d > 20cm.

(ii) Jednim okem jsme s to postiehnout jen ty objekty, které lezi uvniti rotac-
niho kuzele (zorny kuZel) s osou v hlavnim sméru, pficemz uhel povrsek
s hlavnim smérem je staly a nepfesahuje 20°. Zobrazujeme tedy jen ty
predméty, které lezi v nasem zorném poli.

(iii) Je ddna pevna vodorovnd rovina 7, na které lezi pozorovany objekt a vét-
Sinou i stoji pozorovatel.

Slovnicek

(i) Bod S — sted promitdni neboli poloha oka.
(ii) Rovina v — perspetivni primétna.
(iii) Rovina m — zdkladn? rovina. Je vodorovné a kolmd na pramétnu. Stoji na
ni promitané predméty.
(iv) Pfimka z — zdkladnice. Je priseénice rovin v a 7.

7Ale kdy# si vezmes i néco podobného tuZce a pravitku, tak neprohloupis.
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Bod S; — stanovisté. Je kolmy pramét oka S do zdkladni roviny. Neboli
misto, kde stoji pozorovatel.

Primka &k — hlavni paprsek. Kolmice spusténa z oka na primétnu v.

Bod H — hlavni bod. Prisecik hlavniho paprsku s prumétnou v.
Vzdalenost HS — distance d.

Rovina w — obzorovd rovina. Je vedend okem S rovnobézné se zakladni
rovinou 7.

Piimka h — horizont (obzor). Je priseénice obzorové roviny a pramétny.
Ptrimka v — hlavni vertikdla. Je vedena bodem H kolmo na zéakladnici.
Bod Z — zdakladni bod. Prusecik hlavni vertikaly a zakladnice.

Vzdalenost SS1 — vyska oka nebo téz viyska horizontu. Zpravidla ji vo-
lime rovnu vysce ¢loveka — tedy 1,5 az 2 metry. Pokud ji zvétSime, vznika
perspektivni nadhled, zmensime-li ji, dostaneme perspektivnd podhled.
Pricelnd primka je rovnobéznd s prumeétnou v, ostatni primky jsou ne-
prucelné. P¥imky rovnobézné s k (hlavnim paprsek), jsou tzv. hloubkové
primky.

Co je dulezité

(i)
(i)

34

Rovnobézky se v perspektivé (az na vyjimky) nezobrazuji jako rovnobézky.
Protinaji se v tzv. ubézniku, coz je bod lezici na horizontu.
Perspektiva nezachovava délici pomeér.



Aléa Skalova: Linearni perspektiva

(iii) Podle po¢tu ubéznikl délime perspektivu na jednotbéznikovou, dvojubéz-
nikovou a t¥iubéznikovou.
Na zavér alespori jedna ukézka (dvojubéznikova perspektiva).

Uy

Literatura

Pokud by ses chtél/a deskriptivou zaobirat néjak hloubéji, pak véz, Ze jsem Cerpala
zejména z knih Deskriptivni geometrie I a Deskriptivni geometie I, jez sepsali
panové Drdabek, Harant a Setzer.
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Mocnost bodu ke kruznici
\ Al&a Skdlovd

Uvod

Na pfednasce si povime, co je to mocnost bodu ke kruznici, jak vypadaji chordély
a potenc¢ni stfed. A potom si na to vyfesime par (&i spi§ vic) ptikladd. Nedekejte
nic extra drsného, nybrz spi§ Sikovnou véc z geometrie, kterou stoji za to znat.
A to nejen proto, ze nékteré priklady se s ni fesi jedna béasen (-:

Trocha vét a definic

Véta 1. Méjme kruznici k(S,r) a bod M, kterym prochazi piimka p, jez protne
kruznici k v bodech A a B. Potom plati |M A|-|M B| nezévisi na volbé p a je rovno
||[MS|? — r2|. V piipadé, Ze body A, B splynou do bodu T (tedy p je tecnou k),
stéle plati |MT|* = |MS|? — r2.

Definice 2. (Mocnost) Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) je ¢islo |MS|? —r2.

Véta 3. Mnozinou vSech bodi v roviné, které maji stejnou mocnost k nesou-

stfednym kruznicim k(K,r) a (L, s), je piimka ch kolmd na piimku KL, jejiz
2 2 2

patou je bod P, pro ktery plati |KP| = %

Definice 4. (Chordala) Mnozina vSech bodi, které maji ke dvéma kruznicim

stejnou mocnost, se nazyva chordala dvou kruznic.

Definice 5. (Potenc¢ni stfed) Bod, ktery m4 stejnou mocnost ke tfem zadanym
kruznicim, se nazyva potenc¢ni stied kruznic.

Piiklady

Piiklad 6. Je dana kruznice k se stfedem S, mimo ni bod A. Na kruznici k je
pohyblivy pramér XY. Trojihelniku AXY je opsédna kruznice se stfedem O. Urci
mnozinu vSech bodu O.

Piiklad 7. Mgéjme rovnostranny trojihelnik ABC' a jemu opsanou kruznici k.
Necht D, resp. F je stied strany AB, resp. AC. Polopfimka DFE protind k v bodé
P. Dokaz: |DE|*> = |DP|.|PE)|.

Priklad 8. (Apolloniova uloha — BBp) Je déna pfimka ¢ a body A a B (ve
stejné poloroving), které na ni nelezi. Sestroj kruznici k prochazejici body A a B
tak, aby t byla jeji te¢na.
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Priklad 9. (Apolloniova dloha — BBk)  Jsou ddny body A, B a kruZnice f.
Sestroj kruznici k, jez prochézi body A, B a dotyka se kruznice f.

Piiklad 10. Na tsecce AB je bod M. Ve stejné poloroviné od AB jsou ¢&tverce
ACDM a M EF B, kterym jsou opsany kruZnice, jez se protnou v bodech M a N.
Dokaz, ze pfimka M N prochézi jednim bodem, bez ohledu na polohu bodu M.

Priklad 11. Je dén trojahelnik ABC' a uvnitf ného bod P. Oznacme X prusecik
pfimky AP se stranou BC a Y prusecik piimky BP se stranou AC. Dokaz, ze
¢tyftahelnik ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy pruseéik (rtzny od bodu C)
kruZnic opsanych trojuhelnikim ACX a BCY lezi na pfimce C'P.

Piiklad 12. Je dana rovnice 22 + px + ¢ = 0, kde p a ¢ jsou realné disla.
Uvazujme vSechny paraboly uréené touto rovnici takové, ze protinaji osy = a y
ve tfech rtiznych bodech. Tyto body uréuji kruznici. Dokaz, ze vSechny takové
kruznice prochazeji jednim bodem, bez ohledu na hodnotu p a q.

Priklad 13. Trojuhelnik ABC. Na strané AB je pohyblivy bod M a na strané
AC' je pohyblivy bod N. Kruznici nad polomérem |BN| nazvéme k; a kruznici
nad polomérem |CM| budiz zvéna ko. KruZnice k; a ko se protnou v bodech P
a . Dokaz, ze primka P(Q prochéazi pevnym bodem bez ohledu na polohu bodt
M a N.

Piiklad 14. (IMO 2008) V ostrothlém trojthelniku ABC ozna¢me H prisecik
vysek. Kruznice prochézejici bodem H se stfedem ve stfedu strany BC' protind
pfimku BC' v bodech A; a Ay. Podobné kruznice prochézejici bodem H se stiedem
ve stfedu strany C' A protind pfimku C'A v bodech B; a By a kruznice prochazejici
bodem H se stfedem ve stfedu strany AB protinad pfimku AB v bodech C; a Cs.
Ukaz, ze body Ai, As, By, Ba, C1, Cs lezi na jedné kruznici.

Piiklad 15. Je déna kruZnice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, ktera
ji neprotina. Uvazujme libovolnou kruznici [, kterd mé vnéjsi dotyk s kruznici k
a dotyka se i piimky p. Body dotyku oznaéme A a B. Pokud body O, A, B nelezi
v pfimce, sestrojime kruZnici m opsanou trojuhelniku OAB. Dokaz, ze vSechny
takové kruznice m prochézeji spoleénym bodem riznym od bodu O, anebo se
dotykaji téze primky.

P¥iklad 16. (CSP stietnuti) Je dan trojihelnik ABC, ve kterém 3 > 45° (pii
obvyklém znaceni). Necht D, E, F jsou po fadé paty vysek z vrcholu A, B, C
a necht K je takovy bod usecky AF, ze plati |[<DKF| = |<K EF|. Dokaz, ze plati
rovnost |KD|? = |FD|? + |AF|- |BF|.

Zavérem bych mohla zminit, kterak poznat, Ze pfi feseni piikladu nastal ¢as na
pouziti mocnosti. Ale to az na prednasce (-:.
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Zdroje

Priklady jsem nachézela vSude mozné, ale hlavnimi zdroji byli: Mathlinks na adrese
http://www.mathlinks.ro/Forum/, archiv matematické olympiddy — http://
www.math.muni.cz/Fvmo/ a Pepa Tkadlec.

Vsem budiz vysloven dik.
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