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Eulerova funkcia

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. V prednaske sa stretneme s par aritmetickymi funkciami, najmé Eule-
rovou. Ukdzeme si, ako vyuzit multiplikativitu a zoznamime sa s Eulerovou vetou.
Navyse spocitame kopec prikladov, kde si aritmetické funkcie precvicime.

Uvod do aritmetick§ch funkcii

Definicia. Aritmetickd funkcia je funkcia z prirodzenych ¢isel do redlnych cisel.

Priklady aritmetickych funkcii:
(1) m(n) — pocet prvocisel mensich nanajvys rovnych n,
(2) Eulerova funkcia ¢(n) — pocet prirodzenych éisel nesudelitelnych s n, ktoré
su mensie rovné n,
(3) 7(n) — pocet vietkych kladnych delitelov n,
(4) o(n) — stcet vSetkych kladnych delitelov n,
(5) Mobiova funkcia u
1, akn =1,
pn) =< (=1)", akn=p;-ps...p, sGlin r roznych prvocisel,
0, inak.

Uloha 1. Ukézte, ze plati 7(n) < 2v/n.
Uloha 2. Rozmyslite si, Ze 2din 1= oln),

n

Uloha 3. Je dané prirodzené ¢&islo k > 1. Ukézte, Ze existuje nekoneéne vela ¢isel
n takych, ze 7(n) = k, ale len konec¢ne vela ¢éisel n takych, ze o(n) = k.

Uloha 4. Ukézte, ze
1 akn=1,

dzn:“(d) - ULJ - { 0 inak.

Definicia. Aritmeticka funkcia je multiplikativna ak f(1) # 0 a pre vSetky nesi-
delné ¢&isla m, n plati f(mn) = f(m) - f(n). Funkcia je dplne multiplikativna, pokial
f(mn) = f(m) - f(n) plati pre vSetky dvojice prirodzenych éisel.
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EULEROVA FUNKCIA

Uloha 5. Ukézte, 7e ak je f multiplikativna funkcia, tak nutne f(1) = 1.

Uloha 6. Ukaite, ze ak je f:N — N rasttica multiplikativna funkcia a f(2) = 2,
tak uz nutne f(n) = n pre vSetky prirodzené n.

Uloha 7. Ktoré z funkcii 7, ¢, 7, o, p st multiplikativne?

Eulerova funkcia
Tvrdenie. Nech n = pi'---pir je prvociselny rozklad ¢isla n > 1, potom

171. Sr—l
' .

pn)=pr—1)-pi* - (pr—1)-p

K dokazu tohto tvrdenia sa ndm mozu hodit nasledovné vety.

Veta. (Cinska veta o zvyskoch) Nech my, ..., m, st po dvoch nestdelitelné priro-
dzené ¢isla. Oznacéme M = my - mo---m,. Nech aq,...,a, st Iubovolné celé ¢isla.
Potom existuje prave jedno x € {0, ..., M — 1} spliajice

x = a; (mod my),

x = a, (mod my,).

Veta. (Princip inklazie a exklizie) Nech Ay, As, ... A, st kone¢né mnoziny. Potom

= Y N A

1c{1,2,...,n} el
I#£0)

n

Ja

i=1

Cvicenie 8. Dokazte tvrdenie pomocou ¢inskej vety o zvyskoch.

Cvicenie 9. Dokéazte tvrdenie pomocou principu inklazie a exkluzie.

Uloha 10. Ukazte, ze pre n > 3 je ¢(n) vidy péarne.

Uloha 11. Dokaite, Ze ak a | b, tak potom o(a) | ¢(b). Plati aj opaéna implikacia?
Uloha 12. Néjdite vietky n také, ze p(n) < 2.

Uloha 13. Dokézte, ze ak n = p - ¢ a pozndme hodnotu n a ¢(n), tak vieme
jednoznacne urcit prvocisla p, q.

Uloha 14. Ukéazte, Ze

1<d<n
ged(d,n)=1
Uloha 15. (fazsia) Ukazte, ze n je prvocislo prave vtedy, ked n+1 | o(n) a zéroven

p(n) |n— 1.
4



NATALIA BATOROVA

Uloha 16. Ukézte, Ze existuje nekonecne vela &isel n takych, ze n+ ¢(n) je piatou
mocninou nejakého prirodzeného ¢isla.

Uloha 17. St dané ¢isla n, k také, ze n je zloZené éislo, ktoré ma najviac sedem
prvoéiselnych delitelov a n — 1 = kp(n). Ukazte, Ze potom k = 2.

Uloha 18. Ukazte, ze

Z(—l)% - o(d) = { 0, ak je n péarne,

a —n, ak je n neparne.
Ll

Uloha 19. N4jdite najmensie parne k také, ze ¢(n) # k pre vietky n € N.
Uloha 20. (fazsia) Najdite vietky n také, ze p(n) + o(n) = 2n + 8.

Cvicenie 21. Dokazte, ze plati

o(n) = > % - u(d).
d|n

Veta. (Eulerova) Nech z,n € N a ged(x,n) = 1, potom 29 =1 (mod n).
Cvicenie 22. Dokazte Eulerovu vetu.

Uloha 23. Najdite vSetky n spliiajtice p(n) = 2 - 36k+1,

Uloha 24. Ukazte, ze n | p(a™ — 1).

Uloha 25. Ukézte, Ze n | p(a™ — b").

Navody

1. Delitele n sa daju vhodne sparovat.
2. To zvladnes!

3. Vyuzi, Ze prvodisel je nekonec¢ne vela (vie§ tento fakt dokdzat?). Odhadni o
zospodu.

Pouzi binomicku vetu.
Opit multiplikativita.

4
5
6. Ukaz, ze f(3) = 3 a rozdel si n na $tyri pripady mod 4. Pouzi indukciu.
7. Vsetky okrem 7. Najdes pre tato funkciu protipriklad?

8

. Ozna¢ m; = p;'. Rozmysli si, ze kazdé = nestdelitelné s n dava zvySok a;
(mod m); taky, ze p; t a;. Kolko je teda réznych moznosti pre vyber zvysku a;?

9. Spocita]j &isla sudelitelné s n.
10. To zvladnes!
11. Aj toto zvladnes!



EULEROVA FUNKCIA

12. Co keby n bolo prvoéislo? Ako maximalne ho méZeme zvicsit?

13. Urc ich ako korene nejakého polynému.

14. Ako sa lisia ged(d,n) a ged(n — d, n)?

15. n je bez§tvorcové. n je nepdrne alebon =2.44tn+1. Ak n =p; -pa---p,, tak
dokonca 2771 - (n +1) | o(n).

16. Skus hladat napriklad medzi n, ktoré maju najviac 2 prvociselné delitele.

17. Uk&z, ze n je bez§tvorcové a odhadni k zvrchu. Mo6ze byt n parne?

18. Pokial je n parne ¢islo, kedy je % parne a kedy neparne? Rozmysli si, Ze

>eld =Y ¢ (%)

dln d|n

a (%) je pocet cisel mensich rovnych n, ktorych najvicsi spoloény delitel s n je d.
19. To zvladnes!

20. Ukdz, Ze n mé najviac 2 prvociselné delitele (vyuzi napr. vztah 3, ¢(n) = n)
a rozober moznosti.

21. Skus pouzit princip inklazie a exklzie.

22. Rozmysli si, ze ak ged(x, n) = 1, tak pre mnoziny

M = {m mod n | ged(z,n) = 1},
M = {x-m mod n | ged(z,n) = 1}.

plati M = aM.
23. Kolko roznych prvoéiselnych delitelov ma n? Pozri sa na ¢(n) mod 7.
24. a" =1 (mod a" —1) rovnako tak a®(*"~Y =1 (mod a" —1). Co teraz s tym?

25. Stadi uvazovat ged(a,b) = 1 (prefo to sta¢i?). Potom vieme najst ¢ také, ze
ac =b (mod a™ —b"). Aky zvysok mod a” —b" dava c"? Aky zvySok dava c#(@" —")?

Literatura a zdroje

[1] Pepa Svoboda: Aritmetické funkce, Hojsova Straz, 2016.
[2] Archiv olympidd, |https://artofproblemsolving.com/community.
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Nejvétsi spolecny délitel

KATA DANILINA

ABSTRAKT. Tento prispévek Cétenadfe seznami s vlastnostmi nejvétsiho spole¢ného
délitele a ukaze, ze ve spojeni s Eukleidovym algoritmem pomuze s fesenim spousty
prikladu.

Umluva. Neni-li feceno jinak, éislem budeme myslet celé &islo.

Definice. Rekneme, Ze ¢islo a # 0 déli &islo b (piSeme a | b), pokud existuje ¢islo
c takové, ze ac = b.
Tvrzeni. Pokud a | b a zdroveri b # 0, pak |a| < |b|. Pokud navic |a| # |b], tak
2 la| < |b| atd.
Uloha 1. Urdete viechna celd kladn4 éisla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a zaroven
m dali 2n — 1. (MO 59-A-II-3)
Definice. Mgéjme éisla a, b. Pak jejich nejuétsi spolecny délitel (NSD) je nejvétsi
prirozené ¢islo d takové, Ze d | a,b. Zna¢ime ho (a,b). Podobné mnejmensi spoleény
ndsobek (nsn) je nejmensi prirozené ¢islo d takové, ze a | d a b | d, znaéime jej [a, b].
Na NSD se mizeme divat jako na Cislo, které je délitelné vSemi ostatnimi spolec-
nymi déliteli. Podobné nsn déli vSechny spoleéné nasobky.

Tvrzeni. Plati:
(1) (a,a) = (a,0) = (=a,0) = [a,d] = [a,1] = [a].

Tvrzeni. (Eukleidtv algoritmus) Diky druhé vlastnosti miizeme spodcitat (a,b)
tak, ze odecteme mensi ¢islo od vétsiho, dostaneme novou dvojici ¢isel (se stejnym
NSD) a postup budeme opakovat, dokud nebude jedno z ¢isel nula.

Dost c¢asto se vyplati rovnou odecist mensi ¢islo tolikrat, kolikrat to jde, neboli
jim délit se zbytkem.



NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Uloha 2. Uréete, kolik (uspofadanych) dvojic piirozenych &isel a, b splituje rovnici
[a, 70] + [b, 70] = 210.

Tvrzeni. (Bézout) Méjme ¢isla a a b. Potom jsou ¢isla tvaru ka+ ¢b pro celd k a £
vzdy ndsobky (a,b) a naopak kazdy nasobek (a,b) umime vyjadiit ve tvaru ka + £b.
Definice. O dislech a, b fekneme, Ze jsou nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.
Tvrzeni. Plati:

(i) Pokud (b,c) =1, pak (ab,c) = (a,c).

(ii) Pokud (b,c) = 1, pak (a,bc) = (a,b)(a,c).
Uloha 3. Uréete, pro ktera ¢&isla a, b, ¢ plati [a,c] + [b,c] = (a + b)c.

Uloha 4. Uréete mozné hodnoty vyrazt pro nesoudélné éisla a, b:
(i) (a+ b,ab),
(i) (a®+ b2 ,ab),
(iii) (a + b a—b),
(iv) (a® (a+1)%).
Uloha 5. Ukaite, ze zlomek
2ln+4
14n +3

je v zékladnim tvaru pro kazdé pfirozené ¢islo n. (IMO 1959)

Uloha 6. Pro ktera cela ¢isla n je viraz

nd—3
n—3

celociselny? (Néboj 2007)

Uloha 7. S vyuzitim vztahu Fi, 4 = Finy1 - Fr + Fi - Fru—1 ukazte, ze pro Fibo-
nacciho posloupnost plati (Fr,, Fr,) = Fim,n)-

Uloha 8. Zjistéte, pro ktera p¥irozen ¢isla a, b je hodnota podilu

P4+ab+a+b—1
a2 +ab+1

rovna celému ¢islu. (MO 57-A-I11-3)

Uloha 9. Dokazte, ze pro viechna pfirozena m,n splitujici n > m > 1 je vjraz

()

pfirozené ¢islo.



KATA DANILINA

Rozklad na du, dv

Casto se v tiloh4ch vyplati rozepsat ¢isla a, b jako a = du, b = dv, kde d = (a, b).
Uloha 10. Urdete, pro ktera ¢isla a, b plati (a,b) + [a,b] = a + b.

Uloha 11. Rozhodnéte, zda soucet nékterych dvou pfirozenych &isel je délitelem
jejich nejmensiho spole¢ného nasobku.

Uloha 12. Najdéte vSechny dvojice pfirozenjch &isel z, y takové, ze

CCy2

r+y

je prvodislo. (MO 58-A-1-3)

Uloha 13. Nechf n, k jsou pfirozend ¢isla a k je navic bezétvercové!. Predpoklé-
dejme, ze
nd+ 22+ k
n2+k
je celé cislo. Dokazte, ze pak uz plati n = k. (MKS 33-9-1)

Uloha 14. Jsou dana pfirozen ¢isla a, b, ¢, dokazte, Ze
[a,b] # [a+c,b+ ]

(Japonsko 2017)
Uloha 15. Pro dané prvoéislo p najdéte viechny trojice pfirozenych &isel (a, b, c)

z mnoziny {1,2,...,2p?} spliujici

[a,c] + [b, ] _p2—|—1_
a+b  p2+2

(MO 59-A-1-6)

Reseni pro jedno prvoéislo

Nechf v prvociselnych rozkladech a a b je p® a p®, pak v prvoéiselnych rozkladech
(a,b) a [a,b] bude p™in(®B) 5 pmax(a.8),

Uloha 16. Ukazte, Ze pro vSechna pfirozena a, b, ¢ plati
[a,b][a, c][b, ¢] > [a, b, c]?.

1Bezétvercové &islo je takové, které pro a > 1 neni délitelné &islem a2.
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NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Uloha 17. Dokazte, Ze pro libovolné p¥irozena ¢isla a, b, ¢ plati

[a,b,c]? (a,b,c)?

[a7 b] ’ [bv C} : [Cv a] B (a’ b) : (ba C) ’ (C’ a) .

(USAMO 1972)
1

Uloha 18. Ukazte, Ze pokud [a,b,c|(a,b,c) = abe, pak (a,b) = 1, (a,¢) =
a (b,c) =1.

Uloha 19. Plati, ze (a,b,c) = 1 a zéroveii ¢ = aa—_bb. Dokazte, Ze (a — b) je Ctverec.
Uloha 20. Nechtay,...,ay,by,...,by jsou pfirozend &isla, kterd splituji (a;, b;) = 1

pro kazdé i € {1,...,k}. Déle bud m = [by, ..., bg]. Ukazte, ze plati

arm apm ( )
bl ) ) bk; ay, s Ok

(IMO shortlist 1974)
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Navody

1. Rozeber moznosti n = 2m — 1 (resp. m = 2n — 1) a pak vyuzij prvni tvrzeni.
2. Jedno z ¢isel musi byt délitel 70 a druhé nasobek 4 a délitel 140.

3. Plati, Ze [a, ] | ac.

4. V (i), (ii) pouzij (a,bc) = (a, b)(a, ¢) pro nesoudélnd b, ¢ a poté (a,b) = (a—0b,b).

Pro (iii) opét (a,b) = (a — b,b). Ve (iv) se zabyvej spoleénym prvoéinitelem obou
vyrazu.

5. Eukleidtv algoritmus.

6. Vyraz je celodiselny, pravé kdyz |n — 3| = (n® — 3,n — 3). Nésledné aplikuj
Eukleidiv algoritmus.

7. Nejprve dokaz, Ze po sobé jdouci ¢leny jsou nesoudélné, poté ze pokud i | j, pak
F; | F;. Poté pouzij Eukleidiv algoritmus na indexy.

8. Jmenovatel musi délit i soucet citatele se jmenovatelem. Tento soucet rozloz na
soucin a ukaz, ze jeden Clen je se jmenovatelem nesoudélny.

9. Vyjadfi si NSD pomoci Bézouta, pak upravuj.

10. Po substituci a = du, b = dv a tpravé vyrazu rozloz na soucin.

11. Po substituci a = du, b = dv a podéleni obou stran délitelnosti d ukaz, ze obé
strany délitelnosti jsou nyni nesoudélné.

12. Po substituci z = du, y = dv uka, Ze u+v | d* a uv? déli cely zlomek. Rozeber
dva piipady, v = 1 a u > 1 a rozloz d? — 1 na souéin. V druhém piipadé jen dosad
za u awv.

13. Po substituci n = du, k = dv si uvédom, ze (d,v) = 1 a zkus néco vytknout.
Potom si vSimni velikosti.

14. Oznal si (a,b) = da (a+c¢,b+c¢) =e, pak a = du, b = dv aa+c = ex,
b+ ¢ = ey. Pak si pomoci novych proménnych vyjadii nsn a a — b.

15. Vyuzj [a,c] = Toe = {ag ¢ Poté odhaduj podle velikosti (a,c) a (b,c).

16. Ozna¢ si mocniny prvocisel v jednotlivych rozkladech.

17. Podivej se na nejvétsi mocniny prvocisla p v jednotlivych vyrazech.

18. Uvaz kolikrat je p v jednotlivych ¢islech.

19. Uvaz prvodislo, co déli (a,b). Pak si ozna¢ nejvétsi mocniny takové, ze p® | a
ap? | b, rozmysli si, co pro né musi platit, aby byla spliiéna rovnost ze zad4ni.

20. Dokazuj pro jedno prvoéislo. Pokud p | m, vyber si takové i, Ze b; mé nejvétsi
mocninu p.

Literatura a zdroje

Dékuji Filovi Cermékovi, jehoz p¥ispévek z Lipové-lazné roku 2022 jsem s malymi
Gpravami prevzala.
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Pellova rovnice a kvadratické rady

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Podividme se na zub diofantické rovnici 22 — Dy? = 1, zvané Pellova.
Cesta do hlubin jeji duse nés zavede do zakouti teorie ¢isel, kde se s odmocninami smi
pracovat jako s celymi c¢isly. Tento pohled odhali bohatou strukturu ,pod* fesenimi
Pellovy rovnice a umozni ndm ukazat, jak vSechna feSeni vyrobit z toho nejmensiho.

Jako ,Pellova“ je znama diofantickd rovnice
1'2 - Dy2 = 13 (O)

kde D smi byt jakékoliv kladné celé ¢islo, které neni ¢tvercem celého ¢isla, a feSeni
(z,y) hleddme opét v celych &islech. Zajimava je pro nés predevsim tim, Ze v sobé
skryva pomérné hlubokou strukturu, a skyta tak lehky tvod do algebraické teorie
Cisel.

Dvé feseni Pellovy rovnice jsou okamzité zjevna: (£1,0). Anzto nejsou moc zaji-
mava, budeme jim fikat trividlni reseni. Postupné ukazeme, Ze Pellova rovnice méa
vzdy netrividlni feSeni a Ze to ,nejmensi“ z nich ,generuje“ vSechna ostatni — staci
jen vagnim vyrazim v uvozovkach dodat korektni vyznam.

Umluva. Nefekneme-li jinak, bude D vzdy néjaké kladné celé nectvercové éislo.
Obcas predpoklady o néco zesilime a budeme pozadovat, aby to bylo bezctvercové
kladné celé ¢islo, tedy aby jej zadné prvocislo nedélilo v druhé mocniné.

Umluva. ,Ulohy“ jsou v tomto p¥ispévku piiklady povétsinou takového stylu, ze
by se (teoreticky) daly potkat v né&jaké olympiddé. ,Zamysleni“ jsou cvi¢enicka,
ktera pomohou utvofit si ucelenéjsi predstavu nebo jsou zajimavé z vice vysokoskol-
ského hlediska, ale pii feseni tloh nejspis nepomohou. Naproti tomu ,,Cviceni“ jsou
pristupné pravdy, které se hodi mit na paméti a pfi fesSeni tloh pomoci velice mohou.

Pridavame odmocninu

Definice. (Redlnym) kvadratickym télesem budeme rozumét mnozinu (redlnych)
¢isel tvaru Q(v'D) = {a+bVD | a,b € Q}, tedy mnozinu viech a+bv/'D pro viechna
mozna a,b € Q.

12



MATEJ DOLEZALEK

Obecné télesem nazyvame mnozinu K, ve které umime scitat, od¢itat, nasobit
a délit (nenulovymi prvky) za platnosti vSech obvyklych pravidel (a vysledky téchto
operaci vizdy opét lezi v K). Ze je Q(v/D) skuteéné télesem, budeme schopni ovéFit
po vybudovani nékolika nastroju.

Zamysleni 1. Kdy plati Q(v/D;1) = Q(v/D2)?

Cviceni 2. Rozmyslete si, ze pokud pro ay,bi,az,by € Q plati ay + bjvV/D =
as + bg\/ﬁ, pak uz nutné a; = as a zaroven by = bs.

Posledni cviceni tedy ospravedliuje, e ,a + byv/D umi poznat svoje a a b*. Mize
nas proto napadnout uvnitt Q(\/E) rozeznat vyzna¢nou mnozinu téch disel, kterd
maji a i b celoéiselné, tedy Z[v/D] = {a+bvVD | a,b € Z}. Ta tvoii okruh: mnozinu,
kde umime séitat, odeéitat a nasobit podle obvyklych pravidel (a ktera je uzaviena
na tyto operace). Budeme je pouzivat jako obdobu celych &isel v Q(\/ﬁ).l

Zamysleni 3. Nahlédnéte, ze Z[v/D] skuteéné je okruh.
Zamysleni 4. ProD =1 (mod 4) jeiZ [%} = {a—l—b% | a,b € Z} okruh.

Definice. Pro kazdé a = a + bv/'D € Q(v/D) definujeme jeho sdruzené cislo jako
@ = a — by/D. Nasledné pak definujeme jeho normu N(a) = aa = a> — Db? a jeho
stopu Tr(a) = o + @ = 2a.
Zamysleni 5. Rozmyslete si:
(i) Jedingm o € Q(v'D) s N(a) =
(i) Pro0# a € Q(VD) je & = x(oy-
(iii) Q(v/'D) je skutecné téleso.
Cvi€eni 6. ((i)racionalni ¢ast) Pro a +bvD € Q(v/D) plati
a+a oa—a
5 a =D

Na prvky kvadratickych téles jsme se od zacatku divali jako a = a + bv/D, tedy

N

a =

je trochu arbitrarni a nepfirozeny. Obcas muze byt lepsi se na « divat jako na
dvojici redlnych ¢isel (o, @), ackoliv ne kazda dvojice redlnych ¢isel timto zptusobem
odpovida néjakému o € Q(v/D). Pfedchozi cvideni vak ilustruje, ze lze od (o, @)
snadno prejit k (a, b).

Cviéeni 7. (sdruzeni je homomorfismus) Rozmyslete si, ze pro a, 8 € Q(v/D) plati
(af)=af a(a+p)=a+p.

Cviceni 8. (norma je multiplikativni) N(af) = N(a) N(5).

Zamysleni 9. (stopa je aditivni) Tr(a + 8) = Tr(a) + Tr(8).

ITahle véta moralné vzato trochu keca, tak ji berte jen neformalng.
13
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Oznaéime-li nyni w = = + yvVD € Z[\@], pak lze Pellovu rovnici preformulovat
jako N(w) = 1. Uz vime, Ze w jako redlné ¢islo zna svoje x a svoje y, proto si dovo-
lime samotné w nazyvat resenim Pellovy rovnice. Trividlnimi feSenimi jsou v tomto
pohledu +1.

Vsimnéme si, ze toto uz ndm zadarmo dava moznost napt. nasobit feseni Pellovy
rovnice mezi sebou navzéjem, coz pfi pohledu skrz (z,y) neddvalo moc smysl. Mul-
tiplikativita normy ospravedliiuje, Ze soucin dvou feSeni je opét TeSeni, coz uz je
predzveésti struktury, jiz odhalime v nasledujici kapitole.

Cvideni 10. (dolni celé ¢asti) Pokud a € Z[v/D] splije @ € (0,1), pak [a] =
Tr(a) — 1.

Existence a struktura feSeni Pellovy rovnice

Dokazme nyni, ze Pellova rovnice ma vzdy netrividlni feSeni. Propracujeme se k tomu
nékolika kroky.
Véta. (Dirichletova o diofantickych aproximacich) BudiZ « realné ¢islo a N kladné

7 vs

celé ¢islo. Pak existuji g € {1,...,N} a p € Z takové, zZe |qa — p| < %
Lemma A. Pro iracionalni o existuje nekonecné mnoho zlomkii % v zakladnim

tvaru spliiujicich ‘a — %‘ < q%. Je-li o = /D, pak navic vSechna tato % splriuji

N(p+q\/5)‘ <2VD+1.

Lemma B. Pokud N(z + yvD) = N(z+wvD) =n aziroveix =z ay = w
. z+yvVD . Y .

(mod n), pak uz :4»3)7\/5 € Z[v D], a rovnou se jednd o feSeni Pellovy rovnice.
Véta. (existence) Pro neétvercové kladné celé D ma Pellova rovnice 2 — Dy? = 1
netrivialni feSeni.

Diikaz. (ske¢) Lemmatem A nagenerujeme nekoneéné mnoho prvki Z[v/ D], které
mezi sebou maji jen koneéné mnoho ruznych norem. Néjaka norma n je pak zastou-
pena nekoneéné mnoha prvky. Ty se rozdéli mezi n? dvojic zbytkovych tiid racionalni
a iracionalni ¢asti modulo n, néjaka tak bude mit nekonec¢né mnoho zastupct. Lem-
matem B je podil kterychkoliv dvou z nich fesenim Pellovy rovnice. O

Celkem efektivné lze feSeni hledat pomoci fetézovych zlomki, ale tim se tu ne-

budeme zabyvat (zvidavy ¢tenafi, viz kapitolu 2 v [2]).

Lemma. Uvazujme x1 + 11V D, xs + y2vV'D € Q(\/ﬁ), ktera maji obé normu 1
a navic x1,%2,Y1,y2 > 0. Potom

1 < X9 <~ X1 +y1\/5§x2+y2\/5 < U1 < Yo.

Je tedy jedno, zda porovnévime FeSeni Pellovy rovnice (aspoi ta s kladnymi
¢astmi) jako realnd ¢isla, nebo podle jejich z, nebo podle jejich y — vysledek bude
vzdy stejny.

14
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Podivejme se nyni na mnozinu feSeni w = z + yv/D Pellovy rovnice. Uz vime,
7e existujl néjakd netrividlni. Znaménko u x i y muzeme vzdy obratit, takze se
BUNO staci divat na feseni s kladnymi ¢dstmi. Pak mtizeme vybrat to s nejmensim
z a bude to totéz, jako vybrat to s nejmensim y nebo prosté to nejmensi w. Tomuto
nejmensimu w budeme fikat fundamentdlni reseni Pellovy rovnice.

Véta. (grupova struktura) At je wy fundamentdlni feseni Pellovy rovnice. Potom
Jjsou Fesenimi Pellovy rovnice pravé vsSechna cisla tvaru fwg pron € Z.
Cvi€eni 11. (znaménka) At je wy fundamentélni feSeni Pellovy rovnice a wj =
z 4+ yvV/D. Pak je z vzdy kladné, zatimco y ma stejné znaménko jako n.

Velikost fundamentalniho feseni je velice tézko pfedvidatelna, proto mtze byt jeho
hledani hrubou silou zradné. I pro néktera vcelku mald D mize byt veliké, nap¥. pro
D =61 je wy = 1766319049 + 226153980+/61.

Cvicéeni 12. Nahlédnéte, Ze:
(i) Uvazime-li rovnici |N(w)| = 1 misto N(w) = 1, stéle existuje néjaké wq (,,fun-
damentalni jednotka“) takové, ze vSechna FeSeni jsou w = fw{ pro n € Z.
(ii) Pokud D = 1 (mod 4), pak i pro w € Z [%} existuje ,,fundamentélni

feSeni* wp rovnice N(w)
n € Z. Taktéz s IN(w)| =

= 1 spliujici, Ze vSechna TfeSeni jsou w = £wy pro
1 (potencidlné s jinym wy).

Cviceni 13. Naleznéte explicitni pfedpis pro fundamentalni feSeni Pellovy rovnice
v zévislosti na kladném celo¢iselném parametru a, pokud

(i) D=a?-1, (i)D=a>+1, (i)D=0a2-2, (iv)D=a2+2.

Zakladni dlohy

Uloha 14. Pythagorejskym trojihelnikem rozuméjme pravouhly trojuhelnik s ce-
lo¢iselnymi délkami stran. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné mnoho (navzijem
neshodnych) pythagorejskych trojihelnika, v nichz se délky odvésen lisi o 1.

15
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Uloha 15. Najdéte néjaké kladné celé n > 1000, pro nez je 1+ 2+ - - - +n &tverec.

Uloha 16. Kladné celé ¢islo nazvéme asporictvercovym, pokud jsou viechny expo-
nenty v jeho prvociselném rozkladu alespon 2. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho
partu po sobé jdoucich asponctvercovych cisel.

Uloha 17. Uvazujme n kladné celé. Dokaite, 7e pokud je 2 + 2v/28n2 + 1 celé,
pak uz je rovnou Ctverec.

Cvicéeni 18. Nahlédnéte:

(i) Pokud méa pro n&jaké ¢ € Z rovnice 22 — Dy? = ¢ celo¢iselné feseni, pak uz
jich ma nekone¢né mnoho.

(ii) Af je wo fundamentalni FeSeni Pellovy rovnice. Orbitou nazvéme mnozinu
tvaru {#wfa | n € Z} pro néjaké a € Z[v/D]. Dokazte, Ze mnozina prvki
B € Z[/D] normy c je tvofena koneéné mnoha (nap¥. nanejvys ¢?) orbitami.

Cviceni 19. (t6z8f) Pro prvoéislo p =1 (mod 4) m4 zaporna Pellova rovnice 22 —

py? = —1 feSeni.

Uloha 20. Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho kladngch celjch ¢isel n, pro néz
n?+1]|n
Uloha 21. Dokazte, 7e pokud n? je rozdilem t¥etich mocninc dvou po sobé jdoucich

celych ¢isel, pak je 2n — 1 ¢tverec celého cisla.

Uloha 22. (polynomalni Pell) Dokaite, Ze pro kazdé kladné celé n existuji po-
lynomy f, g s celo¢iselnymi koeficienty takové, Ze f m4 stupeii n a zarovein f2 =
(22 —1)g® + 1.

Uloha 23. Najdéte nekone¢né mnoho trojic kladnych celych éisel (a, b, c), které
tvori aritmetickou posloupnost a navic splnuji, ze ab+ 1, bc+ 11 ca+ 1 jsou Ctverce.

Cvideni 24. (dvojky) Af o € Z[v/D] ma normu 2 nebo —2. Potom a? = 2w pro
néjaké w € Z[v/D] s normou 1.

wevr

VysokoskolstéjSi pohled

Dosud jsme trochu chodili kolem horké kase ohledné toho, ze kromé Z[v/ D] se obcas
muzeme taky divat na Z [%} pro D =1 (mod 4). Taky jsem mozné naznadil, ze
neni Uplné fér oznacit Z[v D] za ,celd éisla v Q(v/ D)“. Nyni je ¢as postavit se témto
nuancim celem. Za¢neme motivujicicm cvicenim:

Cvideni 25. Kazdé a € Q(v/D) spliiuje a? = Tr(a)a — N(a).

To naznacuje, ze k tomu, aby {a + ba | a,b € Z} byl okruh, je klicové Tr(a),
N(«) € Z. To motivuje:
16
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Definice. Rekneme, ze o € Q(v/D) je celistvé, pokud jsou Tr(a) i N(«) cela éisla.
Rddem v Q(v'D) budeme rozumét mnozinu tvaru Z[a] = {a + ba | a,b € Z} pro
néjaké celistvé® o € Q(vD) \ Q.

Takhle zformulovand definice porad trochu keca — spravnéjsi by bylo fict, ze fad
je mfizka uzaviend na nasobeni obsahujici jednicku. Ale to bychom museli zase Fict,
co je to mrizka, a na to tu neni ¢as, proto se spokojime s timhle. Pozor na dvojici
néastrah: Zaprvé, tato definice je specificky $it4 na miru kvadratickym télesim, pro
préci v télesech vyssiho stupné by bylo potfeba pracovat jesté o Groveii obecnéji (zvi-
davy ¢tenéfi, viz [4]). Zadruhé, 7dd je v matematice bohuzel dost naduzivané slovo,
vyvarujte se proto zdméné s dal§imi jeho vyznamy (multiplikativni ¥4d zbytkové
tfidy modulo néco, ¥ad grupy, fad ¢tvercové matice, fad ve smyslu uspofadani. . . ).

Pointou zavedeni ¥4dt je hlavné uvédomeéni, ze Z[v D] a Z [HT‘E} se prili§ za-
sadné nelisi a muzeme v nich pracovat v podstaté stejné.

Zamysleni 26. Nahlédnéte, Ze kazdy fad v Q(v D) je okruh a Ze vSechny prvky
libovolné Fadu jsou celistvé.

Zamysleni 27. Af je D bezétvercové. Pak mnozina O celistvych prvkt v K =
Q(v/D) splije
{ Z[\/'D], D =23 (mod 4),
Ok

Z [%}7 D =1 (mod 4),

takze se jedna o rad. Nazyva se okruh celistvych prvku K.

Moduleni

Definice. Afje O C Q(v/D) fdd a a, f € O. Rekneme, ze o déli  (nebo ze 3 je
ndsobkem o) v O, pokud existuje v € O takové, ze 8 = a~y. Znacime « | 3; pokud
nebude O zjevné z kontextu, mizeme ho pfipsat do dolniho indexu jako a |p S.

Pozor: takto definovana délitelnost zavisi na tom, v jakém fadu ji uvazujeme!
Kupiikladu 2 déli 1+ 5 v Z {1@/5}7 ale nikoliv v Z[v/5].

Definice. Bud O c Q(v/D) iad a o, 3,7 € O. Rekneme, 7ze a je kongruentni f3
modulo v (v O), pokud v | @ — 8 v O. Tuto skuteCnost zna¢me o = S (mod ),
anebo, chceme-li zdiiraznit, v kterém fadu pracujeme, o = 8 (mod vO).

Zbytkovou tiidou modulo v (v O) rozumime mnozinu vSech prvka O kongruentni

jednomu danému « modulo . Mnozinu vsech zbytkovych tfid modulo v zna¢me
O/~0.

Zdtiraznéme, ze opét zévisi na volbé fadu, ve kterém pracujeme: v/5 =1 (mod 2)
v 7Z {127‘/5}, ale nikoliv v Z[v/5].
2Podminka a ¢ Q je trochu technické, ale zjednodusené Feceno nechceme povolit, aby Z byl fad

v Q(VD).
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Zafixujme na okamzik v a O a znatme [a] = {¢/ € O | & = a (mod vO)}
zbytkovou tfidu a. Potom mutzeme zavést s¢itani a nasobeni zbytkovych tfid pomoci

[+l =la+p] a  [off] = [aB]

Z definic pak lze dokazat, ze toto je dobfe definované, tedy Ze nezalezi na tom, které
konkrétni « si zvolime jako reprezentanta zbytkové tfidy [a] (a obdobné které 5 pro
[8]). Pokud jste nékdy vidéli odtivodnéni, proé¢ funguje pociténi v Z,, = Z/nZ (celjch
¢islech modulo n), pak vézte, Ze tady se déje naprosto totéz, jen trochu obecnéji.

Takto zadefinované s¢itani a nasobeni pofad funguje, jak ma, ¢imz ¢ini z O/yO
okruh. Pozor, v téchto okruzich mize sou¢in dvou nenulovych prvka byt nulovy.
Tvrzeni. Pro #4d O C Q(v/D) ma okruh O /0O ma ptesné |N(v)| prvkii.
Diikaz. Pro «y € Z zfejmé. Obecnéjsi diikaz naznad¢im na konzultacich. O

Definice. Af je R n&jaky okruh. Rekneme, Ze u € R je invertibilni (v R), pokud
existuje né€jaké v € R spliujici uv = 1.

Neformalné feceno, invertibilni prvky jsou ty, kterymi dovedeme délit.
Zamysleni 28. V iadu O € Q(v/'D) je a invertibilni, pravé kdyz N(a) = +1.
Cviceni 29. (v podstaté Eulerova véta) Af v O/yO existuje pfesné m invertibil-
nich zbytkovych tfid a at je « jednou z nich. Potom o™ =1 (mod 7O).

Uloha 30. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné mnoho necelych redlnych éisel o
s nasledujici vlastnosti: pro kazdé kladné celé n je |a™ ] — 1 nésobek 2024.

Uloha 31. At p(n) znaéi mnozinu prvoéiselnych déliteli celého éisla n. Dokazte, Ze
existuje nekone¢né mnoho dvojic kladnych celych éisel a, b takovych, ze p(a? + 1) =
p(b? +1).

Definice. Mnozinu S C O/y0O nazveme multiplikativni, pokud je neprazdnd, ob-
sahuje jen invertibilni prvky a je uzaviend na nasobeni.?

Cviceni 32. (moduldrni podminka) Méjme multiplikativni mnozinu S C O/yO
a invertibilni @ € O /0. Potom existuje kladné celé ¢islo k takové, ze o™ € S, pravé
kdyz k | n.

V dlohach tohoto prispévku se nejcastéji potkdme se situaci, kdy v € Z. Jako «
nejCastéji vyuzijeme fundamentalni feseni.
Cviceni 33. Mgéjme a + bv/D = (z + yv/D)", kde a,b,z,y € Z. Potom:

(i) Vzdy plati y | b.
(ii) Pro liché n je téz z | a.

(iii) Pro sudé n je dokonce 2xy | b.

Uloha 34. Pokud jsou p, ¢ prvocisla fesici p> — Dg®> = 1, pak uz je p + ¢v/'D
dokonce fundamentalni feseni.

3Pro fajnsmekry je to prosté podgrupa (O/y0)*.
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Uloha 35. Kladna cela éisla a, @, y splituji 22 — (a? + 1)y? = 1. Dokaite, 7e x = 1
(mod a?). (PraSe 40-2s-2)
Uloha 36. Naleznéte viechna n, pro néz je 2" + 1 ¢tverec.

Uloha 37. (t&z51)) Naleznéte viechna n, pro néz je 5" — 4 Gtverec.

Uloha 38. (Lucastiv-Lehmertiv test prvociselnosti) Af je p liché prvoéislo a M, =
2P —1 at je p-té Mersenneovo ¢islo. Déle definujme posloupnost celych ¢isel sg, s1, . . .
pomoci sg = 4 a rekurence s;+1 = s7 — 2. Pokud M, | s,_2, pak je M, prvodislo.

Poznamenejme, Ze plati i druhd implikace: pokud je M, prvocislo, pak M, | s,_s.
Nicméné ta neni pro nase potieby tolik zajimava.

Binomické a rekurencni triky neboli figle

Véta. (rekurence v geometrické posloupnosti) Uvazujme posloupnosti racionalnich
cisel x;, y; definované pomoci x; + y;v/D = o' pro néjaki a, f € Q(v/D). Potom
plati ;19 = Tr(a)x;11 — N(@)x; a yir2 = Tr(a)yi+1 — N(a)y;.

Uloha 39. Dokaizte, Ze pro kazdé kladné celé n existuji celd a,b > 1 takova, Ze
a? +1=2b? a zéroveti a = b (mod n).

Uloha 40. Definujme posloupnost Fibonacciho ¢isel vztahy Fy = 0, Fy = 1
a Foio = Fo41 + F, pro n > 0. Dokazte, ze pro x € N je alespoil jedno z Cisel
522 4 4 ¢tverec, pravé pokud je z Fibonacciho éislo.

Uloha 41. Rozhodnéte, zda je (2" — 1)(3™ — 1) &tverec pro néjaké kladné celé n.
Véta. (binomickd) Plati (z4y)" = z"+na"ty+- -+ (1) 2" 'y'+- - Fnay" "y

oha 42. Rozhodnéte, zda existuje nekoneénd mnoho trojic kladnych celych ¢ise
Uloha 42. Rozhodné d istuj konecné h jic kladnych celych cisel
(a,b,c) takovych, ze pro kazdé prvoéislo p je L(a + by 2024)1’J — ¢ je nasobkem p.
(CAPS 2024)
vic¢eni 43. (odmocninové ud a+ = (z+ a uvazme prvocislo
Cviceni 43. (od inové LTE) Bud a+bvD yv/D)" 7 Eisl
p takové, Ze p | y, ale p{ z. Potom* v,(b) = v,(y) + vp(n).

Uloha 44. (téz51) Naleznéte viechna n, pro néz je 3" — 2 étverec.
Uloha 45. (téz51) Naleznéte viechna n, pro néz je 7" + 2 Gtverec.

Zavérem si ukazeme aplikaci v dikazu Stgrmerovi véty — ta neformalné rika, ze
hezka ¢isla malokdy néasleduji po sobé.

Lemma. At md w = z + yv D normu 1. Potom mé pro kazdé n > 1 iracionélni
¢ast w™ prvociselného délitele, ktery nedéli y.

Véta. (Stgrmer) Bud ddna koneénd mnozina prvocisel P. Kladné celé éislo na-
zvéme hladkym, pokud vsichni jeho prvociselni délitelé lezi v P. Pak existuje pouze
konecné mnoho parti po sobé jdoucich hladkych cisel.

4v,(n) neboli p-valuace n znaéi ten nejvétsi exponent e spliwjici p® | n.
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Diikaz. (ske¢) Jsou-li n, n + 1 hladké, pak n(n + 1) = Dy? pro y hladké a D bez-
¢tvercové hladké — takovych je jen kone¢né mnoho. Z toho (2n+1)% —4Dy? = 1. Pro
kazdou moznou sadu prvoéiselnych déliteltt y (téch je koneéné mnoho) jsou FeSeni,
v nichz je y nasobkem téchto prvocinitelt, presné mocniny néjakého konkrétniho w
(cviceni o moduldrni podmince). Pak ale w’ pro £ > 1 mé v iracionélni slozce n&jaky
zakazany prvocinitel. (|

Navody
10. a+a=Tr(a) € Z[VD].
13. Jsou to postupné a + \/5, 2%+ 1+ 2a@, a®? -1+ a@, a®+1+aVD.
14. Mél(a) bys narazit na D = 2.
15. Ma:lo by se objevit 22 — 8y? = 1.
16. Reseni 22 — D3y? = 1 pro Tvoje oblibené D.
17. A7 nebudes védét, jak dal, podivej se v Z[v/7] misto Z[v/28] a najdi ¢tverec.
18. (i) Prenasobeni feSenim Pellovy rovnice zachovd normu.
(ii) Lemma B.
19. Vezmi fundamentalni feseni 22 — py? = 1 a rozloz (v — 1)(x + 1) = py?. P¥i
vybéru, do které zavorky prijde extra p, pomuze minimalita.

20. Vezmi vhodnou zapornou Pellovu rovnici 2 + 1 = Dy?.

w[+172+w_£
2w

21. Az to bude vypadat, Ze vysledek neni ¢tverec, rozsif na a véz, ze
2w je Ctverec.

22. Kdyby se jednalo o cela ¢isla, ihned bys vidél(a) fundamentalni feSeni. Ignoruj,
7e se jedna o polynomy, a nageneruj dalsi ,,f + gv/z2 — 1¢, jako by se jednalo o cela
Cisla.

23. Vyrob na zakladé feseni 22 — 3y% = 1.

24. Lemma Bnaaada.

28. =1 jsou jediné invertibilni prvky v Z.

29. Jsou-li fBy,...,0B, vSechny invertibilni zbytkové tfidy, porovnej Sy ---Bm
s (aB1) - (afBm)-

30. Zvola=xz+yvVD,z=1,y=0 (mod 2024) tak, aby navic z — yv/D € (0,1).
31. Zkus tieba feseni a® +1 = 5(b%> + 1) v nichz 5 | b2 + 1. Jakmile najdes$ jedno se
spravoym b (mod 5), ndsob FeSenimi Pellovy rovnice, kterd jsou 1 (mod 5). Mimo-
chodem, vsechna vhodné b budou Fibonacciho ¢isla, to souvisi s tlohou 40.

33. Divej se modulo x ¢i y.

34. V mocninach fundamentalniho feSeni vzdycky bude jedna ze slozek vzdy nasob-
kem néceho mensiho. Pozor, co kdyz méa fundamentalni feSeni iracionalni slozku 17

35. Vis presné, jak vypada fundamentélni feseni. Divej se mod a?, rozli§ paritu
exponentu. Alternativné mizes rozepsat binomickou vétou.
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36. Da se pohodlné vytesit bez Pellovy rovnice, ale je pou¢né pro liché n = 2m+1
rozepsat N(z+2™+/2) = 1 a viimnout si, kdy je iracionalni ¢ast (3+2+/2)¢ nasobek 4.

37. n=2m+1, pak ma ””+5;‘/5 €7 [1+2\/5} normu —1, let’s go.

i

38. (i) Af w=2++/3, potom s; = w? +w 2.
(ii) M, | sp—2 = w2 =1 (mod M,) = e =2" je ten nejmensi exponent
spliujici w® =1 (mod M,,).
(iii) At je M, slozené a ¢ | M, nejmensi prvocinitel. Pak v8e v (ii) plati i mod g¢.
(iv) M, < 2P = e < ¢* (v podstaté Euler), spor.
39. Sefadsifeseni a®+1 = 2b? do posloupnosti an+bnV2 a divej se na ¢, = a,, —by,.
Ta zacina v 0, stac¢i proto vykoukat, ze jeji rekurence se obratit.

40. Podminka 522 +4 = a? odpovida N (%‘/5) = +1. Pak si sta¢i vS§imnout, ze

1+v5
%76

o= = 1 vyrobi v rekurenc¢ni vété presné Fibonacciho posloupnost.

41. Odvod 2 | n. Potom ma 2™/ i 3"/2 byt racionalni ¢asti néjakého feseni z2 —

Dy? = 1 pro to samé D. Rozeber, 7e fundamentalni feSeni ma 6 | Tr(wp), takze
racionalni ¢ast jakéhokoliv Feseni je suda, pravé kdyz je nasobkem tii.

42. Zvol a, b tak, aby a — by/2024 € (0,1), dolni celd ¢ast se pak zjednodusi.
Binomicky rozvoj bude modulo p taky vypadat docela jednoduse.

43. BUNO ber n prvoéislo. Kazdy iracionalni ¢len nasledujici po nz" "'y bude mit
ostfe vétsi valuaci.

44. Vyuzij cviceni o dvojkach, aby se objevila mocnina fundamentalniho feSeni.
Deélitelnost iracionalni ¢asti tfemi dava modularni podminku. Pak uz budou valuace
fungovat krasné.

45. Stejné jako predchozi tloha.

Literatura a zdroje

Prispévek je prepracovanou verzi toho, ktery jsem pripravil na podzimni soustredéni
2019 ve Skleném. Nize uvadim také dalsi zdroje, které jsem pii pripravé vyuzil:
[1] Matéj Dolezalek: Pellova rovnice a kvadratické okruhy, Sklené, 2019.
[2] Vifa Kala: Teorie cisel, skripta k pfednasce na MFF UK,
lhttps://www.karlin.mff.cuni.cz/-kala/files/TC23.pdf.
[3] Fila Cermék, Mat&j Dolezalek: Teorie (nejen) cisel 2 — Jednotky, PraSeci
serial, 40. ro¢nik.
[4] Siu Hang Man: Algebraic Number Theory, lecture notes k pfednédSce na
MFF UK, |https://sites.google.com /view/shman /algebraic-number-theory
[ summer-2223.
[5] Evan Chen: An Infinitely Large Napkin, XIV: Algebraic NT I,
lhttps://web.evanchen.cc/napkin.htm].
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Kombinatorické nepocitani

Arica DOMANYOVA

ABSTRAKT. KdyZ chceme ukazat, ze dvé mnoziny jsou stejné velké, je Casto zbyteéné
pracné pocitat jim prvky. Pfitom muzZe stacit sestrojit bijekci ¢i prosté jen ,nahléd-
nout“, ze je to v obou pfipadech totéz.

Definice. Kombinacni c¢islo (Z) udava pocet moznosti, jak do n prihradek umistit
k nerozlisitelnych kulicek, do kazdé nejvyse jednu.

Rozcvicka

Uloha 1. [&] Nahlédnéte, ze (71) = (1) + (,1,)-

Uloha 2. [I1 Nahlédnéte, Ze roznasobenim (a + b)" dostaneme

n a0b7l+ n albn—l_’__“_’_ n anbO.
0 1 n

Uloha 3. 4] Nahlédnéte

1 1
o) (),

Uloha 4. [I1 Nahlédnéte, Ze podet moznosti, jak na Sachovnici umistit blize neur-
¢eny pocet stielci tak, aby se vzajemné neohrozovali, je druhou mocninou priroze-
ného disla.

Uloha 5. ] Uvédomte si, ze pocet viech rovnobéznikét v rovnostranném troji-
helniku o strané délky n s trojuhelnikovou mfizkou je 3(":2).
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Vsehochut

Uloha 6. [0 Je dano pfirozené ¢islo k a n > k. Uvazme ndhodnou permutaci na
{1,2,...,n}. Nahlédnéte, ze pravdépodobnost, ze prvky 1,2,...,k lezi v jednom
cyklu, nezavisi na volbé n.

Uloha 7. [0 Oznaéme z,, pocet slov délky n z pismen A, B neobsahujicich pod-
slovo ABABA ani BABAB a déle ozna¢me y,, pocet slov délky n z pismen A, B
neobsahujicich nikde pét stejnych po sobé jdoucich pismen. Nahlédnéte, ze x,, = y,.

Uloha 8.[a] Aléa si nakreslila &tvercovou mifzku n x n a do kazdého policka
napsala pocet vSech obdélnikii (a ¢tverclt) v miizce, které obsahuji dané policko (na
obrazku je situace pro n = 3). Uvédomte si, Ze soucet ¢isel ve vSech polickich je

roven (";2)2. (PraSe 29-3-7, Rakousko 2002)

911219
12116 |12
91129

Uloha 9. ] Letecka spolecnost provozuje (obousmérné) spoje mezi nékterymi
(neuspotddanymi) dvojicemi z n mést (povolené je i neprovozovat zddny spoj ¢i
v8echny). Mésta pfitom maji rizné priority. Pokud navic existuje spoj mezi mésty
a, b a mésto ¢ mé vyssi prioritu nez b, existuje i spoj mezi a, c. Uvédomte si, ze
pocet moznosti, jak spoje provozovat, je 277 1.

Uloha 10. ] Jsou déna pfirozena ésla a, b, ¢. Uvazujte vechny tabulky neza-
pornych celych ¢isel a x b, v nichz vSechny fadky a sloupce jsou nerostouci a vSechna
¢isla jsou rovna nejvySe ¢ (levy obrazek). Na druhé strané uvazujte Sestitthelnik
s vnitfnimi thly 120° a stranami délek a, b, ¢, a, b, ¢ a sadu kosoctverecka slepenych
ze dvou jednotkovych rovnostrannych trojihelnika (pravy obrazek). Nahlédnéte, Ze
pocet tabulek je stejny jako pocet moznosti, jak vysklddat Sestitthelnik kosoctve-
recky.

[/ /NN
VLIS VAV

2[2[1[1
2]2 8 8 AN SAVEINEY

N/ =/ NX\/=/
NS A\VEZ%
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Uloha 11. 4] Budte a, b nesoudélna lich4 ¢isla. Na pravitku dlouhém ab vyznaéme
nejprve kazdou a-tou rysku, pak kazdou b-tou rysku, a nakonec obtdhnéme kazdy
druhy tsek mezi vyznacenymi ryskami (za¢neme obtdhnutim prvniho). Uvédomte
si, ze celkova délka obtazeného tseku je rovna poctu ¢ernych poli¢ek na Sachovnici
a x b, jejiz rohova policka jsou ¢erné. (PraSe 31-8-6, rusky folkldr)

Uloha 12. [0 Permutacim o na mnoziné {1,2,...,2n}, pro né existuje i < 2n
takové, ze |o(i) — o (i + 1)| = n, fkejme dobré. Ostatni nazyvejme Spatné. Uvédomte
si, ze dobrych permutaci je vice nez Spatnych. (IMO 1989-6)

Uloha 13. (11 Jsou déana ¢&isla n > k stejné parity. V fadé stoji 2k lamp odislova-
nych 1,...,2k. Na zacatku jsou vSechny zhasnuté. Jeden krok spociva v rozsviceni
zhasnuté lampy nebo zhasnuti rozsvicené. Ozna¢me X pocet n-prvkovych posloup-
nosti krokid, po kterych budou svitit pravé lampy 1,...,k, a dile oznac¢me Y pocet
n-prvkovych posloupnosti krokt, po kterych budou svitit pravé lampy 1, ..., k, pii-
¢emz byly pfepinany pouze tyto lampy. Rozmyslete si, Ze

X 27

Y 2k
(IMO 2008-5)

Uloha 14. [0 Je ddno n > 3 bodi oéislovanych 1,2,...,n. Z bodu s mensim
Cislem vede vzdy Sipka do bodu s vétsim ¢islem. Obarveni Sipek ¢ervenou a modrou
nazveme jednobarevné, pokud pro libovolnou dvojici riznych boda A, B neexistuje
zéroveni modréd a Cervend cesta z A do B. Uvédomte si, Ze pocet jednobarevnych
obarveni je n!. (ARO 2005)

Uloha 15. (11 Jako piné n-tice pfirozenych ¢isel budeme oznacovat ty, ve kterjch
pro kazdé i > 2, jez se v n-tici vyskytuje, plati, Ze se v n-tici vyskytuje i i — 1,
pricemz prvni vyskyt ¢ — 1 je pred poslednim vyskytem i. Rozmyslete si, ze plnych
n-tic je nl. (IMO Shortlist 2002)

Uloha 16. [4] Oznaéme G(n) pocet vech moznych stromt (souvislych grafi bez
kruznic) na danych n vrcholech. Bijektivné ukazte
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Cesty v mfizce

Uloha 17.[[] Nahlédnéte, Ze podet cest délky a + b z levého dolniho rohu do
pravého horniho v miizce a X b je (‘ZH’).

Uloha 18. 4] Nahlédnéte, ze

2\ 2 _(2n
() - ()
Uloha 19. [ia] Necht a, b jsou pfirozena ¢isla. Uvazme cesty podél miizky z bodu
[0,0] do bodu [a, ], které nikdy nejdou doleva, nachdzi se v nich pravé jeden krok
dolu a zadny vrchol neni navstiveny vicekrat. Uvédomte si, Ze jejich pocet je roven
(a+1)(“*). (variace na celostatni kolo MO 2015)

Uloha 20. 4] Kazdé posloupnosti slozené z n nul a n jedniek pfifadime &slo,
které je poétem maximélnich tseki stejnych ¢islic v ni. (Napiiklad posloupnost
00111001 méa 4 takové tseky 00, 111, 00, 1.) Pro dané n seteme vSechna Cisla
prifazend jednotlivym takovym posloupnostem. Uvédomte si, Ze vysledny soucet je

roven ()

(MO 66-A-1IT 4)
Uloha 21. 4] Ozna¢me

Rozmyslete si, ze f(n) + f(n — 1) = 2™,
Uloha 22. [i] Bijektivné ukazte

(00 -

k=0

Rozklady

Definice. Rozkladem ¢isla n délky k& > 1 rozumime konec¢nou nerostouci posloup-
nost prirozenych cisel ay, ..., ax splnujici a; + - -+ + ap = n.

Uloha 23. [I1 Nahlédnéte, Ze pocet viech rozkladii ¢isla n je roven poétu rozkladi
¢isla 2n délky n.
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Uloha 24. ] Nahlédnéte, Ze pocet rozkladii ¢isla n délky k je stejny jako pocet
vSech rozkladu n, kde a; = k.

Uloha 25. ] Rozklad nazveme symetrickym, pokud pro kazdé i udava a; pocet
prvki rozkladu velkych alespon i. Uvédomte si, ze symetrickych rozklad ¢isla n je
stejné jako téch rozkladh ¢isla n, kde jsou jednotliva a; riizna a soucasné licha.

Uloha 26. ] Pro m,n € N oznaéme f(m,n) poéet n-tic (x1,z2,...,2,) celych
¢isel spliwjicich |z1| + - - - + |2, | < m. Rozmyslete si, ze f(m,n) = f(n,m).

Uloha 27.[4] Ozna¢me si jako A(n) pocet posloupnosti a; > ay > - > ay
prirozenych ¢isel takovych, ze a; + --- + ar = n takovych, Ze a; + 1 je mocnina
dvojky. Dale necht B(n) je pocet posloupnosti by > bg > - > b, pfirozenych ¢isel
takovych, Ze by +- - - 4by, = n a pro kazdé j < m plati b; > 2b,,1. Bijektivné ukazte,
ze pro kazdé pfirozené n je A(n) = B(n).

Uloha 28. [I1 Bijektivné ukazte, Ze pocet rozkladii ¢isla n, ve kterjch jsou viechna,
a; ruznd, je stejny jako pocet rozkladu ¢isla n, ve kterych jsou vSechna a; licha.

Uloha 29. [[1 Bijektivné ukaite, ze podet rozklad ¢isla n, které neobsahuji druhou
mocninu pfirozeného ¢isla, je stejny jako pocet rozkladu ¢isla n, ve kterych se kazdé
¢islo i vyskytuje nanejvys (i — 1)-krét.

Fibonacciho cisla
Definice. Pocet moznosti, jak vysklddat tabulku (n — 1) x 1 kostickami 1 x 1 a

2 x 1, nazyvame n-tym Fibonacciho c¢islem a znac¢ime F),.

Uloha 30. (1 Nahlédnéte, Ze pocet moznosti, jak vyskladat tabulku (n — 1) x 2
dominovymi kostickami, je roven Fj,.

Uloha 31. 4] Nahlédnéte
Fa+b+1 = Fa+1Fb+1 + Fo Fy.
Uloha 32. [4] Nahlédnéte, Ze pro kazdé n > 4 plati F2 = 2F2_, +2F2_, — F2_,.

Uloha 33. [] Uvédomte si, 7e pocet moznosti, jak rozdélit tabulku (n +1) x 1 na
dilky vétsi nez 1 x 1, je F,.

Uloha 34. ] Uvédomte si, ze pocet moznosti, jak vyskladat tabulku n x 1 kos-
tickami s lichymi rozméry, je F,,.

Uloha 35. [4] Uvédomte si, ze F, | Fy,p.
Uloha 36. [4] (Cassiniho identita) Rozmyslete si, ze Fy,_1 - F,11 = F2 + (=1)".
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Navody
2. Séitanec a’db”~* dostaneme tolikrat, kolik je moZnosti, jak v 7 zavorkach vybrat
a a ve zbylych n — ¢ vybrat b.

4. Pocet moznosti, jak je umistit na bilé policka, krat pocet moznosti, jak je umistit
na cerna.

6. Pfi prochazeni cyklu zac¢inajictho bodem 1 preskakuj ¢isla vyssi nez k.

7. Invertuj kazdou druhou pozici.

12. Ve Spatné permutaci presun prvni prvek ke svému ,kamaradovi“.

13. Vyjadfi pomoci X, pfipadné Y, pocet n-prvkovych posloupnosti kroki tako-
vych, ze na konci bude pro kazdé ¢ < k svitit pravé jedna z dvojice lamp 4, k + 1.
14. Obrat ¢ervené Sipky.

15. 2,1,2,1,2/1,3,3 < 6,3,5,2,4,1,8,7.

17. Pravé a ze vSech a + b krokt povede vodorovné.

23. 'V rozkladu délky n sniz kazdy scitanec o 1.

28. (1+1+1+D)+(1+D)+(1H)+B+3)+(8)=4+24+1+6+3.

29. Nahrazuj v prvaim typu rozkladt vzdy k stejngch éisel k za &islo k2.

30. Staci prvni radek.

Literatura a zdroje

Dékuji Radeckovi za skvélou prednasku, ze které jsem Cerpala. A samoziejmé taky
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Svrékiv bod

Arica DOMANYOVA

ABSTRAKT. Pifednaska uvadi do problematiky Svrékova bodu, ktery je klicovy mimo

jiné pro feseni olympiddnich geometrickych tloh, a ukazuje jeho uzitecné vlastnosti.

Nuze, pojdme se ponofit do hlubin krasné syntetické geometrie!
Tvrzeni. (Svrékitv bod) V trojithelniku ABC' se osa vnitiniho tthlu BAC, osa
strany BC' a kruZnice opsand protinaji v jednom bodé. Tento bod nazyvame Svrckiv
bod prislusejici vrcholu A a znacime S 4.

Tvrzeni. Stied kruznice vepsané trojihelniku ABC, stied kruznice piipsané stra-
né BC', bod B a bod C' lezi na jedné kruznici se stfedem v S 4.

Tvrzeni. Necht se kruznice k, ¢ vnitiné dotykaji v bodé T, tétiva AB kruznice k
se dotyka ¢ v bodé U. Pak UT je osa thlu AT B.

Tvrzeni. (Shooting lemma) Necht M je stfed oblouku PQ na kruznici w a pfimka
p prochazejici bodem M protina pfimku PQ v X a w v Y. Pak plati:
(1) |[MX|-|MY|=|MPP.
(2) Necht I je vepsisté APYQ, pak |MX|-|MY|=|MI|?.
(3) Necht'p’ je dalsi pfimka prochazejici M, kterd protina pfimku PQ v X’ a w
vY’' pak X,Y, X' aY’ lezi na jedné kruznici.

Umluva. V piednasce budeme pouzivat nasledujici znaceni (pokud nebude fedeno
jinak): I je stfed kruZnice vepsané (vepsisté), O stied kruZnice opsané (opsisté), J
stied kruZnice pfipsané k BC' (pfipsisté) (obdobné Jg, Jo). Déle necht AD je osa
thlu CAB, kde D lezi na BC, obdobné BE a CF.

A jde se Tesit

Uloha 1. Je dén trojthelnik ABC. Ozna¢me O stied kruznice opsané trojtihelniku
BCI. Dokazte, ze |<OK B| = |[<OLC|, kde K, L jsou body dotyku kruZnice vepsané
ABC po fadé se stranami AB, AC. (China girls 2012/5)

Uloha 2. Ctyithelnik ABCD je vepsan do kruznice w. Stiedy sousednich oblouki
AB, BC, CD, DA ozna¢me postupné Sa, Sp, Sc, Sp. Dokazte, Ze piimky S4Sc
a SpSp jsou na sebe kolmé.
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Uloha 3. V trojuhelniku ABC s bé&/nym znaenim ukaZte, ze I je ortocentrem
trojuhelnika S4SpSc.

Uloha 4. Dokazte, ze body Jg, Jo, B, C lezi na jedné kruznici.

Uloha 5. Ozna¢me N, prisedik osy vnéjsiho thlu u vrcholu A a osy protéjsi
strany. Ukazte, ze tento ,antisvrk“

(i) lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC),
(ii) lezi ve stiedu JpJco
(iii) a jeho vzdalenost od piimky BC je %, kde rp a r¢ znaéi poloméry
kruznic pfipsanych naproti vrcholim B a C.

Uloha 6. Je dan trojihelnik ABC se stfedem kruznice vepsané I a vnitinim bo-
dem P. Déle plati

|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC| + |<PCB].

Ukazte, ze |AP| > |AI|, pfi¢emz rovnost nastéva, pravé kdyz P = I. (IMO 2006)

Uloha 7. Nechf jsou AL a BK osy ahlii nerovnoramenného trojihelniku ABC
(L lezi na strané BC, K lezi na strané AC). Osa tsecky BK protne piimku AL
v bodé M. Bod N lezi na pfimce BK a plati, ze LN je rovnobézna s M K. Dokazte,
ze [LN| = |NA|. (Junior Balkan 2010)

Uloha 8. KruZnice w; a wy maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé se vnitiné dotykaji
kruznice w postupné v bodech R a S. Bud @Q druhy pruseéik RT a w. Ukaizte, Ze
|[<@QST| =90°. (KMS)

Uloha 9. Necht BC je primér kruznice k se stfedem O. Déle bud A bod na k
takovy, ze |[<AOB| < 120°, a D bud stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Rovnobézka s DA vedena bodem O protne AC v bodé I. Osa tisecky OA protne k
v bodech E a F. Ukazte, ze I je stfedem kruznice vepsané trojihelniku CEF.
(IMO 2002)

Uloha 10. V konvexnim é&tyfihelniku ABCD, kde oznadime M stied AC, plati
|[<BMC| = |<CMD| = |<BAD)|. Dokazte, ze ABCD je t&tivovy.

Uloha 11. Necht ABC je ostrothly trojthelnik s |[AB| # |AC|. Kruznice nad
pramérem BC' protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O
stied strany BC a R prisecik os uhldi BAC a M ON. DokazZte, Zze kruznice opsané
trojuhelnikim BM R a CN R se protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Uloha 12. Trojthelnik ABC spliiuje vztah |AC|+|BC| = 3-|AB|. Kruznice jemu
vepsand se stfedem I se dotykd stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Necht
K, L jsou obrazy bodi D, E ve stiedové soumérnosti podle I. Ukazte, ze body A,
B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)
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Uloha 13. Je déan trojuhelnik ABC se stfedem I kruznice vepsané a kruznici
opsanou I'. Pfimka Al protne kruznici I' podruhé v bodé D. Bud E bod na oblouku
BDC a F bod na useéce BC takovy, Ze [<BAF| = |<CAE| < §|<BAC|. Déle bud
G stted tsecky IF. Dokazte, ze piimky FI a DG se protinaji na kruznici I'.

(IMO 2010)

Uloha 14. Pifimka ¢ protina kruznici I' v bodech A, B. Kruznice I'; a T'y jsou
vepsané do stejné tiseCe urcené piimkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, zZe jejich
vnitini spole¢na teéna prochézi pevnym bodem, pohybuji-li se I'y, I's ve vymezené
Usedi. (Prasolov)

Uloha 15. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD s delsi zakladnou AB. Nechf
I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a J stfed kruZnice pfipsané strané
AD trojuhelniku ACD. Dokazte, Ze pfimky IJ a AB jsou rovnobézné.

Uloha 16. V trojihelniku ABC plati [AB| < |BC|. Ozna¢me M stfed AC. Do-
kazte, ze |[<IMA| = |[<INpB|.

Uloha 17. KruZnice w; a ws se obé zevniti dotykaji kruznice w postupné v bodech
A a B. Spole¢na tefna wy a wsy se jich dotyka postupné v bodech C' a D. Ukazte, ze
ABDC je tétivovy ¢tyiuhelnik.

Uloha 18. Necht kruznice  a w maji vnitini dotyk v bodé P, piicemz w lezi
uvniti Q. Bud AB tétiva 2, kterd se dotykd w v bodé C. Prisecik PC s  rtizny od
P si oznaéme Q. Necht teény z bodu Q ke kruznici w protinaji kruznici Q v bodech
R a S. Vepsisté trojuhelniki APB, ARB a ASB si postupné oznac¢ime jako I, X
a Y. Ukazte, ze |[<PXI|+ |<PYI| = 90°. (Rumunsko TST 2013)

Uloha 19. Je déan trojahelnik ABC, jeho kruZnice opsana w a bod D na strané
BC. Bud w; kruznice dotykajici se tsecky AD v bodé F, strany BC v bodé FE
a kruZnice w v bodé K. DokazZte, Ze stied I kruznice vepsané AABC lezi na piimce
EF. (Sawayama—Thebault theorem, PraSe 29/mySmas)

Navody

1. Vsimni si, ze na poloze bodu B a C prili§ nezalezi, iloha je symetricka podle
osy uhlu.

2. Uhel mezi SASC a SpSp je soucet velikosti oblouk® nad S4Sp a nad SCSD.
Jakou ¢ast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

3. Uhel mezi SpSc a AS4 je soucet velikosti oblouktt nad AS¢ a nad S4Sp. Jakou
Cast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

4. Vyuzij vlastnosti os vnitfniho a vnéjsiho dhlu.
5.

(i) Ptedefinuj si N4 na prisecik osy BC' a kruznice opsané ABC'. Dokaz, e lezi
na ose vnéjsiho thlu pfi vrcholu A.
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(ii) V8imni si, ze kruznice opsand AABC je kruznice deviti bodt AJsJpJc.
Alternativné vyuzij vysledek predchoziho pifkladu a dokaz, ze N4 je stied
kruznice JgJoBC.

(iii) Stejnolehlost.

6. Dokaz, ze P lezi na kruznici opsané trojahelniku BIC, a vyuzij trojihelnikovou
nerovnost.

7. Ukaz, ze M je Svrékitv bod néjakého trojihelniku. A pak to ukaz i pro N.

8. Dokresli si spole¢nou teénu wy a we. Pak dokaz, ze @) je antisvrk.

9. Vsimni si, ze A je Svrk trojihelniku CEF. Potom dokaz, Ze I lezi na kruznici
se stfedem v A a polomérem AF.

10. Piidej si do nacértku stfed kruZnice opsané trojuhelniku ABD.

11. Ukaz, ze R je Svrékuv bod trojihelniku AMN.

12. Tipni si, kde lezi stied kruznice, a preved tilohu na pocitani vzdéalenosti.
13. Dokresli J4, aby ses zbavil bodu G.

14. Vyuzij Shooting lemma a mocnost bodu ke kruznici.

15. Dokresli si vepsisté trojuhelniku ABC, piidej Svrékiiv bod AADC a dothli.
16. Dokresli si J4, Jp a podivej se na podobnost trojuhelniktt AIC a JoIJ4.

17. Vyuzij tvrzeni o dotykajicich se kruznicich a dokaz, ze stfed oblouku uréeného
spole¢nou te¢nou kruznic lezi na BD i AC'. Shooting lemma.

18. Uvédom si, ze @ je Svrk vSech t¥i trojahelniki, a dokaz, ze X, Y jsou body
dotyku tecen z néj ke kruznici w. Dotuhli.

19. Protni osu tthlu u vrcholu A s EF (dokresli i Svrékiiv bod) a vyuzij Shooting
lemma.

Literatura a zdroje
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Vypocetni sloZitost

Voita GADUREK

ABSTRAKT. Dlouhé véky nebylo pocitani vice nez jen psani na tabulku. To se s pfi-
chodem pocitac¢iu zmeénilo. Jak moc? Lisi se vypocet poéitace ngjak od vypoctu ¢lo-
véka? A pro¢ by nas to mélo zajimat? Na prednasce se taky se dozvite, co je to ten
problém P = NP a jaké dopady by jeho vyfeseni mohlo mit.

Jeden z problému milénia je rozhodnout, zda P = NP. Zli jazykové fikaji, zZe je
pudu. Osvétleme tedy nejprve, co vlastné to P a NP znamena. Ve zkratce P =
NP rika, ze deterministicky Turingiv stroj je stejné silny jako nedeterministicky
Turingtv stroj. No tim jsme si moc nepomohli. Co je to ten Turingtv Stroj?

Jesté nez se na néj vrhneme musime si zavést néjakou terminologii.

Definice. Abeceda je koneénd mnozina symboli.
Definice. Slovo nad abecedou A je koneény fetézec symbolu z A.
Definice. Universum nad abecedou A je mnoZina vSech slov nad A.

Definice. Jazyk nad abecedou A je néjakd podmnozina universa nad abecedou A.

N

Jednim z nejcastéjsich problémi, ktery budeme fesit, je zda néjaké slovo a patii do
jazyka A. Napfiklad mutZeme mit jazyk korektnich rovnic J nad abecedou
Q:={=+12}pak1+1=2jev J,alel+1+1=2v daném jazyce neni.
Mohli bychom také mit jazyk vSech prvocisel U, pak 4 neni v U, ale 7 ano. Mohlo
by nés tfeba zajimat, zda 139823922993291 je také v U.

Nyni by nas mélo napadnout, zda jsme schopni o kazdém slovu a pro kazdy jazyk
A rozhodnout, zda a je v A?

Nez se pustime do odpovédi, podivame se na to, co je to Turingav stroj.

Turingtiv stroj ma dvé ¢asti hlavu a pasku. Pasku si miizeme predstavit jako obou-
stranné nekonecnou fadu policek, kde kazdé policko mtize obsahovat jeden symbol
z abecedy A. Hlava zac¢ind na libovolném policku, které mu uréime, a mé k dispozici
nasledujici moznosti: prepsat symbol na policku, ve kterém se nachazi, posunout
se doleva, posunout se doprava nebo zménit svij stav. Hlava provadi vzdy néjakou
podmnozinu z téchto akci. Rozhoduje se dle prechodové funkce, kterd ma jako vstup
stav hlavy a symbol na policku a jako vystup néjakou podmnozinu akci.
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Kazdy Turingtiv stroj mé alespon dva stavy, a to pfijimaci a zamitaci, stavi je
vzdy kone¢né mnoho. Vypocet probihd nasledovné: stroji predlozime néjaké slovo
a zapsané na pasce. Turingtv stroj vyhodnocuje prechodovou funkci, dokud stav
hlavy neni bud’ pfijimaci nebo zamitaci. Pokud je pfijimaci, pak fekneme, Ze dany
Turingliv stoj a pfijal, je-li zamitaci, pak jej zamitl. VSimnéte si, ze mohou nastat
t¥i mozné pripady. Turingliv stroj slovo pfijme, zamitne nebo se nezastavi.

Definice. Jazyk prijimany Turingovym strojem T nad abecedou A je jazyk, jehoz
vsechna slova jsou 7' pfijata a zadnd jind ne.

Definice. Jazyk rozhodnutelny Turingovgm strojem T nad abecedou A je jazyk,
jehoz vsSechna slova jsou T pfijata a vSechna ostatni jsou zamitnuta.

Uloha 1. MuZeme si, také vimnout, Ze kazdému Turingovu stroji odpovida néjaky
jazyk, ktery je jim pfijimany. Existuje ke kazdému jazyku néjaky Turingtv stroj,
ktery ho pfijima? Ktery ho rozhoduje?

Uloha 2. Navrhnéte Turingtv stroj nad abecedou 0, 1, ktery pfijme vSechna slova
ve dvojkové soustavé, kterd jsou délitelna tfemi, odmitne vSechny se zbytkem jedna
po déleni tfemi a ostatni ani nepfijme ani neodmitne.

U vypoc¢tu Turingova stroje nas zajimaji dvé metriky. Spotfebovany cas a spo-
tfebovany prostor. Cas méfime v poétu vyhodnoceni piechodové funkce, prostor
jako pocet policek mezi nejlevéjSim a nejpravéjsim navstivenym polickem. Je dobré
si uvédomit, ze velikost slova, které dostane Turingiv stroj k vyhodnoceni, mtize
byt neomezené velka. Tedy obé slozitosti uréujeme v zavislosti na poc¢tu symbolid

v daném slové.

Definice. TIME(f(n) je tfida jazyk® takovych, Ze pro kazdy jazyk existuje néjaky
o ném rozhodujici Turingav stroj a néjaké c, ze pro libovolnou délku n slova je pocet
krokt Turingova stroje nejvyse ¢ f(n).

Definice. SPACE(f(n)) je t¥ida vSech jazyki takovych, ze pro kazdy jazyk existuje
néjaky o ném rozhodujici Turingtiv stroj a néjaké ¢, ze pro libovolnou délku n slova
je délka navstivené pasky Turingova stroje nejvyse c¢- f(n) .

Definice. P :=(J;-, TIME(n").

Nyni jsme popsali deterministicky Turingiv stroj. Jednou z jeho velkych vyhod
je, ze se ve svém chovani velmi podoba pocitaciim, které mame nyni k dispozici.
Dokonce se da dokéazat, ze libovolny problém rozhodnutelny na pocitaci je prevo-
ditelny na rozhodnuti pomoci Turingova stroje a obracené pouze s polynomialnim
zpozdénim. Tedy, ze vysledny program pobézi nejhiire polynomialné pomaleji nebo
s polynomidlné vétsi paméti.

Turingtv stroj 1ze zesilit. Jednim z nejjednodussich zptisobt je povolit nedetermi-
nismus. To znamend, Ze pfechodova funkce nemusi odpovédét jednou mnozinou akci,
ale libovolnym pocétem téchto mnozin. Vypocet se pak rozdéli na tolik c¢asti, kolik
odpovédi od prechodové funkce dostal. VSechny vypocty pak bézi nezédvisle na sobég,

33



VYPOCETNI SLOZITOST

prijme-li jeden, pak se pocita jako by slovo bylo pfijato. Takovy stroj pak nazyvame
nedeterministicky Turingtv stroj.

Definice. NTIME(f(n)) je t¥ida jazykt takovych, ze pro kazdy jazyk existuje né-
jaky o ném rozhodujici nedeterministicky Turingtv stroj a néjaké ¢, ze pro libovolnou
délku n slova je pocet kroku stroje nejvyse c- f(n).

Definice. NSPACE(f(n)) je tiida jazykd takovych, ze pro kazdy jazyk existuje
néjaky o ném rozhodujici nedeterministicky Turingtv stroj a néjaké c, ze pro libo-
volnou délku n slova je pocet krokt stroje nejvyse ¢ - f(n).

Definice. NP :=J;2,NTIME(n*).

Uloha 3. Ukazte, ze P C NP.

Uloha 4. Vicepaskové Turingovy stroje mohou mit vice pasek a vice hlav. Zvysi
to silu vypoctu?

Uloha 5. Pokud zakéZeme Turingovu stroji zapisovat do jiz pouzitého policka,
zméni to silu vypocétu?

Uloha 6. Mfzeme libovolny Turingiiv stroj zrychlit o 20 krokt pfechodové funkce?
Mizeme zrychlit libovolny Turingtv stroj o libovolnych ¢ kroki, kde ¢ je néjaka
konstanta?

Uloha 7. MiuZeme libovolny Turingtiv stroj zrychlit na dvojnasobek? Miizeme
zrychlit libovolny Turingtv stroj konstantné krat?

Uloha 8. Pokud Turingovu stroji zakdZeme pohybovat se doleva, ale umoznime
mu reset (tedy specidlni akci, kterou se vrati na zac¢atek), zmeéni se sila vypocétu?
Uloha 9. Existuje Turingiiv stroj, ktery o jiném Turingtivu stroji a néjakém vstupu
do néj rozhodne, zda zastavi? Navrhnéte vhodnou reprezentaci.

Uloha 10. Rozmyslete si jaké inkluze, plati pro NTIME(f(n)), TIME(f(n)),
NSPACE(f(n)), SPACE(f(n)) pro f(n) € w(log(n)? Pro¢ je v uloze log(n) a ne
jina hodnota?

f € w(g) znamend, 7e funkce f vzdy pferoste g, tedy pro vSechna e > 0, existuje
néjaké ng takové, ze pro vSechna n > ng plati f(n) > eg(n).

Uloha 11. Existuje néjaké f(n) takové, ze NTIME(f(n)) = TIME(f(n))? Pokud
ano, najdéte nejrychleji rostouci f. Rikdme, Ze f roste rychleji nez [ pokud f € w(l).
Navody

1. Existuje Turingtv stroj takovy, ze umi simulovat libovolny jiny Turingtv stroj?
Kolik je Turingovych stroji a kolik je jazykt?

Literatura a zdroje

[1] Barak Complexity Theory, Modern Aproach, Cambridge Press, 2014.
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Nelinearni soustavy rovnic

MATEJ GAJDOS

ABSTRAKT. V prispévku se podivame na nékolik béznéjsich technik, které se daji
s vyhodou pouzit pfi FeSeni nelinearnich soustav rovnic. Vysvétlime si, co déla takovou
soustavu nelinedrni, jak se poznaji soustavy cyklické a symetrické a jak lze soustavy
fesit pomoci zndmych nerovnosti nebo substituce.

Soustavy rovnic mtuzeme ponékud hrubé rozdélit do dvou t¥id. Tou prvni jsou
soustavy linearni, které dobie zname ze zdkladni a stfedni Skoly, jsou vcelku pfed-
vidatelné a vzdy je lze efektivné algoritmicky fesit:

Definice. Budte m,n pfirozend ¢isla a aq1, @12, ..., Q1n, 21, o s Qnns B1y - - -5 B
¢isla redlna. Pak linedrni soustavou m rovnic o n mezndmych rozumime sadu rovnic
tvaru

a1 + e + - + op®y = B,

Q1T + Q2Xa + - - - + QanTy, = Pa,

Am1T1 + OmaZ2 + - -+ Qpp Ty = ﬂma

kde x1,...,x, jsou neznamé.

Nelinedrni soustavy jsou pak vSechny realné soustavy nevyhovujici predchozi de-
finici. Jedna se tedy o mnohem S$irsi skupinu soustav, o které je mnohem naro¢néjsi
néco obecného Fict (napiiklad uz jen pocet Feseni konkrétni nelinedrni soustavy,
natoz pak jejich vycet).

Regeni olympiadnich soustav tak obvykle spoé¢iva v tricich a chytrjch manipula-
cich. Na né&které b&zngjsi metody se ted podivame. V principu ale lze se soustavou
délat leccos, nejen ekvivalentni tpravy, na které se klade diraz u linearnich sou-
stav. Staci se drzet legdlnich vod matematiky (tj. nedélit vyrazem, ktery by mohl
nabyt nuly, bez oSetfeni tohoto pfipadu zvlast, nelogaritmovat nekladna ¢isla etc.)
a u vSech nalezenych kandidat na feseni ovéfit zkouskou, ze po dosazeni opravdu
vyhovuji ptivodni soustaveé.
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Na rovnosti nerovnostmi

Prekvapivé silnym nastrojem k feSeni soustav rovnic je chytré pouziti nerovnosti.
Obvykle se snazime néjaky vyraz odhadnout shora i zdola stejnou hodnotou, ¢imz
ukézeme, ze se jiz této hodnoté musi rovnat, pifipadné zjistime, ze v nékterém od-
hadu musi nastat rovnost (a to ndm doda néjakou novou informaci, napfiklad Ze se
vSechny ¢leny néjakého vyrazu rovnaji). Nevyhodou je, Ze se ndm nemusi podafit
najit ten spravny tésny odhad. Na druhou stranu se ale s nerovnostmi d4 flexibilnéji
pracovat a mtizeme se opfit o paletu zndmych nerovnosti, které ndm odhadovany
vyraz s trochou $tésti zjednodusi. Za zminku stoji napiiklad nerovnosti mezi pri-
méry (obzvlast AG), Cauchyho-Schwarzova nerovnost nebo nerovnost Jensenova.
Mnohdy pomtze i jednoduchy fakt, ze ¢tverec realného ¢isla je vzdy nezaporny.

Véta. (Nerovnost aritmetického a geometrického prameéru) Necht aj,as,...,a,
jsou nezaporna realna cisla. Pak

ap+az+---+ap

Varag - ap <

— )

n
pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz ay = ag = -+ = ay.
Véta. (Cauchyova—Schwarzova nerovnost) Necht x1,2a,...,%n,Y1,Y2,- - -, Yn jSOU

realnd cisla. Pak

(@1y1 + @2yo + -+ apyn)? < (2f Fad+- -+ ap) (i +ys+ o+ yn),
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje A € R takova, ze x; = A\y; pro
vSechna i € {1,2,...,n}.
Piiklad. Reste realnou soustavu

r+ 2y + 3z = 28,
2%+ y? + 2% = 56.

Reseni. Podle Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti plati
(22 +y°+2%) =1+449) (2> +9y° +2%) > (24 2y + 32)%.

Pfitom leva strana je 14 - 56 = 784 a prava 282 = 784, v aplikaci Cauchyovy—
Schwarzovy nerovnosti tak musi nastat rovnost. Diky tomu (ze znalosti vlastnosti
této nerovnosti) vime, Ze musi x = A, y = 2A a z = 3\ pro néjaké A € R. Dosazenim
do prvni rovnice soustavy zjistime, ze A = 2, ¢imz dostavame jediného kandidata na
FeSeni (2,4,6). Zkouskou snadno ovéfime, Ze se opravdu jedné o FeSeni.
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Symetrie v neznamych

Casto se setkame s cyklickymi soustavami. Ty pozname tak, ze pii provedeni cyklické
zdmény vsech neznamych ve vSech rovnicich je nova soustava totozna s tou starou.
Napriklad soustava

2% + sin(x + 2y) = 27,

y? + sin(y + 22) = 27,

2?2 +sin(z + 22) = 2¥

je cyklicka, protoze pii zaméné nezndmych r — y — z — «x vznikne az na po-
fadi stejna soustava — naptiklad nova prvni rovnice bude totozna se starou druhou
rovnici. Vlastné v pripadé cyklické soustavy jsme schopni vhodnym ,procyklenim*
neznamych ziskat vSechny rovnice soustavy jen z rovnice jedné. Proto se obcas ta-
kové soustavy zadavaji ve zkraceném tvaru a napiiklad predchozi soustava by se
psala jako ,cyklickd soustava 2 + sin(x + 2y) = 27 ve tfech neznamych*.

Pro libovolné feseni cyklické soustavy (x1,...,x,) plati, Ze i libovolnd cyklicka
zZAmena (T, Lgt1,- - - s Tn,y L1, T2, - . ., Th—1) Soustavu Fesi (kde k € {1,2,...,n}). Mi-
zeme se proto pri feseni ulohy omezit jen na feSeni s néjakou vlastnosti a po jejich
nalezeni nagenerovat zbytek cyklickou zaménou. Napiiklad miizeme v principu vzdy
bez Gjmy na obecnosti uvazovat, Ze 1 je maximélni/minimalni/nejvétsi v absolutni
hodnoté, coz je zvlast uzitetné u soustav o dvou ¢&i tfech nezndmych (nebot je tim
uspofadani nezndmych uz plné/skoro jednoznacné), ale i v pfipadé vice neznamych
se muze tento predpoklad ukézat vyhodnym, viz nasledujici priklad:

Priklad. Reste v kladnych realnych éislech cyklickou soustavu 1 + 1—12 = 2 v tii-
nacti neznamych.

Reseni. Predpokladejme bez ijmy na obecnosti, Ze je x; maximalni, tj. x; > x;
pro vSechna ¢ € {1,...,13}. Z toho ihned dostédvame

2=x1+i2xz+i227
xro X9
kde posledni odhad je vcelku zndmy a mtzeme ho rychle nahlédnout napiiklad z AG
nerovnosti nebo (ekvivalentn&) drobnou tipravou nerovnosti (zo — 1) > 0.
Vyraz xo + ?12 je tak z obou stran odhadnut dvojkou, a tudiz jiz musi byt dvojce
roven, z ¢ehoZ plyne z2 = 1. Obdobnym dosazovanim nalezenych neznamych do
dalgich rovnic nakonec zjistime, ze feSenim je (z1,...,z13) = (1,...,1).

Kromé cyklickych soustav lze narazit i na symetrickée soustavy, které se vyznacuji
tim, Ze libovolné propermutovani nezndmgych celkovou soustavu nezméni (zatimco
u cyklickych soustav se omezujeme jen na urcity typ permutaci, tj. kazda symetricka
soustava je i cyklickd). V takovou chvili 1ze pfi feSeni dokonce pfedpokladat celkové
usporadani nezndmych, tj. napiiklad z1 > zo > --- > x,, zbyld TeSeni se z takto
nalezenych dovytvofi vSemi moZnymi permutacemi.
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Substituce

Nékdy miize soustavu zprehlednit vhodnd substituce nezndmych. Zvlast pri prechodu
ke goniometrickym funkcim lze s vyhodou vyuzit velké mnozstvi zndmych vztaht,
které splnuji. Pti substitucich si musime dat pozor na to, abychom neztratili néjaka
potencialni feSeni. Naptiklad pokud o soustavé v x,y dopfedu vime akorat to, ze
jsou jeji neznamé redlné, neni vhodné substituovat napfiklad z = sina a y = sin g
pro «, 8 € R, protoze v takovémto tvaru se omezujeme pouze na —1 < z,y < 1.
Vhodnéjsi substituci si ukdzeme v nasledujicim prikladu:

Piiklad. Reste v redlnych éislech cyklickou soustavu 2z + 22y = y ve tfech nezna-
mych.

Reseni. Vyjadiime nezndmé ve tvaru x = tgo, ¥y = tg8 a 2 = tg~y pro néjaka
a, B,y € (—g, %) — na tomto intervalu nabyva tangens vSech redlnych hodnot, takze
se nam touto substituci nemtze zadné TeSeni ztratit. Zaroven na tomto intervalu
neexistuje dvojice riznych bodt, v nichz by tangens nabyval stejné hodnoty, takze
nalezenim rtznych trojic (a, 8,~) nemiizeme dostat duplicitni (z,y, 2).

Dosazenim dostavame cyklickou soustavu

2tga +tg?atgf = tgf

2

a vynasobenim obou stran vyrazem cos” « cos 3, ktery je nenulovy diky omezeni se

na (fg, g), obdrzime

2

2sin a cos a cos 3 + sin” acsin 8 = cos? asin 3,

coz lze upravit na
(cosacos 8+ sinasin B) sin = (cos asin § — sin a cos ) cos a.
Zavorky odpovidaji sou¢tovym vzorciim pro sinus a cosinus, konkrétné plati
cos(f — a)sina = sin(8 — a) cos a.
Po prevedeni na jednu stranu znovu aplikujeme souctovy vzorec sinu a obdrzime
sin(a — (8 — a)) = 0.

To nastane pravé tehdy, kdyz 2a — 8 = km, 26 — v = Ilm a 2y — a = mxw pro

néjakd k,l,m € Z. Postupnym vyjadienim 8 = 2a — k7 a dosazenim do druhé

rovnosti obdrzime v = 4o — (2k + )7, ze tfeti rovnosti pak 7a = (4k + 21 + m).
Vyraz 4k + 2l + m se muze rovnat libovolnému celému ¢islu, takze 1ze jednoduseji

™ T

ekvivalentné psat o = %mr pro néjaké n € Z. Abychom dodrzeli o € (—5, 5), musi
ne{-3,-2,...,2,3}.
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K danému n jiz dopocteme kandidaty na feSeni

( ) ¢ nm ¢ 2nm ¢ dnm

x Z) = —_— —_— —_—

'Y, g 7 g 7 g 7

pron € {-3,-2,...,2,3}. O feSeni se opravdu ve vSech pfipadech jedné. To se

v tomto pripadé bude zkouskou ovérovat haf, ale stac¢i si uvédomit, ze vSechny na
soustavu pouZité tpravy byly ekvivalentni (at uz ndsobeni nenulovym vyrazem nebo
prechod ke kofentim sinu).

Ulohy

Uloha 1.
Uloha 2.
Uloha 3.
Uloha 4.

Uloha 5.

Uloha 6.

Uloha 7.

Uloha 8.

Uloha 9.

Reste cyklickou soustavu z2 = yz ve tiech nezndmych.
Reste cyklickou soustavu a® = b+ b® v péti nezdpornych neznamych.
Reste cyklickou soustavu z(x + 1) = y(z + 1) ve tiech neznamych.

Reste v R
2?4+ % + 2% = 361,

1 1 1

il +-=0,

x Yy oz

r—y+z=11.
Reste v R

42 — 3y +3 =2z,

Yy —bz+4=uz,

922 -3z —1=y.
Reste v R

P oyr=ly— 2+ 1,
y:—zx =z — x|+ 1,
2 —xy=|r—y|l+1
(MO 68-A-TII-1)
Reste cyklickou soustavu a2 + a; — 1 = az v n neznamych.
(PraSe 41-1j-7)
Reste cyklickou soustavu a(b? + ¢) = ¢(c + ab) ve t¥ech nezndmych.
(MO 64-A-II1-4)

Reste cyklickou soustavu z* + y% + 4 = 5yz ve tfech neznamych.
(MO 61-A-IIL 6)

Uloha 10. Reste cyklickou soustavu x; — ;—1 = 229 v péti nezndmych.
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Navody

1. Scitej.

2. Zvol maximalni neznamou.

3. Cauchy—Schwarz.

4. Urdi (z+y+ 2)2

5. Ctvercuj.

6. Soustava je symetrickd a absolutni hodnoty nemame radi.
7. Hledej primeéry.

8. Prezavorkuj a rozeber pripady.

9. Vhodné odhadni.

10.

Substituuj.

Literatura a zdroje

[1] Marian Poljak: Soustavy rovnic, Zésada, 2021.

[2] Tonda Cesik: Soustavy rovnic, Horni Lyseciny, 2018.

[3] Vit Musil: Cyklické soustavy rovnic, Mentaurov, 2013.

[4] RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.: Metody feseni soustav algebraickych rovnic,
lhttps://kag.upol.cz/ucitprir/texty /MetResSousAR_JS.pdf.
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Indukce v kombinatorice

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. V této pfednésce si spolu ukazeme, jak spravné lézt po zebfiku a jak nam
lezeni pricku po pric¢ce mize pomoct k vyfeseni ruznorodych tlozek. Také si ukdzeme,
ze kdyz budeme opatrni, mizeme brat ptricky i po dvou nebo po tfech.

Matematicka indukce je jedna ze zakladnich dikazovych metod, kterd se obvykle
pouziva, chceme-li dokazat, ze néjaké tvrzeni ¢i matematickd véta plati pro vSechny
objekty, které jsou spjaté s pfirozenymi ¢isly — libovolné velké tabulky a mfizky,
n-uhelniky, n-prvkové mnoziny ¢i jen Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend Cisla.
Nejprve si uvedeme motivacni priklad, ktery ilustruje princip matematické indukce.

Priklad. Naty by se chtéla naucit vylézt ze zemé po zebiiku. Kéta se umi dostat ze
zemé na zebfik, ale po zebiiku 1ézt neumi. Jol¢a umi na Zebriku udélat krok z jedné
pricky na druhou. DokaZte, Zze spoleénymi silami mohou Kéfa a Jol¢a naucit Naty
vylézt na zebfik nehledé na to, jak dlouhy zebiik bude.

Reseni. Kéata nauci Naty udélat prvni krok, tedy dostat se ze zemé na prvni pricku.
Jol¢a pak nauci Naty udélat krok z pricky na pricku. Naty se pak umi dostat ze zemé
na prvni pricku a jelikoz umi udélat krok z pticky na pricku, umi se dostat z prvni
pficky na druhou, z druhé pricky na tteti, ..., z n-té pficky na (n + 1)-ni. Naty tak
umi vylézt ze zemé po libovolné dlouhém zebtiku.

Postup predchoziho dikazu formalné shrnuje nasledujici tvrzeni

Tvrzeni. (Princip matematické indukce) Bud V(n) vyrok zavisly na prirozeném
c¢isle n. Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) V(1) je pravdivy vyrok.

(ii) Pro kazdé k € N plati implikace V (k) = V(k+1).
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n pfirozené.

Reseni vyuzivajici matematickou indukci zpravidla sestavé ze dvou krokfi. Nej-
prve ovéfime prvni podminku, které se také rika zaklad nebo baze indukce, takové
ovéreni obvykle snadno provedeme pfimo dosazenim. Nejcastéji dosazujeme nejmensi
prirozené cislo, které ma smysl uvazovat. V nékterych pfipadech se ndm muze hodit
zéklad indukce rozsitit, tedy ovérit zaklad pro vice nez jednu hodnotu, potom mi-
Zeme na Zebtiku brat pticky po dvou (muZe se napiiklad hodit pro préci se sudymi
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a lichymi ¢isly zvlast). Potom provedeme tzv. indukéni krok, dikaz druhé podminky.
Ten obvykle vedeme tak, Ze pfedpoklddame platnost V (k) a odvodime V(k+1), né-
kdy se ndm pro zjednoduseni této ¢asti mtize hodit vyuzit odvozeni V (k) z platnosti
V(k—1).

Priklad. Ukaz, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n plati

n(n—l—l)'

1424... =
+24---+n 3

Reseni. Snadno vypoéteme, ze pro 1 rovnost plati. Piedpokladejme, Ze rovnost
plati pro néjaké prirozené ¢islo k. Tedy

1+2+~~-+k:7k(k2+1).
Potom pro k£ + 1 mame
k(k+1 k+1)(k + 2
P42t b (1) = PEFD gy o BEDR+2)

2 2

Coz je presné dana rovnost pro k + 1. Ukézali jsme, Ze pokud rovnost plati pro k,
platii pro k+1. Dohromady s ovéfenim, Ze vztah plati pro 1, dostavame, Ze je platny
i pro kazdé nasledujici ¢islo, a tedy postupné pro vsechna pfirozena ¢isla.

Tvrzeni. (Princip silné matematické indukce) Bud'V(n) vyrok zavisly na pfiroze-
ném c¢isle n. Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:
(i) V(1) je pravdivy vyrok.
(ii) Pro kazdé k € N plati implikace: pro kazdé m < k je V(m) pravdivé —
V(k +1) je pravdivé.
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n pfirozené.
Priklad. Ukaz, ze kazdé n € N,n > 2 lze zapsat jako soucdin prvocisel.

Reseni. Dtikaz provedeme principem silné indukce. Zakladni krok pro n = 2 je
jednoduchy, 2 = 2! je hledany prvoéiselny rozklad. Nasleduje indukéni krok. P¥ed-
pokladame, ze prvociselny rozklad existuje pro vSechna prirozena cisla k, pro ktera
plati 2 < k < n + 1. Nastane jeden ze dvou pfipadi:
(i) Cislo n + 1 je prvocislo p, potom n + 1 = p! je hledany prvociselny rozklad.
(ii) Cislo n + 1 je slozené ¢islo. Pak existuji dvé pfirozend &isla a a b takova,
zeplatin+1l=a-bal<a<n+1lal<b<n+ 1 Podleindukéniho
predpokladu existuje prvociselny rozklad a a prvociselny rozklad b. Poté staci
vynasobit tyto dva rozklady a ziskdme rozklad ¢islan+1=a-b.

Tim jsme dokézali, Zze kazdé ¢islo mé prvociselny rozklad.
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Ulohy

Uloha 1. Ukaz, Ze pro kazdé n > 1 je stejnd pravdépodobnost, Ze pfi soucasném
hodu n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, ze bude lichy.

Uloha 2. Matéj napsal na tabuli pismeno M v kazdém kroku jedno pismeno M
smazal a nahradil jej sekvenci (M + M). Dokaz, ze pocet pismen M na tabuli byl
po kazdém kroku vétsi nebo rovny ¢tvrtiné celkového poctu znakd na tabuli. Prava
zavorka, leva zévorka a znaménko plus jsou znaky. (BRKOS XIX-4-1)

Uloha 3. Na Sachovnici 2”7 x 2" jedno nahodné vybrané poli¢ko chybi. Ukaz, ze
zbylou plochu lze vydlazdit dlazdicemi, kterd maji tvar ,,L“ a zabiraji tfi policka.

Uloha 4. Petr do roviny nakreslil n pfimek, z nichz z4dné dvé nejsou rovnobézné
a zadné tii se neprotinaji v jednom bodé. Na kolik oblasti pfimky déli rovinu?

Uloha 5. Alicka nakreslila do roviny n kruznic, které déli rovinu na nékolik oblasti.
Ukaz, ze Alicka miuzZe kazdou z téchto oblasti vybarvit jednou ze dvou barev tak, ze
zadné dvé oblasti se stejnou barvou spolu nesousedi.

Uloha 6. Ukaz, ze pro kazdé piirozené &slo n plati 6 | 2n% + 3n? + n.

Uloha 7. Mg¢jme realné ¢&islo x takové, ze x + % je celé cislo. Dokaz, ze pak je
1

i 2" + — celé cislo pro libovolné n € N. (MKS 26-4-3)
x

Uloha 8. Ukaz, ze pro kazdou neprazdnou kone¢nou mnozinu plati, ze poéet jejich

podmnozin sudé velikosti (o sudém poétu prvkl) je roven poctu jejich podmnozin
liché velikosti.

Uloha 9. Urdi poéet tihlopiicek v n-tthelniku.

Uloha 10. Ukaz, ze je mozné usporadat ¢isla 1,2,...,n tak, aby pro zadna dvé
z nich nebyl jejich aritmeticky primeér roven nékterému z cisel, kterd jsou v uspora-
dani mezi nimi.
Uloha 11. Ukaz, Ze pro vechna pfirozend ¢isla n plati nerovnost

1 1 1

1
n—|—1+n—|—2+“.+2n 2

Uloha 12. Dokaz, 7e pro kazdé n € N existuje n-ciferné piirozené é&islo délitelné
Cislem 2", které ma za cifry pouze jednicky a dvojky. (MKS 26-4-6)

Uloha 13. Je danon > 4 bodii v roviné takovych, ze kazdé étyii z nich jsou vrcholy
konvexniho ¢tyfuhelnika. Dokazte, ze jsou to vrcholy konvexniho n-tthelnika.

Uloha 14. Dokaite, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati: P¥icteme-li k ¢islu, jez ma
4n — 3 dislic, ¢islo, které z ného vznikne obracenim poradi ¢islic, bude mit vysledny
soucet alesponl jednu ¢islici sudou.
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Uloha 15. V PraSestanu jsou alespoii tii kiizovatky. Pro libovolné tii rtizné kii-
zovatky A, B, C plati, ze z A do B se lze dostat jinudy nez ptres C. Dokazte, Ze pro
libovolné dvé ruzné kiizovatky X, Y plati, ze z X do Y se lze dostat dvéma cestami,
které nemaji kromé X, Y zaddnou spoleénou ktizovatku.

Uloha 16. Ada si koupila novou knizku o matematice. Na knihy platila akce, Ada
mohla prildkat do obchodu dva nové zakazniky B a C, ktefi si tam jeSté nic nekoupili.
Pokud kazdy ze zdkaznikii B a C timto zptisobem pfesvédé (pfimo ¢ nepiimo)
alesponi dalsich n novjch zakazniktt (pro néjaké dané piirozené n), dostane Ada

zdarma zalozku. Ukazte, ze pokud si z zdkaznikt koupi knihu, nejvyse ni—&-Z z nich

miuze dostat zalozku. (BRKOS XIX-4-4)

Navody

1. Rozmysli si pfipad s jednou kostkou a podivej se, co se stane kdyz k hodu n
kostkami pridas dalsi.

2. Zkoumej, jak se zméni pocet znaki na tabuli pokud udéla Matéj (k+ 1)-ni krok.
3. Rozdél sachovnici na ¢tvrtiny a umisti jedno L.

4. Rozmysli si, kolik oblasti vznikne pfidanim jedné primky.

5. Rozmysli si, co se stane po pridani jedné dalsi kruznice do roviny, ktera uz néjaké
kruznice obsahuje a je korektné obarvena.

6. Uvaz vyraz kde za n dosadis k + 1 a upravuj.

7@+ d) ()

8. Odeber jeden prvek a rozdél mnoziny podle toho, zda dany prvek obsahovaly
a nebo ne.

9. Uvédom si, kolik thlopticek vede z jednoho vrcholu.

10. Rozdél na sud4 a liché disla.

11. Jaky je rozdil vyrazu pron a n+ 17

12. Jaky zbytek dava 10"~ ! resp. 2-10"~! mod 2"?

13. Uvaz k 4+ 1 bodt a jeden bod oznaé, protahni strany konvexniho k-tthelniku
tvofeného zbylymi body.

14. Ptedpokladej spor pro k + 1 a odvod, Ze pak nemohlo tvrzeni platit pro k.

15. Uvazuj dvojice kiizovatek takové, Ze na cesté mezi nimi lezi pravé k kiizovatek
pro rostouci k.

16. Postupuj indukci podle poctu zélozek co zakaznici dostali.

Literatura a zdroje

[1] Verc¢a Hladikova: Indukce, Paseky, 2018.

[2] Sbirka resengch 4loh, |http://matematika.reseneulohy.cz/.

[3] Kata PaneSova: Matematickd indukce I — Padajici domina, PraSe¢i seridl,
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Jensenova nerovnost

ViT HANIKA

ABSTRAKT. Jensenova nerovnost je prekvapivé silnd a muze pomoct, kdyz klasické

a diky tomu ji budete pravidelné potkavat i na vysoké skole.

Konvexni kombinace

Definice. Necht zq,...,z, € R, A\j,...; A\, € (0,1) a My + do+ -+ A, = L.
Pak ¢islo A\iz1 + Aaxo + -+ - + A\, x, nazveme konvexni kombinaci bodu xi ...z,
s koeficienty Ay ... \,.

Naprosto obdobné funguji i konvexni kombinace bodu ve vyssich dimenzich. Pro
porozumeéni Jensenové nerovnosti se nam bude hodit umét vazit body v rovineé.

Definice. Necht [z1,91],..., [Zn, Yn] jsou soufadnice n bodl v roving, Ay, ..., A\, €
(0,1) a Ay + -+ - + A\, = 1. Pak bod o soufadnicich

MT1 4+ Ay, Ayn + o+ Anynl

nazyvame konvexni kombinaci bodi [z1,y1], .- -, [Tn, Yn]-

Poznamka. Kdyz konvexné kombinujeme néjaké body, obéas fikdme, Ze je vdZime,
pricemz o Aq,..., A, mluvime jako o vahach, které danym bodim davame. Tato
predstava vede na nasledujici cviceni:

Cviceni. Rozmysli si, Ze mnozina konvexnich kombinaci dvou bodi v roviné je
tsecka mezi nimi. Jak vypadaji mnoziny konvexnich kombinaci vice bodu nez dvou?

Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
x,y € I akazdé A € (0,1) plati

fOz+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y),

fekneme, ze f je konvexni na I.
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Duélné (s opa¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud pro A € (0,1)
plati ostrd varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konvexni (resp. ryze kon-
kdvn?) funkei.

Jensenova nerovnost

Véta. (Jensen) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolna
X1y, n €T a A, ..., A\, €(0,1) takovd, Ze Ay + -+ - + A\, = 1, plati
Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

Casto nam bude stadit jednodussi tvar nerovnosti, kdy jsou vSechna \; = %

o oot o) (bt

n

Cviceni. Interpretujte obé strany nerovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci bodt a uvédomte si, Ze tvrzeni se tim stava témér trividlnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastéava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebot jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejicl nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkévni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezédpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz o druhé derivaci) neslySeli, nezoufejte. U jednodu-
chych funkei se d4 konvexnost (resp. konkavnost) dobfe odhadnout z grafu, pfipadné
1ze pouzit vhodny matematicky software. Pfisné korektni zdivodnéni se v tomto pfi-
padé nevyzaduje ani v MO, a o jednoduchych funkcich se povazuje za znamé, zda
jsou konvexni ¢ konkavni. Konvexni jsou napiiklad 1 o f na RT nebo sudé mocniny

x na R. Typické konkavni funkce jsou /= nebo log(z) na R¥.

Logaritmus

Obcas se pfi pouzivani Jensenovy nerovnosti setkame s logaritmem. Bude pro nas
uziteény, protoze svym zptisobem prevadi ndsobeni na sé¢itani a mocnéni na nasobeni.
Presnéji o tom hovoii nasledujici poznamka.

Poznamka. Necht a > 1. Funkce f(x) = log,(z) definovand na R* jako inverzni
funkce ke g(x) = a® ma nésledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkavni funkce na R¥,

(i) f(zy) = f(2) + f(y),
(iii) f(3)=—f(2),
(iv) f(a¥) =yf(z).
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Motivacni priklady
Koneéné se dostavame k tloham. Zacneme zlehka:

Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé redlné x > 1 plati

+=+ >

1 1 1 3
r—1 o z4+1"z

Reseni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkci f(x) = %, ktera je konvexni na
R*, a konvexni kombinaci kladnych &isel x — 1, =, x + 1 s koeficienty

Dostavame

1 1 +1+ 1 > 1 _1:> 1 +1+ 1 >3

3\z—-1 2z x+1 _LglJr%Jr%_x xr—1 2 z+4+1~"z

Jisté by vam nedélalo problém tuto nerovnost dokazat zcela pfimocafe rozna-
sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh fesitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li «, 3, v velikosti tthlu v trojuhelniku, dokazte

3v3

sina 4 sin f + siny < -

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(r) = sinz, ktera je konkavni
na intervalu (0, 7). Plati «, 8,7 € (0, 7), tedy

<a+[3+7) _ V3

1. . 1. .
fsma—&—fsmﬁ—l—gsm'yg sin 3 -

3 3 2

U této nerovnosti bychom jiz pfimocarejsi pfistup hledali tézko. Jensenova nerov-
nost je pro dokazovani nerovnosti s thly v trojuhelniku ¢asto uzite¢nd, nebot zname
jejich soudet (coz je jejich nejjednodussi linearni kombinace).

Potad je tmoc snadné? Jensenova nerovnost jde pouzit i na dokazovani nerovnosti
mezi prumeéry:

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezdporné éisla x1,xa, ..., x, plati

x1+...+mn
n

> Yri...Ty.
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Tvrzeni. (AH nerovnost) Pro nezaporna ¢isla a1, xa, ..., x, plati
a’:l + . + xn n
=1 1
n a ot a
Na rozjezd

Uloha 1. Ukazte, 7e pro libovolna redlna &isla a,b € (—1,1) plati

V1i—a®+1-02< /4= (a+0b)

Uloha 2. Dokazte, ze pro kladna realna &isla a, b spliiujici a + b = 1 plati

+1 2+ b+1 2>25
a+ - - —.
a b - 2

Uloha 3. Dokate, ze pro viechna pifpustna = € R plati

Vr+1++v2x—3++/50—3z <12.

Uloha 4. Pro velikosti thlt v trojuhelnikd «, 8, v dokazte nerovnosti

3
(i) sing+sin§+sin% <3

3v3
(ii) cos(;é—l—coﬁsg—&—cos;y < T\f,
(i) t55 +t55 +t55 = V3,

(iv) sinasin Bsiny < %
Uloha 5. Pro kladn4 a, b, ¢ dokazte
ST @O+ = VaT + V5 + V.
Uloha 6. Kladna realné ¢isla x, y spliji « + y = 1. Dokazte, ze plati

T Y 1
+ > )
1+y 1+2z = 14 2z2y

Uloha 7. Dokazte, ze pro kladna realna a, b, ¢, d spliiujici a + b + ¢ + d = 4 plati

a 8
%C:b(bJrl) Zlarobrd)
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Poradné alohy
Uloha 8. Ukaite, Ze pro kladna realna x, y, z splitujici  + y + 2z = zyz plati

1 4 1 " 1 <3
1+ay 14+yz 14zzx =~ 4

Uloha 9. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a n b n c S 9
(b+c¢)2  (c+a)? (a+b)?2 " 4la+b+c)

Uloha 10. Pro a,b > 0 dokazte

a L b S at+b
V2H+1  Va?+1 7 Vab+1

(MO 63-111-6)
Uloha 11. Pro kladna realna x, y dokazte

1 1 2
+ > .
(1+vz)?2 (1+yy)? ~ z+y+2

(Indonésie 2008 P2)

Uloha 12. Pro kladn4 redlné a, b, ¢ dokaite, e a®b®c® > (abc)“5"

Uloha 13. Pro reélné z1,...,z, > 1 dokazte

L + -+ ! > " .
r1+1 Ty, +1 Yr1-cx, +1

(IMO Shortlist 1998)

Uloha 14. Dokaite, ze plati

WE VB
y+z zd+z vty 2

Uloha 15. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a L b L c > 1
VaZ+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

(IMO 2001)
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Karamatova nerovnost

Podobné jako miZzeme vazit AG nerovnosti a kdyZ nas to pfestane bavit, objevime
Muirheadovu nerovnost, tak i v pfipadé Jensenovy nerovnosti existuje zobecnéni,
které se zbavi omezeni, ze na pravé strané odhadu je jen funkéni hodnota vaze-
ného pruméru ¢isel. Abychom tuto obecnou verzi nerovnosti mohli snadno popsat,
zavedeme pojem majorizace.

Definice. Rekneme, 7e kone¢né posloupnost a = (aj,as,...,a,) majorizuje b =
(b1,b2,...,b,) (budeme znadit a > b), kdyz maji nasledujici vlastnosti:

(1) a1ZCLzZ"'Zan,lh2522“'me
(2) a1 +ag+---+a; > by +ba+ -+ b; pro viechna 1 > i > n,
(3) a1+a2+~--+an:b1+b2+---—|—bn.

Véta. (Karamata) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolnd
T1yeoy TnyY1,---,Yn € I spliujici x > y plati

fla) +- 4 flan) 2 fy) + -+ + f(yn)-
Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

Uloha 16. Dokaite, ze plati

1 1 1 1 1 1 9
-+ -4+-2>2 + + > .
a b ¢ a+b b+c c+a at+b+e

Uloha 17. Pro strany trojthelniku a, b, ¢ dokazte

Va+b—cH+Vbtc—a+vVeta—b<Va+Vo+ e

(APMO 1996)
Uloha 18. Necht a; > ag > --- > a, a by > by > --- > b, jsou dvé posloupnosti
kladnych realnych ¢isel splnujici podminky
ay > by, aias > biba, ajasaz > bibobs, ..., ajas---a, > biby---by,.
Dokazte, ze plati
artaz+---+ap >br+by+-+ by

Uloha 19. Pokud z1,...,z, € <—%, %>, dokazte

cos(2x1 — x2) + cos(2x2 — x3) + - -+ + cos(2z, — x1) < cosxy + - - - + COS Ty

Uloha 20. Necht jsou a1, ..., a, kladna realna ¢&sla. Dokazte, Ze plati
a2 a2 a2

(1+a))(1+as) - (1+a,) < <1+1> . <1+2> (H—”).
as as al
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Navody

1. Funkce f(z) = v/1 — 22 je konkévni.

2. Funkce f(z) = (z 4+ 1)? je konvexni.

3. Odmocnina je konkavni funkce.

4. Sinus je konkdvni, cosinus taky a tangens konvexni. Pozor na jakém intervalu

funkci chceme, aby pfedchozi véta platila!
5. Funkce f(z) = ¥z je konkdvni.

6. Funkce f(r) = 113 je konvexni.
7. Funkce f(z) = ﬁ je konvexni.
8. Rozsif zlomek tieti proménnou a uvédomte si, ze funkce f(z) = {5, kde S =

r + y + z je konkavni.

9. Zafixuj si S = a+ b+ ¢ a uvédom si, Ze b + ¢ = S — a. Alternativné pouZij
homogenitu.

10. Vyuzij, ze funkce f(z) = < je konvexni.
11. Funkce f(x) = m je konvexni.

12. Funkce f(z) = zlogx je konvexni.

Inx

13. Zkus podobny trik jako pii dikazu AG nerovnosti, tj. Ze plati z = ¢

14. Funkce f(z) = % je na intervalu (0,.5) konvexni, kde S=z+y+ 2 .
1

15. Miuizes pouzit homogenizaci, pfipadné celé podélit. Uvédom si, ze f(z) = = Je
1
T Vitsz

16. Funkce f(z) = 1 je konvexni.

17. Spréavné si je sefad a nahlédni, Ze jde o majorizaci.

konvexni, nebo ze f(z) je konvexni.

18. Stejné jako logaritmus pomahé ménit soucet v soudin, tak exponencialni funkce
pomaha ménit soucin v soucet.

19. Spravné sefad (opét).
20. Logaritmus se hodi pro pfevod na soucet. Pokud si nechces rozmyslet chovani
a-Cek, tak si fekni, Ze to jsou exponencialy.

Podékovani a zdroje

Dékuji Martinu Topferovi a Filovi Cermékovi, jejichz piispévky na stejné téma po-
stupné z Hojsovy straze (2016) a Zasady (2021) jsem s malymi zménami pfevzal.
Nové tlohy pochézeji z webu AoPS: |https://artofproblemsolving.com/community}.

51


https://artofproblemsolving.com/community

Dotycnice

MicHAL PECHO

ABSTRAKT. S dotyC¢nicami sa stretavame napriklad v olympiddnej geometrii pomerne

casto. V prednaske sa pozrieme na niektoré ich zakladné vlastnosti a ukazeme si, ako

sa vdaka nim naudit riesit aj zlozitejsie priklady.
Veta. (O tsekovom uhle) Majme na kruznici k tetivu AB a bod M rézny od A, B.
Vedme priamku t, ktora sa dotyka kruznice v bode B. Zvolime bod N leZiaci nat tak,
ze body M a N lezia v roznych polorovinach vzhladom na AB. Uhol ABN nazveme
isekovym uhlom k tetive AB. Usekovy uhol ma rovnaki velkost ako obvodovy uhol
AMB.

Tvrdenie. Majme kruznicu k a bod A leziaci mimo kruznice. Vedme bodom A
doty¢nice ku k, body dotyku s kruznicou ozna¢me B, C. Potom |AB| = |AC|.

B N C

Tvrdenie. Priamky p a q st spoloénymi vonkajsimi dotyc¢nicami kruznic k1 a ko.
Priamka p sa kruznice k, dotyka v bode A a kruznice ko v bode B, priamka q sa
kruznic dotyka v bodoch C' a D. Potom plati, ze
(i) [AB| =|CD|,
(ii) ak sa kruznice nepretinaju a ich vntitornd dotyc¢nica r pretina priamky p a q
v bodoch X a'Y, potom |AB| = |CD| = |XY|.

Tvrdenie. Kruznica vpisand trojuholniku ABC sa dotyka stran BC, CA a AB
po rade v bodoch D, E a F. Potom |AE| = |AF| = =ebte,
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Tvrdenie. V trojuholniku ABC sa kruznica pripisana strane BC dotyka priamok
BC, CA, AB po rade v bodoch D, E, F. Potom plati, ze
(i) [AE| = |AF| = otgte,
(i) |BD| = |BF| = *i=<, |CD| = |CB| = =4,
(iii) body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice so stranou BC' sii stredovo si-
merné podla stredu strany |BC|.

Usekové uhly

Uloha 1. Nech ABCD je lichobeznik s AB || CD. Kruznica opisana trojuholniku
BCD pretne priamku DA v bode E réznom od D. Ukézte, ze C'B je dotyc¢nica ku
kruznici opisanej trojuholniku ABE.

Uloha 2. Je dany trojuholnik ABC, pre ktory plati |AC| > |AB|. Doty¢nice ku
kruznici jemu opisanej v bodoch A a B sa pretinaju v bode T'. Os strany BC pretina
stranu AC v bode S. Dokazte, ze priamka ST je rovnobezna s BC.

Uloha 3. St dané kruznice k, [, ktoré sa pretinaji v bodoch A, B. Oznaéme K, L
po rade body dotyku ich spolo¢nej doty¢nice zvolenej tak, ze bod B je vnatornym
bodom trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme po rade body N a M tak, aby
bod A bol vnitornym bodom tsecky M N. Dokazte, Ze Stvoruholnik K LM N je teti-
vovy prave vtedy, ked je priamka M N dotyénicou ku kruznici opisanej trojuholniku
AKL.

Uloha 4. Na strane AC trojuholnika ABC' lezi bod X. Na stranach AB a BC
najdeme také body P a @, aby PX bola doty¢nica ku kruznici opisanej X BC' a QX
bola dotyc¢nica ku kruZnici opisanej X BA. Dokazte, Ze priamka PQ je rovnobezné

s AC.

Uloha 5. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Zvolme kruznicu w prechadzajicu
bodmi B a C, ktoré pretne druhykrat usecky AB a AC postupne v bodoch D # A
a E # A. Nech F je priese¢nik priamok BFE a CD. Nech G je bod na kruZnici
opisanej trojuholniku ABF taky, ze GB je doty¢nicou ku kruznici w. Podobne, nech
H je bod na kruznici opisanej trojuholniku ACF taky, ze HC je doty¢nicou ku
kruZznici w. DokéZte, Ze existuje taky bod T # A, ktory nezévisi na volbe kruZnice
w, Ze kruznica opisana trojuholniku AGH prechiddza bodom T'. (MEMO 2024)

Dotytnice a ich dizky

Uloha 6. Dokézte, ze v pravouhlom trojuholniku ABC's pravym uhlom pri vrchole
A je polomer vpisanej kruznice rovny s—|BC/|, kde s je polovica obvodu trojuholnika
ABC.

Uloha 7. Majme kruznicu k so stredom S, polomerom 1 a bod P taky, ze |PS| = 3.

Tymto bodom vedme dotyénice ku kruznici k, ktoré sa jej dotkni v bodoch A, B.

Dalej si zvolme Iubovolny bod T kratsieho obliku AB kruznice k& a nim vedme
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dotycnicu ku k. Tato dotycnica pretne tsecky AP a BP v bodoch X a Y. Urcite
obvod trojuholnika PXY. (N4boj 2008)

Uloha 8. Dany je trojuholnik ABC' s kruznicou vpisanou k. Body X a Y lezia
na strandch AB a AC tak, ze XY je doty¢nica ku kruznici k a plati |AB| = 6,
|BC| =17, |CA| = 8. Uréite obvod trojuholnika AXY".

Uloha 9. Majme trojuholnik ABC'. Nakreslime tri dotyénice k jeho vpisanej kruz-
nici tak, ze kazda odreze iny z vrcholov trojuholnika. Obvody odrezanych trojuhol-
nikov st 1, 2 a 3. Dokazte, ze povodny trojuholnik bol pravouhly. (MKS 32-6-3)

Uloha 10. Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznate jeho obvod o, polomer p kruz-
nice pripisanej k strane BC' a velkost vysky v na tato stranu. (MO 68-A-1-5)

Uloha 11. V danom trojuholniku ABC oznaéme D bod dotyku kruznice vpisanej
so stranou BC. KruZnica vpisanéd trojuholniku ABD sa dotyka stran AB a BD
v bodoch K a L. KruZnica vpisané trojuholniku ADC sa dotyka stran DC a AC
v bodoch M a N. Dokéazte, ze body K, L, M, N lezia na jednej kruznici.

(MO 64-A-1-5)

Uloha 12. Dany je rovnobeznik ABCD, pricom |AB| > |BC|. Body K a M st
bodmi dotyku kruznic vpisanych trojuholnikom ACD a ABC' s uhloprieckou AC.
Body L a N st podobne bodmi dotyku kruznic vpisanych trojuholnikom BCD
a ABD s BD. Dokaite, ze KLMN je obdlznik. (MO 54-A-1-2)

Uloha 13. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Na polpriamke opa¢nej k pol-
priamke BC' lezi bod P taky, ze |AB| = |BP|. Analogicky na polpriamke opaé¢nej
k polpriamke CB lezi bod @ taky, ze |AC| = |CQ|. Ozna¢me J stred kruZnice pripi-
sanej strane BC' daného trojuholnika a D, E postupne jej body dotyku s priamkami
AB a AC. Predpokladajme, Ze polpriamky opac¢né k polpriamkam DP a EQ sa
pretinaji v bode F' réznom od J. Dokézte, ze AF | FJ. (MO 68-A-1114)

A ideme dalej

Tvrdenie. (o doty¢nicovom Stvoruholniku) Dany je Stvoruholnik ABCD, ktory
m4 vpisanu kruznicu (dotyka sa vSetkych Styroch stran). Potom plati, ze |AB| +
|CD| = |BC| + |AD|. Dokzte.
Uloha 14. Dany je rovnobeznik ABCD, pricom |AB| = 2 - |BC|. Uréte vietky
priamky, ktoré delia dany rovnobeznik na dva dotyc¢nicové Stvoruholniky.

(MO 64-A-S-2)
Uloha 15. Dany je $tvoruholnik ABCD taky, ze | AB|+|CD| = |BC|+|AD|. Do-
kazte, ze kruznice vpisané trojuholnikom ABC a ADC sa uhlopriecky AC dotykaja
v jednom bode.

Uloha 16. Dany je stvoruholnik ABCD taky, ze |AB| + |BC| = |CD| + |AD|.
Kruznice vpisané trojuholnikom ABD a C'BD sa uhlopriecky BD dotykaji v bodoch
X a Y. Dokazte, ze body X a Y st rovnako vzdialené od stredu tsecky BD.
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Uloha 17. Na priamke a, na ktorej lezi strana BC trojuholnika ABC, st dané
body dotyku v8etkych troch jemu pripisanych kruznic (body B a C nie st zname).
N4jdite na tejto priamke bod dotyku kruznice vpisanej. (MO 63-B-1-3)

Uloha 18. Vo vnitri stran BC, CA, AB daného trojuholnika ABC' zvolime po-
stupne body D, E, F tak, aby sa tsecky AD, BE, CF pretli v jednom bode, ktory
oznadime G. Ak sa daju Stvoruholnikom AFGE, BDGF, CEGD vpisat kruznice,
z ktorych kazdé dve maju vonkajsi dotyk, tak je trojuholnik ABC' rovnostranny.
Dokazte. (MO 52-A-III-2)
Uloha 19. Majme trojuholnik ABC s obvodom 4. Na polpriamkach AB a AC
ozna¢me postupne body X, Y tak, ze |[AX| = |AY| = 1 a tGsecky BC a XY sa
pretinaju v bode M. Dokazte, Ze aspon jeden z trojuholnikov ABM, ACM ma
obvod 2. (Rusko 2011)
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Navody

1. Vyuzi vetu o tsekovom uhle.

2. Najdi tetivovy Stvoruholnik.

3. Vyuzi viackrat tisekové uhly.

4. Najdi 4 body leziace na kruzZnici.

5. N4jdi kruznice s rovnakym polomerom. Vyuzi symetriu podla osi strany BC.
6. Cim je zaujimavy $tvoruholnik AP, 1P, kde I je stredom kruznice vpisanej a P,

P, st jej body dotyku s odvesnami?

7. Co vieme o tusecke PB?

8. Nech P je bod dotyku kruznice k a strany AB. Poméze nam potom dlzka tsecky
AP?

9. Skus vyuzif poznatky z minulého prikladu.

10. Vieme z kruznice pripisanej ziskat bod A? Je potom BC dotyénica este k ne-
jakej inej kruznici?

11. Skas dokézat, Ze sa osi Use¢iek KL, LM a MN pretinaju v jednom bode,
konkrétne v strede kruznice vpisanej trojuholniku ABC.

12. Dokaz pomocou preklapania dotyc¢nic, ze v K LM N sa uhlopriecky rozpoluju
a st rovnako dlhé.

13. Dokéz, ze F lezi na kruznici opisanej Stvoruholniku ADJE, teda ze |[<ADP| =
|<AEF|.

14. Dokaz, ze ak ABCD nie je obdlznik, potom také priamky existuji prave dve,
obe prechadzaju priese¢nikom uhloprie¢ok a na rovnobezniku vytinaja usecky dlzky
BC'. Ako je to pre obdlznik?

15. Vyjadri si vzdialenosti bodov dotyku jednotlivych kruznic s AC a dokaz, ze sa
rovnaju.

16. Dokaz, ze |[BX| = |DY|, a zamysli sa, preco vdaka tomu uz méme vyhrané.
17. Dokéz, ze |BX| = |CZ| a zostroj stred usecky BC'.

18. Uvedom si, Zze kruZnica vpisana Stvoruholniku AFGE je zaroven kruZnicou
vpisanou trojuholnikom ABE a AFC, a vyjadri velkost doty¢nic. Dokéaz, Ze priamky
AD, BE a CF su osi vnutornych uhlov trojuholnika ABC a vyuzi ich vlastnosti.

19. Dokresli pripisant kruznicu k ABC' a kruZnicu so stredom v A s nulovym
polomerom.

Literat@ira a zdroje

[1] Adéla Karolina Zackovéa: Prekldpéni tecen, Zasada, 2021.
[2] Stranky matematické olympiddy, http://www.matematickaolympiada.cg.
[3] Art of problem solving, |https://artofproblemsolving.coni.
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Pascal

MicHAL PECHO

ABSTRAKT. Pascalovd veta mé obrovské mnozstvo podob a moze Casto (véiéSinou
omylom) prekiznut do tloh v réznych olympiadach. RieSenia potom mozu byt velmi
struc¢né, obsahujuce tak 6 alebo 12 pismeniek.

Veta. (Pascal) Body A, B, C, D, E, F lezia na jednej kuzelosecke préve vtedy,
ked ABNDE, BCNEF aCDN FA lezia na priamke.

Veta. (Pascal pre kruznice) Uvazujme body A, B, C, D, E, F leziace na jednej
kruznici. Potom ABN DE, BCNEF a CD N FA leZia na priamke.

Veta. (Pappus) Majme body A, C, E leziace na jednej priamke a body B, D, F
na tej druhej. Potom ABN DE, BCNEF, CDN FA leZia na jednej priamke.

Uloha 1. Dany je tetivovy Sestuholnik ABCDEF, pre ktory plati AB || DE
a BC' || EF. Dokéazte, ze plati CD || AF.

Uloha 2. Dokaz, ze sa v§sky v trojuholniku pretnii v jednom bode.

Uloha 3. Ozna¢me w kruznicu opisani trojuholniku ABC, E je stred obltika AC
a F' je stred obluka AB. Priamky AF a BE sa pretnt v P. Analogicky, CF a AFE
sa pretni v R. Doty¢nica k w v A pretne BC v Q. Dokazte, ze P, (), R lezia na
priamke.

Uloha 4. Bud ABC ostrouhly trojuholnik a k jeho kruznica opisana. Oznacme
postupne t4, tp, tc dotyénice ku k v A, B, C. Dokazte, ze ABNtc, BC Nty
a CANtpg lezia na jednej priamke.

Uloha 5. Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik. Dotyénice v A a C' sa pretnt v P,
dotycénice v B a D sa pretna v Q. Nech R je priesecnik AB a C'D, a S nech je
prieseénik AD a BC'. Dokazte, ze P, ), R, S lezia na priamke.

Uloha 6. Dany je rovnoramenny AABC so zékladiiou AB a bod P vnitri jeho
vysky z vrcholu C. Priamka AP pretina kruZznicu opisanit AABC v bode @ ré6znom
od A. Rovnobezka so zdkladiiou AB vedend bodom P pretina rameno BC' v bode
R. Dokazte, ze polpriamka QR je osou uhla AQB. (MO T71-A-11-3)
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Uloha 7. Majme rovnobeznik ABCD. Na priamke AB je zvoleny bod X a na
priamke AD je zvoleny bod Y. Ozna¢me Z preklopené A podla stredu XY. Dokazte,
ze priamky XD, BY a C'Z prechadzaju jednym bodom.

Uloha 8. Na kruznici w lezia body A, B, C, D, E v takomto poradi, pri¢om plati
|AB| = |AE|. Ozna¢me S prieseénik AC' s BD a T prieseénik AD s CE. Priamka
ST pretne w v bodoch X a Y. Dokazte, ze plati |[AX| = |AY|.

Uloha 9. Styri body A, B, C, D lezia na kruznici so stredom v O. Body X a Y
lezia postupne na AB a AD tak, ze CX L CD a CY L BC. Dokazte, 7ze O, X, Y
lezia na jednej priamke.

Uloha 10. Na kruznici opisanej trojuholniku ABC st zvolené body D a E. Priam-
ky AD a AE pretni BC postupne v X a Y. Ozna¢me D’ a E’ postupne preklopené D
a E podla osi strany BC. Dokéaite, ze D'Y a E’X sa pretinaji na kruznici opisanej.

Uloha 11. Priamka AB sa dotyka kruznice w v bode Y, ktory lezi na tisecke AB.
Na kruznici w lezi bod X taky, ze XY je priemerom w. Priamky X A, X B pretna
w druhykrat postupne v C, D a AD a BC pretni w postupne v E, F. Dokazte, ze
plati |[ XE| = |XF)|.

Uloha 12. Majme trojuholnik ABC s kruznicou opisanou w. Ozna¢me Q kruznicu
dotykajicu sa zvnutra w a stran AB a AC postupne v bodoch T',B;, C1. Dokézte,
ze stred B1C1 je stredom kruznice vpisanej ABC.

Uloha 13. Majme konstrukciu z predoslej tilohy. Ozna¢me M, stred obliku BC
neobsahujiceho A. Dokéazte, ze BC, TM 4 a B1C; prechidzaju jednym bodom.

Uloha 14. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Zvolme kruznicu w prechadzajtcu
bodmi B a C, ktora pretne druhykrat tsecky AB a AC postupne v bodoch D # A a
E # A. Nech F je prieseénik priamok BE a C'D. Nech G je bod na kruznici opisanej
trojuholniku ABF taky, ze GB je doty¢nicou ku kruznici w. Podobne, nech H je
bod na kruZnici opisanej trojuholniku AC'F taky, ze HC je doty¢nicou ku kruznici
w. Dokéazte, ze existuje taky bod T # A, ktory nezavisi na volbe kruznice w, Ze
kruZnica opisand trojuholniku AGH prechédza bodom T (MEMO 2024)

Uloha 15. Majme tetivovy konvexny Sestuholnik ABCDEF. Ozna¢me K, L po-
stupne prieseéniky AB s CD a AF s DE. Dalej nech je P priese¢nik BE s CF.
Oznac¢me O, Oy postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom BCK a EFL.
Dokéazte, ze body O1, P a Oy lezia na priamke. (1KS)

Uloha 16. Nech w je kruznica opisand pravouhlému trojuholniku ABC
(]J<BAC| = 90°). Doty¢nica k w v A pretne BC v P. Ozna¢me M stred obliku
AB a druhy prieseénik PM a w ako (). Dotyc¢nica k w v bode @ pretne AC v K.
Dokazte, ze |[<PKC| = 90°. (IGO 2016 Medium 4)

Uloha 17. Dany je trojuholnik ABC' s ortocentrom H. Nech M je stred BC a D,
E postupne pity vysok vedenych z C, B. Nech P je prieseénik AH a DE. Kolmica
na AH v H pretne DM v Q. Dokazte, ze body P, @), B lezia na priamke.
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Uloha 18. Majme kruznicu w a priamku d mimo fiu. Oznaéme AB priemer w taky,
ze AB 1 d (B je blizsie k d). Na w zvolme bod C. Ozna¢me D = AC N d. Jedna
z dotyénic k w z D sa dotyka w v E (E lezi v rovnakej polrovine ako B vzhladom
k AC). Ozna¢me F = BE Nd. Priamka AF pretne w druhykrat v G. Dokéazte, Ze
bod, ktory dostaneme preklopenim G podla AB, lezi na CF. (ISL 2004)

Uloha 19. Dany je tetivovy stvoruholnik ABCD. Nech E je prieseénik AC, BD.
KruZnica ABFE pretne AD, BC' druhykrat postupne v F' a G. Priamky AF a F B sa
pretna v P a priamky EB a AG sa pretnu v Q). Nech X, Y st body, ktoré dostaneme
preklopenim F' a G cez priamky AE, EB. Nech K je priese¢nik BD a X P, a nech
L je priese¢nik AC' a QY. Dokézte, ze KL a AB si rovnobeZné.

Uloha 20. Majme bod P vo vnttri trojuholnika ABC. Rovnobezky so stranami
trojuholnika cez P pretnu strany trojuholnika v Siestich bodoch. Dokazte, ze tychto
Sest bodov lezi na jednej kuZelosecke.

Uloha 21. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s ortocentrom H a so stredom
kruznice opisanej O. Oznacme O4, Op a O¢ body, ktoré dostaneme preklopenim
O postupne podla stran BC, AC a AB. Oznaéme P, (), R postupne priese¢niky
HOANBC, HOgNAC a HOc N AB. Dokazte, ze prieseéniky BC N RQ, ACN PR
a AB N PQ leZia na priamke.

Uloha 22. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O.
Bod T je na vyske na stranu AB taky, ze |[<T BA| = |<ACB|. Priamka CO pretina
stranu AB v bode K. Dokazte, ze os strany AB, vyska na BC a priamka KT sa
pretinaju v jednom bode.

Navody

1. Vyuzi nevlastnt priamku.

2. Vyuzi pravé uhly.

3. Co ak v Pascalovi pouzijeme dva body, ktoré st velmi blizko pri sebe?

4. Pouzi to, ¢o v predoslej ulohe, ale viackrat. Sprav ,,Pascalov trojuholnik®.
5. Pouzi Pascala dvakrat.

6. Skus vyuzit Svrékov bod. Ako sa chova dotyénica v tiom?

7. Tentokrat nepouzijeme Pascala. Vyuzi nevlastné body.

8. Preved tlohu na tlohu so Svrkmi.

9. Skus pridat na kruznicu dva body tak, aby si vedel(a) pracovat lepsie s O.
10. Skus si zadefinovat T' ako prieseénik D'Y a potom pouzi Pascala.

11. Vyuzi nevlastny bod.

12. Rozmysli si, ze priamky TB; a TC; prechadzaji Svrkmi.

13. Skus pouzit predosla tlohu.

14. Vyuzi mocnost bodu ku kruZnici.
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15. Skus dokézat KO || LOy. Potom pouZzijeme Pascala dvakrét.

16. Pouzi Pascala dvakrat. Preved ulohu na dokazovanie rovnobeznosti.
17. N4&jdi kruZnicu tak, aby sa dala pouzit doty¢nica v D.

18. Pretni GE a BC.

19. Dokaz, ze body P, X, E, Q, Y lezia na kruZnici.

20. Skus vyuzit opa¢ni implikciu Pascala.

21. Najdi elipsu.

22. Na&jdi hyperbolu.

Literatura a zdroje

[1] Radek Olgak: Pascal Chasing, Lysediny, 2021.
[2] Carl Joshua Quines: Pascal’s theorem, [https://cjquines.com/files/pascals.pdl.
[3] |https://artofproblemsolving.com/.

Ide zirafa po Iubovolnej kuzelosecke a Pascal jej hovori: ,,Prieseéniky ZI s AF,
IR s FA a ZA s RA lezia na priamke.“ A zirafa na to: ,,Ja viem!“
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Diskrétni kalkulus

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. V piispévku je predstavena ¢isté pocetni metoda tzv. diskrétniho kal-
kulu. Privlastek diskrétni odkazuje k tomu, Ze predmétem zajmu budou posloupnosti
namisto redlnych funkci, které zkouma klasicky kalkulus. Analogie nékterych metod
z klasického kalkulu proto mizeme vyuzit pro zkoumani posloupnosti a jejich souctu.
Uplatnéni tak 1ze najit i v kombinatorickych tlohach.

Piiklad. (Motiva¢ni) Seététe

n

1
le'(i+1)'

7=

(folklor)

Reseni. Trikové upravme:

~ 1 /1 1 1
— _— :1— .
S a2 () =

=1

Vskutku, v prvnim kroku jsme pouze upravili zlomek uvnitf sumy, v druhém kroku
se pozrala vétSina sousednich clenti.

Pfijit na takovy trik napoprvé ur¢ité neni lehké. Ale kdyZ uz o ném vime, nejde
zobecnit i na dal$i sumy? Pointa predchoziho vypoctu prece spocivala pouze ve
vyjadfeni ¢lentt sumy pomoci rozdilt nasledujicich ¢lent néjaké vhodné posloupnosti.

Posloupnosti, jejich derivace a integraly

Nagim zakladnim objektem budou celociselné posloupnosti — ty si budeme predsta-
vovat jako funkce f : N — Z nebo trochu obecnéji f : Z — Z. V textu tak budeme
slova posloupnost a funkce bézné zaménovat.

Posloupnosti umime séitat i nasobit po prvcich: Souétem posloupnosti a, b mys-
lime posloupnost definovanou jako (a + b)(z) = a(x) + b(z). Obdobné soucinem
posloupnosti a, b rozumime (a - b)(z) = a(x) - b(x). Kazdé ¢ € Z navic uréuje kon-
stantn{ posloupnost f.(z) = c.
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Definice. Diskrétni derivaci funkce f : Z — Z myslime funkci Af definovanou
jako
Af(x) = flz+1) = f(a).

Pron > 0 zna¢ime symbolem A" f opakované n-nasobné pouziti diskrétni derivace
na funkci f. Funkce A™f se nazyva n-td diskrétni derivace funkce f.

Definice. Diskrétnim integralem funkce f : Z — Z myslime libovolnou funkci
g : Z — Z spliujici Ag = f. Znacime jej X f.

Cvicéeni. Diskrétni integral funkce f je jednoznacné uréeny az na pricteni celoci-
selné konstanty c.

Poznamka. (formdalni) Striktné vzato, symbol X f oznacuje jednu konkrétni volbu
diskrétniho integralu. Vsechny ostatni pak mizeme ziskat pri¢itanim celociselnych
konstant.

Jesté trochu formalnéji, symbol X f miZe oznacovat mnozZinu vSech diskrétnich
integrali funkce f. Tim se lze zbavit vSi nejednoznacnosti.

Poznamka. Definice diskrétni derivace A a diskrétniho integralu X se napadné
podobaji definicim derivace a integralu realnych funkci a v mnoha ohledech se proto
chovaji podobneé.

Cisté z technickych diivodii si je$té zavedeme znaceni pro posun indext dané
posloupnosti.

Definice. Pro posloupnost f : Z — 7Z definujeme jeji posunuti E f pomoci predpisu
Ef(a) = f(a+1). Obecnéji, pro celé n znac¢ime E™f posloupnost definovanou jako
E"f = fla+mn).

Poznamka. (formélni) Symboly A, 3, F vidy umime napsat pfed néjakou po-
sloupnost f, a tim ziskat novou posloupnost. S trochou pfedstavivosti je proto mu-
zeme vnimat jako operdtory na mnozine vsech posloupnosti. Tento pohled trochu
zjednodusuje znaceni: chceme-li tfeba Fict ,pii vypoctech nezalezi na vzajemném
poradi diskrétniho derivovéani a posouvéani“, stac¢i napsat EA = AFE. Podobné je
ziejmé, Ze operdtor A" je n-nasobnym slozenim operatoru A.

7 nasich definic je jasné, Ze operace A a ¥ jsou k sobé v podstaté inverzni —
pro jakoukoli posloupnost f plati AXf = f, zatimco XA f = f plati az na pFicteni
konstanty.

Diskrétni integral 3 f mé ale mnohem piimocarejsi interpretaci: az na konstantu
je dan prefixovymi soucty posloupnosti f.

Cvigeni. (klicové) Dokazte, Ze pro libovolnd a < b € Z plati

XN b+1) = (Ef)(a) = fla) + fla+ 1)+ -+ f(b).

1Pozor na indexy! Na levé strané opravdu vystupuje b + 1, ale napravo s¢itdme jenom k b.
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Definice. Pro funkci g : Z — Z a hodnoty a,b € Z ozna¢me

Predchozi vztah tak pomoci nové notace mizeme piepsat jako

b

Sfe =" 1)

i=a

Cviceni. Spoctéte Af a Xf konstantni posloupnosti f(z) = 1. Co se bude dit pro
jiné konstanty?

Cviceni. Spoc¢téte diskrétni derivaci a integral Fibonacciho posloupnosti defino-
vané na nezapornych celych c¢islech, tedy posloupnosti definované jako

F0)=0, FQ)=1, Fn+2)=Fn+1)+F(n).

Cviceni. Ukazte, ze pro kazdou posloupnost f, ktera je nenulovym polynomem,
plati deg Af = deg f — 1.

Cvi€eni. Bud ¢ € Z. Jaka je diskrétni derivace posloupnosti f(x) = ¢*?

Cvi€eni. Bud d > 0. Jaka je diskrétni derivace posloupnosti f(z) = Hj’;ol (x —14)?
Predchozi cviceni ukazuje dulezity priklad posloupnosti s péknou, a nize uka-

zeme 7e i vyznamnou, diskrétni derivaci. Pro budouci vyuziti zavedeme jednoduché

znaceni.

Definice. Polynom z¢ = Hf:_ol (z — i) nazveme d-tou klesajici mocninou.

Poznamka. Klesajici mocniny lze smysluplné definovat i pro zaporné d jako z¢ =

[T, 2. Pro kazdé d # 0 pak plati

Azt =d . z9=1,

Tvrzeni. (Aritmetika diskrétni derivace)
(i) Bud f : Z — Z posloupnost a ¢ € Z. Potom plati A(c- f) = c- Af.
(ii) Méjme dvé posloupnosti f,g : Z — Z. Potom plati A(f + g) = Af + Ag.
(iii) Mé&jme dvé posloupnosti f, g : Z — Z. Potom plati A(f-g) = f-Ag+Af-Eg.
Tato rovnost se nékdy oznacuje jako Leibnizovo pravidlo.
(iv) n-téd diskrétni derivace posloupnosti f je explicitné ddna vztahem

n

&) = (1) s,

=0
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Dusledek. Meéjme dvé posloupnosti f, g : Z — Z. Potom plati

n

NGO (”) (AT - (AT i)

=0

Z pfedchoziho tvrzeni 1ze odvodit, Ze vztahy obdobné (i) a (ii) plati i pro diskrétni
integraly.

vvvvvv

graci per partes, kterou dostavame prepsanim Leibnizova pravidla.

Tvrzeni. (integrace per partes)
(f-Ag)=f-g-3(Af- Eg).

Vyuzijeme ji v pfipadé, kdy chceme ur¢it diskrétni integral souc¢inu dvou funkeci
f, h a zaroven zname diskrétni integral g funkce h, v takovou chvili postaci spocitat
diskrétni integral sou¢inu Af - FEg.

Kalkulujme . ..

Pojdme si ted nabyté znalosti vyzkouset na nékolika ptikladech. Jak uz jsme zminili
vyse, nejprimocarejSim pouzitim diskrétniho kalkulu je prosté séitani sum. Myslenka
je primocard. Sumacni index si predstavime jako proménnou a posléze se pokusime
spocitat diskrétni integral posloupnosti v sumé. Pokud se to povede, staci spravné
dosadit krajni hodnoty.

Uloha 1. Pro n > 0 se¢téte

3

Uloha 2. Pro n > 0 seététe

Rozmyslete si, ze podobné umime postupovat i pro vyssi exponenty.

Uloha 3. Pro n > 0 seététe

n
E i-2"
=0

Premyslejme . ..

Cas od ¢asu vsak ¢lovék miize narazit i na sofistikovanéjsi ilohu, kterou vyse pred-
vedend teorie znac¢né ulehci.
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Myslenka diskrétniho kalkulu se mize hodit i ve vice kombinatorickych tlohach.
Pokud se tfeba snazime vyjadrit néjakou kombinatoricky zadanou posloupnost alge-
braickym pfedpisem, stac¢i kombinatoricky urcit jeji diferenci. I kdyz ¢lovek diskrétni
kalkulus moc nezna, divat se na diference se zkratka vyplati.

Uloha 4. Naleznéte viechny mnoziny kladnych celych ¢isel {ay,...,a,}, které pro
kazdé kladné celé x spliwuji a3 ---an | (x +a1) - (x + ap). (ELMO SL 2018)

Uloha 5. Pro m > n > 0 settéte
Uloha 6. Pro n > 0 sedtéte

Uloha 7. Pro n > 0 sectéte
Uloha 8. Sectéte

Uloha 9. Sectéte N
n
K2 ).
>e(;)
k=1
Uloha 10. Bud p prvoéislo. Posloupnost celych &isel (2,)3%, se nazyva péckovd,

jestlize pro kazdé pfirozené ¢islo e existuje takové d > 0, ze pro vSechna celd m > d
plati

=0

Dokazte, ze pokud jsou obé& posloupnosti (,)%2, a (yn)52, péckové, je péckova
i posloupnost (Z,yn)5 . (USA TST 2011)

Uloha 11. Pro n > m > 0 dokazte

- on+1

Z % (n+k).(2k+1)2m+1:0.
k=0

(Crux 2019)
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Uloha 12. (Pélya) Polynom f € Q[z] s racionalnimi koeficienty se nazjva nu-
mericky, jestlize se da zapsat jako celo¢iselna linedrni kombinace polynomi (2) pro
d € Ny. Dokazte, Ze polynom f € Q[z] je numericky pravé tehdy, kdyZ na celych
&islech nabyva pouze celoé¢iselnych hodnot.?

Navody

1. Diskrétni integral funkce z(x + 1) uz — az na posunuti — znas. Vysledek bude
3(n+2)(n+ n.

2. Rozepis polynom z? pomoci klesajicich mocnin. Vyjde W. Podobny
postup funguje pro jakykoli pevné zvoleny exponent — pouze je tfeba prechazet mezi
béZznym tvarem polynomu a jeho rozepsanim do klesajicich mocnin.

3. Diskrétni integral funkce 27 je opét 2%, pouZij per partes. Pozor na posun indexul!
Vyjde 2"T1(n — 1) + 2.

4. Diskrétni derivace polynomu f(z) = (x +a1)--- (z + a,) je délitelna a; - - - ay,.
Co jeho n-ta derivace? Vyjadii pfesné A™ f(x).

5. Vezmi polynom f(z) = (m — x)", jak vypadad A™f? Vyjadii jeho hodnotu v 0
druhym zptisobem.

6. TUvaZ polynom f(x) = 2™ a zamysli se nad polynomem A" f a jeho hodnotou v 0.

7. Per partes. A pak? Per partes. Pokud se nepfepocitas, vyjde % =

().

8. Vyjadii dvéma zpisoby n-tou diskrétni derivaci funkce f(x) = (—1)* - x. Téméf
v8echny vyssi derivace funkce g(x) = x jsou nulové.

9. Obdobny trik jako v predchozi tloze.

10. Posloupnost f je péckova, pravé kdyz se A™ f(0) pii zvétSovani m stava vic
a vic délitelné p. Pouzij Leibnizovo pravidlo. Co zbyva ukazat o vyrazech A™g(j)
pro péckovou posloupnost g a ¢éisla j > 07

11. Tipni polynom f(z) = (2n+1—2x)?"*+1. Spocti A" £(0) jednoduse a slozité.
Posléze formalné prepis Leibnizovskou sumu jako dvojnasobek zadaného vyrazu.
12. Pouziti operaci A a ¥ zachovava numeri¢nost. Ulohu dokazuj indukci podle
stupné f.

Literatura a zdroje

Prispévek je prevzan od Jakuba Lowita, ktery navazuje na prispévek Michala Sza-
badose. Obéma zminénym timto dékuji.
[1] Jakub Lowit: Kombinatorické identity, sbornik iKS, 2021.
[2] Michal Szabados: Diskrétny kalkulus (alebo ako pocitat sumy), Oldfichov,
2010.

2Toto tvrzeni tedy v jistém smyslu vysvétluje, pro¢ se kombinaéni &isla objevuji tak Gasto:
kdykoli 1ze néjakou celociselnou posloupnost definovat raciondlnim polynomem, uz se dé zapsat
jako jejich celociselna kombinace.
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Eliptické krivky

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Co maji spoleéného rozkladani ¢isel na prvocisla, Velkd Fermatova véta

kfivky. O nich si popovidame, véetné néjakych neddvnych pokroku.

It is possible to write endlessly on elliptic curves. This is not a threat.“
— Serge Lang
Okolo roku 1637 se Pierre de Fermat zamyslel nad rovnici
X +Y*=2°
presnéji jejimi racionalnimi feSenimi. Jeden zptisob, jak si rovnici mizeme priblizit,
je substituce. Substituujme X/Z = u + v, Y/Z = u — v, ¢imZ se zbavime dvou
kubickych ¢lent a ziskdme 2u® + 6uv? — 1 = 0. Dalsi substituce z = -9, y = 36«
vede na jednodussi tvar y? = 23 — 432. Ziskali jsme pravé rovnici znamou jako
eliptickou kfivku. Pojdme se jim podivat na zub.

Umluva. Cvi¢eni jsou tilohy pro étenafe na procvi¢eni materialu. Ulohy pofesime
na prednaSce a bez masinérie ani moc fesitelné nejsou.

Definice. Projektivni prostor nad Q definujeme jako prostor trojic racionalnich
¢isel (bodit) (X : Y : Z) # (0:0:0), kde ztotoZnime body (X : Y : Z) a (kX : kY :
kZ). Eliptickou kFivku definujeme jako mnozinu bodi spliiujicich
E:Y?’Z=X*+aXZ?+b2"
pro 4a® + 27b% # 0. Kiivce piislusi afinni varianta
y=2a>+ax+b,

kde body (z,y) pfislusi bodim (x : y : 1). Oznaéme O = (0: 1 : 0) bod v nekonecnu
kfivky, ktery neméd afinni reprezentaci.

Cviéeni. Nakresli kiivky y? = 23 + 2, y?> = 23 — 2 a y? = 23 + 10.

Cvi€eni. Uvazme kiivku y? = 23 — 722 4+ 102 a dva jeji body (2,0) a (8,12).
Primka skrz tyto dva body protina kiivku ve tfetim bodé. Urci jeho soufadnice.

Cviceni. Rozmysli si, ze pfimka skrz dva raciondlni body protinad kfivku znovu
v racionalnim bodé.
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Definice. Bud P bod na eliptické kiivce. Definujeme —P jako bod s opa¢nou
y-ovou soufadnici nez P. Déale pro libovolny @ # +P definujeme soucet bodu P,
@ nasledovné: oznac¢me R tieti prisecik pfimky skrz P a @ s kifivkou. Jako soucet
P + @ bereme bod —R.

Jako P + P definujeme jako druhy pruseéik teény ke kiivce prochazejici bodem
P s kiivkou. Koneéné, definujeme P+ (-P) =0 a P+ O = P.

Plati, ze takto definované s¢itani je asociativni!, tedy body na eliptické kiivce
spolu s nim tvoii grupu.

Véta. Scitani je na eliptické kiivce komutativni a asociativni.

Vétime-li vété vyse, poté mizeme pro P € E jednoznac¢né definovat bod

P+P+4---+P,
—_—

n-krat

fikejme mu n-ndsobek bodu P a znacme jej [n]P.

Priklad. (Generovani novych bodi) UvaZzme kiivku E : y? = 2° — 5z + 8 a bod
P =(1,2) € E. Spoé&itéme [2]P = P+ P = (—1,—2T). Déle

553 11950
MP_P+MP_<HY—EM>,

[P = [(2IP) - P + P - (T, 008,

Cviéeni. Vymysli efektivni algoritmus na ziskdni n-nésobku bodu.

O bodé fekneme, ze lezi v n-torzi, pokud jeho n-nasobek je O. O bodé fekneme,
ze je torzni, pokud lezi v néjaké n-torzi. Snadno si rozmyslime, ze mnozina torznich
bodt je uzaviena na séitani.

Velka ¢ast studia eliptickych kiivek se zaobira jejich body nad racionédlnimi cisly.
Ozna¢me proto pro danou kiivku E(Q) mnozinu jejich bodt s raciondlnimi soufad-
nicemi. Torzni body kiivky E(Q) lze hledat algoritmicky snadno, k tomu lze vyuzit
nasledujici dulezitou vétu.

Véta. (Lutz—Nagell) Budte a, b celd ¢isla, E : y?> = 2% + ax + b eliptickd kiivka
a (r1,y1) € E(Q) torzni bod. Pak bud y = 0 nebo x1,y1 € Z a y? | 4a® + 27b%.

Tu si nedokazeme, mozna si ukazeme trochu lehéi variantu.

Véta. (Lutz—Nagell bez steroidt) Budte a, b celd ¢isla, E : y?> = x3 + ar + b
eliptickd kiivka a P = (x1,y1) € E(Q) je bod takovy, ze P i 2P maji celo¢iselné
soufadnice. Pak bud y; = 0 nebo y? | 4a® + 27b°.

Cviceni. Najdi viechny torzni body na kiivce 3?2 = 2% — px, kde p je prvodéislo.

1Uké4zat tohle je t&zké, piipadné si povime na prednasce.
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Cviceni. Najdi torzni a netorzni bod na kiivce F : y? = 2% 4+ 9 nad racionalnimi
Cisly.

Véta. (Siegel) Mmnozina E(Q) je konecné generovana, tedy Ize zvolit néjakych ko-
nec¢né mnoho boditi Py, ..., P, tak, ze

EQ) ={la1]Pr + -+ [a/]P; | a1, ..,a, € L} .

Ulohy

Nasleduje par tloh, které mozna prekvapivé vSechny souvisi s eliptickymi krivkami.
Na prednésce se na né poradné mrkneme. Pozor, odvazny fesiteli — nékteré z téchto
prikladt doslova nejdou fesit bez pomoci pocitace — jsou to ulohy 7, 8, 9 a 10.

Uloha 1. (Velky Fermat pro n = 3) Ukaite, 7ze rovnice X2 + Y? = Z2 nema
netrivialni racionélni feseni.
Reseni. Dosli jsme ke kiivce y? = 3 — 432, hledejme na ni racionalni body. Torzni
body spocitdme pomoci Lutz—Nagellovy véty a jsou pouze tii, {O, (12 : £36 : 1)}.
Tyto body daji pouze dvé feSeni ptvodni rovnice, (¢,0,t) a (0,t,t).

Zbyvaji nam tedy body netorzni. Lze pomérné tézko ukazat, ze zadné nejsou,
tudiz vyse jsou vSechna racionélni feSeni Fermatovy rovnice.
Uloha 2. Z nékolika tenisakil postavime pyramidu s étvercovou zékladnou. Pokud
tuto pyramidu rozpustime, muzeme tenisaky usporadat do ¢tverce. Kolik micku jsme
mohli mit? Najdi alespon dvé celociselna feSeni.
Reseni. Pokud mé pyramida vysku z, tak pocet tenisakt je 12 422 + ... + 22 =
%. Hledame tedy feseni rovnice y? = w, coz definuje (nad R)
eliptickou kiivku. Dva zfejmé body jsou (0,0) a (1,1).

Spocitame (0,0) + (1,1) = (3, —3). Podobné (1,1) + (1, -1) = (24, -70), ¢imz
ziskdme druhé feseni. Jsou jeSté néjaka dalsi? To tak lehko nezjistime.

Uloha 3. Ukaz, ze pokud rovnice 2> + 4> = N ma racionalni feseni, pak jich ma
nekone¢né mnoho.

Uloha 4. Ovéf, Ze 6 neni souctem dvou celych tfetich mocnin, ale plati 6 =
(17/21)3+(37/21)3. Pieved kiivku 22 +y* = 6 na eliptickou podobné jako u prvniho
prikladu.

Uloha 5. Ukaz, Ze existuje posloupnost bodi

D) P737 P727 Pflv P07 Pla PZ; P37
v roviné takovéa, ze plati: pro libovolnou trojici celych ¢isel a, b, a ¢, lezi body P,,
Py, a P. na jedné pfimce pravé tehdy, kdyz a + b + ¢ = 2024. (USAMO 2014)

Uloha 6. Zvolme cel4 &isla b, ¢, d a polynom P(x) = 2® + bx? + cx + d. Dejme

tomu, Ze existuji pravé dveé celd ¢éisla = takova, ze hodnota P(x) je ¢tvercem, ¢isla

2024 a 2025. Ukaz, Ze jeden z téch ¢tvercit je nula. (RMM 2016)
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Uloha 7. (Uloha z facebooku) Vyfes nasledujici rovnici:

95% of people cannot solve this!

o + % + @% =
$+8 O &0
Can you find positive whole values

for @, 2%7 and %?

Uloha 8. Urcete viechny trojthelniky, jejichZ jedna vyska, jedna téznice a jedna
osa uhlu prochéazi jednim bodem.

4

Uloha 9. (Problém kongruentniho ¢isla) Najdéte pravothly trojihelnik s racio-
nalnimi stranami a obsahem 5.

Uloha 10. Najdéte vSechna piirozend N, pro ktera existuji raciondlni z, y a z
splnujici
r+y+z=N=uzxyz
Nakonec jesté poznamenejme, ze eliptické krivky hraly dtlezitou roli v dikaze
Velké Fermatovy véty i pro vyssi exponenty. Toto propojeni je ale mnohem, mnohem

vvvvvv

Navody

3. Scitani bodu.

5. Vezmi bod nelezici v torzi néjaké kiivky a jeho vhodné nésobky.
6. Podivej se na soucet téch dvou bodu.

8. Cevova véta, véta o ose thlu, sinovka a kosinovka. Zamichej dohromady, okofer
a ziskas rovnici eliptické krivky svazujici délky stran.
9. Pythagorova véta dava tii racionalni ¢tverce, vynasob je.

Literatura a zdroje

[1] Allan J. MacLeod: Elliptic Curves in Recreational Number Theory,
lhttps://arxiv.org/pdf/1610.0343(.

[2] Lawrence C. Washington: Elliptic curves: Number theory and cryptography,
2008.

[3] Joseph H. Silverman: An Introduction to the Theory of Elliptic Curves, Sum-
mer School on Computational Number Theory and Applications to Crypto-
graphy, 2006.

[4] Geir Ellingsrud: The Lutz—Nagell theorem and torsion points.
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Velka cisla

7ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Asi ve ¢tvrté tiidé jsme se ve tfidé matematiky odpoutali od konkrétnich
Cisel a to je celkem skoda. Tak si to na této prednasce vynahradime. Poradné.

V této prednasce si ukdzeme, jak si poradit s fakt velkyma Cislama. V obecnosti ne-
existuje jeden recept na vSechno, bohuzel budeme muset pofad premyslet, co s timhle
a nebo s tamtim ¢islem. Nejprve si hodime nasup uziteénych véticek.

Definice. Pro realné ¢islo x znacime jeho dolni celou ¢ast |x] jako celé ¢islo spl-
nujici |z] < < |z] + 1. Necelou ¢ast {z} ¢isla  definujeme jako {x} =2 — |z].

Velka fakta

Véta. (Wilsonova véta) Pro libovolné prvocislo p plati p | (p — 1)! + 1.

Definice. Definujeme Eulerovu funkci ¢(n) jako podet éisel nepfevySujicich n,
ktera jsou s n nesoudélna.

Tvrzeni. (Fakta o Eulerové funkci) Pro a a n nesoudélna plati a®(™ =1 (mod n).
Pron = pi*---pp* plati p(n) :n(lf p%) (17 pik)
Tvrzeni. Pro iraciondlni a je posloupnost ({ka})s2, husta v [0,1) — tj. v libovol-
ném netrividlnim podintervalu [0, 1) existuje prvek posloupnosti.
Tvrzeni. Prvni cifra éislan je |10{°810m} |

Par tipt pred zacatkem:

(1) Nelekni se velkych ¢isel,

(2) Na vétsinu nasledujicich tloh staéi jen dévka kuraze, na nékteré vlastnosti

¥add,
(3) Pouzivej slabé odhady, v piipadé potieby zesiluj.

Velké cifry

Uloha 1. Urcete prvni a posledni ¢islici a pocet ¢islic éisla 71990, Prozradim, ze
log;4 7 =~ 0.8450980. . .
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Uloha 2. Ukaite, Ze &isla 0,12624120720 ... a 0,248163264 . . ., kde za desetinnou
¢arkou piseme faktorialy, resp. mocniny dvojky, nejsou raciondlni.
Uloha 3. Uréete posledni trojeisli ¢isla 11117,

. 2
Uloha 4. UvaZme posloupnost (a,)%; se ¢leny 2, 22, 22° 22" | Dokaite, 7e
pro libovolné m existuje n takové, Ze pro kazdé k > n plati m | ax — ay,.

Uloha 5. Cislo 94990 m4 3817 cifer a zaéina devitkou. Kolik ¢&isel 9% pro k €

{1,2,...,3999} zac¢ind devitkou? (Prase 1992)
Uloha 6. Jaky je ciferny soucet ¢isla 9999 . ..999 -1234567897
—_
1000

Uloha 7. Ukazte, Ze existuje mocnina 7, jejiz prvni t¥i cifry jsou 420.

- 10

Uloha 8. Ukazte, ze kazdy prvociselny délitel ¢isla 101" 41 m4 alespon bilion
cifer.

Uloha 9. Ukaite, 7e existuje nekonecné mnoho pfirozenych ¢isel n takovych, Ze
gislo [2"v2] + [2"V/3] je sudé.

Uloha 10. (hnus) Ukazte, Ze existuje faktorial, jehoz prvni tii cifry jsou 420.

Prosté jen velky Cisla

10
010

. 10
Uloha 11. Které z sel ¢ (101010 ) a (101 n 1) je vetsi?

Uloha 12. Najdéte cifry a, b a c tak, ze
34! = 29523279903960a14084761860964356c000000.

(Azerbajdzan 2017)
Uloha 13. Ukaite, ze (10™9°)1 > ((61)!)! > (1059)1,

Uloha 14. Ukazte, Ze rovnice 1110722 4 1010"°2 4 910" = 0 m4 dva iracionalni
realné koreny.

21002 21000

Uloha 15. Tvoii kofeny polynomu z3 + 32 +1z2 4 32" +15 4 32741 ¢ kom-

plexni roviné rovnostranny trojihelnik?

Uloha 16. Urcete paritu ¢isla L%J. Prozradim, ze 2027 je prvocislo.

Velké odmocniny

Uloha 17. Dokaite, ze prvnich 2024 cifer za desetinnou ¢arkou ¢isla (5 + v 26) 2024
je stejnych. (Brkos 2007)

Uloha 18. Uréete prvni dvé é&slice pred a za desetinnou éarkou &isla /5362 4 5263
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Uloha 19. Ukaite, ze ¢islo /10002 + 1+ /10012 + 1+ - - - + /20002 + 1 nenfi celé.
Jako (t€z8i) bonus ukaZte, Ze uz potom ¢islo neni ani raciondlni. (Cina)

Uloha 20. Najdéte dolni celou ¢ast ¢isla == + % +e (Brkos 2009)

4 S
Vi 1/20000

(Velké) mitamky na konec
Definice. Definujeme Ackermannovu funkei nésledovné

n+1, pro m =0,
A(m,n) =< A(m—1,1), prom>0an=0,
A(m —1,A(m,n —1)), jinak.

Tato funkce roste velmi rychle, viz nasledujici tloha.

Uloha 21. Ukazte, ze
(1) A(l,n)=n+2,
(2) A(2,n)=2n+3,
(3) A(3,TL) = 2n+3 - 3,
.2
g2
(4) A(4,n) =2 3.
n+3

Uloha 22. V kazdé ze Sesti schranek B;, By, Bs, By, Bs a Bg je na po¢atku jedna
mince. Se schrankami muzeme provadét nasledujici dvé operace:
(1) Vybrat neprazdnou schranku B; , kde 1 < j < 5, odebrat z ni jednu minci
a pridat dvé mince do schranky Bj .
(2) Vybrat neprazdnou schranku By, kde 1 < k < 4, odebrat z ni jednu minci
a navzdjem vymeénit obsahy (pfipadné prazdnych) schranek Byi1 a Byyo.

Je mozné mit v néjaky moment v jedné krabicce 20242024°"** minef? (IMO 2010)
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Navody

1. Rozmysli, jak z logaritmu ziskat pocet cislic.

2. Ukaz ne-periodicitu v néjaké soustaveé, jak?

3. Binomicka véta.

4. Indukuj na ¢(m).

5. Postupné mocni 9%. Kdy se pfehoupne pocet cifer?
6. Zapis jako odecitani pod sebou.

7. Preved na nerovnici v feéi logaritmi.

8. Odhadni fad 10 modulo p.

9. Res tu samou tlohu s LIO”\/iJ + LlO"\/gj.

10. Z hustoty najdi N, ze {log;, N} je malé. Pak se divej na (N + k)! pro mala k.

10
11. Jaka jsou cisla soudélna s 10107 2

12. Na kolik nul kon¢i tenhle faktorial? Pouzij kritéria pro délitelnosti zalozené na
cifrach.
’ n n
13. Plati (%) <nl< (”7“) .
14. Na diskriminant se bude hodit napf. binomicka véta. Pro iracionalitu vhodné

zmodul.

15. Pokud by tvofily, posunn jeho stfed do pocatku. Jak by pak musel polynom
vypadat?

16. Pouzij Wilsona a oddélej celou cast.
2024 2024 P
17. (5 + v 26) + (\/ 26 — 5) je celé cislo.

18. Natvrdo urci celou &ast toho ¢isla. Cislice za desetinnou ¢arkou vem jak po-
sledni cifry stonasobku.

19. Odhadni necelou ¢ast kazdé odmocniny.

20. Teleskopuj odhady 2 (\/E— vk — 1) > ﬁ > 2 (\/k—|— - \/E) Trochu to
zjemni, aby to vyslo.
21. Indukuj.

22. Ukaz, ze maximéalni pocet minci vzhledem k poc¢tu krabicek roste stejné rychle
jako A(n,n).

Literatura a zdroje

[1] Radek Erban: Velkd ¢isla, Matematicky klub, 2000.
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Hledani extrému, aneb ,,Nej-“ pripady

JOSEF ,,JOSE*“ SOURAL

ABSTRAKT. Mnoho tloh ndm dava za kol najit ,nejmensi/nejvétsi mozny pocet,
hodnotu vyrazu, délku usecky, ...“, prosté najit minimum nebo maximum daného
problému. Bohuzel je praveé tento ukol zdrojem jedné z vibec nejéastéjsich ivahovych
chyb v dtikazech, kterd nis pak mize stat hodné bodiki (nejen) v soutézich, jako je
MO. V této prednésce si proto ukdzeme a procvi¢ime, jak tlohy na nalezeni extrému
fesit spravné.
Priklad. (Motivac¢ni)! Kolik nejvice koiiti je mozné naskladat na klasickou Sachov-
nici 8 x 8, aby se vzajemné neohrozovaly?

Reseni. (Spatné) Vezmeme osm konii a ddme je do prvniho fadku $achovnice. Pak
vyskrtame policka, kterd musi zlistat prazdnd, a zjistime, ze jsou to nasledujici dva
tadky. Do ¢tvrtého umistime dalSich osm koni a zopakujeme postup. Vyjde nam, ze
na Sachovnici mizeme koné umistit do tii celych radkit, a dohromady tedy mizeme
umistit dvacet ¢tyfi kont. JelikoZ jsme postupovali nejlepSim moznym zpusobem,
abychom na Sachovnici dostali co nejvice konti, je 24 konit maximum.

Pro¢ je feSeni $patné? Jak uvidime, dava nespravnou odpovéd. Diilezitéjsi ale je,
Ze tvrdi, Ze n&jaky Fesitelem vybrany zptsob umistovani figurek je ,nejlepsi mozny*.
Neni to pravda, a i kdyby ndhodou byla, musel by to fesitel dokazat, a to poradné.

Regend. (Stale $patné) Umistime 8 koiifi na jednu z hlavnich diagonél. Vyskrtdme
policka, kterd néjaky ktn ohrozuje. VSimneme si, ze diagondly ,ob jedna vedle®
zustaly volné, tak na né umistime dalsi koné. Podobnym postupem dokdzeme umistit
koné na vsechna policka kazdé druhé diagonaly, kterych je dohromady 32. To je tedy
urcité maximum.

Toto FeSeni sice (ndhodou) naslo spravny vysledek, podobné jako pfedchozi ale jen
tak tvrdi, Ze zrovna uvedeny postup je nejlepsi taktika na umistovani komii. Viibec
ale nerika, pro¢ by to méla byt pravda. Co kdybychom zacali na vedlejsi diagonéle,
nepostavili bychom tam téch kont ndhodou vic? Nebo co kdybychom misto po dia-
gonélich zacdali umistovat koné néjak jinak? Zkratka: postupti na umistovani kot
je nepreberné mnozstvi. Jak tedy muzeme védét, Ze neexistuje zadny lepsi?

1Pfevzat z povidani k paté sérii sedmadvacatého roéniku. Doporuéuji, je to pouéné ¢teni.
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Jak to tedy délat spravné?

Reseni. (Spravné!) Postavime jednoho koné na $achovnici. V&imneme si, Ze ohro-
zuje jen ta policka, kterd maji opacnou barvu nez to, na némz stoji. Zamyslime se
nad tim a uvédomime si, ze to neplati jen pro tohoto koné, ale zcela obecné. Tedy
urcité umime na Sachovnici umistit alespon 32 konti, protoze tolik je poli jedné barvy.

Je 32 ale opravdu maximum? Rozdélme si Sachovnici na osm obdélnikt 2 x 4.
Kdyby na Sachovnici mohlo byt kont vic, muselo by podle Dirichletova principu
v nékterém z nich byt aspon pét konil. Jenze kazdy z konidl v tomto obdélniku na
jednom poli stoji a jedno ohrozuje, pét koiifi (a tim spis ne vice) se tam tedy nevejde.

Tim jsme dokézali, ze vic nez 32 kond na Sachovnici byt nemtze a ze 32 jich tam
umime postavit, je to tedy skute¢né maximum.

Vyse uvedena $patnd Feseni jsou moznd trochu prehnana, ale je to opravdu casta
tvahova chyba, byt ne vzdy takto jasné viditelna.

Obecné se tedy dikaz, Ze je néco maximum (minimum) sklada ze dvou Gasti:

(1) Nalezneme néjakého kandiddta na extrém (resp. n&jaky piiklad, kdy dané
hodnoty skute¢né dosdhneme) a ukdzeme, Ze spliiuje podminky ze zadéni (je
to validni FeSeni).

(2) Dokazeme, Ze nic vétsiho (mensiho) dané podminky nespliiuje. Nékdy to lze
jednim argumentem jako vySe, nékdy musime jednotlivé rozebrat a vyvratit
vice moznosti.

A nebo klidné totéz v opa¢ném pofadi. Kamenem trazu je pak pravé bod (2), na
ktery se castokrat bud zcela zapomene, nebo se neprovede dostatecéné dusledné. Ale
nyni uz hurd na priklady!

Néco poucného na zacatek

Uloha 1. Hokejového turnaje se ztcastnila éty¥i druzstva, kazdé hralo s kazdym
jinym pravé jeden zapas. V kazdém zapase padl (nenulovy) pocet branek, ktery déli
celkovy pocet gola v turnaji. Kolik nejméné mohlo celkem v turnaji padnout branek,
jestlize v zadnych dvou zapasech nepadl stejny pocet branek? (MO 55-C-1-1)

Zde je dobré si rozmyslet, co se v pfedchozim ptikladé stalo. Typicky maji tlohy
na hledani extrému pfili§ mnoho Feseni na to, abychom mezi nimi extrém nasli
prostym postupnych zkousenim jednotlivych moznosti. V motiva¢nim prikladé na
zac¢atku jsme po nalezeni kandidata na extrém (32 kortii) nalezli chytry nahled na
problém, jakousi ,,omezujici podminku“, kterd nam tohoto kandidata bez dalsi prace
potvrdila.

V tomto pfikladé jsme ovSem vidéli, ze nékdy ndm omezujici podminka nevyda
extrém rovnou, ale jen omezi mnozstvi ,,pfipustnych kandidatt*“ na pocet, ze kte-
rého jiz extrém dokazeme najit postupnym vyzkousenim, rozebranim a eliminovanim
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jednotlivych moznosti. V krajnich p¥ipadech (kdyz je jiz zpoéatku moznosti maly
pocet) se dokonce muze stét, ze zéddnou omezujici podminku ani nenajdeme a extrém
musime hledat takto ,natvrdo“ a jednotlivé kandidaty vyfadit kazdého zvIast.

Uloha 2. Naleznéte kladna reélnd é&isla a, b, ¢ takova, aby jejich soudet byl 100
a jejich soudin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Uloha 3. Naleznéte prirozend a, b, ¢ takova, aby jejich soucet byl 100 a jejich
soucin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Mensi spoiler k pravé uvedenym tlohdm: dikaz extrému sporem nebo vyuzitim
néjaké nerovnosti (se znalosti kdy nastdva rovnost), je dosti Gasty. Ale dost bylo
kecd, ted uz jsme ptipraveni néjaké ty tlozky pokofit!

Na zahiati

Uloha 4. Mame trojthelnik s ¢isly od jedné do Sesti (kazdé pravé jednou) na-
psanymi u jeho vrcholi a stfedd stran. Kdyz pro kazdou stranu secteme t¥i Cisla
na ni napsand, nejveétsi soucet vyjde patnact. Kdyz po dvou seCteme c¢isla napsand
uprostied stran, nejmensi soucet bude ctyii. Jaky nejvyssi mutze byt soucet cisel na-
psanych u vrchold? (PraSe 33—4p-1)

Uloha 5. Kolik nejvice ¢isel miizeme vybrat z mnoziny {1,2,...,99} tak, aby
soucet zadnych dvou z nich nebyl délitelny jedenécti? (MO 58-C-1-5)

Uloha 6. Mgéjme Sachovnici 2n x 2n, které nékdo vylomil dvé protilehla rohova
policka. Kolik nejvice dominovych kostek 1 x 2 na ni mizeme naskladat?

Uloha 7. Mame &isla od 1 do 2024 a chceme je uspofadat na kruznici tak, aby
soucet vSech absolutnich hodnot rozdilti sousednich ¢isel byl co nejmensi. Jak to
mame udélat a jaké bude toto minimum? (PraSe 33-4p—2, upraveno)

Uloha 8. M¢éjme ttvar sloZeny z Sesti fad &tvereckit pod sebou o poétech dva,
Ctyfi, Sest, Sest, Ctyfi a dva ctverecky, ktery je navic osové soumérny podle svislé
i vodorovné osy (viz obrézek). Kolik nejvice étvereckt mizeme obarvit, aby v zddné
sikmé fadé nebyly t¥i obarvené ¢tverecky vedle sebe? (MO 49-C-II-3, upraveno)

Uloha 9. Jaky nejvyssi pocet podmnozin mnoziny {1,2,...,n} mizeme vybrat,
aby zaddné dvé z nich nemély spolecné vice nez dva prvky?
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wovr

Zajimavéjsi tlozky

Uloha 10. Urcete, jaky nejvyssi mitize byt soudet redlnych &isel z, y, pro ktera
plati 22 + 2zy + 4y% = 1. (PraSe 21-1-2)

Uloha 11. Na ¢&tvereckovaném papife 5 x 5 hrajeme lodé, piicemz nas soupef
mé pravé jednu lod. Ta je tvaru tetromina L, tedy fady tii ¢tvereckt, kterd mé na
nékterém konci nalepeny jeden ¢tverecek do boku. Kolik nejméné poli musime styelit,
abychom méli jistotu, Ze lod zasdhneme (nehledé na jeji umisténi, resp. otoceni
a preklopeni)? (MO 58-B-11-2)

Uloha 12. Mgéjme pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C. Pro
jakou polohu bodu P umisténého na jeho obvodu bude soucet |PA| + |PB| + |PC]|

nejmensi? (PraSe 27-5-3)
Uloha 13. Naleznéte realna ¢isla p, ¢ tak, aby rovnice 22 4+ pz + ¢+ 1 = 0 méla
realné feseni a soucet p? + ¢2 byl nejmensi mozny. (PraSe 21-1-4)

Néco tézsSiho na zavér

Uloha 14. Naleznéte nejmensi piirozené ¢islo k takové, ze kazda k-prvkova mno-
zina trojcifernych po dvou nesoudélnych ¢isel obsahuje alespon jedno prvoéislo.

(MO 56-B-1-3)
Uloha 15. Naleznéte realné ¢islo p takové, aby rovnice 22 +4px +5p? 4 6p—16 = 0
méla dva riizné redlné kofeny 1, xo a aby soucet 23 + 22 byl co nejmensi.

(MO 51-B-1-1)
Uloha 16. Mgjme ostrouhly trojihelnik ABC. Pro libovolny bod L jeho strany
AB ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC'. Pro kterou polohu
bodu L je tse¢ka KM nejkratsi? (MO 56-B-11-4)
Uloha 17. Pro V(a,b,c) =a+b+c+4(1—a)(1—b)(1—c)+3abcaa,b, c € (0,1)
dokazte nerovnost

1< V(a,b,c) <6.

(PraSe, seridl k 29. ro¢niku)
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Navody

1. Rozmysli si teoreticky nejmensi mozny pocet branek a pak vzestupné eliminuj
ty pocty, které nespliuji zbylé podminky zadani.

Pouzij AG nerovnost.

Postupuj sporem.

Jakymi zptsoby lze rozlozit na soucet ¢isla 4 a 157

Které zbytkové tiidy (mod 11) se ti nesmi potkat?

Obé vylomené policka maji stejnou barvu.

AN i i

Pouzij jedno znéni trojuhelnikové nerovnosti, konkrétné ze pro vSechna a, b, ¢
realna plati [a —b] <|a—c|+ |c =]
8. Vsimni si, ze Gtvar 1ze rozdélit na nékolik disjunktnich Sikmych radka délky 3.

v

9. Sporem dokaz, Ze ,nejvyhodnéjsi“ je zahrnout vSechny podmnoziny o trech

a méné prvcich.

10. Piepis do tvaru (z +y)? = 1 — 3y°.

11. Herni pole si rozdél na &tyfi obdélniky 2 x 3 (resp. 3 x 2) a jedno polic¢ko
uprostied. Kolik policek musis nejméné strelit v kazdém z téchto obdélnika?

12. Dva ze sc¢itanct se vzdy seCtou na délku jedné ze stran, tfeti je minimélni,
kdyz P je pata vysky. Kterou patu hleddme dokaz sporem.

13. 7 diskriminantu dostaneme p?> > 4q + 4. Pozor, ze musime zvlast rozebrat
pfipady, kdy (v zavislosti na ¢) miZe a nemize nastat rovnost.

14. Vyuzij toho, ze mocniny dvou riznych prvocisel jsou nesoud€lné.

15. Pouzij Vietovy vztahy.

16. Thaletova kruznice nad C'L a véta o obvodovém a stfedovém uhlu té dovedou
ke |KM| = |CL| - sin~.

17. Vsimni si, ze vyraz je linearni v kazdé proménné. Kvuli tomu miize svych
extrému nabyvat jenom pro krajni hodnoty vSech proménnych.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je zalozen na prispévku od Bdry Kocidnové z roku 2017, ktery jsem
pouze trochu doplnil a zmodernizoval. Za jeho pfedlohu timto Bafe dékuji.

[1] Bara Kocidnova: Hleddni extrémi, Zasada, 2017.
[2] Ulohy pochézeji z uvedenych ro¢nik matematické olympiady a MKS.
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Antirovnob€znost a izogonaly

JOLGA STRAITOVA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva geometrickym principem antirovnobéznosti a s nim
souvisejicich pojmu jako izogonaly, isogonal conjugates (kamarddi) a symedidny a pre-
devsim jejich vyuzitim pii feseni tloh. Znalost téchto pojmi a vztahtt mezi nimi
Casto nabizi moznost alternativniho feSeni tloh fesitelnych i se zakladnimi znalostmi
o thlech.

AntirovnobéZnost
Definice. Je dan tihel XVY a jeho osa o. Pfimky p a ¢ nazveme antirovnobézné
v tthlu XVY, pokud pro osovy obraz p’ piimky p podle o plati p’ || q.

Tvrzeni. Piimky p a q jsou antirovnobézné v daném thlu, pravé kdyZ nastane
jedna ze situaci zachycenych na nasledujicich obrazcich.
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Tvrzeni. (Antirovnobézkové lemma) Necht je dén trojihelnik ABC s kruznici
opsanou w. Dale predpokladejme, ze pfimka p protne w v bodech P a (). Potom jsou
pfimky BC' a p antirovnobézné v tihlu BAC pravé tehdy, kdyz plati |AP| = |AQ)|.

Uloha 1. Na kruznici k je déna tétiva AB. Oznaéme S stied kratsiho oblouku
AB. Bodem S vedeme dvé rtzné piimky, které protnou AB a k ve Ctyfech dalSich
bodech. Ukazte, ze tyto ¢tyfi body lezi na kruznici.

Uloha 2. Necht ABCD je lichobéznik s AB || CD. Kruznice opsana trojihelniku
BCD protne pfimku DA v bodé E rizném od D. Ukazte, ze C'B je te¢na ke kruznici
opsané trojuhelniku ABE.

Uloha 3. Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K, L
po fadé body dotyku jejich spole¢né teény zvolené tak, ze bod B je vnitinim bodem
trojuhelniku AK L. Na kruZnicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak, aby bod A
byl vnitinim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ¢tyithelnik K LM N je tétivovy pravé
tehdy, kdyz pfimka M N je teCnou kruznice opsané trojuhelniku AK L.

Uloha 4. Nechf je ABCD lichobéznik se zakladnami AD a BC. Ozna¢me O prii-
secik jeho tthlopricek a o osu <BOC'. Déale ozna¢me By, C; obrazy bodu B, C v osové
soumérnosti podle o. Dokazte, ze thly BDB; a CAC, jsou stejné velké.

Izogonaly a kamaradi

Definice. Je dan thel XVY a jeho osa o. Pak pokud jsou pfimky p a ¢ antirovno-
bézné v thlu XVY azaroven V € paV € ¢, potom tyto pfimky nazyvame izogondly
(jsou izogondlni v thlu XVY').

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojuhelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
zobrazime podle os thlt CAB, ABC a BCA. Pokud se tyto tfi pfimky protinaji
v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal conjugate bodu P vzhledem

k trojuhelniku A BC'; neformalné mu budeme fikat kamardd bodu P vzhledem k troj-
thelniku ABC.

Poznamka. Co se kamardda tyce, nebudeme se zde vénovat bodim leZicim na
kruznici opsané trojuhelniku a bodim lezicich na pfimkach, na kterych lezi strany
trojuhelniku.

Tvrzeni. (Alternativni definice kamardda) Kamardd bodu P je stiedem kruznice
opsané trojihelniku s vrcholy v osovych obrazech P podle stran trojithelniku ABC.

Tvrzeni. Kazdy bod ma vzhledem k trojihelniku ABC kamarada.

Tvrzeni. (Six feet theorem) Necht P a @ jsou kamarddi vzhledem k AABC'. Necht
P, je projekce bodu P na BC. Analogicky definujme Py, P., Q., Qp a Q.. Pak P,,
By, P., Q., Qp a Q. lezi na jedné kruznici, jejiz stied splyva se stiedem P().
Uloha 5. Najdéte viechny body, které jsou svymi vlastnimi kamarady.

Uloha 6. Ukazte, 7e kamarad kamarada je ptivodni bod.
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Kamaradi H a O

Tvrzeni. V trojihelniku ABC jsou H a O postupné ortocentrum a stied kruznice
opsané trojuhelniku ABC. Potom AO a AH jsou izogonalni v thlu BAC, neboli O
a H jsou kamaradi vzhledem k trojihelniku ABC.

Uloha 7. V trojuhelniku ABC plati, Zze vyska a téznice z vrcholu A rozdéli dhel
BAC na tfetiny. Urcete vnitini thly v trojuhelniku ABC.

Uloha 8. V AABC s ortocentrem H osa tse¢ky BH protina strany AB a BC
v bodech D a E. Ukaite, ze |<BOD| = |[<BOE|.

Symediany

Definice. Je dan trojuhelnik ABC. P¥imku, ktera je izogonalni s téznici z vrcholu
A v thlu BAC, nazveme A-symedidnou trojuihelniku ABC.

Tvrzeni. Ke kruznici opsané trojithelniku ABC' sestrojime te¢ny v bodech B a C'
a jejich prisecik oznacime M. Pak AM je A-symediana v trojihelniku ABC.

Tvrzeni. Symediany se protinaji v jednom bodé.

Uloha 9. V konvexnim é&tyfthelniku ABCD, kde oznac¢ime M stied AC, plati
|[<BMC| = |<CMD| = |<BAD)|. Dokazte, ze ABCD je tétivovy.

Uloha 10. Je dan trojthelnik ABC' s kruznici opsanou w, ve kterém plati |AC| =
2 - |AB|. Te¢ny k w v bodech A a C se protinaji v bodé P. Dokazte, ze priseéik
piimky BP a osy strany BC' lezi na w.

Uloha 11. Nechf je ABC rovnoramenny trojthelnik se zakladnou BC. Bod P
lezi uvnitf trojuhelnika ABC tak, ze |[<CBP| = |[<ACP|. Necht M je stied BC.
Dokazte, ze |[<BPM]| + |<CPA| = 180°.

Dalsi alohy

Uloha 12. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyka stran AABC. Ukazte, ze P a Q jsou
kamaradi.

Uloha 13. Je dan thel o velikosti a s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polopfim-
kami uy a us vychazejicimi z A. Uvnitf thlu ujus je ddn bod B neleZici na jeho ose
a je dana velikost thlu g, kde a@ < # < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice boda
X, Y takové, ze X € u1, Y € ug, A lezi mimo thel X BY a <X BY = (. Pak kazdy
z bodi A, B ma tu vlastnost, ze vidi tsecku XY stale pod stejnym thlem. Ukazte,
7e existuje treti bod s touto vlastnosti.
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Uloha 14. V konvexnim &tyfFahelniku ABCD plati, ze piimka BD neptili ani
thel <ABC, ani <CDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliwuje |[<PBC| = |<DBA|
a |<PDC| = |<BDA|. Ukazte, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz |AP| = |CP|.

Navody

1. Pouzij Antirovnobézkové lemma.

2. Rozmysli si pomoci Tvrzeni 2, jak vyuzit antirovnobézky k ditkazu toho, ze je
pfimka tecnou.

Primky antirovnobézné ke stejné pfimce v tomtéz tthlu jsou rovnobézné.
Pouzij definici antirovnobéznosti.

Jsou ¢tyfi.

Pouzij originalni definici kamaréada.

Stied kruznice opsané lezi na téznici.

Preklop O a H podle stran trojuhelniku.

© X N> oe®

Pridej si do nacrtku stfed kruznice opsané trojuhelniku ABD.

10. Uhel, ktery svira téznice z bodu B se stranou BC, je z izogonality stejny jako
thel, ktery svirda B-symediana se stranou AB.

11. Ozna¢me prunik pfimky AP se stranou BC' jako X. Pak chces ukazat, zZe
|<BPM| = |<XPC|. Use¢ka PM je téznici trojuhelniku BPC.
12. Elipsa je mnozina bodu s néjakou vlastnosti. Jakou?

13. Ten bod je kamardd k B vzhledem k (libovolnému) trojthelniku X AY. Pro
dikaz toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZij definici kamarada jako stied
kruznice opsané obraziim pres strany.

14. Body A a C jsou kamaréadi vzhledem k ABPD.

Literatura a zdroje
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Konvexni kombinatoricka geometrie

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. Pracovat s rovinou je strasna nuda. Jakoze désnd nuda. V prednasce
se podivame na zoubek tloham i ve vysSich dimenzich a zjistime, Zze i kdyz si je
vyslovené neumime predstavit, pracovat s nimi neni tak obtizné. Zaméfime se na
konvexni kombinatorickou geometrii, ktera se mnohdy vyskytuje v olympiadach. Bude
to krasné a bude toho dost!

Kombinatorickd geometrie je velice rozsahlé odvétvi, u kterého tak trochu plati,
ze kazdy priklad potifebuje svij vlastni napad. Proto se také mnohdy vyskytuje
v olympiadach. Lze na ni vyuzivat spoustu riznych pfistupd — spojitost, extremalni
princip, triangulaci, invarianty atd. atp. Hodné uzite¢nou byva typicky témér ve
v8ech kombinatorickych tilohach i indukce.

My se ale podivame na jiné, trosku vysokoskolské odvétvi, budeme si hrat hlavné
s mnozinami bod® a podivame se, co vSechno v sobé mohou skryvat za taje.

Vzhuru do bitvy!

Na rozehrati

Uloha 1. Dokazte, Ze kazdy mnohotihelnik obsahuje alespoii jednu svoji diagonalu.

Uloha 2. Hokejista se pfipravuje na novou sezénu. M4 tii puky a pokazdé jeden
z nich odpali tak, ze proleti mezi zbylymi dvéma. Mize hokejista 2025. odpalem
vratit puky do puvodni pozice?

Uloha 3. Uvniti 2n-tihelniku se nachazi Kiivej Jack. Ze vSech vrcholii najednou
po ném vystfelime. Zadna st¥ela nezasahla vrchol. Dokazte, Ze nékters strana musela
byt zasazena dvakrat.

Uloha 4. Mgjme konvexni n-tthelnik (n > 3) a pro bod uvniti ného uvazme jeho
kolmé projekce na strany mnohotihelniku (jakozto pfimky). Dokazte, Ze alespoii
jedna z projekci lezi uvnitf piislusné strany (jakozto usecky).

Ohmatejme si pojmy
Definice. (Obecna poloha) O mnoziné bodt fikdme, Ze je v obecné poloze, paklize

zadné t1i jeji body nelezi v primce.
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V prednéice ¢asto budeme pouzivat termin uzavieny poloprostor. V R! tim mys-
lime polopfimku véetné hrani¢niho bodu, v R? je uzavieny poloprostor polorovina
véetné hraniéni pfimky, v R? je to rovina a vSechno v jednom sméru od ni atd.
Poradna definice je nasledujici:

Definice. (Uzavieny poloprostor) Méjme nenulovy vektor a = (aq,as,...,aq) €

R? a re4lné ¢islo b. Pak mnozina bodt z = (z1, 7, .. ., 74) spliujicich Zgzl a;x; > b
je uzavreny poloprostor.

Pojdme si nejprve néjak intuitivné Fict, co je to konvexita, nez se ponofime do
té poradné, formalni definice. VSichni asi vite, Ze mnozina je konvexni pravé tehdy,
kdyz vezmeme-li dva jeji body a tseCku mezi nimi, tak vSechny body na takové
Gsecce stale lezi v dané mnoziné.

Definice. (Konvexni mnozina) Mnozina bodéi C C R? je konvezni, pokud pro
kazdé dva body =,y € C a kazdé t € (0,1) lezi ta + (1 —t)y v C.

Uloha 5. Najdéte pitklad mnoziny M C R2, ktera je sjednocenim dvou konvex-
nich mnozin a jejiz doplnék se sklada z 5 navzdjem oddélenych oblasti (komponent
souvislosti).

Cviceni 6. Zkuste si rozmyslet, Ze formélni definice opravdu fiké totéz.

Co by potom byl konvexni obal néjaké mnoziny? Intuitivné néjakd takova mno-
Zina, kterd tu nasi bude tésné obalovat (tedy bude nejmensi obsahujici nase body)
a zaroven bude konvexni. Muzeme si to predstavit tak, ze okolo nasi mnoziny umis-
time gumicku a nechame ji se smrsknout. Gumicka nam urcité zajisti, ze to, co
obkli¢i, bude konvexni, zaroven, kdyby mohla byt mensi, tak by se gumicka smrskla
vice. Jak si ale pofadné formalizovat toto obalovani gumicky?

Definice. Konvezni obal mnoziny C C R? (conv(C)) je priinik viech konvexnich
nadmnozin C.

Definice. Konvezni kombinace bodt x,xs,...,2, z mnoziny C C R? je bod
(vektor) tvaru > oz, kde oy > 0a > a; = 1.

Cviceni 7. Rozmyslete si, co vlastné konvexni kombinace znamena.

Tvrzeni. Konvexni obal mnoziny C' C RY tvoii vechny konvexni kombinace bodii
z C.

Cvicéeni 8. Existuje konvexni mnozina bodu takové, Ze kdyZ z ni odebereme libo-
volny bod, piestane byt konvexni?

Cviceni 9. Dokaz, Ze prunik libovolného poc¢tu konvexnich mnozin je konvexni.

Véta. (Carathéodory) Méjme mnozinu X C Re. Pak kazdy bod z conv(X) se da
vyjadiit jako konvexni kombinace maximalné d + 1 bodu z X.

Véta. (O oddélovani) Méjme konvexni neprazdné mnoziny C,D C R9 kde
C N D ={. Pak je Ize (neostie) oddélit nadrovinou.
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Cviceni 10. Rozmyslete si, jak musi mnoziny vypadat, aby Sly oddélit ostfe.

Lemma. (Radon) Méjme mnozinu A d+2 bodii v R?. Pak existuji dvé disjunktni
podmnoziny Ay, Ay C A takové, Ze conv(A;) Nconv(Az) # (.

Poznamka. Bodu v priniku téchto dvou podmnozin se ¥ikéa Radonuv bod.

Cviceni 11. V prostoru lezi alespon pét bodu. DokaZte, Ze je lze obarvit dvéma
barvami tak, aby Zadna rovina neoddélila ostfe jednu barvu od druhé.

Véta. (Helly) Méjme konvexni mnoziny Cy,Cs,...,C, C R% n > d + 1. Necht
je prunik kazdé d + 1-tice téchto mnozin neprazdny. Pak je prinik vSech n mnozin
neprazdny.

Cviceni 12. Rozmyslete si, Ze d-tice nestadi.
Cviceni 13. Najdéte nekonvexni mnoziny, pro které véta neplati.

Véta. (Nekoneény Helly) Pokud se kazdych d + 1 z libovolné mnoha konvexnich
uzavienych a omezenych podmnozin R? protind, protinaji se vSechny.

Zaciname

Uloha 14. Rekneme, Ze kone¢na mnozina bodti v roviné je pospolitd, pokud pro
kazdé t¥i jeji body existuje jednotkovy kruh, ktery tyto body obsahuje. Dokaz, Ze
kazdou pospolitou mnozZinu lze pokryt jednotkovym kruhem. (PraSe 40-4j-4b)

Uloha 15. Ctvercovy dort o rozmérech 6 x 6 chceme shora pokryt kousky ¢okolady
2 x 1. Ukazte, ze at plochu vyplnime jakkoli, vzdy mtzeme dort rozkrojit, aniz
bychom krajeli dvojdilek ¢okolady.

Uloha 16. Jane nakreslila na papir kiivku a vsimla si, Ze vzdéalenost libovolnych
dvou jejich bodi je nejvyse 1. Dokaz, ze Jane mtze namalovat ¢tverec o strané 1,
ktery zakryje celou kiivku.

Uloha 17. Lze prostor obarvit péti barvami (kazdd musi byt pouzita) tak, aby
kazda rovina byla nejvyse trojbarevna?

Uloha 18. Necht M je kone¢nd mnozina alespoii étyF bodd v roving, z nichz
nékteré jsou Cervené a zbylé modré. Navic plati, ze pro libovolnou ¢tvetici V' bodt
z M existuje piimka, kterd ostfe oddéluje ¢ervené body z V' od modrych bodia z V.
Dokazte, ze pak existuje pfimka ostie oddélujici vSechny ¢ervené body z M od vSech
modrych boda z M.

Uloha 19. V roviné lezi nékolik mnohotihelnikil, z nichz kazdé dva se protinaji.
Dokazte, ze existuje primka, ktera je vSechny protina.

Uloha 20. Je dan bod A a nékolik mnohotihelnikt v roviné takovych, ze kazdé dva
maji neprazdny prunik. DokazZte, Ze existuje kruznice se stfedem v A, ktera protind
vSechny tyto mnohotuhelniky nebo se jich alespon dotyka.
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Uloha 21. Necht A je mnozina bodt v roviné takova, ze kazdé dva body maji

V3 takovy, ze A lezi

vzdélenost nejvyse 1. Dokazte, ze pak existuje kruh o poloméru 5

v tomto kruhu.

Uloha 22. Rekneme, 7e soubor C' = {C}, ..., C,} konvexnich mnoZin v roviné ma
(p, q)-vlastnost, pokud n > p a z kazdé p-tice z C lze vybrat ¢ mnoZin s neprazd-
nym prinikem. Nazvéme Spendlikovosti s(C) souboru mnozin C velikost nejmensi
mnoziny bodtit X C R? takové, Ze kazdé C; € C obsahuje alespoii jeden bod z X.

Dokazte, ze je-li C' koneény soubor osovych obdélniki (tj. uzavienych obdélnikt
s hranami rovnobé&znymi s osami) s (2, 2)-vlastnosti, pak s(C) = 1.

Uloha 23. Dokaite, Ze pokud je C' koneény soubor osovych obdélniki se (4, 3)-
vlastnosti, pak s(C) < 2.

Uloha 24. Méjme n bodti v roving, n > 3, pfi¢emz zadné tfi z nich nelezi v piimce.
Uvazujme vnitini thly vSech trojahelniki s vrcholy v danych bodech a velikost
nejmensiho takového thlu oznac¢me . Pro dané n najdéte nejveétsi mozné ¢.

(MO A-64-11-4)

Pfituhuje

Uloha 25. Bud I kone¢né mnoZina rovnobé&znych tsecek v roviné. Necht ke kazdy
tfem tseckam z [ existuje pfimka protinajici vSechny tii. Ukazte, ze existuje pfimka
protinajici vSechny tsecky z I.

Uloha 26. V roviné je dano n > 3 bodii. Zabodnéte do roviny 2n — 5 $pendliki
tak, aby propichly vnitfek kazdého trojihelniku s vrcholy v danych bodech.

Uloha 27. Kazdé t¥i body z kone¢né podmnoziny roviny jdou pokryt paskem sitky
1. Dokazte, ze 1ze pokryt celou mnozinu paskem Sirky 2.

Uloha 28. Necht C1,Cs,...,C,, n > 3, je soubor konvexnich mnozin v roviné
a K je tisecka (0,1) x {0}. Ukazte, Ze pokud prunik kazdé trojice mnozin obsahuje
posunutou kopii K, pak prinik vsech obsahuje také posunutou kopii K.

Uloha 29. Na vesmirné ploSe se pase kone¢né mnoho krav, kazda krava je bud
éernd, nebo bild. Kravy se nehybou. Necht v kazdé skupiné étyt krav lze rovnym
plotem oddélit ¢erné od bilych. UkazZte, ze v celém stadu lze rovnym plotem oddélit
¢erné od bilych.

Uloha 30. V lese nejtemnéjsim z nejtemnéjsich rostou tenké stromy, z nichz kazdy
je niz§i nez 1012 metrt. Zadné dva stromy od sebe nejsou dal, nez kolik ¢ini rozdil
jejich vysek. Dokazte, Ze cely temny les bude pfisti rok mozné obehnat zdi dlouhou
2025 metra. (upravené MKS 26-1-7)

Uloha 31. Je dan mnohotihelnik o obsahu n. Dokazte, Ze je mozné jej vlozit do
roviny tak, aby pokryval (hranice se po¢itd) alespoii n + 1 m¥izovych bodi.
87



KONVEXNI KOMBINATORICKA GEOMETRIE

Uloha 32. V roviné jsou dany body P, A;, As, . .., Asgas v obecné poloze. Dokazte,
ze pocet vSech trojuhelnikd A;A; Ay, uvniti kterych lezi bod P, je sudy.

Uloha 33. Mame dvé kruznice s obvodem 1000. Na jedné z nich je vyznaceno 1000
bodtd a na druhé nékolik obloukt o celkovém souctu nejvyse 1. Dokazte, Ze na sebe
mizeme obé kruznice polozit tak, aby vsechny vyznacené body lezely mimo vnitiky
vyznacenych obloukt.

Uloha 34. Mame v roviné 100 bodt v obecné poloze. Dokazte, 7e mezi vSemi
trojihelniky tvofenymi témito body neni vice nez 70 % ostrouhlych.
(IMO 1970)

Uloha 35. Nakreslime do roviny trojihelnik RGB. Rozdélime jej na nékolik men-
Sich trojahelnickd tak, aby zadny trojihelnicek nemél vrchol uvnitt strany jiného
trojuhelnicku. Nyni obarvime vrcholy trojuhelnickt ¢ervené, zelené a modre tak, aby
vrcholy velkého trojuhelniku dostaly prislusné barvy. Déle vrcholy na stranach musi
dostat barvu jednoho z prilehlych vrcholt velkého trojihelnika. Dokazte, ze ma pak
jeden z malych trojihelnickd vSechny vrcholy rtizné barevné.

(Sylvester problem)

Uloha 36. Pridorys galerie ma tvar n-uhelniku. Kolik straznikii (v zavislosti na n)
potfebujeme, abychom je mohli rozestavit tak, Zze dohromady uvidi na celou galerii?
Straznik vidi vSemi smeéry.

Z IMO

Uloha 37. Rozmisténi 4027 bodt v roviné nazveme kolumbijskym, jestlize je z nich
2013 cervenych, 2014 modrych a zadné t¥i nelezi v pfimce. O skupiné pfimek v roviné
fekneme, Ze je dobra pro dané rozmisténi, jestlize:
(1) zadn4 z pfimek neprochazi zddnym bodem rozmisténi,
(2) zadna z ¢asti, na které je rovina piimkami rozdélena, neobsahuje body rtiz-
nych barev.

Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 bodi v ro-
viné v ni existuje skupina k£ dobrych pfimek. (IMO 2013-2)

Uloha 38. Kazdé strané b konvexniho mnohothelniku P pfifadime maximalni
obsah trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoZ jedna strana je b. Dokazte, ze soucet
obsahti prifazenych vsem stranam mnohotuhelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku
obsahu mnohotihelniku P. (IMO 2006-6)

Uloha 39. Nechtf S je étverec se stranami délky 100 a L je lomend ¢ara uvniti S,

ktera se neprotind (ani nedotykd). Pfedpokladejme, Zze pro kazdy bod P na hranici

S je mozné nalézt bod na L, ktery neni od P dal nez % Dokazte, ze je mozné na

L najit dva body X,Y takové, ze | XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alespoi

198. (IMO 1982-6)
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Uloha 40. Na nekoneéné tabuli lezi list papiru (vypada jako tento ...). Mecha-
nicka Cassie si tajné zvoli konvexni 2024-thelnik P, ktery cely lezi na listu papiru.
Kapitan Callahan chce najit vsechny vrcholy P. Callahan mutze v jednom kroku
nakreslit na tabuli pfimku g, kterd neprochazi listem papiru. Poté mu Cassie vrati
primku h rovnobéznou s g takovou, ktera je ze vSech rovnobéznych piimek procha-
zejicich alespon jednim vrcholem P nejblize ke g. Dokazte, Ze existuje kladné celé
¢islo n takové, ze Callahan umi vzdy uréit vSechny vrcholy P v nanejvys n krocich.

(MEMO 2024-12)

Mate hlad? Dame si sendvic!

Definice. Mg¢jme n-bodovou mnozinu X C R?. Pak bod z € R% se nazyva stredo-
bod' mnoziny X, pokud kazdy uzavieny poloprostor obsahujici z obsahuje alespoi
747 bodiiz X.

1

Definice. Pokud v definici vySe nahradime koeficient T

«a-stredobod.

obecnou «, fika se bodu

Cviceni 41. Jak vypadaji mnoziny bodt, pro které existuje 1-stfedobod?

Cviéeni 42. Nechf X je kone¢né neprazdnd mnozina bodt v roving. Jak vypadéa

mnozina jejich Wﬂ—stfedobodﬁ?

Véta. (O stfedobodu (Centerpoint theorem)) KaZd4 koneénd mnoZina bodii v RY
ma alespon jeden stiedobod.

Vé&ta. (O sendvi¢i) Reknéme, e nadrovina h pili kone¢nou mnozinu A, pokud
o . . . . . |14 .

kazdy z otevienych poloprostort definovanych h obsahuje nanejvys LTJ bodu z A.

Tvrdime, e kazdych d koneénych mnozin v R? Ize rozpiilit zaroveri jednou nadrovi-

nou.

Uloha 43. Nechf A, Ay, ..., Ay jsou disjunktni mnoziny v R¢ takové, Ze kazda

A; obsahuje n bodu a body z Uf-lzl A; jsou v obecné poloze (tedy zadné nadrovina

neobsahuje vic nez d bodi z tohoto sjednoceni). Ukazte, Ze potom lze body z Ule A;
rozdélit do n duhovych d-tic (mnoZin {x1,xs, ..., x4}, kde z; € A;), jejichZ konvexni
obaly jsou disjunktni.

Snad pro Tebe byla dvojpfednéaska dost vycerpavajici :). Pokud by Té zajimalo
vic, urcité se podivej do skript k predmétu Zaklady kombinatorické a vypocetni
geometrie, ze kterych jsem pomérné dost Gerpala (a také ziskala nadSeni pro toto
téma).

1V angli¢ting centerpoint.
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Navody

1. Triangulace.

2. Jak se zméni poradi puki coby vrcholi trojuhelniku v kladném sméru po jednom
odpalu? Mize zistat po lichém poctu stejné?

3. Spoj si body lezici proti sobé. Podivej se, v jakych polorovinach Jack stoji.

4. Spoj bod uvnitt s vrcholy mnohotihelniku. Mtzou mit vSechny vzniklé trojihel-
niky pouze jeden ostry thel u stran mnohothelniku?

14. Uvaz jednotkové kruznice se stfedy v bodech mnoziny. Hmmm. Nejsou to na-
hodou konvexni itvary? Hmmm a neprotinaji se nadhodou?

15. Dokaz, ze pokud na potencialni ¢are fezu lezi dilek, pak tam lezi jesté aspon
jeden.

16. Pro tfi ¢tverce s rovnobéznymi stranami plati, Ze kdyz se kazdé dva z nich
protinaji, protinaji se i vSechny tfi.

17. Ne. Vezmi ¢tyfi rizné barevné body a rozlis dva pfipady podle toho, zda lezi
v roviné, nebo ne.

18. Necht B je mnozina vSech modrych bodt a C mnozZina vSech dervenych. Uvaz
jejich konvexni obaly a dokaz, ze na né jde pouzit Oddélovaci vétu.

19. Promitni mnohothelniky na primku.

20. Pro kazdy z mnohothelniki uvaz ty hodnoty poloméru, pro které piislusna
kruznice mnohothelnik protind. Co pro tato rozmezi plati?

21. Hellyho véta.

22. Vezmi silibovolnou trojici obdélnikt a dokaz, ze maji neprazdny prinik. Vyuzij
toho, ze to jsou obdélniky.

23. Zafixuj si obdélnik, ktery se neprotinad s co nejvice obdélniky a rozdél na pri-
pady (je-li to zadny, jeden nebo dva a vice).

24. Vezmi bod na konvexnim obalu, kterému prislusi thel alespon ”7—:21800.
25. Vyjadri fikané pfimku jako bod v roviné a naroubuj na tlohu Hellyho vétu.
26. Dvakrat vhodné posun pivodni body a nakonec jesté néco usetri.

27. Uvaz nejvzdalenéjsi dvojici bodi.

28. Hellyho véta.

29. Uvaz konvexni obaly ¢ernych a biljch krav, pouzij Oddélovaci a Caratheodo-
ryho vétu.

30. Projed stromy od nejmensiho k nejvétsimu a uzavii cestu.
31. Nakrajej mnohothelnik miizkou a vzniklé dilky nasklddej na sebe.

32. Dokaz, ze se parita zkoumaného poc¢tu nezméni, kdyz bod P pteleze tisecku.
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33. Na prvni kruznici pfipevni kreslici bod a otéacej jim po druhé. Kreslici bod
necht kresli pravé tehdy, kdyZ je aspon né&jaky bod na zakdzaném tzemi.

34. Dokaz tvrzeni nejdiiv pro 75 %, za timto tGéelem uvaz &tvefice bodt. Pak
vylepsi odhad.

35. Uvaz graf, jehoz vrcholy jsou malé trojihelnicky a posledni vrchol je zbytek
roviny. Dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz pfislusné oblasti sdili
tsecku s ¢ervenym a zelenym krajnim bodem. Zamysli se nad paritou stupna vrcholu.
36. Rozdél n-thelnik na trojihelniky a obarvi kazdy vrchol jednou ze tii barev
tak, aby kazdy z trojuhelnikt byl tfibarevny.

37. Dva body jdou oddélit od ostatnich dvéma pifimkami. Uvaz konvexni obal
a oddéluj tu lepsi barvu. Pro odhad vSechny body nasyp na pravidelny 2027-tthelnik.
39. Predstav si postupné kresleni této ¢ary. Po dokonceni (uspokojeni vSech bodi)
jedné strany ¢tverce budou dvé protéjsi strany nacaté, ale nedokoncéené. Z toho musi
existovat cesta k jedné strané a zpatky, kterd bude dlouhd 198.

43. Indukci, zkus dokazat n — 2n an — 2n + 1.

Literatura a zdroje

Chtéla bych podékovat predevsim Davidu Hruskovi, z jehoz iKSkové prednasky jsem
prevzala vétsinu piikladia. Dékuji také Majdé a Pepovi, ktefi napsali super serial!
[1] Jifi Matousek: Introduction to Discrete Geometry, skripta KAM MFF UK,
2003.
[2] David Hruska: Kombinatorickd geometrie a konvezita , sbornik iKS, 2015.
[3] Pepa Minaiik, Majda MiSinova: Kombinatorickd geometrie, PraSe¢i seridl,
42. roc¢nik.

91



Obsah

Eulerova funkcia (Natalia Batorovd) . . . ... ... ... ... .. ..... 3
Nejvétsi spoleény délitel (Kafa Danilina) . . . . .. ... ... ... .... 7
Pellova rovnice a kvadratické fady (Matéj Dolezalek) . . . . . . . . . .. 12
Kombinatorické nepocitani (Alica Domanyova) . . . . . . . ... ... .. 22
Svrékav bod (Alica Domanyova) . . . . . . oo 28
Vypodetni slozitost (Vojta Gadurek) . . . . .. ... ... ... ...... 32
Nelinearni soustavy rovnic (Matéj Gajdos) . . . . .. ... .. ... ... 35
Indukce v kombinatorice (Klarka Grinerovd) . . . .. ... ... ... .. 41
Jensenova nerovnost (Vit Hanika) . . . ... .. ... ... ... ... .. 45
Dotyénice (Michal Pecho) . . . . . .. . ... ... oo 0oL 52
Pascal (Michal Pecho) . . . . ... ... ... ... ... . ... 57
Diskrétni kalkulus (Daniel Perout) . . . .. ... ... ... ... ..... 61
Eliptické k¥ivky (Zdenék Pezlar) . . . . . ... ... ... ... ... .. 67
Velka &isla (Zdenék Pezlar) . . . . . ... ... 71
Hledéni extrému, aneb ,,Nej-“ pfipady (Josef ,José“ Soural) . ... .. 75
Antirovnobé&Znost a izogonaly (Joléa Straitovd) . . .. .. .. ... ... 80

Konvexni kombinatoricka geometrie (Adéla Karolina Zackovd) . . . . . 84



