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Eukleidovské obory

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. Na piednésce si ukdzeme, ze Eukleiduv algoritmus funguje i v obec-
néjsich, tzv. eukleidovskych oborech. Z toho pak plynou jednozna¢né rozklady na
ireducibilni prvky, coz na konci vyuzijeme k pocitani diofantickych rovnic.

Definice. Obor integrity R nazveme eukleidovskym oborem, pokud existuje funkce
d : R — Ny splnujici pro vsechna a,b € R, b # 0, nasledujici podminky:

(1) Plati d (a) = 0, pravé kdyz a = 0.

(2) Plati d(a) < d(ab).

(3) Existuji ¢, € R takov, Ze a = bg + r a zaroveii d(r) < d(b).
Funkci d budeme fikat eukleidovskd funkce.

Eukleidovska funkce nam tedy dava ohodnoceni prvkia oboru integrity, pfi kterém

pouze nula dava nulu, nasobky nejsou nikdy mensi nez délitelé a umime délit se
zbytkem tak, aby zbytek byl mensi nez délitel.

Definice. Bud R komutativni okruh. Prvek d € R nazveme spoleénym délitelem
prvki a,b € R, pokud d | a a zdroveir d | b. Prvek ¢ € R nazveme nejvétsim
spolecnym délitelem a, b, pokud soucasné plati:

(1) Prvek g je spoleénym délitelem a, b.
(2) Libovolny spoleény délitel d prvki a, b déli také g.

Navrat Eukleidova algoritmu

A ted si ukazeme, jak se d4 délit se zbytkem a pomoci toho spocist nejvétsiho
spole¢ného délitele. Bud R eukleidovsky obor.

Algoritmus. (Eukleidiiv) Na vstupu jsoudanaa,b € R,0 # d(a) > d(b). Postupné
budeme konstruovat posloupnosti {a,}, {z»}, {yn}:

(1) Pocéte¢ni hodnoty necht jsou

a1 = a, xlzla y1:07

az = b, zy = 0, Y2 = 1.
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(2) Dokud je a, # 0, vezméme déleni se zbytkem a,,—1 = qa,, + 7, d(r) < d(ay)
a nasledné

Ap4+1 =T = AQp—1 — qQnp, Tn4+l = Tp—1 — 4Tn, Yn+1 = Yn—1 — qYn-

Jakmile poprvé pro néjaké N nastane ay = 0, vratime (ay—_1,ZN—1,YN—-1)-

Tvrzeni. Uvazujme Eukleidiv algoritmus spustény na a,b € R,0 # d(a) > d(b).
Pak:
(i) Algoritmus skonéi v kone¢ném podétu kroku.
(ii) Pro kazdé n plati a,, = xpa + y,b.
(iii) an—1 je nejvétsim spoleénym délitelem a a b.

Diikaz. (ndznak) (i) Posloupnost d(a,) klesa. (ii) Rovnost plati na prvnich dvou
fadcich algoritmu, poté se zachovava ode¢itanim g-nasobku celého Fadku. (iii) In-
dukci dokazeme, ze D = apn_1 déli vSechna a,,: plati to na poslednich dvou fadcich
algoritmu, v indukénim kroku se vracime o jeden fadek zpét nahoru. Cislo D tedy
déli vsechna a,,, takZe je D spolecény délitel a, b. Abychom ukéazali, Ze je nejvétsim
spoleénym délitelem, méjme d | a,b. Z (ii) d | ty—1a+yn-1b = D, tedy D je nejvétsi
spole¢ny délitel. (|
Vidime tedy, ze v eukleidovském oboru maji vSechny dvojice prvku nejvétsi spo-
lecné délitele. Nyni se bliz podivame, jak vlastné ty prvky vypadaji.
Definice. Pokud a | b a zaroven b | a, fekneme, Ze prvky a,b jsou asociované,

znacime a || b. Rekneme, Ze a je jednotka, pokud a || 1. Rekneme, Ze a je ireducibilni,
pokud a neni jednotka a kazdy jeho délitel je jednotka nebo asociovany s a.

Cvic€eni. Které prvky jsou jednotkami a které jsou ireducibilni v Z7 Jak to vypada
v Q?

Cvicéeni. Hodnota eukleidovské funkce je pro vSechny jednotky stejna. Navic, po-
kud d(a) = d(1), tak je a jednotka.

Ted si ukdzeme, Ze ireducibilni prvky a prvodinitelé jsou to samé. Pro jistotu
pripomeneme definici prvociniteli:
Definice. Af R je obor a p,a,b € R,p }t 1. Pak p je prvocinitel, pokud spliiuje
nésledujici podminku: pokud p | ab, pak p | a, nebo p | b.
Véta. Ireducibilni prvky jsou prvocinitelé.

Dikaz. At p je ireducibilni a p | ab. Pokud p | b, mame hotovo. Pfedpokladejme,
ze p 1 b. Oznaéme D nejvétsiho spoleéného délitele p, b. Pak z ireducibility plyne,
D latedy Jz,y:x-p+y-b=1.Z toho plyne z - ap +y - ab = a z éeho vidime,
ze p déli levou stranu a tedy musi délit i pravou, tedy p | a. ([l

Jednoznacny rozklad na ireducibilni prvky

Lemma. Pro nenulové a,b plati, Ze pokud a | b a a }} b, pak d(a) < d(b).
4
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Diikaz. Plati, ze a = bg + r, kde d(b) > d(r). Protoze b { a, musi r # 0. Pak
r = a—bq, a déli pravou stranu a tedy a | . Z toho mame d(a) < d(r) < d(b). O

Véta. V FEukleidovském oboru miizeme kazdy nenulovy prvek zapsat jako soucin
jednotky a ireducibilnich prvki.

Dikaz. Budeme postupovat indukei dle d(z). Pro kazdé nenulové z plati, Ze d(1) <
d(1-2x) = d(x). Pokud d(z) = d(1), z cviceni vime, Ze = je jednotka a tvrzeni
plati. Tim méme dokdzany zdkladni krok. Vezméme prvek z takovy, ze d(zx) =
n a predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna y spliujici d(y) < n. Pokud je
z ireducibilni, mame hotovo. Pokud neni ireducibilni, pak « = xz; - x9, pfiemz
d(z1) <nad(xzs) < n, tedy x1,x2 1ze zapsat jako souciny jednotky a ireducibilnich
prvki. Dohromady mame, ze x lze zapsat jako soucin jednotky a ireducibilnich
prvki. (|

Véta. Rozklad prvkii na ireducibilni ¢initele je jednozna¢ny az na asociovanost.

Dikaz.  Af pro prvek x Jf 1 mame rozklady: vgy -« ¢ = = up; - - - pn, kde n < m.
Vime, Ze p; je prvoéinitel, proto 3i : p; | ¢;. BUNO p; | ¢1, pokud ne, pieznacime
prvky. Protoze ¢; je ireducibilni a p; neni jednotka, nutné p; || q1, tedy Jvy : ¢1 =
v1p1. Pak muzeme vykratit:

VU1P1G2 -~ 4m = UP1 - Pn

(foUl)q2 ...qm = up2 ...pn

Opakovanim procesu po n krocich zjistime, ze m = n a rozklady jsou asocio-
vané. O

Piiklad. Obor Z[v/—2] je eukleidovsky.

Reseni. Jako eukleidovskou funkci zvolime normu N () = a-@. Pro ni plati N(a) =
0 pravé kdyz a = 0 a N(a- 8) = N(a) - N(8) > N(«). Zistéava tedy ovéfit tfeti
podminku.

Pro 2,y € Z vyjadiime normu jako N(x + yv/—2) = 22 + 2y2, coz je celé &islo.
Ukazme tedy, jak budeme délit se zbytkem. Méjme a, b € Z[\/—2], kde b # 0. Chceme
zvolit g € Z[v/—2] tak, Ze

N(a—gb) = N(r) < N(b).

Vydélme ¢ = % = x4+ yv/—2, kde z,y € Q, protoze b je prvek Z[/—2|, takze
cely citatel ab je prvek Z[v/—2]. MiZeme tedy vyuzit multiplikativity normy a nasi

,cilovou® nerovnost ekvivalentné upravit na

N(%—q)<1.

Nyni stac¢i zvolit ¢ = zg + yov/—2 tak, ze zaokrouhlime x, y na nejblizsi celé ¢islo

vvvvvv
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coz nam da

N(%f )@r:mﬂ+2@y@2g(;>2+x<é)2gi<1.

Tim uz je dokézano, Ze norma je eukleidovska funkce v oboru Z[v/—2].

Cvi€eni. Ukazte, ze Z[i] je taky eukleidovsky.
Obcas se nam bude hodit spis geometricky nahled.

Priklad. Uvazme komplexni ¢islo o = #, které spliiuje o2 = ao — 2. Potom je
obor Zla] = {x + ya : z,y € Z} eukleidovsky s normou jako eukleidovskou funkei.

Reseni. Platia+a=1aaca= # = 2, takze pro x,y € Z ma prvek = + ya €

Z|a] normu
(z +ya)(z+ya) =a® +ay - (a+@) +y° - aa = 2® + 2y + 297,

coz je celé Cislo. Stejné jako v predchozim prikladu pouzijeme trik s délenim, takze
budeme pro 7 = x + ya, kde x,y € Q, hledat takova o,y € Z, Ze

N((m —x9)+ (y— yo)a) <1.

Na tento problém miizeme nahlizet geometricky. Nerovnice x2 4+ xy + 2y? < 1 uréuje
v kartézské roviné vnitiek né&jaké elipsy.! To, Ze odeéitdme g+ yoor, odpovida tomu,
Ze se soufadnice néjakého zadaného (x,y) snazime posunout o celd éisla tak, aby
vysledek spadl dovnitt této elipsy.

S tim uz se lze vyporadat celkem jednoduse. Nejprve zaokrouhlime y na nejblizsi
celé ¢islo yg. Tim bude rozdil y — yg lezet mezi —% a % Kdyz elipsu protneme
s pfimkou y = %, budou z-ové soufadnice prisecikii fesenimi rovnice 22 4 5= % =0.

1 1 1
TEVATS page tyto dva priiseciky jsou od sebe vzdaleny
2 )

1 1 9 3
Jotd s =4/o=>1
143 VZ 5~
1

D1lezité je, Ze vzdéalenost je v&tsi nez 1. Na pfimce y = —5 mame dalsi dva pri-
seciky, stfedové soumérné podle pocatku s prvnimi dvéma. Tyto ¢tyTi praseciky jsou
vrcholy rovnobézniku, ktery lezi uvnitf této elipsy (vyjma vrcholt, ty lezi na elipse),
protoze elipsa je konvexni ttvar.? Tento rovnobé&znik ma vysku piesné 1 a sitku
(délku prislusné strany) ostfe vétsi nez 1. Tyto vlastnosti uz zarucuji, ze se do néj

Témi jsou x12 =

17e tato nerovnice skuteéné uréuje elipsu, zde nebudeme dokazovat. Pokud si tedy lames hlavou
nad tim, pro¢ by tomu tak mélo byt, prosime T¢, abys ndm to prosté véfil(a) :-).
2Je to totiz jenom splacnuta kruznice.
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NATALIA BATOROVA
dovedeme trefit vhodnou volbou zq, yg — nejprve se vybérem y, trefime mezi —% a %
a nasledné budeme schopni vybrat xg, protoze se trefujeme do intervalu delsiho nez 1.
Pro formalni spravnost postupu jenom musime rovnobéznik o velmi maly kousek
zmensit, aby lezel v elipse cely, véetné vrchold. Vrcholy lezi pfimo na elipse, takze
jakkoliv malé zmenseni ndm postaci. Je tedy zfejmé, ze tohle dovedeme provést tak,
abychom zachovali sitku vétsi nez 1.

Cvideni. Ukazte, Ze Z[\/—3] neni eukleidovsky obor.

Uloha 1. V oboru Z[i] naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele 2 a 3 + 5i.
Uloha 2. Najdéte vechna celo¢iselné feSeni rovnice z2 = y3 — 1.

Uloha 3. Najdéte viechna celo¢iselna feSeni rovnice 22 = y3 — 2.

Uloha 4. Je 3 + i ireducibilni v Z[i]?

Uloha 5. Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice 3b* + 3b% + 1 = a2.
Uloha 6. Je obor Z[v/2] eukleidovsky?

Navody

B

Rozloz na ireducibilni prvky.

Rozloz na ireducibilni prvky.

Pouzij normu pro urceni kandidat pro délitele.
Vynésob obé strany 9b? a pouzij vhodnou substituci.
Zkus funkci N(z + yv/2) = |22 — 242

S koW

Literatura a zdroje
[1] Filip Cermédk, Matéj Dolezalek: Teorie nejen cisel, 2020.
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Stejnolehlost

KATA DANILINA

ABSTRAKT. V pfispévku si pfedstavime stejnolehlost, ukdzeme si, jak ji hledat a ze
k tomu, abychom vyftesili celou tlohu, obcas stac¢i najit vhodnou stejnolehlost.

Definice. Stejnolehlost H(S, k) je zobrazeni uréené bodem S (stfed stejnolehlosti)
a nenulovym redlnym ¢islem & (koeficient stejnolehlosti), ve kterém se bod S zobrazi
sdm na sebe a kazdy bod X # S na bod X’ tak, ze | X'S| = |k| - | X S].

(i) Pro k > 0 lezi bod X’ na polopfimce SX.
(ii) Pro k < 0 lezi bod X’ na polopfimce opacéné k SX.

Tvrzeni. (vybrané vlastnosti) Stejnolehlost:

(i) Je podobné zobrazeni.
(ii) Zobrazuje pfimky na pfimky s nimi rovnobézné.
(iii) Pro dva podobné mnohothelniky s rovnobéznymi odpovidajicimi si stranami
existuje stejnolehlost (pfipadné posunuti ¢i identita), kterd zobrazuje jeden
na druhy.

Piiklad. (Eulerova piimka) Je dan trojihelnik ABC. Body H, T a O jsou po-
stupn€ ortocentrum, tézisté a opsisté. Dokazte, Ze tyto tfi body lezi na jedné piimce
a zéroven plati [TH|=2-|TO|.

Reseni. Oznaéimesi K, L a M postupné stiedy tseéek BC, AC a AB. Stejnolehlost
se stfedem v T a koeficientem f% zobrazi vrcholy A, B, C postupné na K, L, M.
Zaroven, kdyz se bod A zobrazi na K, vyska z bodu A se zobrazi na rovnobézku
skrz K, coz bude osa strany BC'.
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Po zobrazeni vSech vrcholi dostaneme, Ze se priisecik vysek zobrazi na priisecik
os stran, tedy ortocentrum se zobrazi na stfed kruznice opsané. Takze H, T a O
budou lezet na ptimce, zéroveti bude platit, ze [TH| = 2 - |TO|, jelikoz stejnolehlost
zobrazi T H na opac¢nou polopfimku a zmensi jeji vzdalenost dvakrat.

Ulohy

Uloha 1. Necht ABCD je lichobéznik s rovnobéznymi stranami AB a CD, jeho
prisecik thlopficek ozna¢me E. Najdeme body F' a G tak, aby trojihelniky ABF
a C DG byly rovnostranné a zéroven byly vné ABC D. Dokazte, ze E, F' a G leZi na
jedné primce.

Uloha 2. Jsou dany dvé kruZnice ki a ko, které se zvendéi dotykaji v bodé T.
Dokazte, ze pro kazdé dva body A na k; a B na ks takové, ze plati |[<AT B| = 90°,
prochéazi pfimka AB pevnym bodem.

Uloha 3. Kru#nice k, £ maji vnitini dotyk v bodé T' (k lezi uvniti £). Na £ zvolime
body A, B tak, ze AB se dotyka k v bodé S. Dokazte, ze T'S je osou uhlu AT B.

Uloha 4. Je dan trojihelnik ABC. Body dotykt tsecky BC' s kruznici vepsanou
a pripsanou ozna¢me postupné D a E. Pfimka AFE protne kruznici vepsanou blize
bodu A v bodé F. Dokazte, ze DF' je kolmé na BC.

Uloha 5. Mg¢jme piimku p a dvé kruznice ki, ko, které se dotykaji p ze stejné
strany postupné v bodech T a U. Kruznice k neprotind p a dotyka se zvnéjsku k1 a
ko postupné v bodech K a L. Dokazte, ze KT, LU a k maji spole¢ny bod.

Uloha 6. Kruznice k, ¢ maji vnéjsi dotyk v bodé T. Navic se ob& vnitiné doty-
kaji kruznice m postupné v bodech R, S. Druhy prusecik pfimky RT s kruznici m
ozna¢me Q. Dokazte, ze |[<T'SQ| = 90°.

Uloha 7. Necht ABC je trojuhelnik a necht D je priisecik tecny ke kruznici opsané
trojihelniku ABC' v bodé A a pfimky BC'. Necht F je prusec¢ik kolmice na BC' v B
a osy strany BA. Analogicky necht F' je pruseéik kolmice na BC v bodé C a osy
strany C'A. Dokazte, ze D, E, F lezi v primce.

Uloha 8. V trojthelniku ABC protinaji osy vnitinich thli kruznici opsanou po-
stupné v bodech S4, Sp, S¢. KruZnice vepsana se dotyka stran a, b, ¢ postupné
v bodech K, L, M. Dokazte, ze primky So K, SgL, ScM prochazeji jednim bodem.

Uloha 9. V trojthelniku ABC ozna¢me O stied kruznice vepsané, P stfed kruz-
nice ptipsané ke strané BC' a D pruse¢ik osy thlu CAB se stranou BC. Dokazte,
Ze plati
2 1 1
= 4 .
|AD|  |AO| |AP]

(MO 59-11-4)
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Uloha 10. Oznaéime H, O a I postupné ortocentrum, stied opsané kruznice a
stfed vepsané kruZznice v trojuhelniku ABC a bud K bod, kde se kruZznice vepsana
dotkne BC. Dokazte, ze pokud OI je rovnobéznad s BC, pak AO je rovnobézna
s HK.

Skladani stejnolehlosti

Silnym a o néco obtiznéjsim nastrojem je skladani stejnolehlosti. Budeme pouzivat
nasledujici velmi uzite¢né lemma.

Lemma 11. Necht H;(S1, k1) a Ha(S2, k2) jsou stejnolehlosti takové, ze Sy # So
a ky - ko # 1. Pak jejich slozenim je opét stejnolehlost, a to se stfedem na piimce
S5155.

Uloha 12. (Mongeova véta) V roviné jsou dany tii kruznice. Pro kazdé dvé mi-
zeme sestrojit prisecik jejich vnéjsich spoleénych tecen. Dokazte, ze pak tyto tii
pruseciky lezi na pfimce.

Uloha 13. V trojthelniku ABC oznaéme k kruznici jemu opsanou. Najdeme kruz-
nici kg, kterd se dotykd pfimek AB a AC' a navic se vnitiné dotykd k v bodé A'.
Obdobné najdeme ky, k. a body B’ a C'. Dokazte, ze AA’, BB’ a CC’ prochézeji
jednim bodem.

Uloha 14. V trojahelniku jsou dany t¥i kruznice kq, ks, k. tak, Ze kazdé dvé maji
vnéjsi dotyk, k, se dotykd stran AB, AC, ky, stran BC, BA a k. stran C A, CB. Bod
dotyku ky s k. oznac¢ime A;, bod dotyku k. s k, ozna¢ime B;. Dokazte, Zze pfimky
ABj, BA; a osa thlu u vrcholu C prochézeji jednim bodem.

Uloha 15. Jsou dany kruznice k1, ko a ks takové, Ze Zadna nelezi uvnitt jiné.
Kruznice ¢ s nimi méa vnitini dotyk postupné v bodech A;, As a As a kruZnice m
s nimi ma vnéjsi dotyk postupné v bodech Bj, By a Bs. DokazZte, Ze piimky A; By,
As By a A3 B3 prochézeji jednim bodem.

Uloha 16. Do kruznice k je vepsan rovnoramenny trojihelnik ABC, kde |AB| =
|AC|. Déle vepiseme kruZnice kj a k. do tseci kruznice k, které jsou uréené postupné
tétivami AC a AB tak, aby kruznice lezely mimo ABC. Ty se dotknou kruznice k
postupné v bodech B’ a C’. Spole¢né vnéjsi teéna kruznic ky a k. protne AC v bodé
P a AB v bodé Q. Dokaite, Ze se piimky C’Q a B’ P protnou na ose thlu BAC.
(Polsko 2012)

TE&zké ulohy
Uloha 17. Jsou dany dvé kruznice, jejich stiedy jsou vzdalené 10 jednotek a maji

poloméry 1 jednotku a 3 jednotky. Najdéte mnozinu stfedi tsecek XY, kde X lezi
na jedné kruznici a Y na druhé. (Putnam 1996)

10
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Uloha 18. Kruznice k a ¢ maji vnéjsi dotyk v bodé T. Navic maji vnitini dotyk
s kruznici m v bodech A a B. Spolecna te¢na k a £ v bodé T protne m v bodé P.
AP protne k podruhé v bodé X, BP protne £ podruhé v bodé Y. Dokazte, ze XY
je spole¢na te¢na kruznic k a /.

Uloha 19. Bud ABCD konvexni ¢tyfthelnik a P bod na strané AB takovy, ze
kruZnice vepsand trojuhelniku CPD majici stied v I se dotyka kruZnic vepsanych
trojuhelnikim APD, PBC postupné v bodech K, L. Ozna¢me F = ACN BD a
F = AK N BL. Dokaite, ze body E, I, F lezi v pfimce.

Uloha 20. V trojihelniku ABC ozna¢ime M prisecik téZnice se stranou BC' a N
prusecik osy thlu BAC se stranou BC'. Kolmice na AN z bodu N protne M A a AB
postupné v bodech @ a P. Kolmice v bodé P na AB protne osu thlu BAC v bodé
0. Dokazte, ze QO je kolmé na BC (APMO 2000)

Uloha 21. V trojahelniku ABC plati |AC| + |BC| = 3 - |AB|. Kruznice vepsana
se stfedem I se dotkne stran BC, AC postupné v bodech D, E. Necht body K a L
jsou postupné obrazy bod D a E ve stfedové symetrii se stfedem v I. Dokazte, ze
body A, B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO 2005 shortlist)

11
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Navody
1. Hledej stejnolehlost, jejiz stied bude E.

2. Dokaz, ze body jsou na stejném misté v ramci své kruznice.

3. Rozmysli si, kam se zobrazi S po stejnolehleni k na £ z T a co bude platit o tecné
v novém bodé.

4. Zobraz pripsanou na vepsanou. Kam se zobrazi E?

5. Dokresli si bod X na k co nejdale od p a dokaz, ze K, T, X a L, U, X lezi na
primkéach.

6. Oznac P bod, kde ST protne m. Staci dokazat, ze PQ je prumér m.

7. Vedeme bodem B rovnobézku s AC, ta protne teénu v A v bodé G. Staci
dokazat, ze E je stfed kruznice opsané nové vzniklého trojuhelniku AGB.

8. Je to stfed stejnolehlosti, v niz kruznice vepsané prejde na kruznici opsanou.

9. Najdi stfedy obou stejnolehlosti mezi vepsanou a pfipsanou kruznici, zapis si
pomeéry, které ti stejnolehlosti feknou, a vyjadii pomoci délek AP, AD a AO.

10. Dokresli si bod L tak, aby KL byl primér. Ted dokaz, ze O lezi na pfimce AL.
12. Interpretuj dva pruseciky jako stfedy stejnolehlosti, tyto stejnolehlosti sloz.
13. Dokresli si vepsanou kruznici a zkus ji zobrazit na opsanou.

14. Je to stfed zaporné stejnolehlosti zobrazujici k. na kruznici vepsanou.

15. Je to stfed stejnolehlosti, kdy m prejde na /.

16. Dokreslime kruznici vepsanou trojuhelniku APQ.

17. Zafixuj Y a zobraz X ve stejnolehlosti se stiedem Y a k = % Pak si rozmysli,
jak se hybe stied této kruznice, kdyz se Y méni.

18. Mocnost z bodu X.

19. Dokaz, ze CDPA a CDBP jsou tecnové, a dokresli si kruznici, ktera se dotyka
DA, AB a BC.

20. Dokresli si Svréktiv bod a pak hledej, co miizes stejnolehlit.
21. Plati, ze |AB| = |CD]|, dale si dokresli D’ jako dotyk pfipsané kruznice. Doka-~
zuj, 7e ABKI je tétivovy.

Literatura a zdroje

Prispévek jsem s malymi tpravami prevzala od Davida Hrusky, ktery ho s malymi
tpravami prevzal od Tomase ,Savlika® Pavlika, kterym timto dékuji.

[1] David Hruska: Stejnolehlost, Staré mésto, 2015.
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Chvala Eukleidova algoritmu

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Tento prispévek ma jediny cil: presvéddéit ¢tenare, Ze elementarni teorie
¢isel vychézi z jediného mista — Eukleidova algoritmu.

Umluva. (tabula rasa) Na za¢4tku tohoto pfispévku nemame nic. Teorie &isel je
pustd a prazdna. Vznasi se tu pouze mnozina celych ¢isel Z, ve které umime scitat,
odecitat, nasobit a porovnavat. Duvérné znamé koncepty jako délitelnost, prvocisla
a jednoznacny rozklad na né, to vse teprve budeme muset vybudovat.

Umluva. Nefekne-li se jinak, véechna ¢isla jsou celd.
Zaklady

Definice. Rikame, Ze a déli b (nebo b je ndsobkem a, nebo a je délitelem b), pokud
existuje k spliiujici b = & - a. Zna¢ime a | b.
Tvrzeni. (zédkladni vlastnosti délitelnosti) Pro libovolnd a, b, ¢, d plati:
() 11a,
(i) oo,
(iii) a0,
(iv) a| b azdroveiib|c = a|c,
(v) albazdroveia|c = al|b+e,
(vi) a | b a zdroveri ¢ | d = ac | bd,
(vii) a | b a zdroveri b # 0 = |a| < |b].

Definice. (8kolska) Kladné ¢islo p nazveme prvocislem, pokud mé pravé dva kladné
delitele (1 a p).

Tahle definice ... ujde. D4 se s ni Zit, ale pozdéji uvidime lepsi.
Uloha 1. Kazdé ¢éislo n > 1 méa prvociselného délitele.
Uloha 2. Existuje nekoneéné mnoho prvoéisel.
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Nejvétsi spolecny délitel a jak ho najit

Definice. Nejsou-li a, b obé nulova, oznacime za jejich nejvétsiho spolecného déli-
tele (znac¢ime NSD(a, b)) to nejvétsi z ¢isel, které je obé déli. Pokud NSD(a, b) = 1,
fekneme, Ze jsou a, b nesoudélnd.

Tautologické definice jsou tautologické. Vétsi sily nabude pojem NSD skrze di-
sledky toho, jak jej pocitame. K tomu nejprve pomocné tvrzeni formalizujici intui-
tivné jasnou véc:

Lemma. (déleni se zbytkem) Méjme celd ¢isla a, b, pficemz b # 0. Pak Ize zvolit
celd q, r tak, Ze a = qb + r a zdroven 0 < |r| < |b|.
Pozor, v této konvenci neni zbytek urcen zcela jednoznac¢né, mohou existovat dveé
mozZnosti.
Algoritmus. (Eukleidiv) Na vstupu jsou déana celd ¢isla a, b, ne obé nulova. Po-
stupné budeme konstruovat posloupnosti {a,}, {xn}, {yn}:
(1) Pocateéni hodnoty necht jsou
a1 = a, 33‘1:1, ylzov
agzb, 3?220, y2=1.
(2) Dokud je a, # 0, vezméme déleni se zbytkem a,,—1 = qa,, +r, 0 < |r| < |a,|
a nasledné
Ap4+1 =T = Qp—1 — qanp, Tn+l = Tp—1 — 4Tn, Yn+1 = Yn—1 — QYn.
Jakmile poprvé pro néjaké N nastane ay = 0, vratime (any—1,TN—1,YN-1)-
Tvrzeni. Uvazujme Eukleidiiv algoritmus spustény na néjaka a, b. Pak:

(i) Algoritmus skonéi v konecném poctu krokd.
(ii) Pro kazdé n plati a,, = xpa + y,b.
(iii) lan—1| = NSD(a,b).

Dikaz. (ndznak) (i) Posloupnost |a,| klesa. (ii) Rovnost plati na prvnich dvou
fadcich algoritmu, poté se zachovava odeéitanim g-nésobku celého fadku. (iii) In-
dukei dokdzeme, ze D = |an—1| déli v8echna a,,: plati to na poslednich dvou Fadcich
algoritmu, v indukénim kroku se vracime o jeden fadek zpét nahoru. Cislo D tedy
déli vSechna a,, takZe je D spole¢ny délitel a, b. Abychom ukazali, Ze je nejvétsi,
méjme d | a,b. Z (ii) d | zy—1a + yn—1b = £D, takze d < |d| < |D| = D, tedy D je
nejvétsi spolecny délitel. a
7 dtikazu tvrzeni o Eukleidové algoritmu rovnou plyne:
Dusledek. (lepsi definice NSD) Pokud d | a,b, pak uz i d | NSD(a, b).

Dusledek. (Bézoutova rovnost) Pro libovolnd celd a, b (ne obé nulova) Ize zvolit
celd x, y tak, ze NSD(a,b) = za + yb. Témto x, y Fikdme Bézoutovy koeficienty.
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Pozor, Bézoutovy koeficienty nejsou jednoznac¢né urceny, existuje spousta tako-
vych pari (z,y).

Uloha 3. Kdykoliv je (z,y) par Bézoutovych koeficientii k a, b, pak je jim taky
(z + kb,y — ka) pro kazdé k.

Uloha 4. Nahlédnéte, Ze pro kazdé k plati NSD(a,b) = NSD(b, a — kb).

Spolecenstvo dusledkii a jednoznaény rozklad na prvocisla

Nyni uz je ¢as vylep$it definici prvocisla. Pfi praci v teorii ¢isel malokdy pouzivame
primo skolskou definici prvocisla, tedy Ze ,,prvocislo moc nejde rozkladat na soucin®.
Mnohem c¢astéji se o slovo hlasi vlastnost prvocisel pti déleni soucinii:

Definice. (moralné spravnd) Kladné ¢islo p > 1 nazveme prvocislem, pokud pro
libovolna a, b spliiujici p | ab plati p | a nebo p | b.

Pro¢ tyto dvé definice rozliSovat? V obecnéjsim zasazeni téchto pojmu (pfijdte na
prednasku o eukleidovskych oborech!) se miize stat, ze tyto dvé vlastnosti ,prvoéisel”
nechodi spolu — je radostnou, nesamoziejmou udalosti, Ze v celych ¢islech spolu jsou
svazany.

Nez dokézeme, ze uvedené dvé definice prvocisla ve skutecnosti urcéuji tu samou
mnozinu ¢isel, budeme pro rozliseni prvocislim podle Skolské definice fikat ireduci-
bilni prvky a prvocislim podle moralné spravné definice prvocinitelé.

Uloha 5. Nahlédnéte, ze kazdy prvocinitel musi byt ireducibilnim prvkem.
Lemma. (Eukleidovo) V celych ¢islech je kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem.

Diikaz. (struéné) Pro spor af ireducibilni p mé k sobé néjaka a, b, ze p | ab, ale
pfitom p t a, p t b. Potom je NSD(p,a) = 1, takZe pro néjaké Bézoutovy koeficienty
mame z1p + y1a = 1. Analogicky xop + y2b = 1, ale zndsobenim je

1= (z1p + y1a)(x2p + yob) = T1T9p? + T1y2pa + Tay1 pb + y1y2ab

nasobek p, coz je spor. O

Dohromady uz mame, Ze ireducibilni prvky a prvocinitelé jsou v Z totéz, proto
se mizeme bezpecné vratit k oznaceni prvocisla.

Véta. (zékladni aritmetiky) Kazdé! kladné ¢&islo n se rozkldda na soucin koneéné
mnoha prvocisel p;y - - - py, a tento rozklad je jednoznacny az na zménu poradi Ciniteld.

V praxi se typicky vice hodi seskupit kopie téhoz prvocisla do jedné mocniny,
tedy psat prvociselny rozklad ve tvaru n = pi' ---pi* a predpokladat, Ze p1,...,px
jsou navzajem riizna.

Uloha 6. Rozmysli si poctivé, ze zname-li rozklady a = p{* - - pRF, b= plﬂ1 = 'pf’“
(exponenty smi byt nulové), pak plati a | b pravé tehdy, kdyz o; < 8; proi =1,... k.

10 1 si piedstavujeme, Ze se rozklada na prazdny soudin, tedy soudin zadngch prvoéisel.
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Jednoznac¢ny rozklad na prvocisla je kanon. Nasledujicich par disledkt Bézoutovy
rovnosti s mottem ,V nesoudélnosti je sila“ lze ubit timto kanénem, anebo je lze
nahlédnout pfimo a elegantnéji opét z Bézoutovy rovnosti.

Uloha 7. Jsou-li a, b nesoudéln4 a plati a | be, pak uz a | c.

Uloha 8. Jsou-li a, b nesoudélna a plati a | c¢ib | ¢, pak uz ab | c.

Kongruence

Definice. Rikame, 7e a je kongruentni b modulo m (znaéime a = b (mod m)),
pokud m | a — b.
Tvrzeni. (vlastnosti kongruenci) Pro celd ¢isla a, b, ¢, d, m plati:
(i) @ = b (mod m) a zdroveri ¢ = d (mod m) = a+c=b+d (mod m) a
také ac = bd (mod m),
(i) ac =bc (mod m) a zérovern 0 # c| m = a=b (mod =2),
(iii) ac = be (mod m) a zarovenl jsou ¢, m nesoudélnd = a =0b (mod m).

Mnoziné vSech b kongruentnich danému a modulo m fikdme zbytkovd trida, kon-
krétné je to tedy {a+ km |k € Z}. Bod (i) pfedeslého tvrzeni ospravedliiuje, Ze
pokud nés ve vysledku né&jakého vypoctu (obnasejiciho jen séitdni a nasobeni) za-
jimé pouze vysledek modulo m, taktéz vstupy nam staci znat jen modulo m. Tedy
muzeme Z,, = {0,1,...,m — 1} chépat jako mnozinu v8ech zbytkovych tiid s ope-
racemi definovanymi libovolnou volbou reprezentanti.

Tvrzeni. (multiplikativni inverz) Uvazujme a a m. Né&jaké b takové, Ze ab =
(mod m), existuje pravé tehdy, kdyz NSD(m,a) = 1. V takovém pfipadé uz je toto

b jednoznac¢né uréené modulo m a znacime jej jako a=' ¢i % (mod m).

Poznamka. (moduleni s nezndmymi) Pokud modulime jeden vyraz s neznimou
druhym, casto byva dobrym tthlem pohledu si fici, Ze modulo ndm fika hodnotu
neznamé. To nemusi byt vzdy mozné, ale kdyz to jde, typicky to zjednodusi a zrychli
GUpravy:

Priklad. Najdéte nejvétsi n takové, ze n + 10 | n3 + 100. (AIME 1986)

Reseni. Modulo n + 10 doslova plati n = —10, takze n® + 100 = (—10)® + 100 =
—900. Nejveétsim délitelem —900 je 900, takze nejvétsim vyhovujicim n bude 890.

Ulohy!

Uloha 9. Ukaite, Ze pro kazdé kladné n je zlomek ﬂZig v zakladnim tvaru.
(IMO 1959)

Uloha 10. V zévislosti na nezdporném n uréete NSD(n! + 1, (n + 1)! + 1).

Uloha 11. Nahlédnéte, ze zndme-li faktorizace a = p{* ---pi*, b = p* ---pfk,
potom NSD(a,b) = p{* ---p}* pro v; = min{a;, §;}.
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Uloha 12. Pokud vite, ze NSD(a,b) = 1, uréete
(i) NSD(ab,a +1b),  (ii) NSD(a + b,a? + b?).
Uloha 13. Pro libovolné nezaporna a, b plati NSD(2% — 1,20 — 1) = 2NSD(a.b) _ 1

Uloha 14. Najdéte vsechny funkce f : N x N — N, jez pro kazda z,y € N spliiuji
f(x,x):x, f(xay):f(y’x)7 ($+y)f(x,y)=yf(x,x+y).

(1KS-8-N4)
Navody
1. Indukce.
2. Jsou-li py,...,p, vSechna prvocisla, podivej se na p; ---p, + 1.
3. Jakoze ... fakt to vyjde, nekecam.
4. Kdyz vynechame sloupce pro {z,}, {yn}, tohle je to, co se dé&je v Eukleidové

algoritmu.

5. p = ab specidlné znamena p | ab.

6. Dokud je prvocislo v obou, lze ho zkratit a jet dal, takze staci ukéazat, ze prvocisla
v rozkladu @ nesmi chybét v b.

7. Vezmi Bézoutovu rovnost pro a, b a vynasob ji c.

8. Pouzij predchozi tlohu a definici délitelnosti.

9. Pust Eukleidtv algoritmus na vyrazy s neznamou n.

10. Pouzij tlohu 4.

11. Deélitele uz umis vaci faktorizaci charakterizovat z tlohy 6, poté uz lze uvazovat
zcela primocare.

12. Uvazuj, zda by prvocisla p | ab mohla byt spoleénym délitelem. V (ii) nejprve
vhodné uprav argumenty.

13. Nahlédni, Ze pokud r je zbytek po a : b, pak i 2" — 1 je zbytek po (2% — 1) :
(2° —1).

14. Oznal g(z,y) = (w 7> potom g(z,z) =z, g(x,y) = g(y,x) a konetné g(x,y) =
g(z,z +y). Co to je za algoritmus?

Literatura a zdroje

Tuto prednasku jsem poskladal primarné podle Prosemindre z teorie cisel, ktery
v letnim semestru 2024 cvi¢im. Sekundéarné mi poslouzily starsi prispévky a serial,
které nize uvadim.

[0] Prosemindf z teorie éisel, cviceni na MFF UK, LS 2023/2024,

lhttps://sites.google.com /view/proseminai.

[1] Fila Cermék, Mat&j Dolezalek: Teorie (nejen) c¢isel, PraSedi serial, 40. ro¢nik.

[2] Natalia Batorova: Kongruencie, Mrtnik, 2023.

[3] Stépan Simsa: Nejuétsi spolecny délitel, Staré Mésto, 2015.
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Cinska zbytkova véta

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Ukazeme si, jak se koukat na tlohy modulo vice ruznych ¢isel naraz,
jak tyto pohledy sklddat dohromady, a hlavné k ¢emu je to vSechno dobré. Dokazeme
Cinskou zbytkovou vétu a procvi¢ime dva hlavni zpiisoby jejiho pouziti: vyrabéni éisel
s hromadou dobrych vlastnosti v konstrukénich dlohéch a laméani problému na vice
mensich kousku v ditkazovych ulohach.

Dvé modula

Kdykoliv poc¢itame modulo mn, pak kazdou zbytkovou t¥idu miizeme ,hrubé&ji“ zmo-
dulit mod m a mod n. To mize byt vyhodné v tom, Ze jednodussi prvociselny rozklad
modula zpravidla vede k pfijemnéjsimu pocitani, napf. pro prvocisla p, ¢ bychom
mohli pFejit od poditani modulo slozené pq k pocitani modulo dvéma prvodisly zv1ast.
Otézkou vsak je, zda timto neztracime néjakou ¢ast informace, kterou jsme modulo
mn méli. UkdZeme, Ze pro nesoudélnd m, n timto prechodem zadnou informaci ne-
ztratime, takze pocitat modulo mn je totéz jako ,pocitat modulo m a modulo n
zaroven*.

Véta. (Cinska zbytkovd) Uvazujme nesoudélna m, n. Potom pro libovolna a, b
existuje x spliiujici x = a (mod m), z = b (mod n) a vSechna takovd x jsou si
navzajem kongruentni modulo mn.

Diikaz. (ndznak) Chceme ukazat, Ze zobrazeni
/l)b : Z77Ln % Zm X Zn
x mod mn — (z mod m,z mod n)

je bijekce. Prostost plyne z nesoudélnosti implikaci m,n | z — 2’ = mn | z — 2/,
zatimco diky Bézoutovy rovnosti bude v na: jestlize ym + zn = 1, pak

Y(bym + azn) = (a, b). O

Indukci se pak véta snadno rozsiii pro libovolny pocet kongruenci:
Véta. (obecnéji) At jsou ddna po dvou nesoudélnd my, ..., my. Potom pro libo-
volna ay,...,a, existuje x spliiujici vSech k kongruenci x = a; (mod m;), a navic

jsou si vSechna takova x navzajem kongruentni modulo M = myq - --my.
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Priklad. Kral Vendelin si chtél po velké bitve, do které vyslal 1200 trpaslikii, rychle
spocitat ztraty. Nechal si proto prezivsi trpasliky nastoupit postupné po tfech, péti,
sedmi a jedenacti. Nejprve mu zbyli dva trpaslici, poté dvakrat po tfech trpaslicich
a nakonec jich zbylo deset. Kolik trpaslikti tedy prezilo?

Pouziti Cinské zbytkové véty jde rozlisit na dva hlavni pfistupy. V jednom si pro
néjaka ¢isla porucime vlastnosti, které jsou v tilloze uzitecné, a zbytkovka zafidi jejich
existenci. V druhém si vezmeme k srdci to, Ze (s jistymi omezenimi) kongruence plati
modulo M, pravé kdyz plati modulo jednotliva m,;. Formalné sice v obou pfipadech
délame totéz, ale jedna o dvé riizné strategie, kterymi lze ulohy fesit.

Cinska zbytkovéa véta umoziuje celoéiselné proménné poruéit libovolné mnozstvi
moduldrnich podminek, dokud jsou piislusnd modula vzajemné nesoudélna. Tu a
tam se hodi umét timto zpisobem vycarovat nejen tak ledajaké c¢islo, ale dokonce
prvocislo. K tomu lze uzit nasledujici kanén — poznamenejme, Ze jeho dikaz daleko
presahuje moznosti béznych olympiddnich nastroji.

Véta. (Dirichletova) Necht jsou a, n nesoudélnd prirozend ¢isla. Potom existuje
nekone¢né mnoho prvodisel p spliiujicich p = a (mod n).

Obecnéji se Cinska zbytkova véta casto pouziva kombinovanim s néjakym dalsim
modularné zabarvenym tvrzenim. Hodit se proto muze tfeba nasledujici:

Véta. (mald Fermatova) Pro celé ¢&islo a a prvocislo p{ a plati a?~! =1 (mod p).

Konstrukce Sikovnych Cisel

Uloha 1. Dokaizte, ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ¢isel, z nichz
kazdé je délitelné ¢tvercem néjakého prirozeného cisla vétsiho nez 1.

Uloha 2. Dokaite, ze pro kazdé pFirozené n existuje n po sobé jdoucich p¥irozengch
Cisel, z nichz zadné neni prvociselnd mocnina.

Uloha 3. Uvazujme v roviné miizové body (a, b) s celo¢iselnymi soufadnicemi. Bod

(a,b) je viditelng, pokud jsou a, b nesoudélné celd ¢éisla. Dokazte, Ze pro libovolné
n € N existuje ¢tverec n x n miizovych bodd, z nichz zadny neni viditelny.

Uloha 4. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k lze zvolit 2k navzajem rtizngych

prirozenych ¢isel ay, ..., ax, b1, ..., b takovych, ze zlomky
al ag ag
77 7’ ey —
b1’ b b

jsou vSechny v zékladnim tvaru a tvofi aritmetickou posloupnost.
Uloha 5. Jsou déna cela ¢isla a, b takova, Ze pro vSechna pfirozena n plati
b" +n|a" +n.
Dokazte, ze a = b. (ISL 2005 N6)
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Uloha 6. Rozhodnéte, zda lze piirozena éisla sefadit do posloupnosti ay, as, ...
(pFicemz kazdé ptirozené ¢islo se vyskytne pravé jednou) tak, aby pro kazdé pfirozené
n platilon | a; + -+ + ay.
Uloha 7. Najdéte vSechny trojice piirozenych ¢isel (a,b,c) takové, Ze pro kazdé
prirozené c¢islo n, které nemé zadného prvociselného délitele mensiho nez 2014, plati
n+cla™+b"+n. (ELMO SL 2014)
Uloha 8. Budiz f: N — N funkce splitujici pro kazda a,b € N:

(i) f(a), f(b) jsou nesoudélnd, pravé kdyz a, b jsou nesoudélna.

(i) a < f(a) < a+ 2012,
Dokazte, ze kdyz prvocislo p déli f(n), pak uzip | n. (USA TSTST 2012)
Uloha 9. Tabulka 2018 x 2018 je vydlazdéna dominy 2 x 1. Dokazte, 7e lze do
policek vepsat prirozena ¢isla tak, ze:

(i) Soucet dvou ¢isel na kazdém dominu je vzdy stejny.

(ii) Libovolna dvé ¢isla, jejichz poli¢ka sousedi stranou, jsou nesoudélnd, pravé

pokud lezi na stejném dominu. (PraSe 37-4p—8)

Rozkladani a skladani modul

Uloha 10. Jsou déna prvoéisla p # q. Dokazte, ze p?~1 + ¢?~1 =1 (mod pq).
Uloha 11. Dokaite, 7e 4a%2+9b?> = 1 (mod n) mé pro libovolné pfirozené n feseni.

Uloha 12. Je déno piirozené ¢islo n. Budiz A mnozina téch &isel a € {1,2,...,n},
ktera spliiuji a? = a (mod n). Dokazte, Ze pocet prvkii A je mocnina dvojky.
(PraSe 40-3s-1)

Uloha 13. Necht ¢(n) znaéi pocet ¢isel z mnoziny {1,...,n}, ktera jsou nesou-
délnd s n. Vyjadiete p(n) pro n s prvoéiselnym rozkladem p’fl R i

Uloha 14. Dokaizte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych ¢isel
ki,...,k, > 1takova, ze k1 -ko - - - k, — 1 je soucin dvou po sobé jdoucich prirozenych
Cisel. (USAMO 2008)

Uloha 15. Rozhodnéte, zda existuje pFirozené n takové, Ze pro libovolné celé éislo
2 nemé z2 4+ x + n zadného prvoéiselného délitele mensiho nez 2021.

Uloha 16. Jsou dana pfirozena ¢isla a > b > ¢ > 3 splitujici
albec+b+ec, b|ca+c+a, c|lab+a—+b.
Dokazte, ze alespon jedno z a, b, ¢ je slozené ¢islo.

Uloha 17. Jsou dana pfirozena é&isla n,k > 2 a k-tice po dvou riiznych &isel
ai,...,ar z mnoziny {1,2,...,n} takova, ze n | a;(a;41 — 1) proi =1,...,k — 1.
Dokazte, ze n { ag(ag — 1). (IMO 2009/1)
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Uloha 18. Pro kone¢nou mnozinu X pfirozenych é&isel necht S(X) znaéi soucet
jejich prvki a P(X) jejich souéin. Déle uvazujme dvé koneéné mnoziny pfirozenych
Cisel A, B takové, ze |A| = |B|, P(A) = P(B), ale S(A) # S(B). Pokud pro kazdé
n € AU B a jeho prvociselného délitele p plati p®6 | n, ale p37 { n, dokaite, 7e

|S(A) — S(B)| > 106. (NIMO 2013)
Navody
1. Predepis kazdému ¢islu ¢tvercového délitele.

2. Predepis kazdému ¢islu dva prvociselné délitele.
3. Poruc si v kazdém bodé ¢tverce prvocislo, kterym maji byt souradnice soudélné.
Vezmi zkracenou posloupnost £t ..., £tk

zkracenymi prvocisly, a; pak uz odlisis snadno.

B

pro vhodné z, N. Jednotliva b; odlis

5. Vyrob pro a — b hodné prvociselnych délitelt. Modula p a p—1 jsou nesoudélna!
6. Pridavej ¢leny po dvou — jeden zvol libovolné a jeden urdi.

7. S pomoci kanénu ukaz, ze a + b — ¢ ma hodné prvociselnych délitelti. Navol si
zbytky v riznych modulech dle libosti nejprve pro p, potom pro n.

8. Zkus nejdfiv zapomenout na n, p a pomoci zbytkovky zkonstruovat takové z,
7e f(x) = x. Potom do vyrobniho procesu pfidej x = 0 (mod p), x =1 (mod n).
9. Vypliuj na jednotliva domina dvojice ¢isel S+x; podle Sachovnicového obarveni.
Kdekoliv ma dvojice ¢isel byt soudélna, zvol si na to zvlastni prvocislo.

10. Podivej se zvlast mod p a mod q.

11. Vyfe$s modulo prvociselné mocniny. Mocniny 2 a 3 jsou trochu vyjimecéné,
ostatni jsou snadné.

12. Nejprve vyfes prvociselné mocniny.

13. Nejprve vyfes prvociselné mocniny.

14. Jen se chce, aby x? + x + 1 umélo mit hodné prvoéiselnych délitelé. Pouprav
dilkaz existence nekonecné mnoha prvocisel.

15. Polynom z? + 2 neumi modulo p nabjvat véech moznjch hodnot — podle toho
navol n mod p pro p < 2021.

16. Sloz do modula abc.

17. Kdyby n | ax(a; — 1), pak budto a; =0 (mod p") pro vSechna i, nebo = 1 pro
vSechna 1.

18. Soudin prvodcisel p, pro néz p — 1 | 36. Kdyz se misto malého Fermata pouZije
Euler, Ize odhad vylepsit az na asi 6 - 107.

Literatura a zdroje

Prispévek je kopii stejnojmenného prispévku, ktery jsem pfipravil na podzimni sou-
stfedéni 2021 v Zasadé. Dékuji proto svému minulému ja za to, ze od té doby Cinskou
zbytkovou vétu nezapomneélo, a umoznilo mi tim tento prispévek prednaset znovu.

[1] Maté&j Dolezalek: Cinskd zbytkovd véta, Zasada, 2021.
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Vytvorujici funkce

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. Udastnici, toto jsou vytvofujici funkce, vytvofujici funkce, toto jsou
GUcastnici, seznamte se prosim. Pro blizsi poznani si ukazeme, jak nam takové funkce
pomuzou skdkat z kombinatoriky do analyzy a zase zpatky, coz nam umozni ziskat
zajimavy nahled na nékteré kombinatorické problémy a tulohy.

Piiklad. (motiva¢ni) Ada namalovala vajicka tfemi barvami. M4 4 zelen4, 7 mod-
rych a 5 zlutych vajicek. Danik prisel na koledu, kolika riznymi zptisoby si miize
vybrat 6 vajicek?

Reseni. Hleddme pocet uspofddanych trojic nezapornych celych é&isel (4, j, k) tako-
vych, ze i +j+ k =6, kde i € {0,1,2,3,4} odpovidd poctu zelenych, j € {0,...,7}
modrych a k € {1,...,5} Zlutych vajicek, kterd si Danik vezme. Pocet takovych
trojic najdeme snadno jako koeficient u 26 v sou¢inu (1+z + 2% + 23 +24)(1+--- +
27)(1+ -+ + 2°). Danik m4 tak 24 moznosti, jak si vybrat 6 vajicek.

Kombinatorickou tlohu tak mtzeme velmi jednoduse prevést na hledani koefici-
entd u mocnin z v soucinu nékolika polynomu. Nez se pustime do néjakych novot,
pripomeneme si par vét, co uz jisté znate.

Véta. (geometrickd fada) Pro libovolné = € R rizné od 1, n € Ny plati
xn-{-l -1
l+z+a®+ 42" = —
T —

Véta. (binomicka) Pro libovolné x € R, n € N plat{

(g> N <Tll>x+ (Z>x2 I (Z)x” — (e +1)™.

V predchozich ptipadech se jedna vzdy o konecné soucty. Jediny nekonecny soucet,
ktery budeme do zacatku potifebovat znat, je soucet nekonecné geometrické rady.

Véta. (nekoneénd geometrickd fada) Pro vSechna x € (—1,1) plati

1 oo
Y
1—x —~
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V piipadé x = 0 v predchozi vété pouzivame konvenci 0° = 1. Kdy# uZ jsme
se dostali k nekone¢nym soucttim, bylo by dobré védét, co takova nekoneéna fada
>0 o anz™ vlastné je. Na takovou fadu se lze divat dvéma zpiisoby. Jednak jako
na formdlni radu, tj. posloupnost jejich koeficientt ag, ay,as, ..., za kterymi jsou
symboly z". Takovéto formalni fady si muZeme séitat i nasobit, jako by to byly
polynomy. To odpovida kombinatorické strané nasi teorie.

V druhém pripadé bychom mohli chtit za x dosazovat. Pokud by to Slo, odpovidala
by fada Y-, a,z™ né&jaké funkci f(z), ktera ¢islu = pfifadi onen nekoneény soucet.
O radé bychom pak tikali, ze konverguje. To ale bohuzel nefunguje vzdycky — pokud
se koeficienty a; chovaji nepékné, takovy soucet viibec nemusi davat smysl.

Tvrzeni. Pokud fada a(z) = _,° ;a,z" konverguje pro vechna x € (—¢,¢) pro
néjaké dostatecné malé e > 0, pak jsou jeji koeficienty jednoznac¢né uréeny hodnotami
funkce a(z).

Funkce a(z) mé v bodé 0 derivace vSech fadd a pro n = 0,1,2,... tak plati

= %, kde a(™ (0) znaéi n-tou derivaci funkce a(x) v bodé 0.

Jelikoz nés zajimé spis kombinatorické stranka problematiky, konvergenci a hlub-
$im pochopenim tohoto tvrzeni se ptilis nebudeme zabyvat. K tomu, aby fada kon-
vergovala na néjakém (—e,e) naptiklad bohaté staci, aby pro vSechna n € N platilo
a, < K™ pro néjaké pevné Cislo K. Jakmile tedy koeficienty a,, rostou dostatecné
pomalu, jsou jednoznac¢né ureny funkei a(z), kterd ve svém zapisu neobsahuje zadny
nekoneény soucet, ale pfitom je rovna nasemu pozadovanému souc¢tu a navic v sobé
ukryva informace o celé posloupnosti. Typicky a,, bude hledany pocet néjakych kom-
binatorickych objektt o ,velikosti“ n. Takovym objektim bude odpovidat funkce

a(x).
Definice. Bud (a;)$2, = (ag, a1, ag, . . . ) nekoneéna posloupnost realnych ¢isel. Jeji
vytvorugici (generujici) funkce je mocninna fada

o0
a(x) = ag + a1z + agx? +--- = E a;z".
i=0

Pointa je nasledujici. Mame-li néjakou posloupnost ¢isel, ktera nas zajima, mi-
zeme z ni vytvorit pfislusnou vytvorujici funkci. Tu ale s trochou stésti dokazeme
vyjadrit v uzavieném tvaru. Kombinatorické ¢i algebraické vlastnosti ptivodni po-
sloupnosti jsou pak uschovany ve velmi kompaktnim tvaru, ve kterém s nimi umime
jednoduse manipulovat a pokud prislusné fady konverguji, umime se kdykoli bez-
trestné vratit zpét.

Zobecnéna binomicka véta

Definice. Pro libovolné r € R, k € N definujeme kombinaéni ¢islo (2) predpisem

(Z) :r(r—1)~-l~€§r—k+1)
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Nazyvame jej zobecnené kombinacni cislo.

Véta. (zobecnénd binomickd) Pro z € (—1,1) plati

(1+2) = (0) T (;)H (2)+

Pro r € N je tedy predchozi tvrzeni béznéd binomicka véta. Pro r € Z nebo obec-
néji r € Q ale dostavame nové rovnosti, ve kterych najednou napravo vystupuji
nekoneéné fady. Kromé souctu nekoneéné geometrické fady tedy zname dalsi druh
souctu, diky ¢emu se umime mnohem lépe vyporadat s nékterymi dal$imi vytvoru-
jicimi funkcemi.

Jako dusledek zobecnéné binomické véty plati pro kazdé n € Na z € (—1,1)

(e

=0

—_

Cvicéeni. Ukazte, Ze opravdu plati (7) = (—l)i(rﬁzl).

Operace s posloupnostmi a jejich vytvorujicimi funkcemi

Budeme pracovat s posloupnostmi (ag, a1, as, ... ), (bo,b1,ba,...), (co,c1,C2,...), je-
jich vytvofujicimi funkcemi a(z), b(x), ¢(x) a redlnym éislem .
(1) Souctu a(x) + b(z) odpovidd posloupnost (a; + b;)52.
(2) Vynasobeni redlnym ¢islem aa(z) odpovida (aa;)52,
(3) Vynésobeni z"a(z) odpovida posunuti vpravo (0,...,0,aq,a1,...).
——
n
(4) Déleni a(z)_(a°+a;f+a212+“') odpovidé posunuti vlevo (an,@ni1, @ni2,--- ).
(5) Dosazeni ax misto = a(ax) odpovida (ag, aar, aaz, a3as, ... ).
) Dosazeni 2™ misto  a(x™) odpovidé (ao,0,...,0,a1,0,...,0,a2,...).
—— ——

n—1 n—1
(7) Zderivovanim a(x) dostaneme b(z) = a’(x) se ¢leny b, = (n+1)an+1, potom
a'(z) odpovidd ((n + 1)an+1)32,-
(8) Integrovéni [ a(t)dt odpovida (0,aq, 3a1, $az, fas,...).

Ulohy

Uloha 1. Matgj el koupit barevné stuzky na svou pomlazku. M4 s sebou 8 jedno-
korun, 6 dvoukorun a 3 pétikoruny. Kolika zptisoby mtze mincemi za stuzky zaplatit
11 korun, aniz by mu pokladni musela vracet?

Uloha 2. Kafa se chysta péct beranky, mazance a jidase. Rada by pfipravila pro
ostatni orgy kosik sladkého peciva, ktery bude obsahovat 7 kouskt, nejvyse 3 be-
ranky, sudy nenulovy pocet jidast a alespont 2 mazance. Kolika zpiisoby mtize napéct
pecivo do kosiku?

24



KLARKA GRINEROVA

Uloha 3. Terka mé 10 stejnych kraslic, které chce rozdélit mezi své dva kamarady
a dvé kamaradky. Kolika zpusoby to mize udélat, méa-li kazdy kamarad dostat aspon
jednu kraslici a kazda kamaradka nejméné dvé?

Uloha 4. Naty se chysté4 obarvit 25 vajicek, ma 4 barvy, ale nékteré ma radéji nez
jiné. Chce mit maximalné jedno Cervené, nejvyse 10 modrych, alespon 6 zelenych a
alespon 8 zlutych. Kolika zptsoby mutze vSechna vajicka nabarvit?

Uloha 5. Lenka se taky chysta barvit vajicka 4 barvami. M4 jich n a chtéla by, aby
pocet cervenych byl sudy, pocet zlutych byl délitelny péti, nejvyse 4 byla oranzova
a zelené bylo jedno nebo zadné vajicko. Kolika zptisoby se ji to muze podfit?

Uloha 6. Najdéte vytvorujici funkce pro nasledujici posloupnosti:

(1) (1,-1,1,-1,1,-1,...),

(2) (1,0,1,0,1,0,...),

(3) (1,2,3,4,5,6,...),

(4) (1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...),
(5) (2,1,4,3,6,5,...),

(6) (1,-3,5,-7,9,—11,...),
(7) (1,1,2,2,4,4,8,8,...),

(8) (12,22,32%,...).

Uloha 7. Petr a Rade¢ek misto pleteni pomlazek hraji kostky. Nejsou zadni tros-
kafi a maji 12 hracich kostek. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu vSemi kostkami
padne presné 307

Uloha 8. Najdéte dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky A a B, na jejichz
sténach jsou prirozend ¢isla, takové, ze pro kazdé n € N je pravdépodobnost, Ze na
A a B padne dohromady presné n, stejné jako pravdépodobnost, Ze n padne na dvou
standardnich Sestisténnych hracich kostkéch.

Uloha 9. Urcete koeficient u piislusné mocniny z ve vyrazech:
(D) ua®®v (@2 +a3+2r+...)4

uz® v (1-2x)72

ﬁ pro libovolné k£ > 0,

uztv (2?2 -5z +6)"L

Uloha 10. S pomoci vytvorujicich funkeci se¢téte nasledujici fady:

2
(1) 2o (2)
n
(2) Yoo k(3
n
(3) 2roo k(1)
Uloha 11. Posloupnost ag, a1, as, ... ma generujici funkci g(x). Jakou generujici
funkci pak bude mit posloupnost ¢astecnych soucti ag,ag + a1, a9 + a1 + az,...?
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Navody

1. Vyjadii hledany pocet jako koeficient u x'1 ve vhodném sou¢inu mnohoé¢lenti.
2. Vyijadii hledany pocet jako koeficient u 27 ve vhodném souc¢inu mnohoclenti.
3. Pro urceni koeficientu u x'° pouzij zobecnénou binomickou vétu.

4. 114(1;;ai)£)1;x11) = (oM + 215 = 225 — 426) 3 (l—:Q)xl

5. Najdi vytvotujici funkci pro kazdou barvu.

6.

Dosad vhodné ax do vytvorujic funkce pro posloupnost (1,1,1...).
Dosad vhodné z" do vytvotujic funkce pro posloupnost (1,1,1...).
Derivace je kamarad.

Rozloz na soucet dvou posloupnosti, které umis ziskat vyse.

Chytfe rozloz na soucet dvou posloupnosti.

Zapomen nejdfiv na znaménka, najdi posloupnost vSech sudych cisel.
Rozloz na soucet stejnych posloupnosti, jedna je o pozici posunuta.

.....

AN AN AN N N S S
0 J O U i W N -
N

Vytvorujici funkce pro pravdépodobnosti sou¢ti hozenych ok je

1
P(z) = @(x—kxz + 2%

(x4 +292 =22+ D)@+ )22 + 2+ 1)(2* +22 +1).

(1) Najdi nejprve kombinatorickou interpretaci, poté pouzijte tpravy vytvoruji-
cich funkci a zobecnénou binomickou vétu.

(2) Pouzij zobecnénou binomickou vétu.

3) Taky pouzij zobecnénou binomickou vétu.

4) Rozloz racionélni lomenou funkci na parcialni zlomky.

(1) Pouzij konvoluci dvou posloupnosti.
(2) Vytkni n z kombinaé¢niho ¢isla.
(3) Vytknutim n(n?1) z kombinac¢niho ¢isla a pouzij predchozit variantu.

Literatura a zdroje

Nemalda ¢ast prednasky je prevzatd z pfispévku Generujici funkce, jehoz autorem je
Kuba Lowit, kterému timto dékuji.

[1] Jakub Lowit: Generujici funkce, Branna, 2019.
[2] Filip Cermédk: Generujici funkce, sbornik iKS, 2023.
[3] Eva Ondrackova: Vytvorugjici funkce, Prudka, 2002.
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Dirichletiiv princip

Vit HANIKA

ABSTRAKT. Podivame se na jednoduché tvrzeni zvané Dirichletuv princip, které vy-
uzijete pri spousté velmi riznorodych uloh.

Véta. (Dirichlettv princip) Pokud umistime n+1 pfedméti do n piihrdadek, budou
alespor v jedné prihradce alespon dva predméty:.

Jak tuto vétu vyuzit? Predpokladame-li, ze zadny ¢lovék neméa na hlavé vice nez
milién vlasid, a vzpomeneme-li si na hodiny zemépisu, zjistime, ze v Praze nutné
musi zit dva lidé s presné stejnym poctem vlast. Podafilo se nam tedy bez prace
dokéazat, ze existuje dvojice lidi s urcitou vlastnosti. OvSem Dirichlettiv princip nam
nijak neporadi, jak tyto dva lidi najit. Ale tak uZ to v matematice chodi.

Polozme si nyni otazku, kolik lidi se stejnym poc¢tem vlast bychom urcité nasli
v celé Ceské republice. Odpovéd nam da (opét pii dostateénych znalostech reélii)
nasledujici zobecnéni:

Véta. (Dirichlettv princip, obecnéji) Pokud umistime kn + 1 pfedméti do n pfi-
hradek, bude alespon v jedné prihradce alespon k + 1 predméti.

Uvedme si jesté dalsi mozné zesileni naseho vychoziho tvrzeni. V tlohéch oviem
vétsinou vystacime s nékterou z predchozich verzi.
Vé&ta. (Dirichlettv princip, jesté obecné&ji)  Méjme pfirozend c¢isla ny,na, ..., N,
mnozinu X s alespori 1+Zf:1(m—1) prvky a jeji rozklad na mnoziny X1, Xs, ..., X;.
Potom urc¢ité existuje i takové, ze X; ma alespon n; prvku.

A jesté nekoneénd verze:

Véta. (nekoneény Dirichletiiv princip) Pokud umistime nekone¢né mnoho pred-
métii do koneéné mnoha prihradek, bude alesporn v jedné prihradce nekone¢né mnoho
predméti.

Nyni uz se vrhneme na tlohy, kde budeme toto tvrzeni vyuzivat. Vzdy je klic¢ové
rozmyslet si, co bude v tloze pfestavovat ,prihradky“ a co rozmistované predméty.

oha 1. zasuvce je celkem 10 ¢ernych, 12 modrych a 8 Sedych ponozek. Koli
Uloha 1. V z4 je celkem 10 cernych, 12 modrych a 8 Sedych zek. Kolik
jich musime vytahnout, abychom urcité méli alespon jeden par stejné barvy?
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Uloha 2. Dokaite, Ze mezi 82 riiznymi pfirozenymi ¢isly vzdy najdu dvojici a, b
tak, ze 81 | (a — b).

Uloha 3. Ve é&tverci 6 cm x 6 cm je ndhodné rozmisténych 37 bodi. Dokazte, Ze
vzdy existuje ¢tverec 2 cm X 2 cm, ve kterém se nachdazi alespon pét z nich.
(PraSe, 14. ro¢nik)

Uloha 4. Mgjme skupinu n lidi, z nichz nékteré dvojice se navzajem znaji (znidmost
je vzdjemnd). Ukazte, Ze existuji dva lidé, ktef{ znaji pfesné stejny pocet lidi.

Uloha 5. Dokaizte, ze pro libovolna celd ¢&isla a, b, ¢, d je vyraz
(a=b)a—c)a—d)(b—c)(b—d)(c—d)
délitelny cislem 12.

Uloha 6. Na Sachovnici 8 x 8 poli¢ek mame rozestavénych 33 vézi. Najdeme mezi
nimi pét takovych, které se navzdjem neohrozuji? Dvé véze se navzajem ohrozuji,
pokud jsou ve stejném Fadku nebo sloupci (i pokud je mezi nimi jind véz).

(PraSe 20-3-1)

Uloha 7. Dokaite, Ze kdyz vybereme 53 &isel z mnoziny {1,2,...,100}, bude mezi
nimi vzdy dvojice ¢isel s rozdilem pfesné 12.

Uloha 8. Vybereme-li v rovnostranném trojihelniku o strané a libovolné 10 bodi,
pak vzdalenost nékterych dvou vybranych bodi je nejvyse §. Dokazte.

Uloha 9. Ukaizte, Ze z libovolné posloupnosti n piirozenych é&isel ay, . .., a, doka-
Zeme vybrat (neprézdnou) skupinu za sebou jdoucich prvka tak, aby jejich soudet

byl nasobkem n.

Uloha 10. Hraci plan hry , Clovéde, nezlob se“ obsahuje 36 policek uspotadanych

do kruhu. Kolik nejméné figurek musi byt ve hie, abychom vzdy mohli nékterou

z nich vyradit pomoci jiné nezavisle na jejich rozlozeni a vysledku hodu kostkou?
(PraSe 20-3-2)

Uloha 11. Do poli¢ek tabulky 10 x 10 zapiSeme libovolna celd éisla tak, aby se
zadné dveé cisla, ktera spolu sousedi ve stejném fadku nebo sloupci, nelisila o vice
nez 5. Dokazte, ze v tabulce se vzdy najdou dvé stejné ¢isla.

Uloha 12. Dokazte, Ze z libovolné pétice vrcholit pravidelného devititthelniku
umime jeden odstranit tak, aby zbylé ¢tyfi tvorily vrcholy lichobézniku.

Uloha 13. Dokaite, Ze pro viechna nesoudélné ¢isla a a b je desetinny rozvoj N
bud koneény, nebo mé periodu maximalné b — 1.

Uloha 14. V roviné je rozmisténo 2n + 1 bodi tak, Ze zadné z nich netvoii trojt-
helnik se vSemi stranami delsimi nez 1. Dokazte, ze nalezneme n + 1 bod1, které je
mozno uzaviit do kruznice s polomérem 1.

Uloha 15. Po ¢tvercovém stole 1 m x 1 m leze 51 much. Ukaite, Ze s pomoci
kruhového hrnce s polomérem % m miizeme chytit alesponn 3 mouchy jednou ranou.
28



VIT HANIKA

Uloha 16. New York je kromé jiného zndmy i pravidelnosti svych ulic — mé 151 se-
verojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vZdy po 100 metrech kiizi. Ve mésté
je rozmisténo celkem 11401 telefonnich automatt (ne nutné na kiizovatkdch). Do-
kazeme tam najit dva automaty, které jsou od sebe vzdalené maximalné 200 metrt

chtize po chodniku? (PraSe 20-3-3)

Uloha 17. Dokaite, ze mezi libovolnymi osmi sloZenymi pfirozenymi éisly mensimi
nez 360 existuji vzdy dveé ¢isla, kterd maji spole¢ného délitele.
(PraSe, 14. ro¢nik)

Uloha 18. Dokaite, ze z kazdé (n + 1)-prvkové podmnoziny {1,2,...,2n} lze
vybrat dvé rizna éisla tak, ze jedno déli druhé. (PraSe 20-3-7)

Uloha 19. Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost s diferenci 60, jejiz viech-
ny prvky jsou prvodisla. (PraSe 18-1-1)

Uloha 20. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje jeho pfirozeny na-
sobek slozeny jen z cifer 0 a 1. Dokézete toto tvrzeni néjak zesilit?

V nasledujicich dvou tlohéach se skryvaji véty, v jejichz dukazech je klicem Di-
richletiv princip:

Uloha 21. (Dirichletova véta o aproximaci) Pro kaZdé realné ¢islo a a kladné &islo
n existuji celd éisla p, ¢ tak, ze 1 < g <nalag—p| < lJ%n

Uloha 22. (Erdésova—Szekeresova véta) Z kazdé posloupnosti n? + 1 riiznych é&isel
dokazeme vybrat rostouci nebo klesajici podposloupnost délky alespon n + 1.

Uloha 23. Béhem prednésky, na kterou piislo pravé 5 tcastniki, kazdy pravé
dvakrat usnul. Zaroven pro kazdou dvojici acastnikt existoval okamzik, kdy spali
oba soucasné. Ukazte, ze nékdy spali tfi Gcastnici najednou.

Uloha 24. Je déna nekone¢né rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel takova, ze
a1 =1 a ap41 < 2n pro vsechna n > 1. Dokazte, ze pro kazdé pfirozené m existuji
dva ¢leny posloupnosti, jejichz rozdil je m.

Uloha 25. Dokazte, 7e z libovolného Sestnacticiferného ¢isla umime vybrat ne-
prazdnou skupinu za sebou jdoucich cifer, jejiz ciferny soucin je druhou mocninou
celého disla. (PraSe 28-5-7)

Uloha 26. Na piimce p lezi postupné 6 tsekil uy,us,...,us s délkami po fadé
di,ds,...,dg, které jsou po dvou disjunktni. V jedné poloroviné urcené piimkou
p sestrojime body Si,59,...,S6 tak, ze vrchol S; tvori spolu s tiseckou w; rovno-
stranny trojuhelnik (i = 1,2,...,6). Nakonec vytvorime kruhy se stfedy v bodech
S51,852,...,5¢ a poloméry dy,ds,...,ds. Dokazte, ze neexistuje bod, ktery by lezel
ve v8ech Sesti kruzich. (PraSe 28-5-6)
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Uloha 27. Mgéjme v roviné n bodti z1,...,z, v obecné poloze!, pfi¢emz nékteré
z téchto bodu jsou spojené tseckami. Stupném bodu xj; budeme nazyvat pocet spoj-
nic, které z ného vedou. Dokazte, ze pokud zadné dva body stejného stupné nemaji
spole¢ného ,souseda“ a navic je alespon jedna dvojice bodd spojena tseckou, pak
nutné existuje bod, jehoz stupe je 1. (PraSe, 14. ro¢nik)

Uloha 28. Ukaite, 7e existuje pfirozené ¢islo N tak, Ze kazdé pFirozené ¢islo a > N
dokéazeme ,osekat“ z kraji na prirozeny nasobek c¢isla 2011.
(Kanadska MO 2011)

Uloha 29. Majda se snazi vyvolat TeMné VelePraSe podle piirucky ¢erné magie,
kterou nalezla v knihovné. Uz méa na zemi nakreslenou kruznici, jejiz kazdy bod je
obarven jednou z 2022 barev. Dalsi krok obfadu vyzaduje, aby nasla lichobéznik,
jehoz vrcholy lezi na této kruznici a maji vSechny stejnou barvu. Dokazte, Ze se ji
to miize vzdy podarit bez ohledu na to, jak jsou body kruznice obarveny.

(PraSe 42-1-8)

Uloha 30. Ve skupiné 90 déti ma kazdé aspon 30 kamaradi (kamaradstvi je vza-
jemné). Dokazte, Ze je lze rozdélit do t¥i 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité mélo
ve své skupince alespon jednoho kamarada. (Celostatni kolo MO 2011/2012)

Uloha 31. Ukaite, 7e je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} étyfmi
barvami tak, aby neslo najit jednobarevnou desetiprvkovou aritmetickou posloup-
nost. (IMO Shortlist 1987)

Uloha 32. Pravidelnému 432-tihelniku bylo 108 vrcholit obarveno éervené, 108
zelené, 108 modie a zbylych 108 zluté. Dokazte, ze je mozné najit ctyfi shodné
trojuhelniky takové, Ze vrcholy jednoho jsou vSechny Cervené, druhého zluté, tietiho
modré a ¢tvrtého zelené. (USAMO 2012)

Uloha 33. Mgjme v prostoru n bodt (n > 3), pfi¢em# jejich spojnice jsou riizné
dlouhé a r z téchto usecek je obarvenych. Dokazte, ze potom z téchto obarvenych
spojnic umime vytvofit tah? z alesponi [ 2| tise¢ek, ve kterém délka tisecek nartistd.

(PraSe 17-2-5)

Navody

1. Na poctu ponozek od jednotlivych barev nezalezi.
2. Podivej se na zbytky po déleni 81.

3. Rozdél ¢tverec na 9 mensich.

4. Muze nékdo znat 0 a nékdo jiny n — 1 lidi?

5. Vyfes zvlast délitelnost 3 a 4.

6. Rozdél sachovnici na 8 ¢asti.

IMnozina bodii je v obecné poloze, pokud zadné t¥i z nich nelezi na p¥imce.

2 Tah je posloupnost na sebe navazujicich hran, které se neopakuji. Mohou se kiizit.

3Symbol [z] oznacuje horni celou édst &isla x, tedy nejmensi celé ¢islo y, takové ze = < y.
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7. Kolik nejvyse ¢isel muze davat jaky zbytek?
8. Vhodné rozdél trojuhelnik.

9. Podivej se na skupiny zacinajici prvnim prvkem posloupnosti.

10. Kolik nejvyse figurek mutze ohrozovat jedno policko?

11. O kolik se mohou nejvyse ¢isla 1isit?

12. T¥i dvojice vybranych vrcholt maji stejnou vzdélenost.

13. Kolik je moznych zbytkd po déleni b?

14. Najdi nejvzdélenéjsi body. Ostatni rozdél do dvou skupin.

15. Chceme 25 pfihradek.

16. Ve mésté je 22 801 kfizovatek.

17. Kazdé z ¢isel ma v rozkladu prvocislo mensi nez 19.

18. Jedno z ¢isel je dokonce 2¥-nasobek jiného.

19. Zkoumej modulo 7.

20. Staci dokonce dvé cifry 1. Tedy, skoro vzdy.

22. Jak dlouh4 je nejdelsi rostouci posloupnost konéici danym ¢islem? A klesajici?
23. Mame 10 ¢asovych intervalii, kde spali praveé dva, kazdy za¢ind usnutim acast-
nika.

24. Koukni se na prvnich m + 1 ¢leni.

25. Nula tam neni. M4$ 4 prvocisla, 24 = 16.

26. 30-6 = 180.

27. Podivej se na bod s nejvétsim stupném.

28. Stadi sekat z jedné strany.

29. Podivej se na pravidelny N-tihelnik a rozmysli si, co to znamena, Ze body tvori
lichobéznik.

30. V kolika z moznych rozdéleni nemas ve skupiné zadného kamarada?

31. Kolik je moznych aritmetickych posloupnosti?

32. Prihradky jsou rotace.

33. Najdi 27 véci a n prihradek.

Literatura a zdroje

Prispévek je témér zcela prevzat od Vaska Jandcka z roku 2021, ktery zase hojné
vyuzival prispévek Kuby Krdsenského z roku 2013, obéma timto dékuji.
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Konecné automaty

PETR HLADIK

ABSTRAKT. Jednim z hlavnich objektu, které zkoumé teoretickd informatika, jsou
Turingovy stroje. ProtoZe o Turingovych strojich je ale za jednu prednésku obtizné
dokézat cokoli zajimavého, podivame se na jejich (o nékolik stupiiti) slabsi brasky —
konecné automaty.

V teoretické informatice Casto feSime, jak slozité je pro rizné mnoziny fetézcl
rozhodnout, ktery fetézec do nich patii a ktery ne. Abychom ale mohli mluvit o fe-
tézcich, musime nejprve nadefinovat terminologii.

Definice. Koneéné mnoziné znakt budeme fikat abeceda a budeme ji znacit X.
Abeceda mtze byt napiiklad {a,b,c,...,z}, ale taky tfeba mnozina obsahujici
#, @, § a !. My vSak budeme nejéast&ji pouzivat bindrni abecedu {0,1}, ¢i do-
konce unarni abecedu obsahujici pouze nulu nebo pouze jednicku. Prvkiim abecedy
budeme fikat znaky abecedy, nebo prosté znaky. Retézec (nebo taky slovo) pak bude
konec¢na (klidné prazdnd) posloupnost znaku. Délkou fetézce w budeme rozumét
pocet jeho znakt a budeme ji znadit |w|. Retézec délky 0 (prazdné slovo) budeme
znacit €. Mame-li fetézce u a v, budeme uv nebo u - v znadit jejich zietézeni, tedy
Fetézec w takovy, Ze |w| = |u| + |v] a ve w jsou nejprve viechny znaky v v tom
samém pofadi jako v u a potom obdobné vsechny znaky v. Podobné budeme «* pro
k € Ny znacit fetézec u k-krat zietézeny sam za sebe (tedy napiiklad zapisem 1(10)3
budeme rozumét fetézec 1101010). Pro fetézec u budeme uf znaéit ten samy fetézec
pozpéatku. Mame-li fetézec w, tak pro k € N, k < |w| budeme wl[k| znadit k-ty znak
fetézce w.

Dale budeme potiebovat terminologii a znaceni mluvici o mnozinach fetézcu.
Dovolime si jistou formélni nepfesnost a budeme tam, kde to déva smysl, volné
zamétiovat Fetézec s jednoprvkovou mnozinou, kterd obsahuje pravé tento fetézec!

Dovolime si podobné, jako zietézujeme Fetézce, zfetézovat i mnoziny. Tedy napii-
klad {0,1}-{2,3} = {02,03,12,13}. Déle pokud M je mnozina Fetézcti, M* budeme
znacit libovolny pocet opakovani nééeho z M, tedy M* = {e}UMUM?UM3U---
Napriklad ¥* je tedy mnozina vSech moznych konec¢nych fetézct nad abecedou .
{01,02}* obsahuje napiiklad ¢, 01, 01020102, ale ne 010.

ITaké budeme zamériovat znak a fetézec délky jedna obsahujici pravé tento znak.
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Definice. Jazykem nad abecedou ¥ budeme rozumét mnozinu L C X*. Jejim
prvkim budeme fikat slova jazyka L.

Piikladem jazyka nad abecedou {0, 1} muZe byt napiiklad mnoZina vSech fetézct
reprezentujicich prvocislo, mnozina vsSech fetézcu, které reprezentuji ve dvojkové
soustave Cislo mensi nez 42. Nebo mnozina vsech fetézcti, které zacinaji jednickou.

Konecné automaty

Nyni jiz kone¢né mame vse, co potfebujeme, abychom nadefinovali kone¢ny automat.

Definice. Konecnym automatem nad abecedou X rozumime konenou mnozinu
stavt @ spolecné s prechodovu funkci § : Q X X — Q. Praveé jeden ze stavl oznacime
jako pocéatecni a nékteré stavy oznaéime jako pfijimajici (jejich mnozinu znacime

Vypocet konecného automatu nad Fetézcem w probihéd nasledovné: Automat za-
¢ne v podateénim stavu qo. Poté pfeéte prvni znak fetézce w[l] a pfejde do stavu
q1 = 6(qo, w[1]) (ne nutné rtizného od gp). Dale precte znak w(2] a ptejde do stavu
g2 = 0(q1,w[2]). Tak pokracuje, dokud nepieéte posledni znak w a nepiejde do
stavu s|,|. Pak fekneme, Ze automat fetézec w piijal, pravé kdyz vypocet skoncil
v prijimajicim stavu, tedy pokud s, € F.

Definice. Jazyk L(A) piijimany automatem A je mnozina vSech slov z ¥*, které
automat pfijme.

Priibéh vypoctu si tedy mizeme predstavit tak, ze automat ¢te fetézec znak po
znaku a do svého stavu si uklada néjakou informaci o tom, co uz precetl. Ve vétsiné
pripadu si vSak napfiklad nemiiZe ulozit celou ¢ast Fetézce, kterou uz precetl, protoze
jeho stav mize nabyvat jen koneéné mnoha riznych hodnot, kdezto fetézce mizou
byt obecné libovolné dlouhé.

Pro prehlednost budeme typicky automat nezadavat primo, ale orientovanym gra-
fem, kde vrcholy odpovidaji staviim automatu a orientované hrany oznacené znaky
abecedy odpovidaji prechodové funkci.

Uloha 1. Mgjme napiiklad automat nad abecedou {0, 1}, ktery ma mnozinu stavi
{50, 81}, kde so je pocatelni stav a s; jediny pfijimajici stav. Déle at pfechodovi
funkce fika, ze pii precteni nuly zlUstaneme v témze stavu a pii pfeCteni jednicky
prejde do druhého z moznych stavi. Tento automat by téz Sel popsat nasledujicim
obrazkem:

Jaky jazyk automat na obrazku vlastné prijima?
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Uloha 2. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0,1}, ktery pfijiméa pravé
slova zacinajici 01. Co slova koncici 017

Uloha 3. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0,1}, ktery pfijiméa pravé
ta slova, kterd reprezentuji binarni zapis sudého ¢isla. Co ¢isla délitelna trojkou?

Uloha 4. Nakreslete kone¢ny automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima pravé
slova se sudym poc¢tem nul. Pak nakreslete automat, ktery prijimé ta, v nichz je pocet
jednicek délitelny tfemi. Nakonec najdéte automaty, které prijimaji slova spliujici
alespon jednu z téchto vlastnosti, respektive obé tyto vlastnosti.

Uloha 5. Rozhodnéte, jaké jazyky piijimaji nasledujici automaty:

(a) (b)

0 Q
@QQ N o e s
\\O i

Nedeterminismus

Doted jsme méli pouze koneéné automaty, které vzdy védély, co maji délat. Co
kdybychom jim ale dali na vybér?

Definice. Nedeterministickym konecnym automatem nad abecedou ¥ rozumime
kone¢nou mnozinu stavi @ spoletné s prechodovou funkci § : Q x (SU{A}) = P(Q).

Neékteré stavy oznacime jako pocddtecni a nékteré jako prijimajici. MnoZinu vsech
pocatecnich zna¢ime S a mnozinu vSech pfijimajicich F.

Vypocet nedeterministického koneéného automatu nad fetézcem w probiha na-
sledovné: Automat za¢ne v néjakém pocateénim stavu gy € S. Poté precte prvni
znak fetézce w[l] a prejde do n&jakého stavu q; € §(qgo, w[1]) (ne nutné rizného od
o). Piipadné muze také necist znak a pfejit do n&jakého stavu z mnoziny 0(go, A)
(a v pfistim kroku pokracovat ve ¢teni tam, kde pfedtim skoncil — tomu ¥fikédme, Ze
automat vyuzil A-pfechod). Takto pokracuje ve vypoctu, dokud nepfecte posledni
znak a piipadné jesté nevyuzije néjaké A prechody. Rekneme, ze automat fetézec w
prigimd, pokud existuje vybér pocatecniho stavu a stavt v pribéhu vypoctu takovy,
ze automat skon¢i v néjakém stavu z F'.

Pokud béhem vypoctu nastane situace, ze je automat ve stavu ¢, ¢te znak z a
d(q, z) = 0, vypolet se povazuje za neptijimajici.

Zajimavé je, ze pfidani nedeterminismu nijak nezvysuje silu kone¢nych automatt
— poféd pomoci nich umime pfijimat jen ty samé jazyky jako s kone¢nymi automaty.
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Véta. Pro kazdy nedeterministicky konec¢ny automat existuje deterministicky ko-
necny automat, ktery prijima ten samy jazyk.

Myslenka diukazu. Nejprve si rozmyslime, Ze A prechody umime odstranit pomérné
jednoduse. Potom sestrojime konecny automat, jehoz stavy jsou vSsechny podmno-
ziny mnoziny stavil ptvodniho nedeterministického automatu. Rozmyslete si, jak
nadefinovat pfechodovou funkci. O

Uloha 6. Nakreslete nedeterministicky kone¢ny automat nad abecedou {0, 1}, kte-
ry prijiméa praveé slova konéici 01, a pfevedte ho na deterministicky.

Regqularni jazyky a pumping lemma

Definice. O jazyku fekneme, Ze je reguldrni, pokud existuje koneény automat,
ktery pfijima prave tento jazyk.

Uloha 7. Dokazte, Ze pro libovolné dva regularni jazyky L;, Lo nad abecedou ¥
a jazyk L, ktery obsahuje vSechna slova z abecedy X, jsou jazyky L U Ly, L1 N Lo,
L\ Ly také regularni.

Uloha 8. Rozmyslete si, e libovolny koneény jazyk je regularni.

Zatim jsme pouze konstruovali automaty, ale chybély nam prostiedky, jak doka-
zat, ze néjaky jazyk regularni neni. K tomu ndm poslouzi pumping lemma.

Véta. (pumping lemma) Pro kazdy reguldrni jazyk L existuji konstanty k a ¢,
takové, Ze pro kazdé slovo u € L, kde |u| > {, existuji Fetézce w, x a y, takové, Ze:
s u=w-x-Y,
o |w-z| <k,
o [z[>1,
[ ]

pro kazdé n € Ny je slovo w - " - y také v jazyce L.

Myslenka dukazu. Mame-li regularni jazyk, pak existuje koneény automat, ktery
ho pfijima. Tento automat mé |@| stavii a je nad |X|-prvkovou abecedou, takze
pokud maé slovo alespoii |@Q] - || + 1 znakt, musi se z Dirichletova principu néjaka
kombinace ¢teného znaku a stavu stroje zopakovat (dokonce jiz mezi prvnimi |Q)| -
|| +1 znaky). Cést slova mezi témito opakovanimi je ale mozné vynechat ¢ naopak
libovolné mnohokrat zopakovat, protoze pokud stroj ¢te tyz znak a je v témze stavu,
bude se vzdy chovat stejné bez ohledu na to, co jiz pfecetl. O

Priklad. Rozhodnéte, zda jazyk L = {0/ | j je mocnina dvojky} je regularni.

Reseni. Jazyk regularni neni. Pro spor piipustme, Ze by regularni byl. Pak existuji k
a /s vlastnostmi ze znéni pumping lemmatu. Najdeme n takové, ze 27! > max(k, £).
Pak slovo 02" lze rozdélit na slova w, z a y podle pumping lemmatu. Protoze
ale k < 271 tak 1 < |o| < 277 tedy w-y = w-2° -y je v L, ale soucasné
271 < |w - y| < 2", coz je ve sporu s definici L. Jazyk L tedy neni reguldrni.
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Uloha 9. O nasledujicich jazycich rozhodnéte, zda jsou regularni: (Prostiedky,
které k tomu méte, jsou pumping lemma a uzavienost regularnich jazykt na doplnék,
prinik a sjednoceni.)

(1) Ly = {07 | p je prvodislo},

(2) Ly ={0"-1™ | n,m € N},

(3) Ls ={0"-1" | n € N},

(4) Ly ={0"-1™ | n,m € N,n > m},

(5) Ly ={0™-1™ | n,m € N,n # m},

(6) Le = {w-wf | w e {0,1}*}.

Uloha 10. Necht K; a K> jsou regularni jazyky. Pak rozhodnéte, zda jsou nasle-
dujici jazyky regularni (pro kazdou volbu K; a Ks):

(1) Ly {’LU | w" € Kl},

(2) Lo {w* |’U}€K1},

(3) Lz = K7 (tento pfiklad se od pfedchoziho lisi tim, ze v pfedchozim piipadé
se pozaduje, aby w bylo porad stejné, zde se za sebe mizou fetézit rtizna
slova K3),

(4) Ly ={w-v|we Ki,v € Ka},

(5) Ly={w-v|v-we K}

Navody

5. (a) Podivej se, kolik jedni¢ek a kolik nul maji pfijimand slova.
(b) Co se stane, kdyz pfijdou dva stejné znaky po sobé&?

7. Jazyky L; a Lo jsou regularni, tedy existuje kone¢né automaty, které je pfijimaji.
Zkus z nich tedy vyrobit automat, ktery by pfijimal jazyky L; U Ls a L1 N Lo. Bude
se Ti hodit rozmyslet si, jak vypada ,kartézsky soucin“ dvou automata.

9. Jazyk Ls je jediny reguldrni. V ¢asti (5) si uvédom, Ze doplnék Lj je jazyk vSech
fetézcu, které vypadaji jinak, nez néjaké nuly a pak jiny pocet jednicek. Kdyby ale
L5 byl regularni, je regularni i jeho doplnék a nasledné prinik jeho doplinku s Ly, coz
je pfesné Lg. V &asti (6) si mizeme vzit napiiklad w = 0™ - 1 pro néjaké dostateéné
vysoké n.

10. Jazyk L neni regularni, myslenka diikazu je podobna Lg z Ulohy 8. Ostatni re-
gulérni jsou, popis konstrukci nedeterministického automatu. Ly zkus vytesit nejdiiv
pro v a w pevné délky.

Literatura a zdroje

Prispévek je upravenou verzi prednasky od Michala Topfera z Lipové-lazné na jate
2022, kterému timto dékuji.

[1] Michal Topfer, Koneéné automaty, Lipova-lazné, 2022.
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Fibonacciho cisla

VAcCLAV JANACGEK

ABSTRAKT. Prispévek definuje Fibonacciho ¢isla a ukaze jejich zakladni vlastnosti.
Obsahuje také mnozstvi tloh k procviceni.

Definice. Fibonacciho ¢isla jsou posloupnost celych ¢isel definovand nasledujici
rekurenci:
FO = Oa
=1,
Fn+2 = Fn+1 +Fn-
Neékolik prvnich Fibonacciho ¢isel je: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Piiklad. (Fibonacciho kralici) V lednu si pofidime jeden par éerstvé narozenych
kralikd. Vime, ze kralici zacnou plodit potomky dva mésice po narozeni, porodi
pritom dalsi par kralikiu kaZzdy mésic. Kolik kralikt budeme mit na konci roku?
Kolik za dva roky?

Reseni. V tinoru budeme mit stale jeden péar. V bfeznu se ndm narodi 2 novy
krali¢ci. V dubnu uz budeme mit 3 pary. A co v kvétnu? Zistanou ndm vsSechny
pary, které jsme méli v dubnu. Navic pary, které jsme méli v bfeznu, porodi nové
potomky. Budeme tedy mit tolik kralikii, co v bieznu a dubnu dohromady, tedy 5.

Vsimnéme si, ze to presné odpovida definici Fibonacciho ¢isel. V lednu mame
F1 = 1 pard, v prosinci to bude Fis = 144 part. Po dvou letech jiz budeme mit
92736 kralikd.

Pfiklad. Kolika zptisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 1 x (n — 1)
pomoci dlazdic 1 x 2 a 1 x 17
Fo=—

14v5\" (1-vB\'] e —un

V5 2 2 Vo
Diikaz. Pro dikaz staci ovérit, Ze formule spliiuje definici Fibonacciho éisel, tedy
rekurzivni rovnost F, 12 = F,,+1 + F, a platnost pro n = 0 a n = 1. Podrobné

rozepsani si miizete vyzkouset jako cviceni. (]
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FIBONACCIHO CISLA

Ulohy
Uloha 1. Kolika zpiisoby mtiZzeme vyjit schodisté o n schodech, pokud lze kazdym
krokem nejvyse jeden schod vynechat?

Uloha 2. Kolika zptisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 2 x n pomoci
dlazdic 1 x 27

Uloha 3. Dokazte, Ze podet moznosti, jak vyskladat tabulku (n + 1) x 1 dilky
vétsimi nez 1 x 1, je F,.

Uloha 4. Dokazte, Ze pocet posloupnosti nul a jedni¢ek o délce n, které neobsahuji
dvé nuly vedle sebe, je roven F), 1o

Uloha 5. Dokazte, ze 4n-té Fibonacciho ¢islo je délitelné t¥emi.

Uloha 6. Dokaite, 7e pro n > 1 plati Fj, 5 > 10F),.

Uloha 7. Ukazte, 7e plati F2 + F2+ FZ +---+ F2=F, - Fy,1.

Uloha 8. Dokaizte Fy + F3 + - + Fy,_1 = Fyy,.

Uloha 9. Ukaite, ze plati Fi + Fy +---+ F,, = n+2 — L.

Uloha 10. Dokaite, ze pro kazdé n > 4 plati F2 = 2F2_| +2F2_, — F2_,.
Uloha 11. Ukaite, e Fy iy = Frp1 - Fyy + Fy - Fre 1.

Uloha 12. Dokaite, ze Fy, | Fix.

Uloha 13. (Cassiniho identita) Ukazte, ze F,,_1 - Fj,11 = F2 + (—1)™.

o0 Fn
Uloha 14. TUréete hodnotu Z 7

n—2o n—1" Fn+l

2
Uloha 15. Doka’te F,,.q = .
oha okaite F, ., kg_;( ] )

Literatura a zdroje

Tento prispévék je z velké Casti prevzaty z prispévku Fibonacciho ¢isla od Anicky
Mlezivové, které timto dékuji.
[1] Calda Emil: Sbirka fesengjch dloh, Prometheus, 2006.
[2] Polster Burkard: Q.E.D. Krasa matematického dikazu, Dokofan, 2014.
[3] Mirek Olsék: Kombinatorické (Ne)pocitani, Hostétin, 2013.
[4] Cut The Knot,
lhttp://www.cut-the-knot.org /arithmetic/combinatorics /FibonacciTilings.shtml].
[5] Wolfram Math World,
lhttp://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html.
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MO-P

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. I kdyz MO-P znamenad Matematickd olympidda, kategorie programo-
vani, k jejimu (ispésnému) FeSeni neni tieba umét programovat. Kazdé kolo je alespori
z Casti teoretické, pricemz teoretické tlohy jsou rozhodné blize llohdm z matematické
olympiady nez néjaké préaci s pocitacem. Na prednésce si ukazeme, jak se dostat do
celostatka MO-P jen s minimem préace.

Uvod

MO-P nemd ani zdaleka tolik fesiteld jako naptiklad MO kategorie A, coz také
znamena, ze je jednoduché dostat se z doméaciho kola do krajského a ne tak tézké se
dostat z krajského do celostatniho. V poslednich letech stacilo na postup z doméaciho
kola do krajského ne vice nez 10 bodi ze 40 a z krajského kola do celostatniho ne vice
nez 20 bodi ze 40. Nenaucime se, jak MO-P vyhrat ani jak vyfesit illohy optimalné.
Naucime se pouze, jak vyresit ilohy néjak, coz pro postup do celostatka casto staci.
Také se podivame na specifické tlohy, u kterych je potfeba opravdu umét ,jen“
matiku. A vibec, vZdyt se preci jedné o inforMatiku.

Uloha 1. Dostaneme &islo a nékolik operaci s nim (napt. +2, -6, —100,!,%,...) a
chceme najit takovou posloupnost téchto operaci (operace se vyhodnocuji postupné
zleva doprava), aby byl vysledek co nejvétsi.

Uloha 2. Mame posloupnost celjch ¢éisel a chceme najit takovou souvislou pod-
posloupnost, aby méla co nejvétsi soucet.

Uloha 3. Chceme vykrast zlatnictvi. Kazdy pfedmét ve zlatnictvi méa cenu a vahu.
My uneseme jenom m a chceme si vzit takové pfedméty, abychom si odnesli co
nejvétsi bohatstvi.

Uloha 4. Mame posloupnost &isel a chceme je sefadit od nejmensiho po nejvétsi.
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Co to vlastné je programovani? O ¢em alohy jsou?

Citat. Napsal jsem tam, ze vyzkousime vSechny moznosti ve faktoridlové slozitosti,
a dostal jsem se na celostatko.
(Totoznost autora vyroku je redakci znama.)

Definice 5. (vagni) Algoritmus je posloupnost krokt, kterym fesime danou tlohu.
M4 vstup a vystup. Vstup je tfeba ¢islo, nékolik ¢isel, néjaky text, graf atd. V algo-
ritmu miizete pouzivat proménné, konstanty, zakladni aritmetické operace a pfifa-
zovani. Navic mtzete pouzivat podminky (pokud je tohle pravda, udélej a, jinak b)
a cykly (dokud je tohle pravda, délej a).

Algoritmus muzeme zapsat pomoci pseudokédu. Pseudokdd neni formélni kéd, ale
spiSe néjaky zjednoduseny jazyk, ktery vice pfiblizuje ideu, jak by se dany algoritmus
dal dale pfedat pocitaci. U nasledujicich prikladi si zkuste rozmyslet, jakou tlohu
asi Tesi dany algoritmus.

Priklad 6.

1. Nacti ¢isla a, b.

. Nastav ¢ := 0.

. Dokud b > 0:
Nastav ¢ :=c+ a.
Sniz b o 1.

6. Vrat c.

S oo

Priklad 7.

. Naéti posloupnost ¢isel afi] dlouhou n.
. Nastav b := —o0.
. Pro kazdé i od 1 do n:
Pokud ali] > b:
Nastav b := al[i].
. Vrat b.

T N

(=2}

Priklad 8.

. Naéti posloupnost ¢isel afi] dlouhou n.
. Nastav proménnou setrideno := 0.
. Dokud setrideno je 0:
Pro kazdé ¢ od 1 don — 1:
Nastav setrideno := 1.
Pokud ali] > a[i + 1]:
Prohod prvky ali] a afi + 1].
Nastav setrideno := 0.
. Vrat posloupnost afi].

—_

© 00 NS TR
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SloZitost aneb Skrtame konstanty

U tloh je t¥eba urcit ¢asovou a pamétovou slozitost. Casové sloZitost znamena, kolik
fadove operaci program provede v zavislosti na velikosti vstupu. Pamétova slozitost
znamend, kolik fadoveé zabere paméti v zavislosti na velikosti vstupu. Velikost vstupu
je typicky tfeba pocet Cisel néjaké posloupnosti ¢i pocet vrchold a hran néjakého
grafu.

Zajima nas pouze, ,jak rychle ta ¢asova slozitost roste“, tzn. provede-li program
napiiklad 3n? — n + 6 kroki, chceme jen, Ze to roste fadové jako n2. Potom Fikame,
7e Casova slozitost programu je v O(n?).

Klasickymi piiklady ¢asové slozitosti jsou napiiklad (sefazeny od nejrychlejsi po
nejpomalejsi):

(i) O(1) — konstantni,

(ii) O(logn) — logaritmické,
(iii) O(n) — linedrni,

(iv) O(nlogn),

(v) O(n?) — kvadraticka,
(vi) O(n3) — kubicks,

(vii) O(2™) — exponencialni,
(viii) O(n!) — faktoridlova.

Cviceni 9. Urcete ¢asovou a pamétovou sloZitost u predchozich piikladi.

Ulohy

Uloha 10. (policajti a zlod&j) Me&jme tabulku 7 x s takovou, ze jeji fadky jsou
ocislovany 1 az r a sloupce 1 az s. Na zacatku se na dvou polich nachézeji policajti a
na jednom jiném poli zlodéj. Policajti a zlodéj se stiidaji v tazich, zacinaji policajti.
Kdyz se hybou policajti, tak si kazdy zvlast vybere jedno stranou sousedni policko
a na to se presune. Obdobné, kdyZ se pohybuje zlodgj, miize bud zlistat na misté,
nebo se pfesunout na sousedni policko. Policajti zlodéje chyti, kdyz alespon jeden
z nich dojde na pole, na které pravé stoji zlodéj. Jak maji policajti postupovat a
povede se jim zlodé&je vzdy chytit? (MO-P 73-1-3)

Uloha 11. (Petra lyzuje) Petra brzy vystartuje do druhého kola slalomu. Na trati
je n branek ocislovanych zhora dold od 1 po n. Pro kazdou branku zname pravdeé-
podobnost p;, ze ji Petra projede cisté. Jaka je pravdépodobnost, ze projede vSemi
brankami €isté az na nanejvys dvé branky? (Chtéli bychom linedrni sloZitost.)
(varianta MO-P 73-II-1 za 5 bodu)
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Uloha 12. (michani karet) Mame bali¢ek n karet, ktery obsahuje étyii esa. Bombur
umi bali¢ek karet zamichat pouze jednim danym zptsobem, a to pomoci permutace
¢isel ay, ..., a,. To znamena, 7Ze karta, kterd pred zamichanim byla i-ta shora, bude
po zamichani a;-t4 shora. Na vstupu dostaneme danou permutaci a puvodni pozici
Gtyf es v balicku. Zjistéte, kolik nejvyse es muze byt po nékolika (moZna i nula
nebo jedna) michanich mezi vrchnimi péti kartami a po kolika michanich bude mezi
vrchnimi péti kartami tento pocet es poprvé. (MO-P 65-11-3)

Uloha 13. (trojnohy béh) Ve tiidé je n chlapcti a n divek. O kazdém z nich vime,
jakou mé rychlost. Na zavod v trojnohému béhu z nich chceme sestavit n dvojic.
Rychlost dvojice je urcena nizsi z rychlosti obou déti, které tuto dvojici tvori.
Ukol A: Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery zjisti, jaky nejvyssi miize
byt soucet rychlosti vSech sestavenych dvojic.

Ukol B: Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery zjisti, jaky nejnizsi mtize byt
soucet rychlosti v8ech sestavenych dvojic. (MO-P 65-111-1)

Uloha 14. (dabel) V pekle zije N ¢ertt oéislovanych od 1 do N. Chceme zjistit,
zda je mezi nimi n&jaky dabel. Dabel je Gert s vlastnosti, Ze se jej vSichni ostatni
boji a zaroven on se neboji zddného jiného Certa. Neni pfedem znamo, ktery cert
se kterého boji. Abyste to zjistili, miZete se pro libovolné dva cCerty s Cisly a, b
zeptat, zda se Cert a boji Certa b. Je ovS§em mozné, Ze dva rizni Certi se ani jeden
druhého neboji, nebo naopak se boji jeden druhého navzajem. Navrhnéte postup, jak
pokladat jednotlivé dotazy, aby bylo mozné co nejdfive uréit, zda se v pekle nachazi
vhodny kandidat na dabla. Jako kvalitu vaseho feSeni budeme hodnotit pocet dotazl
v nejhorsim ptipadé v zavislosti na hodnoté N. Oproti béznym tlohdm nas tentokrat
bude zajimat presny pocet dotazil, nikoliv jen asymptoticky odhad.

(MO-P 64-11-2)

Uloha 15. (&ervené jablicko) Pepa ma 1000 jablek a vi, Ze jedno z nich je éervené
a v8echna ostatni jsou zelena. Jelikoz je vSak od narozeni Cerveno-zelené barvoslepy,
vSechna jablka pro néj vypadaji stejné. Uz od rana m4 chuf na cervené jablko a
nastésti k nému praveé na navstévu dorazil Vasek, ktery cervené jablko od zelenych
rozlisit umi. Vasek chce ale Pepu trochu potrapit, a tak se rozhodl, ze mu nefekne
pfimo, které jablko je ¢ervené. Misto toho mtize Pepa ukazat na kteroukoliv mnozinu
jablek a Vasek mu prozradi, zda mezi nimi je to ¢ervené. Aby to mél Pepa jesté tézsi,
Vasek mu fekl, Ze miZe v nejvyse jedné odpovédi lhat. Necht x je pocet otazek, které
smi Pepa poloZit. Vyteste tlohu pro a) libovolné z, b) pro z < 21, ¢) pro = < 14.
(MO-P 71-11-2)

oha 16. (pfevraceni prefixi &jme pole ..n], v némz je uloZena néjaka
Uloha 16. (pf i fixt)) Mgj le A[l émz je uloz éjaka
permutace ¢isel od 1 do n. V jednom kroku miiZzeme provést operaci flip(k), kterd
prevrati poradi prvnich k prvkia v poli A.

(1) Naleznéte algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ktery libovolné
vstupni pole A usporada pomoci operaci flip.
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(2) David se rozhodl, Ze bude stéle opakovat operaci flip(A[1]). V kazdém kroku
se tedy podiva na prvni prvek pole A a nasledné prevrati potradi tolika prvki,
jakou hodnotu mél prvni prvek pole. Je pravda, ze se pro kazdou hodnotu n
a pro kazdou permutaci ¢isel v poli A dostane ¢asem na zacatek pole A ¢islo
17

(varianta MO-P 67-1-3)

Uloha 17. (reverze) Na polici je vyznadeno n pozic a na kazdé z nich lezi jedno
jablicko. Pozice jsou ocislovany zleva doprava ¢isly od 0 do n — 1. Jablicko na pozici
1 méa velikost a;. VSechna jablicka maji navzajem ruzné velikosti. Chceme vSechna
jablicka usporadat podle velikosti od nejmensiho po nejvétsi. V mistnosti s jablicky
mame mechanické rameno. Pomoci ného mtizeme sebrat jablicka z libovolného sou-
vislého tiseku police a vratit je zpatky na polici na jejich piivodni mista, ale v opac-
ném potradi. Tuto operaci nazveme reverze. Kazda reverze trva stejné dlouho bez
ohledu na to, jak dlouhy tisek obracime. Chceme pouzit linedrné mnoho reverzi, na-
jdéte feseni s kvadratickou a poté linearni casovou slozitosti. (MO-P 69-1I-1)

Uloha 18. (fazeni kamenii) Na pocita¢i budeme hrat jednoduchou logickou hru.
Do kruhu je rozlozeno n hracich kamenti oznacenych ¢sly od 1 do n. Ukolem hrace
je tyto kameny prerovnat tak, aby byly usporadany podle svych ¢isel. To znamena,
7e kdyz vyjdeme z hraciho kamene ¢islo 1 a ptijdeme ve sméru pohybu hodinovych
rucicek, postupné navstivime kameny s ¢isly 2,3,...,n. Hrd¢ muze ménit poradi
kament jedinym zptisobem: Kdyz na néktery kamen klikne, tento kamen se presune
po obvodu kruhu o k pozic proti sméru pohybu hodinovych rucicek. Vzajemné poradi
ostatnich kameni se pfitom nezméni. Na vstupu jsou zadana ¢isla n, k a seznam ¢isel
vSech hracich kamenti v tom poradi, v jakém po sobé nasleduji na obvodu kruhu pii
pohybu ve sméru hodinovych rucicek. Muzete predpokladat, ze n > k+1. Navrhnéte
algoritmus, ktery zjisti, zda lze v zadané pozici hru vyhrat pro k=1, k=3 a k = 2.

(MO-P 65-1-3)

Literatura a zdroje

Prednaska byla inspirovana prednaskou Matéje Konecného o MO-P z roku 2015,
kterému timto dékuji. Dalsimi uzite¢nymi zdroji, kde se da dozvédét néco o MO-P
nebo se néco obecné priucit o soutézZnim programovani, jsou:

[0] Matéj Koneény: MOP, Sklené, 2015.
1] KSP Kucharky:
ttp://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie /kucharky /programatorske-kucharky.htm).
[2] Stranky MO-P: |http://mo.mff.cuni.cz/p/.
[3] Competitive Programmer’s Handbook: |https://cses.fi/book/book.pdf.
[4] Programétorska liaheti: fattps://liahen.ksp.sk/.
[6] CSES Problem Set, |https://cses.fi/problemset /.
[6] Codeforces: |https://codeforces.com/.
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Derivace

TERKA KUCEROVA

ABSTRAKT. Skamaradime se s derivacemi, konkrétné s tim, jak je pocitat. Do hluboké
teorie nezabrousime.

Budeme si povidat o derivacich, nebudeme si zavadét forméalni definici. Misto
toho si derivaci pro né&jakou funkci f pfedstavime tak, Ze je to néjaka funkce f’.
Tato funkce méa super vlastnost, ze v kazdém bodé z (kde je definovand) ndm urcuje
smérnici tecny na funkci f v bodé z.

A

v

T

Derivaci v bodé x funkce f miuZeme znacit riznymi zpusoby, pro pfedstavu si uve-
, VSN ’ df 1
deme nasledujici: f'(z), $&(x).

Derivace

Véta 1. (tabulka derivaci) Na celém definiénim oboru prislusnych funkci plati tyto
vztahy:
(i) (z*) = axz®"! pro kazdé a € R, (iv) (cos(z)) = —sin(z),
(i) (e*) =e", (v) (In(z))’ = L.
(iii) (sin(z))’ = cos(x),

1Co jsme si zde piedstavili jsou tzv. prvni derivace, ovSem proces derivovani muzeme opakovat.
Druhou derivaci funkce f zna¢ime f”/ a dostaneme ji zderivovanim funkce f’. Obdobné n-tou
derivaci funkce f znac¢ime f™ a spocitame ji tak, ze n-krat zderivujeme funkci f.
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Véta 2. (aritmetika derivaci) Pro kazdou konstantu c a funkce f a g, pro néz vyraz
na pravé strané dava smysl, plati nasledujici vztahy:

(i) (cf)(x) = of (x),
(i) (f +9)(x) = F'(2) + (),
(it) (f9)'() = f(2)g(x) + f@)g (),
() (fog)@) = F(g(x))g (),

) (@) = 7y

Poznamka. (ke znaceni ve Vété 2)

(1) Symbolem f og myslime slozeni funkci f a g, tj. funkci definovanou vztahem

(fog)(x) = flg(x))-

(2) Symbolem f~! oznacujeme inverzni funkci k funkci f, pokud existuje.

Piiklad. Zkusme pomoci pfedchozich vét spoéitat derivaci funkce 223.

Reseni. K spocitani derivace funkce f(z) = 22 nejprve pouzijeme bod (i) z Véty
2, ¢imz dostaneme, ze plati f'(x) = (22%) = 2(2%)’. K spo¢itani derivace (2°)
pouzijeme bod (i) z Véty 1, dostaneme tak (23)" = 32%. Tudiz plati f'(z) = (223)' =
622

Uloha 1. Radim a Petr by hrozné radi spoéitali derivace nasledujicich funkci,
pomozte jim:

a) (1+ )2,

) sin(2z),
) sin?(z) + cos?(x),
) te(x),
) 2

) arcsinz,
) In(cosz).

Uloha 2. Matgje by zajimalo, jak vypada vzorec pro derivovani podilu dvou funkci.
Odvodte ho.

=2 v bhodsx = —2.

Uloha 3. Lucia chce védét, jak vypada rovnice teény k funkci g

Uloha 4. Ondra se rozhodl spoéitat derivace nasledujicich funkei na celém defi-
ni¢nim oboru, pomuiZzete mu?

(a) f(z) = =",
(b) f) pro f(a) =

Uloha 5. Erik, Johana a Pavel nagli staré zapoc¢tové pisemky z Matematické ana-
lyzy 1. Nelenili a vrhli se na pocitani, spo¢téte s nimi derivace nasledujicich funkeci
ve vSech bodech, kde existuji:

(a) f(z) =" (/z —In(x)),

(b) f(x) = arctan(a® cos(x)),

(C) f(l’) _ tg(=)— sin(z¢ )

e®
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Derivace a extrémy funkci

Pro¢ se ndm hodi umét derivaci pocitat? Jednim z duvodu je, ze derivace nam
toho o funkci mize spoustu Fict. Mize ndm napovédét, kde je funkce rostouci a kde
klesajici. Stejné tak ndm poradi, kde mtze mit funkce lokdlni extrém (minimum
nebo maximum).

Véta 3. Jestlize ma funkce f v bodé x kladnou derivaci, pak je na néjakém jeho
okoli? ostie rostouci. Pokud ma derivaci zapornou, je naopak na néjakém okoli ostie
klesajici.

Dusledek 4. Jestlize m4 funkce f v bodé x Iokalni extrém® (minimum nebo ma-
ximum), pak derivace v tomto bodé bud neexistuje, nebo je nulova.

Uloha 6. David, Matts a Hel¢a se nudi, a tak by je zajimalo, ve kterych bodech
mizou mit nasledujici funkce extrémy (maximum ¢ minimum):

(a) 1,
(b) 2® + 22 + Tz + 15,
(c) sin,
(d) cos,
(e) 37,
(f) —a?/2

Uloha 7. Veré¢a nasla lokalni maximum funkece In(2x) — x, najdete ho taky?

xre

Uloha 8. Pomozte Markété a derivovanim zjistéte, kde lezi vrchol paraboly dané
rovnici f(r) = ax? + bz + c.

Derivace a slovni ulohy

Uloha 9. Tomaés si chce na bfehu rovné feky oplotit obdélnikovou zahradu tak,
7e na strané prilehlé k fece zadny plot nebude. M4 k dispozici 800 m pletiva. Jakou
nejvétsi plochu muze mit jeho zahrada?

Uloha 10. Anna by si pféla mit krabici ve tvaru kvadru o rozmérech a, b a ¢, kde
c je vyska krabice, a a b urcuji rozméry dna krabice. Pomér a : b je roven Anninu
oblibenému kladnému «. Jak mé dosédhnout co nejvétsiho objemu, pokud

(a) povrch nesmi prekroéit zadané S,
(b) soucet rozmérl a + b + ¢ nesmi prekrocit zadané x?

Uloha 11. Z &tvercového papiru o strané 30 cm vystiihne Terka v rozich étyfi
stejné Ctverecky a zbytek prehne tak, aby vznikla oteviena krabice. Jak velké ¢tve-
recky mé Terka odstfihnout, aby se do krabice veslo, co nejvice tipytek?

20koli bodu je interval, jeho# je bod stiedem.
3Tim se mysli extrém na né&jakém okoli.
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Uloha 12. Marek si oteviel tovarnu na éokoladu. Jednu tabulku ¢okolady prodava
za 20 K¢, ale pfi objednavce nad 60 tabulek dava slevu na jednu tabulku ve vysi
0,2 K¢, pficemz tato sleva se kumuluje. (Tedy 61. tabulka stoji 19,8 K¢&, 62. tabulka
uz 19,6 K¢ atd.) Doprava za jednu krabici Marka stoji pausalné 600 K¢ a navic jesté
3,2 K¢ za kazdou pfibalenou tabulku ¢okolady.

Richard od néj chce odkoupit krabici s objemem mezi 60 a 90 tabulkami ¢okolady.
Poradte Markovi, jak na Richardovi co nejvice vydélat.

Uloha 13. Lucian se rozhodl, ze vyrobi domecéek pro mravence ve tvaru kvadru,
domecek m4 objem 100 cm®. Lucian by chtél, aby jedna strana dna jeho domecku
byla poloviéni oproti druhé. Dno domecku je vyrobeno ze dieva a stény ze skla.
Pomozte mu domecek vyrobit co nejlevnéji, pokud vite, ze centimetr ¢tverecni dieva
stoji 10 K¢ a centimetr ctverecni skla stoji 6 K¢.

Derivace a funkce vice proménnych

Pokud méme funkci vice proménnych, pak se pfi derivovani musime rozhodnout,
podle které z proménnych budeme tuto funkci derivovat.

P¥iklad. Spocitejte parcidlni derivace funkce f(x,y) = 2% + zy + y5.

Reseni. KdyZz mame funkci f(z,y) = 22 +2y+1°, pak jeji derivaci podle proménné

r znacime a—£ a plati pro ni % = 2z + y. Vsimnéme si, ze kdyz derivujeme podle

proménné z, tak proménou y povazujeme za konstantu. Toto plati obecné u funkci

vice proménnych: ty proménné, podle kterych zrovna nederivujeme, jsou povazovany
« . . 9

za konstanty. Obdobné tedy pro derivaci podle y dostaneme BT{; =+ 3y%.

Uloha 14. Michal a Tomas maji funkci f(x,y) = 22 + y2, pomozte jim spodéitat,

¢emu se rovna derivace podle proménné y v bodé (1,2).

Uloha 15. Kuba, Dominik a Jakub se rozhodli spoé¢itat parcidlni derivace podle
vSech proménnych u nasledujicich funkei:

(8) fla,y) =0,
(b) f(x,y,z) = arcsin(¥) + 22,
(c) f(z,y) = (z+y)".

Literatura a zdroje
Tento prispévek se inspiroval néasledujicimi starymi pfednaskami. Je rozsifeny o né-
které ulohy a naopak mu byly ubrany zase néjaké jiné.

[1] Terka Kucerové, Derivace, Lipovéa-14zng, 2022.
[2] Kuba Krésensky, Derivace (s trochou mydla), Zasada, 2017.
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Geometrie Ctyrihelnika

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Vétsinou se v geometrii zajimame trojuhelnikem. Ukédzeme si, ze Ctyf-
thelnik skryva opravdu hodné tajuplnych tvrzeni, a dokonce, ze ndm pomuze i v téch
trojuhelnikovych tlohach.

Pokud nerekneme jinak, budeme pouzivat néasledujici znaceni. Mame c¢tytthelnik
ABCD. Déale P = ABNCD, Q@ = ADNBC a R = ACN BD. Pokud je ABCD
tecnovy, tak I znaci jeho vepsisté, a pokud je tétivovy, tak O je jeho opsisté.

Tvrzeni 1. (Miqueltv bod) Kruznice! (PAD), (QDC), (PBC), (QAB) prochazi
jednim bodem, ten znac¢ime M. Pokud je ABCD tétivovy, tak M lezi na PQ a
piimka RO je kolma na PQ).

Tvrzeni 2. (o kamarddech) Bod X v ¢tyfuhelniku mé kamardda prévé tehdy, kdyz
|<AXB| + |<CXD| = 180°.
Tvrzeni 3. (Newtonova [Gaussova] pfimka)
(1) Stredy tusecek AC, BD, PQ na ni lezi.
(2) Kazdy bod X na ni sphiuje? [XAB] + [XCD] — [XAD] — [XCB] = 0.
(3) Uvazme vSechny dvojice kamaradi (K, L). Pak Newtonova piimka je mno-
Zina vSech stfedit K L.

(4) Je mnozina stiedu vSech vepsanych kuzelosecek ABCD.
(5) Pokud je ABCD tec¢novy, I na ni lezi.
(6) Pokud je ABCD tétivovy, tak prisecik os <AQB a <BPC na ni lezi.

Tvrzeni 4. (Aubertova [Steinerova] pfimka)

(1) Ortocentra trojuhelnikiit PAD, PBC, QAB, QDC na ni lezi.

(2) Je kolm4 na Newtonovu piimku.

(3) Kruznice nad priiméry AC, BD, PQ prochézi dvéma pevnymi body Pj; a
Pj> nazyvanymi Pliickerovy body. Tyto body lezi na Aubertové piimce.

(4) Pokud je ABCD tétivovy, R na ni lezi.

(5) Preklopime M podle pfimek AB, BC, CD, AD. Tim dostaneme dalsi ¢tyfi
body na Aubertové piimce.

L(XY Z) znaéi kruznici opsanou trojuhelniku XY Z.
2[XY Z|] znadi orientovany obsah trojihelnika XY Z.
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Tvrzeni 5. (konstrukce dvojstfedovych ¢tyfihelnikit) Tecnovy &tyfthelnik s body
dotyku K, L, M, N je tétivovy pravé tehdy, kdyz KM | LN.

Tvrzeni 6. (Clawson-Schmidt) UvédZme v/ac-inverzi v trojihelniku M AC a oznac-
me ji p. Pak pokud bod K mé v ABCD kamaréda L, plati o(K) = L.

Tvrzeni 7. (konstrukce Clawson-Schmidt) Méjme bod K. Oznaéme K' druhy
prusecik kruznic (ABK) a (CDK). Ozna¢me L druhy priisecik kruznic (BCK') a
(ADK"). Pak o(K) = L.

Tvrzeni 8. (kamarddské ¢tyfuhelniky) Méjme (K, L), (G, H) dvojice kamardda.
Pak ¢tyrahelnik KGLH sdili s ABC'D Miqueliiv bod, Clawson-Schmidta a Newto-
novu piimku.

Tvrzeni 9. Uvazme mnozinu dvoustfedych ¢étyiuhelnika ABCD sdilejicich kruz-
nici vepsanou i opsanou. Pak sdili i priisecik thlopficek.® A plati, ze priisecik tihlo-
pricek lezi na OI.

Uloha 10. (lemma o kinklajicim tthlu) Méjme bod A a skrz né&j piimky p;, po.
Mimo né lezi bod B. Skrz B se to¢i pfimky ¢, g2 tak, Ze thel |<giga2| je pevny.
Ozna¢me X = ¢ Np; a Y = ¢z N py. Pak z definice body A a B vidi dvojici X, Y
pod pevnym thlem. DokaZte, Ze existuje tfeti bod s touto vlastnosti. (1KS-4-G6)

Uloha 11. Mgjme trojihelnik ABC. Bod P je takovy, ze PB a PC jsou tecny
k (ABC). Na AB a AC lezi X, Y tak, ze |<XPY| = 2|<BAC| a P lezi uvnitf
AXY . Pieklopime A podle XY na Z. Dokaizte, ze (XY Z) prochdzi pevaym bodem
nezavisle na X, Y. (CPS 2020)

Uloha 12. Mg¢jme trojthelnik ABC. Pfimka p protne jeho strany BC, AC, AB
postupné v X, Y, Z. Dokazte, ze stifedy AX, BY, C'Z lezi na piimce.

Uloha 13. Mgéjme trojuhelnik ABC. Ozna¢me D, E, F paty vySek postupné z vr-
cholt A, B, C. Uvnitf trojihelnika lezi bod P. Kruznice (ADP) protne BC podruhé
v K, (BEP) protne AC podruhé v L, (CFP) protne AB podruhé v M. Dokazte,
ze K, L, M lezi na pfimce.

Uloha 14. Mgjme étyiahelnik ABCD. Ozna¢me O priisecik tihlopiicek a P prii-
seéik AB a C'D. Méjme rovnobézniky AODFE a BOCF. Dokazte, ze E, F, P lezi
na primece.

Uloha 15. Mg¢jme trojihelnik ABC' a ptimku p. Ta protne BC, CA, ABv X, Y,
Z. Preklop X, Y, Z podle stfedt stran ABC, na kterych lezi na X', Y’, Z’. Dokazte,
7e ptimka X'Y’Z' je rovnobéznd s Newtonovou pfimkou ABCp.

Literatura a zdroje

[1] EQF: https://chrisvantienhoven.nl/mathematics/encyclopedid.

3 Aneb diikaz Ponceletova porismatu pro n = 4.
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Hratky s nekoneCnem

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Nekonec¢no je krasny matematicky objekt, ktery casto neni intuitivni.
Ukazeme si jak nad nekone¢ny uvazovat a jak pomoci nich PraSatka uhodnou ndhodna
realnd cisla o kterych nic nevi, nebo jak pomoci nich dokazat kone¢na tvrzeni.

Uvod

Piiklad. (existence nejmensich/nejvétsich prvkia) Kdykoli si vezmeme koneénou
mnozinu redlnych ¢isel, najdeme v ni nejvétsi i nejmensi prvek. U nekoneéné mnoziny
se to stat muze, ale nemusi. Napiiklad uzavieny interval (0, 1) mé nejmensi prvek 0
a nejvétsi prvek 1, zatimco otevieny interval (0,1) nemé ani nejmensi, ani nejvétsi
prvek.

Priklad. (libovolné velké neni nutné nekoneéné) Existuje libovolné dlouha klesajici
posloupnost prirozenych Cisel. Pokud si usmyslime, Ze chceme posloupnost délky
n, sestrojime ji coby n,(n — 1),...,2,1. Naopak nekone¢na klesajici posloupnost
ag, a1, ag, ... prirozenych ¢isel existovat nemize.

Priklad. (Hilberttv Hotel)?

(1) Nekone¢no +1 je stale nekoneéno.

(2) Nekonecno +100 je stéle nekonecno.

(3) Nekonec¢no + nekonecéno je stale nekoneéno.
(4) Nekonecno krat nekonecno je stile nekonecno.

Priklad 1. Lze nekoneénou étvereckovou sit celou obarvit dvéma barvami, Sedou
a bilou, tak, aby kazdy fadek obsahoval jen kone¢né mnoho Sedych policek a kazdy
sloupec jen konecné bilych policek?

Definice. (dobfe uspofddand mnozina) Mnozina je dobfe uspofaddand, pokud je
linearné usporadand a neexistuje v ni nekonec¢na klesajici posloupnost.

Tvrzeni. Kazda mnozina jde dobre uspoiadat.

1Pod nekoneénem zde si piedstav néjakou hodnotu poétu, ktera je vétsi nez viechny koneéné.
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Axiom vybéru, aneb tviirce nemoZnych strategii.

Uloha 2. ZIj vlk chytil nekoneéno PraSatek a postavil kazdé z nich na jedno
pfirozené cislo tak, ze kazdé vidi vSechna PraSatka na vyssSich ¢islech. Kazdému
pak dal na hlavu klobouk s néjakym redlnym ¢islem. Kazdé PraSéatko pak poseptalo
vlkovi realné ¢islo. PraSatka vyhraji pokud vSechna, az na kone¢né mnoho, poseptaji
vlkovi ¢islo co maji na hlavé. Mtzou si domluvit strategii aby dokazali vzdy vyhrat?

Uloha 3. Stejna tiloha jako pfedchozi, jen Vlk PraSatka nepostavil na pfirozena
¢isla, ale na libovolnou dobie uspofddanou mnozinu.

Uloha 4. V fadé stoji 100 PraSatek a na hlavach maji klobouky 5 rtiznjch barev.
Vidi vSechny PraSatka pred sebou a od zadu fikaji nahlas tipy na barvu svého
klobouku. Jakou si maji domluvit strategii, aby se nejvyse jedno z nich spletlo?

Uloha 5. Stejna tloha jako predchozi, ale PraSatek je nekone¢no a stoji v fadé
ocislované prirozenymi c¢isly. Kazdé vidi vSechna vyssi. Znovu najdéte strategii ta-
kovou, aby se nejvyse jedno z nich spletlo.

Uloha 6. TeMnoknéznik mé v paldci tajemnou komnatu s nekoneéno truhlami
oCislovanymi pfirozenymi ¢isly a v kazdé z nich je néjaké realné ¢islo. Ve svém vézeni
vézni 100 PraSatek a rozhodl se, Ze jim da moznost dostat se na svobodu. Kazdé
PraSatko nezavisle na ostatnich vejde do tajemné komnaty, tam si muze libovolné
oteviit né€jaké truhly, klidné i nekonec¢né mnoho, a podivat se dovnitt. Nésledné
musi ukazat na truhlu, kterou neotevielo a tipnout si jaké je v ni realné ¢islo. Pokud
se trefi, je propusténo na svobodu. Pfed vstupem dalsitho PraSatka TeMnoknéznik
vrati komnatu do ptavodniho stavu a tedy si PraSatka nemohou pfedédvat zadnou
informaci. Dokézi si PraSatka domluvit strategii aby se nejvyse jedno z nich spletlo?

Uloha 7. Stejna tloha jako piedchozi, ale PraSéatek je také nekoneéno (oéislované
prirozenymi ¢isly). Dokazi si domluvit strategii aby

(1) VSechna az na kone¢né mnoho z nich se strefilo?
(2) VsSechna az na jedno se strefi?

Uloha 8. Mame n PraSéatek a kazdé dostane na hlavu klobouk jedné z mnoha ba-
rev. VSechny vidi barvy vSech ostatnich. Nasledné si kazdé z nich napise na listecek
kone¢ny seznam tipt jakou barvu klobouku mé na sobé. Vyhraji pokud se ale-
spon jedno z nich trefi. Ukazte, ze pro né existuje vyherni strategie pokud barev je
(n — 1)-t4 nejmensi nekoneénd mnozina. Pocet pfirozenych ¢isel je 1. nejmensi ne-
kone¢na mnozina.

Pozndmka: Pouzijte, ze k-tou nejmensi nekoneénou mnozinu M mtzeme mit dobte
uspofadanou tak, ze pro kazdy jeji prvek ¢ je mnozina vSech prvkt S = {z: z < ¢}
ostfe mensi nez M, tedy neexistuje bijekce mezi S a M.
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Uloha 9. Existuje hra pro dva hrace, kde oba maji tplnou informaci, hra neni
nadhodna a pfi tom ani jeden z nich nema neprohravajici strategii?

Axiom vybéru a dobré usporadani, aneb nemoZna konstrukce se prosté néjak udéla.

Nasledujici tlohy jsou nad ramec jedné prednasky, ale pfesto je zajimavé se podivat
jaké styly véci TeMno umi. Pokud vas o nich zajimé vice, doporucuji se podivat na
videoseridl Mirka Olsaka odkazany v literatufte.

Uloha 10. Existuje mnozina bod v roving, takov, e na kazdé piimce lezi pravé
dva?

Uloha 11. Existuje mnoZina bodt v roving, kterou kazda kruznice protne pravé
ve tfech bodech?

Uloha 12. Existuje mnozina kruznic v roviné takova, ze kazda p¥imka se dotjka
pravé dvou?

Uloha 13. Jde prostor R? vyplnit pomoci disjunktnich kruznic?

Kompaktnost, aneb libovolné je totéZz co nekonecné.

Uloha 14. Mame mnoZinu polyomin. Vime o nich, Ze jdou vyskladat do roviny
tak, ze zakryji libovolné velky ¢tverec (mtZou prec¢uhovat ven). Dokazte, Ze uz pak
pomoci nich lze vyskladat cela rovina.

Uloha 15. M¢éjme graf na vrcholech oéislovanych piirozenymi ¢isly takovy, Ze
kazdy jeho koneény podgraf je obarvitelny ¢tyfmi barvami, pak cely graf jde obarvit
pomoci ¢tyt barev.

Véta. (nekoneénd Ramseyova) Méjme graf na vrcholech oéislovanych pFirozenymi
Cisly. Jeho hrany jsou obarveny dvéma barvami. Pak existuje nekonecna podmnozina
vrcholi takova, ze vSechny hrany mezi nimi jsou jednobarevné.

Véta. (koneénd Ramseyova) Pro kazdé k (velikost jednobarevné mnoziny kterou
chceme najit) existuje n (pocet vrcholil) takové, Ze at jsou hrany grafu na n vrcholech
obarveny libovolné dvéma barvami, existuje mnozina k vrcholt takova, ze vSechny
hrany mezi nimi jsou jednobarevné.

Uloha 16. (nekoneény Ramsey implikuje kone¢ného) Dokazte, ze pokud plati ne-
koneéna Ramseyova véta, tak plati kone¢na. A jako bonus si tu nekoneénou dokazte
-).
Uloha 17. (nekoneény Hall) Méjme bipartitni graf, kde obé partity A, B maji
vrcholy ocislovany pfirozenymi ¢isly a kazdy vrchol mé koneény stupeni. Ukazte, ze
pokud pro kazdou kone¢nou podmnozinu A’ C A plati, Ze mé alespoii |A’| sousedit
v B, tak uz existuje perfektni parovani A a B.
Pozndmka: Pouzijte, ze pokud A a B jsou konecné a |A| > |B|, tak dloha plati
z Hallovy véty.
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Navody

1. Rozdél diagondlami na ctyri ¢asti.

2. Rozdé€l vSechny posloupnosti redlnych ¢isel do prihradek tak, ze v piihradce se
kazdé dvé posloupnosti lisi jen na koneéné mnoha pozicich (shoduji se v nekoneéném
konci). Z kazdé takové ptihradky vyber jednu posloupnost jako reprezentanta a toho
si PraSatka budou tipovat.

3. Vezmi mnozinu vSech posloupnosti redlnych ¢isel (odpovidajici pfifazenym klo-
bouktim) a dobfe ji uspofadej. Kazdé PraSatko si pak vzdy tipne nejmensi moznou
posloupnost podle toho co vidi. Ukaz, ze kdyby se jich spletlo nekone¢no, tvorili by
nekonecnou klesajici posloupnost.

4. Prvni fekne soucet ostatnich modulo 5.

5. Pomoci tlohy 1 se strefi vSechny az na koneéné mnoho, prvni fekne napovédu
pro téch kone¢né mnoho co by se jinak spletlo o kolik se spletou.

6. Kazdé PraSatko bude mit vlastni posloupnost krabic. Podiva se na nekoneény
konec své posloupnosti a pak si tipne podle reprezentanta néjaky diivéjsi clen.
Nejdrive si ale prohlédne posloupnosti ostatnich PraSatek a podiva se jak daleko
se jejich posloupnosti lisi od reprezentanta.

7. (1) PraSatko se podiva na posloupnosti vSech ostatnich PraSétek a na nejmensi
index od které se uz vzdy shoduji s reprezentantem. Na téhle indexech budou
hrat hru jako v tdloze 1.
(2) Zkombinuj se strategii z pfedchozi lohy pro téch kone¢né co se splete.

8. Umis to pro n = 2?7 Umis vysSi n pfevést na nizsi? Predpokladej, Ze jedno
z PraSatek co vidi§ méa nejvyssi barvu.

9. Precti si PraSedi seridl :-).

14. Postupné vybirej vétsi a vétsi pokryti, ktera rozsituji ty predchozi. Dej si pozor
aby ti nedosly.

15. Postupné vybirej vétsi a vétsi obarveni, kterd rozsifuji ty predchozi. Dej si
pozor aby ti nedosly.

16. Predpokladej, ze koneénd Ramseyovka neplati, tedy Ze pro néjaké k plati, ze
pro libovolny pocet vrcholl existuje obarveni bez k-jednobarevné mnoziny. Zkon-
struuj tak spor s nekonecnou Ramseyovkou. Pro dikaz nekoneéné postupné zkon-
struuj nekone¢nou usporadanou mnozinu vrcholid takovou, Ze z nich do vyssich vedou
jen jednobarevné hrany.

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olsak: Do nekoneéna a jesté ddl.
[2] Jakub Léwit: Vezni, domorodci a kouzelnici, Horni Lyseéiny, jaro 2018.
[3] Mirek Olsak: Esence teorie mnoZin, www.youtube.com/@procdalsinazey.
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Diofantické rovnice

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zédkladnimi technikami na feSeni diofantickych
rovnic: zejména pocitani s kongruencemi, rozkladanim, apravou na ¢tverec a technikou
nekonecného sestupu. Stavi pfitom na elementarnich konceptech z teorie ¢isel jako jsou
délitelnost, zbytkové tf¥idy a prvodisla.

Motivace

Co si predstavit pod slovnim spojenim diofantickd rovnice? Jedna se o obycejnou
rovnici, hleddme vSak vSechna jeji TeSeni v pfirozenych ¢i celych ¢islech. Vétsina
uvazovanych rovnic bude mit jen nékolik feSeni (nebo z4dnd), proto se nauc¢ime
metody, kterymi lze vyrazné omezit pocet kandidatid na reseni.

Umluva. Ve vsech piikladech budeme hledat vSechna feseni dané rovnice a bu-
deme uvazovat, ze a,b,c,d € N, p, q jsou prvocisla a x,y, z € Z.

Kongruence

Pod timto désivym nézvem se skryva velice mocny néastroj. Se zbytkovymi tfidami
po déleni uréitym (kladnym celym) éislem lze totiz provadét podobnou aritmetiku
jako s normalnimi ¢isly — ale s tim rozdilem, ze zbytkovych tiid mame jen konecné
mnoho. Pokud se totiz ma v néjaké rovnosti leva strana rovnat pravé, musi se rovnat
i zbytky obou stran po déleni libovolnym ¢islem. Nalezenim vhodného ¢isla tak casto
mizeme Feseni velice zjednodusit nebo o rovnici dokonce Fici, Ze feSeni nema.

Priklad. 322+ 6z +2 = 391. (Pikomat 2018)

Reseni. Rovnici si upravime na 3z2 + 6z = 389 a vidime, Ze jeji leva strana je
ziejmé délitelnd tfemi, zatimco ¢islo 389 neni.

Uloha 1. 2%+ =2y +1.

Uloha 2. 722+ 5y + 14 =0.

Uloha 3. 2% =11+ T7y.

Uloha 4. p?=2¢>+1. (PraSe 26—2-2)

Uloha 5. 27 4+ p? =gq. (PraSe 35-2j-2)
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Uloha 6. a5+ b* + ¢? = 1234567. (PraSe 7-3-3)

RozlozZ to!

Zadana rovnice se d4 mnohdy pékné upravit na soucin. Pokud je navic na jedné
strané prvocislo nebo néjaké konkrétni ¢islo, pak rovnou zname vSechny jeho roz-
klady. Nejprve si to ukazeme na prikladé.

Piiklad. p + 400 = a? pro p prvodislo. (PraSe 2012)

Reseni. Rovnici upravime do tvaru p = (a — 20)(a + 20). ProtoZe p je prvoéislo,
musi nutné platit a — 20 = 1 a také a + 20 = p. Z toho plyne a = 21 a p = 41, coz
je skutec¢né jedinym Fesenim této rovnice.

Uloha 7. 22 =4y +13.
Uloha 8. zy+yz+z2z=zyz+x+y+ 2.

Uloha 9. a?b + ab® = 2(a® + b?). (PraSe 22-1-2)
Uloha 10. a?=9"+7.
Uloha 11. 2% — 322 +9 = p. (MO 61-11I-1)

Uprava na ctverec

Dalsi uzite¢nou metodou je upravit jednu stranu rovnice na soucet ¢tvercti (druhych
mocnin néjakych vyrazi). Snazime se mit na druhé strané néjaké konkrétni ¢islo —
nejlépe zdporné (rovnice pak nemd FeSeni), nebo malé ptirozené (zbyva jen nékolik
kandidatt na FeSeni rovnice).

Priklad. 22+ 2z +9y%=1.

Reseni. Nejprve k ob&ma strandm rovnice pfi¢teme jedni¢ku — dostaneme z? +
2z + 1 4+ y? = 2. Déle si v§imneme, 7e vyraz na levé strané lze snadno upravit na
¢tverec: (x + 1)2 + y? = 2. Jedinou moznosti, jak rozlozit ¢islo 2 na soudet dvou
¢tverct, je 1 a 1, tedy (r +1)2 =1 a y? = 1, z éehoz mame ¢&tyii celo¢iselna fesent:
ze{-2,0},ye{-1,1}.

Uloha 12. 22 + 22y + 2y% + 6y = 1.
Uloha 13. 522 + 4xy + 2y? — 22 + 4y = —5.
Uloha 14. 22+ zy + 12 = 2%y%.

Po sobé jdouci mocniny

Tvrzeni. Neexistuji z, y, a takovd, ze z% < y* < (v + 1)*.

Toto zdanlivé jednoduché tvrzeni mé prekvapivé mnoho uplatnéni. Pokud ma
byt napiiklad néjaky vyraz roven néjaké mocniné (a zda se ndm, ze tomu tak neni),
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pokusime se najit dvé po sobé jdouci mocniny, které ho semknou ostie mezi sebe, a
to nam zaruc¢i neexistenci reseni.
Piiklad. a® = b% +b.

Reseni. Pro kazdé prirozené ¢islo b plati: b2 < b2 +b < b2 +2b+1 = (b+1)2, tedy
vyraz b2 4+ b nemiize byt ¢tvercem.

Uloha 15. a2 = 4b% + 3b + 2.

Uloha 16. a? = 4° + 40 + 4. (MO 59-A IIT 1)
Uloha 17. a2+ b% +c® + 2ab + 2a(c — 1) + 2b(c + 1) = d%.

Uloha 18. 3a+b+1=(a+b+c)(c—a—b). (Rumunsko)
Uloha 19. (z+ 1)* = (z — 1)* + 2. (Australie)

Nekone&ny sestup!
Posledni metoda se opird o pomérné jednoduché tvrzeni:
Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost piirozenych cisel.

Kdyz chceme ukézat, ze dané rovnice nemé netrividlni feSeni, uvazujeme néjaké
feSeni a dokdzeme (obvykle pomoci nékteré z predeslych technik), Ze pak umime najit
feSeni, které je v néjakém smyslu ,mensi“. Obecné pfifadime n-tici ¢isel prirozené
¢islo urcujici jeji velikost (napfiklad soucet ¢isel v m-tici) a dokézeme, Ze umime
najit feseni s ostfe mensi velikosti. Takto nagenerujeme nekone¢nou posloupnost
feSeni s klesajicimi velikostmi, coz dle predeslého nelze, tudiz zadné feSeni neexistuje.
Abychom tuto metodu pochopili, opét si ji ilustrujeme na piikladé.

Priklad. a® + 2b% + 4¢® = 2abe.

Reseni. Piedpokladejme, ze (a,b,c) je feSenfm dané rovnice v pfirozenych ¢&islech.
Kdyby a bylo liché, tak bychom méli na levé strané liché ¢islo, ale na pravé strané
je ¢islo sudé. Proto a = 2d, rovnici miizeme po dosazeni upravit do tvaru b3 + 2¢3 +
4d? = 2bcd. Nasli jsme tedy feseni (b, ¢, d), ale jeho soucet je ostfe mensi nez soucet
v FeSeni (a,b,c). Jingymi slovy: pokud médme néjaké FeSeni v piirozenych éislech,
umime vyrobit FeSeni s mensim a mensim souctem. Z téchto souctt tak dostavame
nekonecnou klesajici posloupnost prirozenych ¢isel, coz je ale ve sporu s predchozim
tvrzenim. Proto rovnice nemé v pfirozenych ¢islech feseni.

Uloha 20. a2 +b? = 7c%

Uloha 21. Je v/2 racionalni?

Uloha 22. z* + 4y* = 2(2* + 4u?). (PraSe 12-2-2)
Uloha 23. a® + 3b® + 9¢ = 3abc. (Kiirschak)

1Téz se oznactuje jako Fermatova metoda nekoneéného sestupu.
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Uloha 24. 2% +y? + 22 = 22yz. (Korea)
Navody

1. Modulo 2.

2. Modulo 5.

3. Modulo 7

4. Modulo 3.

5. Modulo 3.

6. Modulo 8.

7. Uprav na (z — 2y)(x + 2y) = 13.

8. (z—-1)(y—1)(z—-1).

9. Pfeved na jednu stranu a vytkni vyraz (a + b).

10. a? — (3%)2 je rozdil ¢tverctl.

11. Polynom na levé strané nemé realné koreny, zkus jej rozlozit na dva kvadra-

12. Dopli na ¢tverce: (x + y)? a (y + 3)2.

13. Doplii na ¢tverce: (2z +y)?, (z — 1)? a (y +2)%

14. Pric¢ti k obéma stranam xy a rozloz na soucin.

15. Sevii mezi (2b)? a (2b+ 1)%

16. Sevii mezi (2°)% a (2° 4+ 1)%

17. Sevii mezi (a+ b+ (¢ — 1))2 (a+b+(c+1))>%

18. Uprav na (a +b—|—1) =c? —a+ b. Sevti mezi (a +b)% a (a + b+ 2)%
19. Sevii mezi 2 a (z + 1)3.

20. Dokaz, ze pokud je (a,b,c) fesenim, pak jsou a,b, c délitelna sedmi a (%, %, )
je téz fesenim.

21. V podstaté fesime diofantickou rovnici % = /2, neboli a? = 2b2.

22, 2| z,y,z,w.

23. 3|a,b,c.

24. Jeden ze s¢itancu vlevo musi byt sudy. Ukaz, ze sudi musi byt vSichni.

Literatura a zdroje
Tento piispévek je sloucenim piispévkii Luciena Simy a Radovana Svarce, jejichz
prispévky jsou z velké Casti pfevzaty z prednasky Filipa Hlaska. VSem zminénym
bych timto chtél podékovat.

[1] Lucien Sima: Diofantické rovnice, Horni Lyseciny, 2018.

[2] Rado van Svarc: Uvod do diofantickijch rovnic, Lipové-lazné, 2016.
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Gaussovy a Jacobiho sumy

7ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Ktera &isla jsou ¢tverci modulo prvoéislo? A ktera éisla jsou modulo
toto prvocislo souctem ¢tvercu? A kolik takovych vyjadreni existuje? Tyto pfirozené
otazky nas zavezou na vylet za velkou kopou krasné teorie, drzte si klobouky!

Rozhodnout, zda kongruence 2 = a (mod p) m4 feseni, je lehky poc¢in pomoci

teorie kvadratickych zbytkd. Co ale napiiklad kongruence z2 + 3® = a (mod p)?
Kolik vyhovujicich dvojic bude existovat?

Nasup teorie na zacatek
Definice. Pro p prvocislo definujeme Z; mnozinu vsech nenulovych zbytka po
déleni p s operacemi nasobeni a sc¢itani.

Kazdy prvek je v této mnoziné invertibilni, tedy Z; je téleso. Nasledujici fakt je
o trochu méné jasny.

Véta. V Zj existuje primitivni prvek g, tj. takové g, Ze pro libovolné a € Z,
existuje pfirozené n takové, ze g" = a (mod p).

Definice. Definujme N (2™ = a) jako pocet FeSeni rovnice 2™ = a v Z,.

Prirozena otazka je, kolik feseni mé takova rovnice. Existence primitivniho prvku
nam zaruci, ze tento problém muizeme velmi silné konkretizovat na délitele p — 1.

Tvrzeni. Prod= (m,p— 1) plati N(z™ = a) = N(z2¢ = a).

Specialné pro m nesoudélné s p— 1 mé dand rovnice vzdy pravé jedno reseni, tedy
funkce piislusici mocniné f(x) = 2™ je na Zj bijekce. To, asi uznas, neni zas tak
zajimavé. Déle se proto podivame na ty problémové mocniny.

Uloha 1. Dokaite, ze pokud p = —1 (mod 4), tak p | 22 +y? znamend p | zap | y.

Uloha 2. Dokaite, Ze pokud p = —1 (mod 3), tak p | 22 + zy + y? znamena p | =
aply.
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Charaktery

Nyni budeme studovat mocniny, jejichz exponent déli p— 1. Nez se do toho pustime,
definujme si tzv. charaktery, pfirozena zobecnéni napfiklad Legendreova symbolu.

Definice. O zobrazeni x : Z, — C* fekneme, Ze je charakter na Zy, je-li splnéno

x(a)x(b) = x(ab)
pro vSechna a,b € Z;, tedy x zachovava operace nasobeni na Z,. Vic fancy feceno,
X je homomorfismus mezi grupami Z; a C*.

Piiklad. Vyznacné charaktery jsou e(a) = 1 pro kazdé a € Z; a Legendretv
symbol definovany nésledovné:

0, pokud p| a,

2

1, pokud a # 0 a existuje x takové, ze z? = a (mod p),

—1, jinak.

a

Legendreiiv symbol lze spoéitat jako (%) = a"% (mod p).

Jeden maly podvod, co si povolime, je definovat x(0) = 0, pokud x # £ a£(0) = 1.
Mizeme pak uvazovat, Ze charaktery jsou definované na celém Z,,.

Cviceni. Rozmysli si, ze Legendretiv symbol je charakter.

Pojdme si s charaktery nejprve trochu zacvic¢it. Jelikoz charaktery jsou multipli-
kativni, plati pro libovolné a € Z; a primitivni prvek g takovy, ze g" = a (mod p):

tedy x je jednoznacné uréené svou hodnotou v g. Charaktert tedy existuje pravé
p—1.

Tvrzeni. Pro charakter x a a € Z,, plati:

(1) x(1) =
(2) x(a™ ) x(a)~™" = x(a),
3) x(a)r" =1.

Zbyva par dalSich definic a uz se vrhneme na néjaké tvrzeni.

Definice. Definujme soudin charakterii xy a A jako charakter x\ spliiujici xA(a) =
x(a) - A(a). Rdd charakteru definujeme jako nejmensi n takové, ze " = . Inverzni
charakter x ' definujeme jako x~!(a) = x(a) ™' = x""'(a) pro kazdé a € Zj.
Definice. Pro dany charakter y definujeme jeho sdruzeny charakter X jako zobra-
zeni splitujici X(a) = x(a) pro kazdé a.
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Lemma. Pro libovolné a € Z,;, existuje charakter A na Z, takovy, Ze Aa) # 1.
Cviceni 3. Bud x charakter na Z,. Pak Ztezp x(t) = p, je-li x =€, a 0 jinak.

Konecné, prichazi véta, na kterou urcité ¢ekas. Vzorec na presny pocet odmocnin
z daného disla.

Lemma. Buda € Zy, an | p — 1. Pokud =™ = a neni FeSitelné, potom existuje
charakter x takovy, ze x™ =€ a x(a) # 1.

Véta. Buda € Z; an |p— 1. Potom pocet x € Zy takovych, Ze 2" = a je roven
>~ x(a), kde sc¢itdme pies vSechny charaktery takové, ze x™ = e.

Cviceni. Ovér si platnost predchozi véty na Legendreové symbolu.

Dobry, co? Tim ziskdvame uspokojujici odpovéd na otézku, kolik Feseni mé kon-
gruence z" = a. Co nam charaktery feknou o komplikovanéjsich rovnicich, ku pfi-
kladu y? = z3 + b?

Gaussovy sumy

V dobach davno minulych se titani jako Carl Gauss potykali s otazkou, kdy je
dané ¢islo kvadratickym zbytkem modulo p. Tato otdzka méa prirozené propojeni
s odmocninami z jedné, totiz pro w = esz, tfeti odmocninu z jedné, plati

(w - w2)2 = 733

tedy (*73) = 1 pravé tehdy, kdyz w — w? lezi v Z,. Gauss nalezl analogicky vztah pro
patou odmocninu z jedné (:

€= =+ =5

kde £1 u sc¢itanct odpovidaji tomu, zda dany exponent je kvadratickym zbytkem
modulo 5, tedy koeficienty jsou Legendreovy symboly exponentd. Zobecnéme tyto
dva vztahy pro libovolny charakter.

Definice. Bud x charakter na Z, a a € Z,. Definujme Gaussovu sumu gq(x) =
Ztezp x(t)¢?, kde ¢ je primitivni p-t4 odmocnina z jedné a g(x) = g1(x)-

Uloha 4. Najdéte podobny vztah pro dvojku. Jaké odmocniny pouzijete?
Uloha 5. Dokaite, Ze pro libovolny charakter plati g, (%) = g_a(X)-

Uloha 6. Dokaite, 7e pro x # € a a # 0 plati g,(x) = 9(x)X(a). Jak to vypada,
kdyz x = € nebo a = 07
Uloha 7. (t&z81) Bud x # ¢ charakter. Dokazte, ze plati |g(x)| = /-

Uloha 8. Bud x Legendretiv symbol. Dokazte, ze plati g(x)? = (=2)p.

p
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Jacobiho sumy

Piiklad. Pojdme piitvrdit. Poéitejme pocet feseni rovnice 22 + 32> = 1 (mod p).

To je rovno
> et =ane=n= 5 (1+(9) (1+(2))

a+b=1 a+b=1

coz se pomoci cviceni 3 snadno upravi na

3 (G)6)

V prikladu ndm zbyva spocitat jednu jedinou sumu, pojdme se ji mrknout na zub.

Definice. Budte x a A charaktery na Z,. Pak definujeme piislusnou Jacobiko sumu

JO6A) = > x(@)Ab).

a+b=1
Jacobiho sumy jsou integralni pfi poc¢itani poctt feSeni ruznych rovnic. Ve zbytku
prednésky si s nimi budeme hrat. Tak si pojdme hrat!
Uloha 9. Najdéte pocet feseni 2° + y* =1 (mod 7).
Uloha 10. Spoditejte

(1) J(e,e),
(2) J(e,x), kde x # ¢,
(3) JOux).

Uloha 11. Dokazte, Ze rovnice 22 4+ y? = 1 modulo p mé pravé p — (—1)177_1 FeSeni.
Jakou Jacobiho sumu z pfedchozi tlohy vyuzijete?

Uloha 12. Spocitejte pocet feseni 22 + y? = a (mod p) pro dané a.

Uloha 13. Najdéte pocet feseni rovnice " +y™ =1 (mod p) v feéi Jacobiho sum.
Véta. (propojeni Gaussovych a Jacobiho sum) Budte x a A netrividlni charaktery

na Z, takové, ze xA # . Pak

g(x)g(\)
glx\)

Uloha 14. Budte y, ) netrividlni charaktery na Z, takové, ze xA # e. Dokazte,

ze |J(x M) = /p-

J(X7>‘) =
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Uloha 15. Najdéte pocet feseni rovnice y> = 2® + 1 (mod p) pomoci Jacobiho
sumy.

Uloha 16. Pomoci vhodnych Jacobiho sum dokazte, Ze pro p = 1 (mod 4) existuji
celd a, b takova, ze p = a® + b2, a pro p = 1 (mod 3) dokaite, ze existuji celd a, b
takova, ze p = a® + ab + b2

Uloha 17. Bud N pocet feseni kongruence 2 +4® = 1 (mod p). Dokazte, Ze plati
IN —p+2| < 2/p.

Uloha 18. Najdéte podobny odhad jako v tloze vySe pro rovnici " + y" = 1
(mod p), kde n | p— 1.

Navody

4 4
2 2 _ -y
¢ +y =2
3 3
2 2 x~—
v +ay+yt ==

Pfendsob soucet prvkem s x(a) # 1.

Vezmi soucet dvou ¢lent a vol tolikdtou odmocninu, aby to vyslo.

Spocitej Y. ga(X)ga(x) dvéma zpisoby.
Jaky je vztah mezi g(x) a g(X)? Vyuzij pfedchozi dlohu.

1
2
3
4
5. Jak se sdruzuji odmocniny z jedné?
7
8
9

Kterych hodnot nabyva z3?
10. Jakych hodnot nabyvé zlomek *- v Z,?
11. Legendretv symbol je svym vlastnim inverzem.
12. Bacha na nulu!
13. Bude to soucet Y ) 37", J(x', M), kde x, A maji fady po fadé n a m.
15. Prop= -1 (mod 3) je to zjevné, pro p =1 (mod 3) pocitej Jacobiho sumy.
16. Najdi charaktery takové, ze pfislusné Jacobiho sumy lezi v Z[i] nebo Z[w].

17. Vyuzij fakt, ze Jacobiho suma mé absolutni hodnotu /p a odhaduj jednotlivé
Jacobiho sumy.

Literatura a zdroje

[1] Ireland, Kenneth a Michael Rosen: A Classical Introduction to Modern Num-
ber Theory, Graduate Texts in Mathematics, Springer Verlag, 1990.
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ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Velmi neambiciézné povézeno: tato pfednaska Ti obrati svét naruby.
Hlavné teda kruznice.

Umluva. Rovinu rozsiiime o jediny bod oo, o kterém tvrdime, Ze lezi na vsech
primkach a na zadné kruznici.

Definice. UvaZzme kruznici w se stfedem O a polomérem r. Pak kruhovou inverzi
podle kruznice w definujeme jako zobrazeni, které

(i) Prohazuje body O a oo,
(ii) Kazdy jiny bod roviny P zobrazi na bod P’ leZici na polopiimce OP takovy,
ze |OP| - |OP'| = r2.
Pokud nefekneme jinak, P’ je obraz v inverzi podle kruZnice w se stfedem O a po-
lomérem 7.

Cviéeni. Rozmyslete si nasledujici pozorovani o kruhové inverzi podle kruznice w:
(i) Body na kruznici w se zobrazi samy na sebe.
(ii) Dvoji pouziti inverze je identita.
(iii) Vnitfek a vnéjsek kruznice se zobrazi navzajem na sebe.

Nebudeme-li specifikovat polomér kruznice a bude nas zajimat pouze stfed in-
verze, fekneme, Ze invertujeme podle tohoto bodu.

Cviceni. Budte A, B ¢ {O, 00} dva body v roviné nelezici na jedné piimce s O a
A’ a B’ jejich obrazy. Pak A, B, A’ a B’ lezi na kruznici.
Tvrzeni. (konstrukce obrazu) Je ddna kruznice k a bod X vné této kruZnice.

Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem X se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz X'
bodu X v kruhové inverzi podle kruznice k je stred tisecky TU.

Lemma. (pfepocitavaci lemma) Je ddna kruznice k(O,r) a body X, Y. Ozna¢me
X', Y’ obrazy bodi X,Y v inverzi podle kruznice k. Pak
(i) |<OX'Y'| = |<XYO|,
2
r
i) | XY =|XY| ————-
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Tvrzeni. (stézejni) Uvazme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stfedem O.
Pak
) obrazem pfimky prochdzejici bodem O je ona sama,
) obrazem pFimky neprochdzejici bodem O je kruznice prochézejici bodem O,
(iii) obrazem kruznice prochézejici bodem O je piimka neprochazejici bodem O,
) obrazem kruznice neprochéazejici bodem O je kruznice neprochézejici bo-
dem O.

Stredy zobrazovanych kruznic se nezachovaji!
Cviceni. Jak vypadaji kruznice, které kruhové inverze zobrazi na sebe samotné?

Nyni uz jen dodejme par dobfe minénych rad a uz mezi Tebou a tlohami nestoji
zhola nic.

(1) V celé fadé uloh nezévisi na poloméru kruznice, dle které se provadi inverze.
Dulezity byva hlavné jeji stied.

(2) Jako stied byvé zpravidla vhodné volit bod, jimz prochézi podeziele velké
mnozstvi kruznic.

(3) Casto se vyplati hledat inverzi, ktera prevadi néjaky objekt ze zad4ni na jiny.
L]Iohy na rozjezd

Uloha 1. Necht ABC je pravouhly trojihelnik s pravym thlem pii C. Na odvés-
nach AB, AC lezi body X a Y. KruZnice se stiedy A, B, X, Y prochézejici bodem
C' se dohromady protinaji ve ¢tyfech bodech. Dokazte, ze tyto body lezi na kruznici.

Uloha 2. Je dan pravothly trojihelnik ABC' s pravym tihlem u vrcholu C. Necht
D a FE jsou body na useckdch AC a BC. Dokazte, Ze paty kolmic vedené z bodu C
na primky AB, AE, BD a DF lezi na jedné kruznici.

Uloha 3. (shooting lemma) Body A, B lezi na kruznici k a S je stfed né&jakého
oblouku AB. Dvé pfimky prochézejici bodem S protnou & v bodech C a D a pfimku
AB v bodech FE a F. Dokazte, ze body C, D, E a F lezi na kruznici.

Uloha 4. Jsou dany dvé pevné kruznice k a [, které se protinaji v bodech A a B.
Necht m a n jsou kruZnice, které maji s k vné&jsi dotyk, s [ maji vnitini dotyk, navic
se samy dotykaji v bodé X. Ukazte, ze bod X lezi na kruznici nezavislé na volbé m
an.

Uloha 5. Jsou dany t¥i body A, B, C lezici na pfimce a bod P mimo ni. Dokazte,
ze stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim PBC, PAC a PBC lezi na jedné kruZnici
s P.

Uloha 6. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotjkéa jeho stran BC, CA a

AB po fadé v bodech D, F a F. Necht X je bod uvnitt trojihelnika ABC takovy,

ze kruznice vepsand trojuhelniku ABX se dotyka jeho stran v bodech D, G a H.

Dokazte, ze body E, F, G, H lezi na kruZnici. (IMO shortlist 1995)
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Uloha 7. Necht kq, ko, k3 a ka jsou kruznice takové, ze k1 a k3 maji vnéjsi dotyk
v P a ko a k4 maji rovnéz vnéjsi dotyk v P. Oznacme A, B, C, D druhé pruseciky
k1 s ko, ko s k3, k3 s k4 a ks s k1. Dokazte, Ze plati

|AB| - |BC| B |PB|?
[AD[-|CD| ~ [PDP

(IMO shortlist 2003)

Uloha 8. Nechf k a [ jsou dvé kruznice protinajici se v bodech A a B. Te¢na ke
k vedena bodem A protne [ podruhé v bodé C. Tecna k | vedend bodem A protne
k podruhé v bodé D. Necht E je bod na polopiimce AB takovy, ze |AE| = 2|AB).
Dokazte, ze body A, C, E a D lezi na kruzZnici.

Uloha 9. Uvazme piilkruznici se stfedem O, primérem AB a body C, D na ni tak,
7e piimka C'D protind pfimku AB v bodé M tak, ze |MC| < |MD| a |MB| < |[M A].
Dejme tomu, Ze se kruznice opsané trojuhelnikim AOC a BOD protinaji znovu
v bodé K. Dokazte, ze MK 1 KO. (Iran 1996)

Uloha 10. Kruznice ki, ko a k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Navic se vSechny t¥i
dotykaji pfimky [. KruZznice k o poloméru jedna ma vnéjsi dotyk s ki, s ko 1 s ks,
ale neméa zadny spole¢ny bod s pfimkou [. Jaka je vzdalenost stfedu kruznice k od
primky 7

v/ be—inverze

Takovy honosny nazev nese zobrazeni, které je sloZenim inverze v bodé A s polomé-
rem v/bc a poté preklopenim podle osy thlu. Toto zobrazeni mé mnoho vybornych
vlastnosti, zkus si pomoci néj vyresit par nasledujicich uloh.
Tvrzeni. +/be-inverze

(1) prohazuje body B a C,

(2) prohazuje kruznici (ABC) a pfimku BC,

(3) prohazuje vepsiSté a pripsisté.

Cviceni. Kam se zobrazi kruznice s primérem AB?

Uloha 11. Nechf w je kruznice opsand trojihelniku ABC. Uvazme kruznici [,
kterd se dotyka stran AB, AC a navic kruznice w v bodé T'. Dale mé&jme kruznici
pfipsanou trojihelniku ABC proti vrcholu A, ktera se dotyka strany BC' v bodé V.
Dokazte, ze |[<BAT| = |<CAV].

Uloha 12. V trojthelniku ABC ozna¢me M stfed strany BC a K priisecik te¢en

ke kruznici opsané v bodech B a C. Dokazte, ze pfimky AM a AK jsou sdruzené
podle osy thlu <BAC. P¥imku AK nazveme symedidnou.

Uloha 13. V trojthelniku ABC protne osa tthlu <BAC stranu BC v bodé D a

kruznici opsanou podruhé v bodé E. Kruznice w s primérem DE protind podruhé

kruznici (ABC) v bodé F. Ukazte, ze F' lezi na symediané v ABC'. (Rusko 2009)
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Uloha 14. Necht Q je kruznice opsana trojihelniku ABC. Uvazme kruznici w,
ktera se dotyka stran AC, BC' a navic mé vnitini dotyk s v bodé P. Pfimka
rovnobéZnd s AB se dotykd w uvnitt trojuhelniku ABC v bodé Q. DokaZte, Ze
|<<ACP| = |[<QCB|. (EGMO 2013)

Uloha 15. V trojthelniku ABC kolmice ke strané AB v bodé B protne piimku
AC v bodé K a podobné kolmice ke strané AC' protne pfimku AB v bodé L. Tyto
dvé kolmice se protnou v bodé M (na kruznici opsané). Kone¢né, kruznice (K LM)
protne kruznici (ABC) podruhé v bodé S. Dokazte, Ze pfimka AS prochézi priise-
¢ikem tecen v bodech B a C ke kruznici opsané.

Uloha 16. V ostrotihlém trojihelniku ABC je D pata osy tihly z A. Osa tsecky
AD protiné kruznice nad priméry po fadé AB a AC vné trojuhelnika ABC' v bodech
FE a F. Pfimky DE a AC' se protnou v bodé K a ptimky DF a AB se protnou v bodé
L. Dokazte, ze body A, E, F, K a L leZi na kruznici.

Navody

1. Invertuj podle C. Co se stane s kruznicemi?

2. Pravé thly jsou vyborné. Uzasné. Skvostné. Skvélé. Mocné. Krasné. Ok, uz
prestanu.

3. Prohod k a AB.

4. Invertuj podle A, ziskd$ dvé pfimky.

5. Vhodné uchop stredy kruznic. Pfipomind ti ta pfimka néco?

6. Inverzi vytvori§ dveé rovnobézné ptimky a spoustu kruznic, neboli rovnoramenné
lichobézniky.

7. Pouzij prepocitavaci lemma.

8. Kam se zobrazi bod E?

9. Po inverzi ziskas kruznici s néjakymi patami a stfedem. Co je to za kruznici?
11. KruZnice se na sebe po inverzi zobrazi. Prekvapko!

12. Kam se zobrazi teény? Vyuzij mocnost.

13. w ziistane fixni.

14. Kam Vbe-inverze zobrazi P? Ukaz, ze body C, P* a Q lezi na pfimce.

15. Kam se prusecik tecen zobrazi po BC inverzi?

16. Dokaz, ze kruznice (EF D) prochézi patou vysky z A. Pak uz se vyuhli.

Literatura a zdroje:

Prispévek byl adaptovan a upraven od Filipa Bialase z jarniho soustfedéni 2019, jenz
prispévek neotfele zkopiroval od Martina Hory z jarniho soustfedéni 2016. VSem
timto z celého srdce dékuji.
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Sféricka geometrie

MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. Podivame se, jak by to vypadalo, kdybychom nezili na nekone¢né roviné,
ale na kouli. Taky si zkusime pracovat s uhly v prostoru a spocitat, jak chodi slunce.

Kdybychom 8li po kouli pofad rovné, §li bychom po sférické analogii pfimky, po
takzvané hlavni kruznici. Casto ji budeme nazjvat prosté pfimkou. Hlavni kruznice
ma stfed ve stfedu koule a déli ji na dvé polokoule. Pfikladem na zemi jsou poledniky
a rovnik. Ostatni rovnobézky jsou kruznice, ale ne hlavni kruznice.

Hlavni kruznice vede dokola — kdyz prochazi néjakym bodem, prochazi i protipé-
lem. Kazdymi dvéma body se da vést pravé jedna primka, pokud to ovSsem nejsou
protipdly. Kazdé dvé primky se protinaji ve dvou protipdlech.

Pozorovani. Na sféie existuje dvojuhelnik. Jeho vrcholy jsou protipdly.
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Umluva. Ptedpoklddame, ze m4 sféra polomér 1, tedy obvod 27 a povrch (obsah)
4.

Cviceni 1. Urcete obsah dvojuhelnika v zavislosti na jeho vnitfnim thlu.

Sféricky trojahelnik

i
o>

I f)

Véta. Sféricky trojihelnik s vnitfnimi thly o, f a v ma obsah a + 8 4+ v — .

Diikaz. Na druhé strané sféry vytnou strany shodny trojihelnik. Secteme obsahy
Sesti dvojihelniki vytatych stranami, které obsahuji jeden z nich. Ty pokryji celou
kouli a jesté dvakrat oba trojuhelniky. O

Dusledek. Sféricky trojihelnik méa soucet vnitinich hli vétsi nez 180°.

Cviceni 2. Predstavte si rozdéleni sféry tfemi kolmymi pfimkami na osminy.
Ovdite, ze maji vytaté trojuhelniky spravny obsah.

Cvicéeni 3. Urdete obsah sférického n-tihelnika.

Cvicéeni 4. Dokaite, Ze se osy stran, respektive osy thlu ve sférickém trojihelniku
protinaji v jednom bodé.

Uloha 5. Jak pozname podle vnitinich thl tétivovy étyithelnik?

Véta. (Lexellova) Jsou dany body A, B. Hybeme-li bodem C po jedné kruZnici

prochazejici protipoly bodii A, B, je obsah trojihelnika ABC' konstantni.
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Néco funguje na sféfe stejné jako v roviné, ale dukaz stejné provést nejde. Proto
se bude hodit mit zobrazeni mezi sférou a rovinou, které zachova aspon nékteré
vlastnosti.

Gnémonicka projekce

Méjme v prostoru sféru a rovinu.! Gnémonické projekce je promitani, které bod
na sféfe zobrazi po pfimce skrz stied sféry na rovinu. Zpétné zobrazeni na sféru neni
jednoznacné — primka skrz stifed sféry protne sféru ve dvou protipdlech. Ale vidéli
jsme, ze protipdly jsou v mnohém ekvivalentni (tfeba pfimka projde obéma), takze
nas to ¢asto nemusi trapit.

Pozorovéani. Gndmonicka projekce zobrazuje stérické piimky (tj. hlavni kruznice)
na rovinné pfimky.

Dikaz. Uvazme v prostoru vSechny pfimky, po kterych se promitaji body na hlavni
kruznici. Ty tvorfi rovinu a prusecik roviny s rovinou je pfimka.

7 obecné gnémonické projekce tak vidime, Ze na sféfe plati vSechny projektivni
véty. Muzeme ale promitat na specialni rovinu, ktera se dotyka koule v daném bodé.
Pak sférické kruznice, které maji v tom bodé stfed, zistanou kruznicemi a zachovaji
se thly z toho bodu. Stejné jako v roviné tedy plati i projektivni véty s jednou
kruznici nebo thly z jednoho bodu, naptiklad funguji pély a polary.

Jinymi specidlnimi polohami dokadzeme i dalsi tvrzeni.

Uloha 6. Dokaizte, Ze se téznice sférického trojihelnika protinaji v jednom bodé.
Uloha 7. Dokaizte, 7e se vysky sférického trojihelnika protinaji v jednom bodé.

Gnémonickou projekci mizeme zobecnit. Misto abychom zobrazovali jen z roviny,
muZeme na sféru promitnout body v prostoru. Bod na sféfe pak znac¢i smér v pro-
storu, ve kterém se ptivodni bod nachazi. Pfimky v prostoru se poirad zobrazuji na
hlavni kruznice.

1V libovolné poloze, jen nesmi rovina prochizet stfedem sféry.
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Uloha 8. (potencni stfed) Jsou dany t¥i sférické kruznice. Kazdé dvé se protinaji
ve dvou bodech a témi body vedeme pfimku. Dokazte, Ze se vSechny tfi pfimky
protnou v jednom bodé.

Uloha 9. (Steinerova véta) 7 kazdého vrcholu sférického trojihelnika vedeme
tsecku, kterad rozdéli obsah trojihelnika naptl. Dokazte, Ze se tyto tsecky protnou
v jednom bodé.

Uloha 10. Sestrojte tisecky z predchozi tilohy.

Uloha 11. (sférickd Mongeova véta) Jsou déany t¥i sférické kruznice. Piedpokla-
dejme, ze maji kazdé dvé z nich vnéjsi spolecné teCny, a vyznacme jejich priseciky.
Dokazte, ze lezi vSechny tyto prise¢iky na jedné piimce.

Poznamka. Existuje jesté jedno dobré zobrazeni mezi sférou a rovinou, stereogra-
fickd projekce. Je to vlastné kulova inverze sféry se stfedem na té sféfe. Z vlastnosti
inverze plyne, Ze zachovava kruzimky? a thly mezi kiivkami.

Poznamka. (rovinna limita) KdyZ budeme na sféfe kreslit obrazky velmi malé,
neprojevi se kfivost povrchu a bude v podstaté fungovat rovinna geometrie. Proto
ma kazdé sférické tvrzeni pfesnou rovinnou analogii. Jen u vypocth je potiz, zZe se
vSechny délky musi povazovat za prakticky nulové.

Uloha 12. Dokazte Eulertiv vzorec pomoci rozdéleni sféry na mnohotihelniky.

Uhly v prostoru

Délky na sféfe méfime po obloucich, takze jsou to vlastné zase tthly. Pokud pocitame
s polomérem 1, je délka sférické tsecky AB rovna thlu |[<AOB], kde O je stied koule.
To ndm umoznuje reprezentovat sméry a thly v prostoru. Uvazme mnozinu bodii,
které se promitnou do jednoho bodu na sfére. To jsou vSechny body v jednom sméru,
¢ili (polo)piimka ze stfedu sféry prochézejici danym bodem. Mnozina bodt, které
se promitnou na jednu hlavni kruznici, je rovina prochazejici stifedem sféry, ve které
ta kruznice lezi. Diky tomu muZeme konfiguraci bodu a piimek na sféfe prevést na
konfiguraci piimek a rovin v prostoru, které vsechny prochazi jednim bodem.

W

2Kruznice a pfimky zobrazuje na kruznice nebo piimky.
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Pozorovani. Dva body na sféfe jsou od sebe tak daleko, jaky sviraji tihel prislusné
poloprimky. Dvé hlavni kruznice sviraji stejny tihel jako piislusné roviny.

Uloha 13. Zdenék se nastéhoval do rohového podkrovniho bytu. M4 tam dvé stény,
které jsou (pudorysné) kolmé a obé jsou sklonéné pod thlem 45° do mistnosti. Jaky
sviraji tthel mezi sebou?

Dualita

Sféra nam poskytuje dualitu, ktera je chytiejsi nez ta v roviné, protoze dovede ménit
vzdalenosti za uhly.

Pozorovani. Méjme usecku délky a. Kolmice na ni vztycené v krajnich bodech se
protnou pod tihlem a.

Pozorovani. Vsechny kolmice k jedné primce se protnou v jednom bodé. Naopak
vSechny primky z jednoho bodu maji spole¢nou kolmici.

Definice. Dualita na sféfe je zobrazeni, které piimkam pfifazuje body a naopak
tak jako v piedchozim cvideni.?

Cviceni 14. Znacéme dualitu ¢arkou. Pokud bod A lezi na piimce a, lezi bod o
na piimce A’.

Cviceni 15. Jak vypada dualita v prostorovém néhledu, kde bereme body jako
piimky a hlavni kruznice jako roviny?

Uloha 16. Sférickému trojthelniku ABC sestrojime takzvany poldrni trojihelnik
A’B'C’. Bod A’ je ten duélni bod k pfimce BC, ktery lezi od piimky BC na stejné
polokouli jako A. Analogicky B’, C’. Ukaite, ze

/ li
o =m—a, a=rm—«

a podobné.
Uloha 17. Dokazte, Ze sféricky trojahelnik a jeho polarni trojuhelnik sdili vysky.

Uloha 18. Sestrojte sféricky trojihelnik, mate-li zadané velikosti vnit¥nich Ghla.

Trigonometrie

V devatenactém stoleti bylo, jak se zda, nejvyssim cilem matematiky, aby byl pro
kazdé mozné zadani nékde uveden vzorec, jak v trojihelniku dopocitat vsechny délky
a uhly. Tady budeme stfidmé;jsi.

Umluva. Ve sférickém trojihelniku ABC zna¢me standardné vnitini dhly a, 3, v
a délky stran a, b, c. Stfed sféry v prostoru znac¢me O.

3V piipadé piifazeni bodu piimce je t¥eba upfesnit, ktery ze dvou protipélét bereme. Funguje
to délat podle orientace primky.
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Véta. (sférickd sinovd) Plati

sin(a) sin(b) sin(c)

sin(a)  sin(8)  sin(y)’

Diikaz. Uvazme v prostoru vysku z A na rovinu OBC'. Spocitame jeji délku dvéma
zpusoby. Pres délku vysky z A na OB vyjde sin(b)sin(y) a symetricky vyjde
sin(c) sin(f).

Cvi€eni 19. V roviné se sinus definuje vztahem sin(dhel) = %{fﬁf. Najdéte

analogii tohoto vztahu ve sférickém trojthelniku.
Cviceni 20. (ndvodné) Jaky tdhel sviraji stény pravidelného ¢tyfsténu?

Véta. (sférickd kosinova pro strany) Plati
cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a).

Dikaz. Promitneme trojuhelnik gnémonicky na rovinu, kterd se koule dotyka
v bodé A. Body B, C se zobrazi na B’, C'. Zkombinujeme kosinové véty v troj-
thelnicich AB'C" a OB'C’ 4

Cviceni 21. Interpretujte kosinovou vétu pro e = 0 a o = 180°.

Cviceni 22. Napiste sférickou Pythagarovou vétu. Jak to, Ze nejde pii b = 90°
urcit ¢?

Vyuziti sférické trigonometrie je nasnadé — zijeme na zemeékouli. Pocitejme s tim,
ze je Zemé skute¢né koule a ma polomeér 6371 km. Zdobnice mé zemépisné souradnice
50,2° s. §, 16,4° v. d. New York mé souradnice 40,7° s. §, 74,0° z. d.

Uloha 23. Uréete vzdalenost Zdobnice a New Yorku.

Uloha 24. Kdybychom ve Zdobnici udélali rozcestnik na New York a na severni
pdl, jaky thel by sviraly smérovky?

Uloha 25. Do jaké nejvyssi severni §itky se ¢lovék dostane na piimé cesté ze
Zdobnice do New Yorku?

Uloha 26. Urcete obsah trojihelnika vymezeného Zdobnici, New Yorkem a sever-
nim pdélem.

Uloha 27. Najit analogii defini¢niho vztahu pro sinus bylo snadné. Jak je to s ko-
sinem?

Uloha 28. (sféricka kosinova véta pro tihly) Dokaite
cos(a) = — cos(3) cos(7y) + sin(B) sin(y) cos(a).
4Pokud je b nebo ¢ rovno 90°, promitne se C nebo B do nekoneéna a diikaz nefunguje; pak je

to potieba dokazat jinak.
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Uloha 29. Pani Mrackova si chce na stfechu domu nainstalovat solarni panely.
Stfecha vSak nemifi na jih, ale o 30° stranou. Pani Mrackova tedy zvazuje, Ze by
panely naklopila, tedy pootocila okolo spadového sméru stfechy, aby mifily na jih.
Maé-li stfecha spad 45°, o kolik je musi otocit?

Uloha 30. Zkoumejme, kolik pravidelnych &ty¥stént je mozno umistit do prostoru
tak, aby mély vSechny vrchol v jednom bodé a neprotinaly se. Ukazte, Ze je to alesponi
20 a ne vice nez 22.

Slunce

Umluva. Zemé obihd Slunce po kruznici. Slunce je na obloze bod, je prakticky
nekonecné daleko a zanedbavame svételné jevy, takze sviti vSem na Zemi ze stejného
sméru. Pocitame v pravém slunecnim case.

Slunce budeme standardné promitat do bodu na Zemi, tedy do bodu, ktery urcuje,
ve kterém sméru se nachézi. V tom bodé€ sviti pfimo ze shora. Kdyby se Zemé
netocila, pohybovalo by se Slunce po hlavni kruznici odchylené od zemského rovniku
o (pfiblizné) 23,5°. Obéhlo by ji za rok.

Zemé se ale navic ot4éi, a to mnohem rychleji, nez obihd Slunce (ve frekvenci).
Proto Slunce kazdy den obéhne celou rovnobézku, na které zrovna je. Jeho zemépisna
Sirka se béhem dne zméni, ale nepatrné.

Tato zemépisna sitka se nazyva deklinace. Nejvyssi deklinace je tedy 23,5°.

Kdyz Slunce pozorujeme, urcujeme jeho polohu na nebeské sfére, velké imaginarni
kouli kolem nés, po které jakoby béhaji nebeska télesa. Opét je to jen reprezentace
sméru v prostoru, takze je draha Slunce na nebeské sféfe stejna jako v primétu na
Zemi, jen otocena podle zemépisné Sitky — podle toho, jak jsme vii¢i Zemi otoceni
my. O rovnodennosti jde Slunce po nebeském rovniku, o slunovratech po nebeskych
obratnicich.
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J S

Priklad 31. Urdete zavislost sluneéni deklinace na ro¢ni dobé.

Reseni. Vrafme se k varianté bez otaceni Zemé. O rovnodennosti je Slunce na
rovniku a obiha rovnomérné, takze v ¢ase T" od rovnodennosti je od toho bodu ve
vzdalenostid =T i—’l‘{ Deklinace je vzdélenost Slunce od rovniku, zméfime ji tedy po
tsecce kolmé na rovnik, kterou mtizeme spocitat pomoci pravotthlého trojihelniku.
Vime totiz, ze draha Slunce a rovnik sviraji thel 23,5°. Vychazi

0 = arcsin(sin(d) - sin(23,5°)).
V nasledujicich tlohach pfedpoklddejme, ze mame danou zemépisnou sitku ¢ a
zname deklinaci Slunce 9.
Cviceni 32. Urcete vysku slunce v poledne.

Uloha 33. Urcete délku dne (od vychodu do zdpadu slunce).

Uloha 34. Uréete azimut vychodu slunce. Pro polarni kruh uréete, jak zavisi na
ro¢ni dobé.

Uloha 35. Uréete ¢as podle vysky slunce.

vr -

Dalsi alohy

Uloha 36. Urcete zemépisné siiky mist A, B z nésledujicich tidaji: Kdy# je Slunce
na obratniku Raka, vychézi v A o hodinu dfiv nez v B; kdyZ je na obratniku Kozo-
roha, vychézi v B o hodinu dfiv nez v A.

Uloha 37. Pokud je na dané zemépisné Sifce Slunce na vychodé dvé hodiny po
jeho vychodu, zjistéte deklinaci.

Uloha 38. Urdete zemépisnou sifku podle Slunce, bez dalsich znalosti.
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Navody

1. Jakou ¢ast povrchu celé koule zabira?

3. Rozdél na trojihelniky.

4. Stejné jako v roviné.

5. Dokresli spojnice s opsistém.

6. Projekce na rovinu prochazejici vrcholy zachova stiedy stran.

7. Projekce na rovinu te¢nou ke kouli v jednom vrcholu zachova vsSechny tfi kol-

mosti.

8. Sféricka kruznice je prinik sféry s rovinou.

9. Lexellova véta.

10. Lexellova véta.

11. Kruznice jsou priumeéty kouli v prostoru.

12. Secti obsahy.

13. Piekresli si to na sféricky trojihelnik a dokresli trojuhelnik se tfemi pravymi
ahly.

15. Duadlni k roviné je kolmé piimka a naopak.

16. Je jen tfeba si rozmyslet, jestli a nebo m — a, coz je podle toho, které dudlni
body bereme.

17. Ukaz, ze vyska ptvodniho trojuhelnika prochazi vrcholem polarniho trojuhel-
nika a je kolmé na jeho stranu.

18. S délkami stran je to snadné.

19. Zjednodus sinovou vétu v pravothlém trojihelniku.

21. Souctové vzorce.

23. Trojahelnik Zdobnice — New York — severni pol.

25. Vyska trojuhelniku z vrcholu na severnim pdlu.

28. Polarni trojihelnik.

29. Mas pravouhly trojuhelnik nadhlavnik — smér, kterym mifi nenaklopené panely
— smér, kterym miri naklopené.

30. Prostorova predstava: ¢tyfstén s vrcholem ve stfedu sféry znamené trojuhelnik.
35. Nejdfiv vysku v zavislosti na ¢ase. Muze pomoct pocitat trojuhelnik pdl —
nadhlavnik — Slunce.

Literatura a zdroje

[1] John Casey: A treatise on spherical trigonometry, and its application to ge-
odesy and astronomy, with numerous examples, Hodges, Figgis, & co, 1889.
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Vietovy vztahy

JOSEF ,,JOSE*“ SOURAL

ABSTRAKT. Vietovy vztahy (téz Vietovy vzorce) jsou docela silny nastroj na tlohy
o polynomech a o jejich kofenech. Na prednésce si ukdzeme, jak Vietovy vztahy vy-
padaji a jak je pouzit pri feseni uloh.

Umluva. Pokud neni feceno jinak, koeficienty vSech polynomi jsou realné.
Zacneme s jednoduchym tvrzenim pro kvadratickou rovnici.

Tvrzeni. Méjme kvadratickou rovnici

az® 4+ bz + ¢ =0.

Pro jeji koreny x1,xo € C plati x1 + x5 = —g ax)-To= g

Poznamka. Proa =1 dostaneme z; + 22 = -baz;- 22 =c.

Tohle tvrzeni miizeme hezky zobecnit i pro rovnice vyssiho stupné. Nejdriv si ale
definujme, co je to polynom.

Definice. Bud n pfirozené ¢islo nebo nula. Polynomem stupné n rozumime vyraz
tvaru
P(z) = ana™ + An_12" L4+ a1z + ag,

kde a,, # 0. Redlna ¢isla a; se nazyvaji koeficienty a x proménnd.
Definice. Cislo € C nazveme kofenem polynomu P, jestlize P(r) = 0.

Tvrzeni. (disledek zdkladni véty algebry) Polynom stupné n md pravé n kom-
plexnich korent (kazdy koFen poditdme tolikrat, jaké je jeho ndsobnost).

Ted uz si koneéné muzeme ukézat znéni hlavni véty této prednasky.

Véta. (Vietovy vztahy) Méjme polynom P(x) = apa" +an_12" 1+ +a1x+ay,
ktery je stupné n a m4 kofeny r1,7a,...,r,. Pak pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

Ap—k
S e = (122

a
1<iy <---<ip<n n
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Vyraz na levé strané miize vypadat désive, ale je to jenom symetricky polynom
stupné k. To znamend, ze vezmeme vsechny souciny obsahujici pravé k rdznych
kofent a secteme je. Zejména pro k = 1, resp. kK = n se jedna o soucet, resp. soucin
vSech kofenti. VSimnéme si, ze pro a,, = 1 jsou Vietovy vztahy o trochu pfivétivéjsi.

A nyni hura na slibené tlozky!

Kvadratické rovnice

Uloha 1. Najdéte kvadratickou rovnici s takovymi kofeny, e jejich soucet je 7
a jejich soucin je 13.

Uloha 2. Ozna¢me « a 3 kofeny rovnice 222 — 42 + 9 = 0. Urcete a? + 32, aniz
byste tyto kofeny pocital.

Uloha 3. Urcete vSechny &tvefice realnych ¢isel a, b, ¢, d, pro které plati nasledujici
dvé podminky: rovnice 22 + ax + b mé kofeny c, d a rovnice 22 + cx + d ma kofeny
a, b.

Uloha 4. Necht a a b jsou riizna realna é&isla spliujici a? + 3a = b2 + 3b = —1.
Najdéte hodnotu vyrazu § + g.

Uloha 5. Necht jsou a a 3 kofeny rovnice 2 + 2z + 3. Jak vypada kvadraticka

2
rovnice, jejiz kofeny jsou (a — 5)2 a (,B - %) ?

Uloha 6. Najdéte viechny uspofadané trojice realnych éisel, které tvoii aritmetic-
kou i geometrickou posloupnost.

Polynomy vysSiho stupné

Uloha 7. Polynom z® — 322 + 1 ma kofeny o, 3 a 7. Najdéte polynom tietiho
stupné s kofeny o2, 52 a v2.

Uloha 8. V komplexnich é&islech vyfeste soustavu

a+b+c=-3,
ab+bc+ac= 3,
abc = —1.

Uloha 9. Polynom z® — ax? + bz — 2010 ma4 tii pfirozené kofeny. Jaka je nejmensi
moZné hodnota a? (AMC 2010)

Uloha 10. Nechf «, 3 a v jsou kofeny polynomu 5z° — 1122 4+ 72 + 3. Najdéte
hodnotu vyrazu a® + 32 + 3.

Uloha 11. Nechf mé polynom x> + 322 + 4z — 11 kofeny «, 3 a 7 a nechf ma
23 4+ ra? + sx + t kofeny a+ 3, 8+ v a a+ . Urcete t.
s
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2021
(AIME 2001)

Uloha 13. M¢jme polynom z* — 1822 + ka? + 2002 — 1984, pro ktery plati, Ze
souéin dvou jeho kofent je —32. Najdéte hodnotu parametru k. (USAMO 1984)

Uloha 12. Urcete soucet vSech kofentt polynomu 292! + (% - :v)

Uloha 14. Polynom P(z) = 2® + ax® + = + 10 m4 tii rfizné redlné koreny. Kazdy
kofen P(z) je také kofenem polynomu Q(z) = z* + 23 + bz? + 100z + c. Urcete

hodnotu Q(1). (AMC 2017)
Uloha 15. Necht « a /3 jsou dva z kofenti polynomu z* + 2% — 1. Dokazte, Ze soucin
a - B je kofen polynomu x% + z# + 2% — 22 — 1. (USAMO 1997)

v wevr s

Obtiznéjsi alohy

Ackoli jsou Vietovy vztahy mocnéd pomticka na mnohé olympiddni problémy, je nékdy
tfeba spolu s nimi pouzit i jiné nastroje. To si lze procvicit na nasledujicich alohach.

Uloha 16. Necht p, g jsou nezéporna cela ¢éisla. Dokazte, Ze pokud jsou vSechny
kofeny polynomu 2" — pz™ !+ q2" 2 + ap_32" 3 + - - - 4+ a1x + ag pFirozené, potom
Ize do roviny nakreslit p pfimek protinajicich se v pravé ¢ ruznych bodech.

(Turnaj Mést 2020)

Uloha 17. Najdéte vechny polynomy, jejichZ vSechny kofeny jsou realné a jejichz
koeficienty nabyvaji pouze hodnot +1. (Putnam 1968)

Uloha 18. Uréete vechna realna a, pro kterd mé polynom
162* — az® 4+ (2a 4+ 17)2® — ax + 16

CtyTi rtizné redlné koreny tvorici geometrickou posloupnost. (Shortlist)
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Navody

1. 22— 7x+13.

2. a?+ B2 = (a+ B)? - 2ap. (Nelekni se vysledku, kofeny nemusi byt realné.)
3. Napis si Vietovy vztahy a vyres soustavu.

4. @4 b d4b?

5. Vyjadfi soucet a soufin pomoci o + 5 a af3.

6. Plati a + ¢ = 2b a zaroven ac = b>.

7. @B+ B2y + oy’ = (af + By + an)® — 2aBy(a + B +7).

8. Najdi polynom, jehoz kofeny jsou a, b, c.

9. 2010=2-3-5-67.

10. &®+ 2 +79% = (a+B+)(@® + 2 +7% — af — By — ay) + 3aby.

11. (a+B)(B+N(a+7) = (a+B+7)(aB+ By +ay) —afy.

12. Z binomické véty spocitej koeficienty u dvou nejvyssich mocnin.

13. Napis si soustavu danou Vietovymi vztahy a pocitej . . .

14. Urdi kofen, ktery mé Q(z) navic, ozna¢me jej r. Potom Q(1) = (1 — r)P(1).
15. Substituuj za o + B, af, v+ J a 4, pak to bude hezéi a jednodussi.

16. Rozdél pfimky do nékolika rovnobéznych skupinek.

17. Vyuzij toho, Ze aritmeticky pramér ¢tverct kofent musi byt aspon tak velky,

jako je velky jejich geometricky primeér.

18.

Hint prvni: VSimni si, Zze je zadana rovnice reciprokd, takze je-li o kofenem,

bude jim i é

Hint druhy: £ + & = (¢ +)° =3 (¢4 1).

Literatura a zdroje

Tento prispévek je pouze s drobnymi upravami prevzat od Josefa Minafika z roku
2021, kterému timto dékuji.

[1] Josef Minafik: Viétovy vztahy, Zasada, 2021.
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Permutacni nerovnost

ADELA KAROLINA ZAGKOVA

ABSTRAKT. Permutaéni nerovnost, ackoliv pomérné pfima, je ve skute¢nosti docela
silny nastroj na reseni mnohych prikladi. Na prednasce se v ni nauéime orientovat a
vyfesime spoustu piikladi.

Permutace? Co to je?

Nez se viibec ponorime do toho, co je permutacéni nerovnost, bylo by hezké mit jasno
v tom, co to viibec je takova permutace.

Definice. Permutace o mnoziny {1,2,...,n} je néjaké jeji pfeusporadani.

Tak, ted mame tiplné krasnou definici, ale my ji v pfednasce vlastné viibec nebu-
deme pouzivat (snad kromé jejitho znaceni). Cool, co? :D J4 si taky myslim. A ted
uz k hlavni nerovnosti celé prednasky.

Véta. (permutacni nerovnost) Méjme posloupnosti redlnych ¢isel

Tl 2T 2 2Ty a  Y12Y22-" 2 Yn.
Dédle at o je libovolnd permutace mnoziny {1,2,...,n}, kterd preusporadava
(Y1, 92, Yn) D2 (Y1, 93, -, yp)- Pak

Ty + Toya + o+ T = 1Y+ ToYs + o+ Tl S T1Yn + ToYn—2 + -+ Toya.

Poznamka. Nerovnost plati pro libovolné dvé n-tice realnych éisel.

Rikéte si, pfff, néjaké takové nerovnosti. Kdy ja to viibec pouziji? Tak si pied-
stavte nasledujici situaci: Na stole lezi n hromédek bankovek (v kazdé hromédce
jsou bankovky jedné hodnoty). Kazdy z n dni ptijdete ke stolu a miZete si vybrat
hromadku, ze které jste jesté nic nebrali, a z ni si vzit dany pocet bankovek. Piedem
mate pro kazdy den déno, kolik bankovek (nehledé na hodnotu) si smite vzit. Ano.
Také se mi tato situace stava kazdy druhy den. A permutacéni nerovnost ndm ted
davé jasnou strategii, jak si mizeme vydélat co nejvice (pfipadné, co nejméng).

Cviéeni. Kdy v permutaéni nerovnosti nastava rovnost?
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Definice. Dvé posloupnosti z1,2,...,Tn & Y1,Y2, .- -, Yn jsou souhlasné uspord-
dané, pokud x; > x; prévé tehdy, kdyz y; > y;.

Obdobné, posloupnosti jsou opacné usporddane, pokud x; > x; prévé tehdy, kdyz
Yi < Y5

Permutacni nerovnost nam tedy fika, ze nejvétsi vyraz ziskdme ze dvou souhlasné
usporadanych permutaci, kdezto nejmensi ze dvou opac¢né usporadanych.

Permutacni nerovnost pritom typicky homogenni vyrazy odhaduje opét homogen-
nimi vyrazy stejného stupné. Casto nam umozni velmi jednoduse odhadovat cyklické
vyrazy pomoci jinych cyklickych vyrazii.!

Je to zi'ejmé . ..

Uloha 1. Pro realna a, b, ¢ dokazte a? + b2 + ¢ > ab + bc + ca.

b ) -
Uloha 2. Pro redlné z,vy,z > 0 ukazte 23y 4+ y32 + 232 > 2%y + y?2x + 22ay.
Uloha 3. Pro realna z, y, z ukazte z%y? + y4z2 + z4x2 > 23y2? + yPza? + Bay?
Uloha 4. Pro realna a, b, ¢ > 0 dokazte & bz —I— + - > g + 7+ 2
Uloha 5. Af z1 > 29 > -+ > Tn, Y1 > Y2 > -+ > Y, jsou redlnd dcisla a
(Y1, Y4y -, yh) je permutace (y1,y2, ..., Yn). Potom
(z1— 1)+ (22— y2)’ 4 (@n —yn)® < (21— 91)° + (2 —15)° + -+ (20 — )%

(IMO 1975)
Uloha 6. Pro kladné realna ¢isla (z1,,...,7,) a jejich libovolnou permutaci

/ / !/ 4 X T T T
(2}, 2%, ..., x)) nahlédnéte Grgdtt Tz

Uloha 7. Pro realné a, b, c > 0 dokazte a—lz + biz + C% > atbte

abc

Rozpalme mozkové zavity

Doted permutacni nerovnost fesila tlozky za nas. Pojdme ted trosku naméhat své
mozkové zavity a vrhnéme se na tlozky, které uz nebudou tak moc zadarmo, ale
budeme s nimi muset vymyslet néjaky trosku tricek.

. 3 3
Uloha 8. Pro0<z<?Z 5 najdéte minimum vyrazu SC‘ZIS; + Cs(;i ;”.

Uloha 9. Na stole lezi n po dvou rtznych pfirozenych ¢isel ay,as, ..., a,. Dokazte
B+ B>l

n

a+1 b+1 c+1 1 1 1
leoha 10. Pro redlné a,b,c > 0 dokazte v c\f+aff2(5+3+2)’
WWyraz V(a,b,c) je cyklicky, pokud plati V(a,b,c) = V(b,c,a) = V(c,a,b). Vyraz V(a,b,c)
je homogenni stupné «, pokud toto redlné « spliiuje, ze pro kazdé ¢ > 0 plati V(ta,tb,tc) =
t*V(a,b,c).
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Uloha 11. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte azjw 4 Pt CZ?‘IQ >2(a+b+c).

a

2 2 2 2
Uloha 12. Pro realnd z,y, z > 0 dokazte £ + L2 4 2= >,

Uloha 13. Jsou dana realna xz,vy, z > 0. Ukazte odhad ;—z + % + ;Z >r+y+z.

Uloha 14. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte Nesbittovu nerovnost:

a b c
+ +
b+c c+a a+b

3
> —.
-2

Uloha 15. Pro realna a,b, ¢ > 0 spliiujici abc = 1 dokazte

1 n 1 n 1 > 3
at(b+c)  b(c+a) Ala+b) 2
Uloha 16. Pro realné a,b,c > 0 a pfirozené n ukazte
a” pn " an—l +bn—1 +Cn—1
+ + >
b+c c+a a—+b 2
Uloha 17. Jsou dana realné ai,ap...,a, > 0, pro piehlednost ozna¢me s jejich
soucet. Potom 2L+ _f2- 4 ... fuo > B,

Uloha 18. Déna jsou redlné a, b, c > 0. Dokaizte a®b’c® > ¢/(abc)atbte,

K ¢emu jsou mi ostatni nerovnosti, kdyZ mam tu permutacni!

Uz jsme vidéli, ze permutacéni nerovnost umi vytesit velkou spoustu pfikladi, vime,
ze nam zachovava homogenitu i cykli¢nost vyrazia. K ¢emu je ale jesté dobra? Uka-
zeme si, ze z ni plynou nerovnosti, které urcité vsichni dobfe znate, a nejen to!

Uloha 19. Pro realnéa =1, xo, ..., =, > 0 dokazte AG nerovnost:

x1+$2...+xn

A= >G = Yrixo - Ty
n
Uloha 20. Pro redlnd z1,z2,...,2, > 0, n > m € R dokazte nerovnost mezi

prumeéry:

2 221 g2
K:\/m1+x2+ T S As G H
n

Uloha 21. Prorealnd ai,as,...,ay, by, ba, ..., b, dokazte Cauchy-Schwarzovu ne-
rovnost: (a? + a2 + -+ +a2)(b? + b3 + -+ b2) > (a1by + agby + - - + anby)?.

7 permutacni nerovnosti se také da odvodit dalsi dost Sikovna nerovnost, jak zahy
uvidime.
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Cebyzev

Véta. (Cebysevova nerovnost) At a; > as > -+ > ay, by > by > -+ > b, jsou
n-tice realnych cisel. Potom

ﬂzn:aibz' > (i az‘) (ibz) > niaibn+1—i~
i=1 i=1 i=1 i=1

Diikaz. Pro prvni nerovnost dokola secteme vSech n permutacnich nerovnosti tvaru
> agb; > > abik. Druhé nerovnost se dokize analogicky. O

Tvrzeni. V CebySevové nerovnosti nastavé rovnost pravé tehdy, kdyz
Ty =x3=:=x, nebo Y1 =Yz =- =Yy

Na prvni pohled se zd4, ze Cebysevova nerovnost musi byt opravdu hloupa, nebot
jsme ji ziskali nas¢itanim hromady slabych permutacnich nerovnosti. Prekvapivé je
ale pomérné silnad a uzitena, a to pravé kvuli tomu, Ze se na ¢isla diva ,z vétsi
vysky*. Nyni si v praxi vyzkouSime, co tato nerovnost umi.

Uloha 22. Pro reélné a, b, ¢ ukazte 3(a® +b® + ¢®) > (a® +b° + ®)(a® + b® + ).

Uloha 23. Jsou dana realna aj, as,...,as > 0, kterd splnuji a1 +as+---+a, = 1.
Dokazte, ze potom 2211 + 2122 + 4 2f2n > 5

Uloha 24. Pro reélné a,b,c,d > 0 dokazte nerovnost

3 b3 3 3 b3 d3 3 3 d3 b3 3 dS
a4+ +c3 ad+ b+ a4+ + HEFE o e 22

a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d —
Uloha 25. Pro realné a, b, c > 0 ukaZte nerovnost aa—_fb + bzfc + < %
Uloha 26. Mgéjme &isla a1, a9, ...,an € <0, g> Dokazte nerovnost

n n "’LQ
(Z Sinai> . <Z cosai> < o
i=1 =1

Uloha 27. Af realné a,b,c,d > 0 splituji a + b + ¢ + d = 4. Potom ukazte

1 N 1 N 1 N 1 <1
11+a2 114862  11+4¢2  11+4d? — 3

Uloha 28. At 0 < x; < 25 < --- < x,, je n-tice redlnych ¢isel, kterd spliuji
1 1 1 v T
Tor T T T e = 1. Dokazte, ze

\/E+\/972+---+\/x72(n—1)-(\/%+\/%+---+\/%>.
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Uloha 29. Pro realna a,b, ¢,d > 0 spliwjici ab + bc + c¢d + da = 1 ukazte

a® b3 c? &3
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

1
> —.
-3
(IMO Shortlist 1990)
Uloha 30. Realna &isla x,y, z > 0 spliiuji zyz = 1. Dokazte nerovnost
3 3 3

x y z
U190+ (+20+2)  (A+0)d+y)

3
> —.
— 4
(IMO Shortlist 1998)

Postieh na zavér

Jsme matematici, proto nés zajimaji co nejobecnéjsi tvrzeni. Pojdme si tedy zkusit
permutacni nerovnost zobecnit.

Uloha 31. Afjsouxy > a9 > -+ > 2, > 0,91 > 4y > - > yp > 0, 21 >

zg > -+ > zp > 0 posloupnosti redlnych ¢isel a (yq, yh, ..., 4h), (21, 25, .., 2},) jsou
permutace posloupnosti (y1, Y2, .-, Yn), (21, 22,...,2,). Potom plati

n n
/!
g TiYiZi = g TiY;%;-

Podobné miizeme permutacni nerovnost zobecnit pro vétsi pocet posloupnosti.
Pritom je ale opravdu potieba predpokladat nezdpornost ¢isel. Pfedvedme si jesté
duélni verzi permutac¢ni nerovnosti, kde ,zaménime“ nasobeni se s¢itanim.

Uloha 32. Jsou dana redlnd &isla x; > a9 > -+ > 2, > 0,y1 > 92 > -+ >y, > 0,
dale (v}, v5,-..,y,) je permutace (y1,y2,...,Yn). Potom

n

H(% +yi) < H(ﬂfz +y;) < H(wz + Ynt1-4)-
i=1 i=1

i=1

Stejné jako minule, i tuto nerovnost lze zobecnit pro nezaporna ¢isla pro libovolny
pocet posloupnosti.

Navody

—

Vezmi dvakrat stejnou trojici (a, b, ¢).

2. Opac¢né usporadané trojice (22,42, 22%) a (yz, 2z, 2y).

3. Dvé stejné (souhlasné uspofddané) trojice (z2y, y?z, 2%z).
. ) [ b

4. Vezmi dvakrat trojici ¢, 7, <.

5.

Se zatnutymi zuby roznasob zévorky, zbav se druhych mocnin a vynésob (—1).
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6. Uvédom si, ze posloupnosti x; a i jsou opacné usporadané.

7. Stacéi vzit dvé stejné trojice (i, i, 1) a upravit pravou stranu. Nebo mtiZeS ne-

rovnost vynasobit abc a uvazit predeslou trojici spoleéné s trojici be, ca, ab.
8. Uvaz kladné posloupnosti sin® z, cos® z a cos™! z,sin"! z. Vyjde tedy sin®z +

cos?2z =1.

9. Nejprve ,setfepej* Cisla a; dol na ¢isla 1,2,...,n a poté oc¢ividnym zptsobem
pouzij permutac¢ni nerovnost.

10. Odhadni citatele jako dvojnasobky odmocnin a pak wuvaz trojice
(Va Vo.e), (3 it o2 )

11. Zlomky si rozdél, nasledné pouzij na dvé trojice zlomki permutacni nerovnost,
ktera je odhadne jako a + b + c.

1 1 1

12. Zéaporné véci dej doprava. Posloupnosti (22,42, 22) a (4 742 71

hlasné usporadané.

) jsou sou-

13. Najednou to jde Spatné. Zkus ale pouzit permutacni nerovnost dvakrat za
sebou, vzdy tim nejjednodussim moznym zpiisobem.

14. Vynéasob nerovnost dvéma. Pokud BUNO a > b > ¢, potom také plati
1 1 1
> > .
b+c " c+a a+bd

Posléze se¢ti dvé permutacni nerovnosti tak, aby se jmenovatelé pokratili.
15. Substituce z = %, Yy = %, z= % situaci vyjasni, pfitom stale xyz = 1. Vynéso-
beni dvéma a pouziti dvou permutacnich nerovnosti nam dé dolni odhad = 4+ y + z,

ktery je zfejmé vétsi roven tfem diky podmince.

16. Vyndsob dvéma, pak dvakrit pouzij trojice (a, b, c) a (“brcl, b;r_; , %)

17. Vyndsob n — 1, vezmi posloupnosti (a1, as, ..., a,), (3_1a1, q_1a2 e e ) a
© © n

secti n — 1 cyklicky posunutych permutac¢nich nerovnosti.

18. Nerovnost zlogaritmuj, vynasob tfemi a nasledné vezmi trojice a, b, ¢ a loga,
log b, log c.

22. Cebysev dvou tiiprvkovjch souhlasné usporadanjch posloupnosti.

23. Vynasob jmenovatelem pravé strany, které interpretuj jako soucet vSech jme-
novatelti nalevo, pak pfichazi na fadu CebySev pro opa¢né usporddané posloupnosti.

24. Pomoci Cebysevovy nerovnosti odhadni kazdy zlomek zvlast jako %’ﬁ.

25. Vynasob jmenovatelem pravé strany. Pak jsou posloupnosti (aa—fb, ) bljfc) a

(a+b,a+ ¢, b+ c) souhlasné usporadané — BUNO vol a > b > ¢, coz jednoznaéné
urcuje nerovnosti v obou trojicich. Dokazovana nerovnost je pak odpovidajici Ceby-
Sev.
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26. Siny a kosiny jsou opa¢né uspofddané, po ziejmém pouziti Cebysevovy ne-
rovnosti je potfeba vynasobit vzniklou sumu dvéma a vhodné dvojice ¢lend spojit
pomoci souctovych vzorcu pro sinus.

27. Vsechno preved nalevo, tedy od kazdého zlomku odecti 1—12 Vyuzij faktu, ze

posloupnosti (a —1,b—1,¢ — 1,d — 1), (1(111'(12, 1?1}727 1?1(122, 1(1116112) jsou souhlasné

usporadané, po provedeni Cebyseva vyuzij podminku.

.....

Cleny se stejnymi neznamymi a uprav. Levou stranu pak jesté jen tak pro radost
vynasob podivnou jednickou ze zadani. Ovér, Ze miizes pouzit Cebyseva tak, jak bys
chtél(a) (pozor, d4 to trochu praci).

29. Diky podmince je nutné a? + b% + ¢ + d? > 1. Jmenovatele ozna¢me A, B, C,
D. Dvakrat za sebou Cebysevuj — poprvé logickym zpiisobem na zlomky, podruhé
pro rozbiti sumy tfetich mocnin na soucin sum prvnich a druhjch. Druhé mocniny
zmizi, dale 3(a+b+c+d) = A+ B+ C + D, coz jde dokonéit snadnou permutacéni
nerovnosti.

30. Z podminky si pouze odneseme x4y + 2z > 3. Nejdiiv pouzij jasného Cebyseva
(jednu posloupnost tvorii ¢itatele). Ozna¢ x+y—+2z = 3a, jmenovatele celého vzniklého
vyrazu odhadni shora jako (1 + a)3. Zbyvéa se vypofadat s odhadem souctu tietich
mocnin pomoci a. AZ bude§ mit néjakou racionélni funkci v a, pouzij a > 1.

31. Je potteba jit trochu do hloubky, predpoklad na nezdpornost opravdu musis
vyuzit.

32. Postav se k diikazu stejné, jako k dliikazu bézné permutaéni nerovnosti. Jednim
prohozenim si nepohorsime, tieba diky AG.
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Pravdépodobnostni metoda

ADELA KAROLINA ZAGKOVA

ABSTRAKT. Pravdépodobnostni metoda je elegantni zptsob, jak Fesit mnohé (zejmé-
na kombinatorické) tlozky. V prednésce si ukdZeme, Ze tuto pomérné jednoduchou
metodu lze snadno vyuzit na FeSeni mnohych IMO Sestek a jinych jinak naroénych
prikladu.

Pravdépodobnost nas obklopuje kazdy den. My si ukdzeme, ze se d& vyuzit i na
jiné véci, nez na odhadovani, jak moc je pravdépodobné, ze dostanu pétku z pisemky
z déjepisu, kdyZ jsem se na ni viibec neudila. Nejd¥ive si ale pojdme zopakovat n&jaké
zéklady a definice.

Definice. FElementdrnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterd nastala po na-
hodném procesu, tedy napiiklad: ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka
a na tfeti trojka.“

Definice. Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, napiiklad: ,,Na
prvni kostce padlo sudé ¢islo.

Symbolem AN B znacime, ze nastal jev A a soucasné nastal jev B, a AU B znadi,
7e nastal jev A nebo nastal jev B.

Definice. Pravdépodobnost, 7e jev A nastal, zna¢ime P(A).
Definice. Nezdvislé jevy jsou takové, pro které plati P(AN B) = P(A) - P(B).

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F, P), kde Q je mnozina ele-
mentarnich jevii, F C Q je mnozina jevii a P : F — [0,1] pravdépodobnostni
funkce, ktera spliuje nasledujici:

(1) P(®) =0,

(2) P(2) =1,

(3) pro po dvou disjunktni mnoziny A;, Ay, ... z F plati:

87



PRAVDEPODOBNOSTNI METODA

Priklad. Jako pravdépodobnostni prostor si tedy mutzeme napiiklad predstavit
hézeni dvéma kostkami. Nase {2 pak bude mnozina vSech moznych situaci, které
nam mohou nastat, 7 mize byt napfiklad mnozina riznych souc¢tt hodnot na obou
kostkach.

Tvrzeni. (union bound) Necht A;, A, ..., A, jsou jevy (nemusi byt nezivislé).

Pak
P (U Ai> < ZP(Ai).
i=1 i=1

Poznamka. Kli¢ova myslenka pravdépodobnostni metody

Pokud ma jev nenulovou pravdépodobnost, mize nékdy nastat. To se nam bude
hodit v Teseni ptikladdi (viz niZe), kdy budeme chtit dokézat, Ze je néco mozné.
Mnohdy si tedy vytvofime ndhodnou situaci a u ni dokdzeme, ze pravdépodobnost
chténého jevu je nenulova.

Priklad 1. V jazykové skole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uciteli
umi mluvit alesponn n jazyky. Dokazte, Ze najdeme 14 nebo méné jazykt tak, aby
kazdy ucitel mluvil alespon jednim z nich.

Reseni. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazyki (uspofddanou, pticemz jazyky se miizou
opakovat) a pevného ucitele. Pravdépodobnost, Ze tento ucitel neznd prvni jazyk,
je nejvyse %, stejné tak u druhého jazyku atd. Celkem je tedy pravdépodobnost,
7e tento ucitel nezna ani jeden ze 14 jazykd, rovna 2. Za pomoci tvrzeni vyse
ziskdvame, ze pravdépodobnost, Ze alespon jeden ucitel nezna ani jeden z téchto
14 jazykd, je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vsichni ucitelé znaji
alesponi jeden z téchto 14 jazyki, je 1 — (500 - 2714) > 0. Jak jsme jiz zminili, ma-li
jev nenulovou pravdépodobnost, mize nastat. Tedy opravdu existuje 14-tice jazyki
takova, Ze kazdy ucitel mluvi alesponi jednim z nich.

Uloha 2. Na spoledenském veceru je n ucastniktl a n ucastnic. Vime, Ze existuje
alespoil n2 — n+ 1 réiznjch part déastnik—ucastnice, které jsou ochotné spolu tanco-
vat. Dokazte, ze vSech 2n Gcastnikti umime naparovat tak, aby byli ochotni tancovat
v parech, ve kterych skonéi.

Uloha 3. Jsou dana nesoudélné p¥irozena &isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce
v obdélniku m xn z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava
a nahoru a jsou celé pod thlop#ickou? (MKS 26-5)

Uloha 4. Ve skupiné 90 déti ma kazdé alespoii 30 kamaradt (kamaradstvi je vza-
jemné). Dokazte, Ze lze déti rozdélit do t¥i 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité
mélo ve své skupince alespon jednoho kamarada. (MO 61-11I)

Uloha 5. Matematické soutéze se ticastnilo 200 studenti, kazdy z nich Fesil Sest

uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyftesilo alesponi 120 studentd. Dokazte, ze

mizeme najit dva studenty, kteti dohromady vytesili vSechny tlohy. (IMC 2002)
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Uloha 6. Ukazte, 7e je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} &tyfmi
barvami tak, aby neexistovala jednobarevné desetiprvkova aritmeticka posloupnost.
(IMO Shortlist 1987)

Uloha 7. V roviné je dano 100 bodii v obecné poloze. Dokazte, Ze pocet ostrotih-
Iych trojuhelniki nepiekracuje 70 % pocétu vSech trojuhelnikii. (IMO 1970)

Uloha 8. (Dolni odhad na Ramseyova ¢isla) Dokaite, ze hrany tiplného grafu na
2k/2 yrcholech je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby v nich nebyl Zadny aplny
jednobarevny podgraf na k vrcholech.

Uloha 9. V tabulce 100 x 100 jsou napsana ¢isla 1,2, ... ,5000, kazdé pravé dva-
krat. Dokazte, Zze je mozné vybrat 100 cisel tak, ze z kazdého sloupce a z kazdého
rfadku vybereme pravé jedno cislo, a navic budou tato ¢isla rizna.

Stfedni hodnota

Definice. Ndhodnd velicina je redlné Cislo, které spo¢teme na zakladé elementar-
niho jevu, tedy naptiklad ,cislo, které padlo na prvni kostce,“ nebo ,pocet kostek,
na kterych padla trojka.*

Definice. Stredni hodnota nahodné veliciny X je jeji primérnad hodnota a znaci se
E[X]. Pfesnéji je E[X] vaZzeny aritmeticky pramér pfes vSechny hodnoty X na ele-
mentarnich jevech, kde vahy jsou pravdépodobnosti téchto jevi. Definujme tedy:

EX]=) Pw) X(w).
Q

Tvrzeni. (Pocitani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a I ndhodna veli¢ina (tzv. indikatorova), ktera ddva nulu resp.
jednicku, pokud A nastal resp. nenastal. Pak E[I4] = P(A).

(2) Necht X, Y jsou nahodné veli¢iny, pak E[X + Y] = E[X] + E[Y].

(3) Necht X je ndhodn4 veli¢ina a r realné ¢islo, pak E[r - X] =r - E[X].
Posledni dvé vlastnosti souhrnné nazyvame jako linearitu stiedni hodnoty.
Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni, jako naptiklad E[X - Y] = E[X] - E[Y], jiz
obecné neplati.
Tvrzeni. Bud X ndhodné veli¢ina. Pak existuje elementarni jev, pro ktery plati
X < E[X], a také jiny elementérni jev, pro ktery plati X > E[X].

Poznamka. Pravé posledni zminéné tvrzeni bude pro nés klicové. Diky nému pak
miZeme dokdzat existenci "né&jaké vhodné konfigurace”, kterd dosdhne alesponi (¢i
nanejvys) néjaké hodnoty (té stfedni).

Uloha 10. Skupinka n ucastniki si ndhodné propermutovala svoje (samoziejmé
podepsané) hrnicky. Jaky je oekdvany podet lidi, ktefi se mohou napit ze svého
vlastniho hrnic¢ku?
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Uloha 11. Botanicky klasifikdtor rozeznava 100 atributt rostlin — dané rostlina
kazdy atribut bud mé nebo nemé. Klasifikitor je dobry, pokud kazdé dvé rostliny
maji nanejvys polovinu svych atributid spole¢nych. Dokazte, ze dobry klasifikator
umi popsat nanejvys 50 rostlin.

Uloha 12. Kaizdé posloupnosti slozené z n nul a n jednicek pfifadime éislo, které
je poc¢tem maximalnich tsekt stejnych ¢éislic v ni. (Naptiklad posloupnost 00111001
ma 4 takové useky 00, 111, 00, 1.) Pro dané n seCteme vSechna ¢isla piifazend
jednotlivym takovym posloupnostem. Dokazte, ze pak vysledny soucet je roven
(n+1)- (). (MO 66-111)

Uloha 13. Necht F je mnozina viech n-tic (Ay, As, ..., A,), kde kazdé A; je pod-
mnozinou {1,2,...,1998}. Ozna¢me |A| poéet prvkid mnoziny A. Najdéte hodnotu

Z |A;UAzU---U Ay

(A1,A2,...,Ap)EF

(APMO 1998)

Uloha 14. V sachovém turnaji, kterého se zi¢astnilo 40 hraci, se odehrélo celkem
80 partii, pfi¢emz zadna dvojice spolu nehrala vickrat. Ukazte pro co nejvétsi n, ze
existuje n hracd, ktefi mezi sebou nesehrali zadnou partii.

Uloha 15. M¢jme n redlnych ¢isel se souctem 0, pfi¢emz alespoii jedno z nich
je nenulové. Dokazte, Ze je umime pojmenovat a1, as,...a, tak, ze plati nerovnost
a1az + azas + -+ ana; <O0.

Uloha 16. V soutézi je a soutézicich a b porotci, kde b > 3 je liché é&islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,dobry“, nebo jako ,Spatny“. Pred-
pokladejme, Ze k je takové ¢islo, Ze pro libovolnou dvojici porotct se jejich hlasy

shodovaly u nejvyse k soutézicich. DokaZte nerovnost % > b;—bl. (IMO 1998)

Uloha 17. V turnaji n hrac¢d hral kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovskd
cesta je takové usporadani n hracu, ze prvni porazil druhého, druhy tfetiho atd.
Dokazte, ze turnaj mohl dopadnout tak, ze existovalo alespon 2,?—11 hamiltonovskych
cest.

Uloha 18. Na veéirku je n > 2 lidi, néktefi se znaji (vztah znét se je vzdjemny).
Dokazte, Ze existuji dva lidé A, B takovi, Ze mezi zbylymi n — 2 najdeme {gJ -1
lidi, z nichZ kazdy bud zn& A i B, nebo oba nezna.

Uloha 19. M¢jme graf G' s n vrcholy a m > 4n hranami. Dokazte, Zze kdykoli

takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alespon GT;

pruseciki.

Navody

2. Zvol si ndhodné parovani. Jaka je pravdépodobnost, Ze spolu né€jaky par nebude
chtit tancovat?
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4. Spocitej, s jakou maximalni pravdépodobnostni se stane, ze dané dité nemé ve
své skupince zadného kamaréada.

5. Zvol ndhodné dvojici studentti a spocitejte, s jakou pravdépodobnostni ani jeden
z této dvojice nevyftesi danou tlohu.

6. Zvol ndhodné obarveni. S jakou pravdépodobnosti bude jedna vybrana aritme-
ticka posloupnost jednobarevna?

7. Mezi péti body v obecné poloze vzdy existuji alespon 3 tupotihlé trojihelniky.
8. Vyber nahodny graf. Jakd je pravdépodobnost, ze na danych k vrcholech je
jednobarevny podgraf?

9. Vyber ndhodné z kazdého sloupce a radku pravé jedno cislo. Jaka je pravdépo-
dobnost toho, ze vyberete ¢islo ¢ dvakrat?

10. Vyuzij indikatorovou veli¢inu udéavajici, zda konkrétni iicastnik ma vlastni hr-
nicek.

11. Spocitej stfedni hodnotu poctu spoleénych atributii pro nahodnou dvojici z r
rostlin (bude to néjaky vzorecek v zavislosti na r). Dokaz, Ze pro r bude tato hodnota
ostie vetsi nez %, tudiz bude jisté existovat néjaka dvojice rostlin s vice nez polovinou
spole¢nych atributt.

12. Dokaz, ze (n + 1) je pramérné ¢islo pfifazené jednotlivym posloupnostem.
13. Vyber ndhodnou n-tici podmnozin. S jakou pravdépodobnosti se objevi ¢islo 4
ve sjednoceni?

14. Jaky je prumérny pocet odehranych zapasi pro jednotlivé dvojice? Kolik dvojic
maximalné tedy mohlo zapas neodehrat?

15. Nahodné poparuj jednotliva ¢isla. Mtze se stat, ze jsou vSechny soucty nulové?
16. S jakou miniméalni pravdépodobnosti se dva porotci shoduji na jednom uréeném
soutézicim?

17. Vyber ndhodny graf a nasledné ndhodnou permutaci hract. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze v této permutaci tvori hamiltonovskou cestu?

18. Res podobné jako piiklad 16.

19. Pouzij Eulertiv vzorec, vyber libovolné nakresleni a nasledné s pevné zvolenou
pravdépodobnosti smaz kazdy z vrcholt.
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