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RSA

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. Panové Diffie a Hellman popsali v roce 1976 asymetrické Sifry, ve kterych
se pouzivaji dva kli¢e. Jednim se zprava Sifruje a druhym desifruje. Sami vsak neim-
plementovali konkrétni algoritmus, s tim pfisli o rok pozdéji panové Rivest, Shamir
a Adleman, z jejichz jmen vznikl ndzev RSA. Jesté v roce 1974 popsal ekvivalentni
algoritmus britsky matematik Cocks, ktery ale skoncil ve slozce prisné tajné a zustal
skryt az do roku 1997. Tehdy algoritmus jiz vSichni znali pod ndzvem RSA. A Ze to je
moc hezky algoritmus, pouziva se dodnes. Proto se na téhle pfednasce podivame na
vechno od popisu RSA az po utoky. Doprovazet nas budou Eulerova a taky Cinské
zbytkova véta. Necht ndm tedy cestou tento ptibéh pfipomind, ze objevy se ne vzdy
jmenuji po svych prvnich objevitelich ...

Definice. Necht n € N, ozna¢me
®, ={d|0<d<n,ged(d,n) =1}.

Pak hodnotu Eulerovy funkce ¢(n) definujeme jako pocet prvkt mnoziny ®,,.

Eulerova funkce tedy vyjadiuje pocet prirozenych ¢isel mensich nebo rovnych n,
ktera jsou nesoudélnd s n. Pro mala ¢isla je jednoduché to spocist i pfimo z definice,
ale pro vétsi ¢isla budeme vyuzivat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Necht n = p{*---p%m, je prvodiselny rozklad é&islan > 1, pak

1 1

on)=(pP1—1)-pt"" " (pm — 1) -y

Véta. (Eulerova) Necht z,n € N a ged(x,n) = 1, pak 9™ =1 (mod n).

Pfipometime si jesté znaceni 2~ mod n, zkracené (pokud nehrozi nedorozuméni)
jenom z~!, definované jako takové piirozené &islo mensi nebo rovno n, pro které
.27 =1 (mod n). Spoéteme ho pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu.

~

Cviéeni 1. (t8z8i) Ukazte, ze pro kazdé n a x € ®,, je 7! definované jednoznacéné
(a taky lezi v @,,).

Cvideni 2. Rozmyslete si, Ze pro x takové, ze ged(z,n) > 1, neni 2~ ! definovéno.
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RSA

Véta. (Cinskd véta o zbytcich) Budte my,...,m, po dvou nesoudélné piirozena
¢isla. Ozna¢me M = my - mo - --m,,. Budte a1, ..., a, libovolnd cela ¢isla. Pak exis-
tuje pravé jedno x € {0,..., M — 1} spliujici

x =ay (mod mq),

x = ap (mod my,).

RSA

Nejdfiv si popiseme generovani klice:
(1) Zvolime si dvé velkd prvodéisla p a ¢ a spoGteme jejich soucin n = p - q.
(2) Spocteme hodnotu p(n) = (p — 1)(¢ — 1).
(3) Zvolime e € ®,(,).
(4) Spoc¢teme d = e~! mod p(n), tedy d-e =1 (mod ¢(n)).
Vefejnym klidem je dvojice (e,n), soukromym dvojice (d,n). A jak probih4 sifro-
vani a deSifrovani?
Alice (A) chee poslat zpravu Bobovi (B).
B: Vygeneruje si kli¢ a zvefejni (e, n).
A: NapiSe zpravu = a posle Bobovi ¢ mod n.

B: Obdr# sifrovanou zpravu y a spocte y¢ mod n. Tim zpravu desifruje.

Cviceni 3. Vygenerujte si kli¢ a pak si s néjakym kamariddem vymén vefejny kli¢
a poslete si Sifrované zpravy. Tak co, uméli jste obdrZenou zpravu deSifrovat?

Algoritmus Ize zrychlit pomoci CZV a to tak, Ze pii generovani klice v kroku

(2) spocteme hodnotu k = lem(p — 1,q — 1),
(3) zvolime e € Py,
(4) spocteme d = e~ mod k, tedy d-e =1 (mod k).
Pak totiz x%¢ = z (mod p), protoze d-e = 1 (mod p — 1), a = x (mod q),

de —
protoze d- e =1 (mod q — 1). Vyfesenim soustavy nam vyjde z¢° = x (mod n).

Cviceni 4. (t¢z81) Jak bychom mohli zrychlit desifrovani?

Podpis zaloZeny na RSA

Uz umime zpravy Sifrovat a desifrovat, ale co kdyby utoc¢nik posilal zpravy pod
nasim jménem? Kde bude mit pfijemce jistotu, Ze jsme zpravu poslali opravdu my?
Resenim tohoto problému je digitélni podpis. Odesilatel zpravu podepise a piijemce
oveii podpis.
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Cviceni 5. Jak by mohlo fungovat podepisovani zprav s vyuzitim RSA? A co kdyz
atocnik zpravu odchyti a néjak ji pozméni?

V praxi neni ve zvyku podepisovat celou zpravu, ale jeji otisk — hash. Hashovaci
funkce maji takovou vlastnost, ze pro vSechna n je jednoduché spoéist h(n), ale tézké
najit inverz h~1(n). Proto se vyuzivaji pro zaruceni integrity zprav. Odesilatel posle
spolu se zpréavou jeji hash, tedy dvojici (h(z), c(z)), kde ¢(x) je zaSifrovand zprava.
Piijemce si pak desifruje zpravu a spocte si k ni h(z). Pokud se hodnota shoduje
s tou, kterou obdrzel od odesilatele, nedoslo v pribéhu prenosu ke zméné zpravy.
Samotny hash jesté, ovSem, nepostacuje na autentizaci, toho se docili az podepsanim
hashe.

Slepy podpis a RSA

Slepy podpis je moc dilezity a vyuzivime jej, kdyz potfebujeme aby naSi zpravu
podepsala néjaka instituce, ale pfitom neznala jeji obsah.

Cviceni 6. Napadne véas konkrétni piiklad, kdy je slepy podpis potiebny?

Typickym piikladem jsou digitadlni platby. Potfebujeme, aby vSechny digitalni
penize byly podepsany bankou, ale zaroven nechceme, aby méla banka o platci pfi-
lis mnoho informaci. Pokud bychom banku jen pozadali o podepsani penéz, které
budeme chtit pouzivat, mohla by si tyto konkrétni penize zapamatovat. Potom by
presné védéla, kdy a kde (pfipadné za co) je utrdcime. To z hlediska GDPR neni
vhodné, zejména kdyz zvazime nadkupy jizdenek, 1ékd, jidla, ... TTeti strana se tim
dozvi o nasem Zzivoté hodné informaci.

Proto pozadame banku o podepsani penéz, ale predtim je zaslepime. Banka vidi
sumu a zna nasi totoznost, na zakladé ¢ehoz penize podepise a posle zpatky. Taky je
odepise z uctu. My pak odstranime zaslepeni, pficemz podpis na penézich ziistane,
a koupime si za né désné cool PraSeci disky. Prodejce si ovéfi podpis a odesle po-
depsané penize do banky. Banka ovéfi podpis a jestli nedoslo k duplicité platby a
kdyz je vSechno v poradku, mzeme si jit zahrat frisbee. Banka pfi platbé nezjisti
nasi totoznost, ale vi, ze nékomu tyhle penize nékdy podepsala, tedy nejsou falesné.

Dalsi vyuziti slepého podpisu najdeme pfi elektronickych volbach. Vsechny vo-
lebni listky musi byt podepsany volebnim komisafem (jinak jsou neplatné), ten vsak
nesmi védét, komu jsme hlas odevzdali.

A jak tedy funguje slepy podpis zaloZeny na RSA? Af banka mé vefejny kli¢
(e,n), soukromy (d,n).

My: Chceme podepsat z. Zvolime zaslepujici hodnotu o € &, spoteme
hodnotu o~ !, kterou si zapamatujeme a odesleme na podpis z - a®
mod 7.

Banka: Obdrzi zpravu y a posle nam zpatky y? mod n.

My: Obdrzime z = y? = 2% - a®? = 2% - o (mod n). Obchodnikovi zasleme
z-a~ ! =29 (mod n).
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Do atoku!

Pii pouziti dostateéns velkého klice (v dne$ni dob& minimalné 2048 bitt) je algo-
ritmus RSA povazovany za bezpecny, protoze pro rozklad ¢isla na prvocinitele neni
zndmy zadny efektivni algoritmus (ktery by ¢isla umél rozlozit v polynomialnim
¢ase). Zaroveti ale neni dokazéano, ze takovy algoritmus neexistuje. Utoénik ale mtize
vyuzit nékteré slabiny generovani klice.

Uplné nejhorsi je pouzit p vickrat pro riizna ¢;. Souciny N1,2 = P-qi1,2 jsou veiejné
a kdokoli mtize spoéist ged(ny, na). Nebo kdyz jsou zprava a vefejny kli¢ p¥ilis malé,
pfi umocnéni nedojde k preteCeni a staci tak zpravu klasicky odmocnit.

Cviceni 7. (t€z81) Ukazte, Ze ze znalosti n a ¢(n) lze uréit prvociselny rozklad
b, q.

Pouziti stejného n vicekrat je také Spatné, protoze ze znalosti n, e a d lze ur-
¢it prvociselny rozklad n. My si ukdzeme jednodussi utok. Alice poslala Bobovi a
Cyrilovi stejné zpravy x, pricemz Bob a Cyril sdileji stejny modul n. Zprava = je
mald, ale Alice spoléhé na to, Ze Bob a Cyril maji velké vefejné exponenty. My si
odchytime zaSifrované zpravy yp = 2¢2 (mod n) a yo = x°¢ (mod n). Spoéteme
si Bézoutovy koeficienty ged(ep,ec) = a-ep + b - ec. Plati y& = 2°¢* (mod n),
y% = 2°¢® (mod n) a proto y§ - y% = 28°d(¢5:¢¢) (mod n). Pokud je ged(ep, ec)
dostateéné malé a nedojde k preteceni pfi mocnéni, odmocnénim zjistime zpravu x.

Cviceni 8. Odchytili jste zaSifrované zpravy y; = 1 s vefejnym klicem (89,517) a
y2 = 509 s vefejnym klicem (141,517). Zjistéte, jak znéla ptivodni zprava.

Hastadiiv itok na maly verejny exponent

Alice poslala stejnou zpravu k riznym lidem, ktefi méli stejny vefejny exponent e,
pri¢em? k > e, a rizné moduly n, tedy jejich vefejny kli¢ byl (e, n;). My jsme cestou
odchytili zasifrované zpravy y;, mame tedy soustavu rovnic:

z¢ =y1 (mod nq),

x° =y, (mod ny).

Miuzeme ptedpokladat, Ze n; jsou po dvou nesoudélné. Pak z CZV dostaneme
feSeni 2° =y (mod ny - - -ng). Oznaéme ng = min{n; | i =1, ..., k}. JelikoZ z < ng
ak > e, tak z¢ < n§ < n’é < nq---ng. Takze nedoslo k preteceni a klasickym
odmocnénim zjistime zpravu x.

Cviceni 9. Vyzkousejte si Hastadiv atok pro e = 3 a moduly n; = 51, ny = 65,
n3 = 77. Odchycené zpravy jsou postupné 2, 57 a 50.
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Navody

1. Pro dtikaz existence pouzij Bézouta. Pokud neznas Bézoutovu vétu, mizes zkusit
dokézat (tfeba rozsifenym Eukleidovym algoritmem), Zze pokud ged(n,z) = 1, tak
existuji koeficienty k,l € Z takové, ze k-n +1-x = 1. Co je tedy z=1?

2. Pokud d = ged(n,z) > 1, tak £ = 0 (mod d). Pokud d | n a 2 = y (mod n),
pak taky x =y (mod d).

4. Pouzij opét CZV a desifruj nejdiiv mod p a pak mod gq.

7. Hledej je jako kofeny néjakého polynomu.

Literatura a zdroje

[1] Andrew Kozlik: Piednasky z Uvodu do kryptografie, MFF UK, 2023.
[2] Michal Topfer: Asymetrické Sifrovdnd, Branné, 2019.
[3] Jakub Klemsa: Rozlouskneme RSA?, Lysefiny, 2013.



Ciferné soucty

FiLa CERMAK

ABSTRAKT. V tomto pfispévku se podivame na razné typy uloh obsahujici ciferné
soucty a ukazeme si techniky, které nam s jejich feSsenim pomutzou. Obcas se podivame
i na ciferné souéty v jinych soustavach.
Ciferné soucty se v olympiadnich tlohach neobjevuji ¢asto, ale jednou za cas je
v néjaké tloze najdete. Obecné neni mnoho typt tloh, které lze na ciferné soucty
vymyslet, a tak tady (aZ na ty nejbrutalnéjsi) projdeme témét vsechny.
Nejprve ale priblizime, co presné znamend ciferny soucet a jak ho v tomto pii-
spévku budeme znadit.

Definice. Cifernym souctem ¢isla n rozumime déislo, které dostaneme seCtenim
vsech cifer ¢isla n v jeho desitkovém zapisu. Tedy, pokud desitkovy zapis ¢isla n je
Gn a0, tj. n = ap - 10¥ +ap_; - 10F"1 4+ ... + a; - 10 + ag, pak jeho ciferny soucet
je S(n) = ap + a1 + -+ + ag.

Ciferny soucet ¢isla n budeme znacit S(n).

Priklad 1. Necht d je pocet cifer v desitkovém zépise ¢isla n. Pokud oznac¢ime ny
Cislo, které vznikne smazanim poslednich k cifer z ¢isla n, dokazte vztah

n=Sm)+9m +9ng+ - +9mg_1.
(APMO 2001)

Pisemné scitani, prechod pres desitku

Vétsina technik, které budeme pouzivat, je pomérné intuitivni a my zacneme tou
nejintuitivnéjsi — co se stane pfi pisemném scitani s cifernym souctem v zavislosti
na prechodech pres desitku.

Piiklad 2. Najdéte ¢islo n, pro které jsou S(n) i S(n + 1) délitelnd sedmi.
(PraSe 36-7-3)

Priklad 3. M¢éjme déno piirozené ¢islo n, jehoz cifry jsou ostfe rostouci zleva
doprava. Urcete ciferny soucet ¢isla 9n. (PraSe 23-6-2)
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Priklad 4. Skripta MFF jsou ¢islovana Sesticifernymi ¢isly, pfi¢emz jsou povoleny
nuly na zadatku. Stastnymi nazveme ta z nich, kterd maji stejny ciferny soudet
prvnich t¥{ a poslednich t¥{ cifer. Dokazte, Ze soudet oznaceni vSech $tastnych skript
je délitelny sedmi. (PraSe 23-6-3)

Priklad 5. Dokazte, Ze mezi 39 po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly muzeme vzdy
najit né&jaké, jehoz ciferny soucet je délitelny 11. (Sovétskd MO 1961)

Priklad 6. Najdéte piirozend Cisla a, b, ¢ takova, Ze
S(a+b) <5, S(b+c) <5, S(c+a) <5, Sla+b+c)>50.

(PraSe 32-1-6)

Priklad 7. Necht m, n jsou pfirozend ¢isla a navic m mé d cifer a d < n. Vypodi-
tejte ciferny soucet (10" — 1)m

Piiklad 8. Vypoditejte ciferny soucet 9-99-9999--- (102" — 1) v zévislosti na n.
Priklad 9. Ciferny soucet ¢isla N je 100, ciferny soucet ¢isla 5N je 50. Dokazte,
ze N je sudé.

Nerovnosti

Mizeme nahlédnout nésledujici rovnost, druhou nerovnost dokézat pomoci pisem-
ného séitani a treti nerovnost pak ukazat indukci.

Tvrzeni 10.

(1) S(10a) = S(a),
(2) S(a+b) < S(a)+ S(b),
(3) S(ab) < 5(a)S(b).

Priiklad 11. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati
S(2n) < 25(n) < 10S5(2n).

(PraSe 23-6-1)

Piiklad 12. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu poméru 5pels.  (PraSe 35-2-8)

Kritéria délitelnosti

Ciferné soucty se daji obcas pouzit jako jednoduché kritéria délitelnosti. Urcité
véichni znate naptiklad kritérium délitelnosti deviti. Cislo n je délitelné deviti pravé
tehdy, kdyz je délitelné deviti ¢islo S(n). Co uz neni tak znadmé, je, Ze toto kritérium
muzeme jednoduse rozsifit na vsSechny zbytky:

Tvrzeni 13. S(n) =n (mod 9).
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Samoziejmé co plati pro devitku, plati taky pro vsechny jeji délitele, v tomto
pifipadé pro trojku, takze S(n) =n (mod 3).

Devitku jsme ale nevybrali jen tak ndhodou. Tato kongruence plati pravé proto,
ze zéklad nasi soustavy (desitka) je kongruentni s 1 modulo 9. TakZe pokud bu-
deme pracovat s cifernymi soucty v jiné soustavé, napiiklad o zékladu ¢, pak nase
kongruence bude platit pro ¢ — 1.

Priklad 14. Vezmeme pfirozend ¢isla od jedné do bilionu a kazdé z nich postupné
zredukujeme na jednociferné ¢islo tak, ze jej opakované nahradime jeho cifernym
souctem. Dostaneme vic jednicek nebo dvojek? (Sovétska MO 1964)

Pi#iklad 15. Existuje pfirozené ¢islo n takové, ze S(27) = S(2"+1)?

Priklad 16. Je mozné najit 19 rtiznych pfirozenych ¢isel takovych, Ze jejich soucet
je 1999 a vSechna maji stejny ciferny soucet? (Ruskd MO 1999)

Piiklad 17. Najdéte vSechny mozné hodnoty ciferného sou¢tu druhych mocnin
prirozenych cisel. (domaéci kolo MO 1993)

Priklad 18. Najdéte vSechna pfirozend ¢isla d takova, Ze libovolné prirozené ¢islo
délitelné d zapsané ve 2023-kové soustavé ma ciferny soucet délitelny d.
(PraSe 23-6-4)

Maximalni ciferny soucet

Principem této techniky je poznatek, Ze ze vSech n-cifernych ¢isel méa nejvétsi ciferny
soucet ¢islo 99...9. Mizeme tedy jednoduse shora omezit ciferny soucet velkych ¢isel
Cislem 9(|logn] + 1).

Piiklad 19. Na tabuli je napsané &islo 2018298, Kdyz jej 2018-krat nahradime
jeho cifernym souctem, jaké Cislo nam na tabuli zbude?

Piiklad 20. Urcete hodnotu vyrazu S(S(S(44444444))). (IMO 1975)

Dalsi vSemozné alohy

Priklad 21. Naleznéte ¢islo n, které je délitelné S(n) + 2017. (PraSe 36-7-1)

Piiklad 22. Mé&jme dano pfirozené &islo n takové, ze S(n) = 100 a S(44n) = 800.
Najdéte hodnotu S(3n). (Ruska MO 1999)

Priklad 23. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho ¢isel n takovych, Ze

S(n) > 2018 - 5(3n).
Priklad 24. Necht fi(n) = [S(n)]? a frr1(n) = f1(fr(n)). Uréete hodnotu vyrazu
f1991(21990). (IMO Shortlist 1990)

Piiklad 25. Necht f(n) = S(n) + n. Existuje ¢éislo takové, ze f(n) = 19807 Do-

kazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo m muzeme najit ¢islo n takové, ze bud f(n) = m

nebo f(n) =m+ 1. (Sovétska MO 1980)
10
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Priklad 26. Je dan polynom P(n) s celo¢iselnymi koeficienty. Oznacime s,, ciferny
soudet ¢isla P(n). Dokazte, Ze alesponl jedna hodnota se v posloupnosti s,, vyskytuje
nekoneéné mnohokréat. (Polskd MO 1987)

Unique [Ja:'ni:k] Puzzliky

Priklad 27. Najdi tfi cifry a, b, ¢ takové, Ze pro né plati 28a + 30b + 31c = 365.
Piiklad 28. Cislo 22 obsahuje viech 10 cifer kromé jedné. Jaka to je?

Priklad 29. Jsou pravé tfi 8 cifernd ¢isla pro néz plati, Ze soucet 8. mocnin jejich
cifer je roven tomuto ¢islu. Dvé z nich jsou 24678051 a 88593477. Urci to tieti.

Navody

1. Pouzij definici ciferného souctu.

2. O kolik se S(n + 1) snizi oproti S(n) + 1 s kazdou cifrou, kterd pii pric¢teni
jednicky prejde pres desitku?

3. Vsimni si, ze 9n = 10n — n.

4. Jaky tvar maji stastné ¢isla? Co néjaké parovani?
11
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5. Co miuZeme Fict o ciferném souctu ¢isel délitelnych 10?7

6. Uvazovat x =a+b,y=>b+ca z=a+ ¢ je mozna jednodussi.

7. Prosté to spocitejte jako na zakladce.

8. Indukce.

9. 5N = % a pak uz zase déleni pod sebou.

11. Pro druhou nerovnost: co je S(10n)?

12. Co je S(10000n)?

14. Uvazuj mod 9.

15. Uvazuj mod 3.

16. Uvazuj mod 9 a pak zkus nejmensi varianty.

17. Uvazuj mod 9.

18. Hledas cisla, ktera ve 2023-kové soustave davaji kritérium délitelnosti ciferného
souctu.

19. Kolik maximélné cifer ma 20182°187 Jakou nejvyssi hodnotu tak mtZe mit
5(20182018)? Zkus mod 9.

20. Uvazuj horni odhad kazdého z cifernych souc¢ti. Pouzij mod 9.

21. Nech S(n) + 2017 byt mocninou desiti.

22. Uvazuj prechod pres desitku pfi nasobeni.

23. Najdi jedno a nasob ho deseti. Abys ho nasel, zkus vydélit velké ¢islo s malym
cifernym soucCtem tfemi.

24. Najdi f1998(11). (Coz byla mimochodem tloha na AIME 1988.)

25. Pii pfechodu pfes desitku se f(n) zmensi, ale pfesto se dostane libovolné vy-
soko.

26. Néasob mocninami deseti.

27. Zkus 29a + 30b + 31c = 366.

28. Zkus mod 9.

29. To urcité. :D

Literatura a zdroje

Prednasku jsem zalozil na prispévku Jachyma Soleckého ze soustfedéni v Hornich
Lysecinach 2018. Do néj jsem pridal nékolik dalsich tloh, které se v poslednich letech
na toto téma objevily. Jinak jsem cerpal ze stranek PraSatka a rznych dalsich
matematickych olympiad a soutézi.
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Linearni algebra v kombinatorice

Fira CERMAK

ABSTRAKT. Diky znalosti zdklada linedrni algebry se objevuje, mozna necekand,
moznost je aplikovat pfi feSeni rozliénych uloh stfedoskolské matematiky, zejména
kombinatoriky. Pfednaska navazuje na prednasku o linearni algebie. Prispévek je jen
o aplikaci.

Co je tfeba znat

Pfednaska navazuje na Uvod do lineérni algebry. Piedpoklada znalost a pouziti

zakladnich pojmt z linedrni algebry, jako je linedrni nezavislost vektort, baze vek-

torového prostoru nebo hodnost matice. Také neuskodi védét, co je to Gaussova

eliminace, jelikoz je to velmi uzite¢ny nastroj pro nahled do svéta linearni algebry.
Na ovéfeni znalosti si pripomente nasledujici: x

Priklad.

(1) Definici linearni zavislosti vektort.

(2) Definici baze.

(3) Vektorovy souéin.

(4) Kolik vektorii potfebuji na vygenerovani prostoru Z3?

(5) Mé&jme matici A € R199%2, Je v pohodé udélat AT A i AAT?

(6) Rozmyslete si, ze hodnost té jedné spravné moznosti z minulého bodu je
mensi rovna r(A).

(7) Jaky je determinant matice, kterd ma na diagondle 1 a jinde 27

Také neni na $kodu tusit par zédkladu teorie grafl, jako co je to graf, cyklus nebo
tfeba stupen vrcholu.

Zvolme si spravny prostor a najdéme v ném zavislost, nebo nagenerujme vSechno

Uloha 1. V obdélnikovém séle s r fadami po s sedadlech (7 > s) na néktera mista
usedli lidé. Dokazte, ze mtizeme vybrat k > 1 fad tak, aby v kazdém sloupci sedadel
byl pocet lidi sedicich ve vybranych radach sudy.

Uloha 2. V tabulce 5 x 5 jsou zapsana cela é&isla. Je dovoleno vybrat libovolny
¢tverec 3 X 3 nebo 2 x 2 a zvétsit v ném vSechna ¢isla o 1. Je vzdy mozné postupnym
13
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provadénim téchto operaci ziskat tabulku, ve které jsou vSechna ¢isla délitelna 20117

Uloha 3. Nechf ay,as,...,as,b1,ba,...,bs jsou ne nutné riizna &sla z mnoziny
{1,2,...,10} takovd, ze a; > b; pro 1 < i < 5. Dokazte, Ze existuji celd cisla
ai, ..., as, ne vsechna nulova, takova, ze

al [e5] a2 (e ') CL3 [0 7%:3 a4 Qg CL5 as - 1

b) \bo) \bs) \bs) \bs5)
Uloha 4. V fadé je N zarovek oéislovanjch postupné 1 az N. Krokem rozumime
prepnuti t¥i zarovek, jejichz ¢isla a, b, ¢ spliuji a + ¢ = 2b. Urcete vsechna N, pro

ktera lze kone¢nou posloupnosti takovych kroki vsechny zarovky zhasnout nezavisle
na jejich pocate¢nim stavu. (C5, 1. roénik iKS)

Uloha 5. Nechf A, As, ..., A,_1 jsou po dvou rtizné podmnoziny mnoziny M =
{1,...,n}. Dokazte, 7ze pro n&jaké 1 < k < n jsou mnozZiny 4; \ {k} také po dvou
razné.
Uloha 6. Mgjme piirozené ¢&isla k, n spliujici & < n a mnozinu S = {1,...,n}.
Necht Ay, ..., Ay jsou neprazdné podmnoziny S. Dokazte, Ze je mozné obarvit né-
které prvky S dvéma barvami — ¢ervenou a modrou — tak, aby byly splnény nasle-
dujici podminky:

(1) kazdy prvek S je bud neobarveny, nebo je éerveny, nebo je modry,

(2) alespon jeden prvek S je obarven,

(3) kazda z mnozin A; je bud celd neobarvend, nebo se v ni vyskytuje alespoii
jeden prvek z kazdé ze dvou barev. (VJIMC 2009)

Uloha 7. (Lindstrémova véta, ,baby“ verze) Pokud jsou Ay, ..., A,, podmnoziny
mnoziny {1,...,n} am > n, pak existuji dvé disjunktni mnoziny I, I> C {1,...,m},
z nichz je alespon jedna neprazdnd a pro které plati

Um:Um

i€l i€l

Uloha 8. (Lindstrémova véta) Pokud navic v piedchozi tloze m > n + 1, pak
muzeme pozadovat, aby platilo

ﬂ&:ﬂm

i€l i€l

Uloha 9. Sedm trpaslikt po 16 dni pracovalo nésledujicim zptisobem:

(1) kazdy trpaslik cely den kutal stiibro nebo sbiral maliny,
(2) pro kazdé dva dny plati, Ze béhem nich alespoii t¥i trpaslici délali oboji,
(3) prvni den vSichni kutali st¥ibro.
Dokazte, ze néktery den vSichni trpaslici sbirali maliny. (EGMO 2013/6)
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Uloha 10. Na matematické konferenci se kazda dvojice matematikt bud navzajem
zna, nebo nezna. Kazdy matematik bude obédvat v jedné ze dvou velkych jidelen.
Kazdy trva na tom, aby jedl v jidelné, ve které ma sudy pocet znamych. Dokazte,
Ze pocet zplisobt, jak rozdélit matematiky do jidelen, je mocninou dvou (tedy tvaru
2% pro nezaporné celé ¢islo k). (USAMO 2008)

Uloha 11. Méme mnozinu 13 zavaZi s racionalnimi hmotnostmi. Pokud odebereme
kterékoli z nich, zbylych 12 zavazi lze vzdy rozdélit na dvé skupiny po 6 se stejnou
celkovou vahou. Dokazte, ze vSechna zavazi maji stejnou hmotnost.

Ulohy s mésty aneb ndasobeni a skalarni souciny

Uloha 12. V licho-sudém mésté Zije n lidi a existuje m klubii takovych, ze kazdy
z nich ma lichy pocet ¢lend a kazdé dva rtzné maji sudy pocet spole¢nych clent.
Dokazte, ze m < n.

Uloha 13. Ve mésté zije n lidi, existuje m filmovych klubt Fi,..., F,, a m diva-
delnich klubt D, ..., D,, takovych, ze 2 | |F; N D,| < i # j. Dokazte, ze m < n.

Uloha 14. Necht p je liché prvoéislo a k pFirozené éislo. Ve mésté zije n lidi a
existuje m klubt K1, ..., K,, takovych, ze p¥ | |K; N K;| < i # j. Dokaite, 7e
m < n.

Uloha 15. V sudo-lichém mésté Zije n lidi a existuje m klubii takovych, ze kazdy
z nich méa sudy pocet ¢lent a kazdé dva rizné maji lichy pocet spolecnych clend.
Dokazte postupné, ze

(1) m<n+1,
(2) m<n,
(3) pro suda n dokazte, zZe m <n — 1.

Uloha 16. Necht n € N je sudé a Ay,..., A, C {1,...,n} maji viechny sudy
pocet prvki. Dokazte, Ze existuji dvé rtiznd ¢isla 1 <4, j < n takova, ze A; U A; ma
také sudy pocet prvka.

Uloha 17. (Fisherova nerovnost 1) V rybaiské vesnici Zije n rybait, ktefi tvoti m
odborovych sdruzeni. Kazda dvé sdruzeni sdileji piesné jednoho ¢lena. Dokazte,
ze m < n.

Uloha 18. (Fisherova nerovnost 2) V rybaiské vesnici zije n rybait, kteti tvoii m
odborovych sdruzeni. Kazda dvé sdruzeni sdileji presné k ¢lenta. Dokazte, ze m < n.

Uloha 19. (Mod-q mésta) Méjme ¢islo ¢. Ve mésté zije n 1idi, ktefi tvoti m klubt
Ki,..., K, pfi¢emz plati, ze ¢ | |K; N K| < i # j. Dokazte, ze m < c(¢)n, kde
¢(q) je funkce nezavisla na n.
(1) Nejprve, kde ¢ = p1pa - - - pr pro rlizné prvocisla,
(2) pak obecné, kde ¢ = pi*ps? - - por.
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Uloha 20. Dokaite, 7e pokud jsou viechny vzdalenosti mezi m body v R™ stejné,
plati m <n + 1.

Grafy a prostory cyklu

Uloha 21. Souvisly graf ma 1000 vrchol@ a 2022 hran. Kolika zptisoby miizeme
néjaké hrany vymazat tak, aby kazdy vrchol vysledného grafu mél sudy stupen?

Uloha 22. Graf G m4 42 vrcholi (zadny izolovany) a 60 hran. Radek ma 21 kruznic
(podgraft G) a tvrdi, Ze z nich umi ,slepit* libovolny podgraf G, jehoz vrcholy maji
vSechny stupné sudé. ,Slepenim“ dvou grafi vznikne graf, jehoz mnozina hran je
symetrickym rozdilem mnozin hran ptuvodnich grafi. Dokazte, ze G ma nejvyse tii
komponenty.

Uloha 23. Je dany graf a v kazdém vrcholu rozsvicens zarovka. V jednom tahu
mizeme vybrat jeden vrchol, pfepnout zarovku v ném a ve vSech vrcholech s nim
spojenych hranou. Dokazte, Ze muzeme koneénym poctem tahti vSechny zarovky
zhasnout.

Polynomy jsou taky jenom vektory
Uloha 24. Rozhodnéte, zda existuji redlné polynomy a(x), b(z), c(y), d(y) takové,
ze
1+ zy + 22y* = a(z)c(y) + b(x)d(y).
(Putnam 2003 B1)

Uloha 25. Necht P(z) je nenulovy realny polynom. Dokazte, Ze existuje nenulovy
polynom Q(z) takovy, Ze polynom R(z) = P(z)Q(x) mé nenulové koeficienty pouze
u ¢lent s prvociselnymi exponenty.

Uloha 26. Mgé&jme m bodi v prostoru R”, pficem? tyto body maji mezi sebou
pouze dvé ruzné vzdalenosti. Dokazte, ze

(n—;l) <m< (n+1)2(n+4)

Uloha 27. Mé&me m bodt v prostoru R", pficemz tyto body maji mezi sebou
pouze s riznych vzdéalenosti. Dokazte ze

(n—l—l) <m< (n—&-l—l—s).
s s



FILA CERMAK

Navody

1. Spravné reprezentuj sal a vyuzij nerovnost.

2. Kolik madme (vhodné zvolenych) vektori? Aha, takze to vyjde t&sné..., nebo ze
by stacil najit zavisly 4 x 4?7

3. Kolik tak mame prvocisel do 107 A kolik Ze mame téch kombinacnich ¢isel?

4. Pro kolik nejméné zarovek uz nagenerujes vSechno? Potom pouzij indukei.

5. Napis si do tabulky charakteristické vektory. Neni tam néjak mnoho sloupci?
Vyjadfi jeden pomoci ostatnich a zahod ho.

6. Udélej si tabulku charakteristickych vektort. V linearni kombinaci méas kladné
a zaporné koeficienty.

7. Zéavislost charakteristickych vektoru jsi jiz jisté objevil(a), nyni uz jen néjakou
souvislost se sjednocenim. Hlavné zvol spravné téleso. Vzpomen si na tlohu 6.

8. Pfeved pruniky na sjednoceni a zopakuj postup z ,baby* verze. Pozor na prazd-
na sjednoceni.

9. Kazdy den reprezentuj sedmislozkovym r(em nad Zs. Co fikaji podminky ze
zadani? Ze v soufadnicich (@ je né&jaky velky rozdil. Ne viechny r(y ze Zs mohou
byt dny kvili druhé podmince.

10. Najdi grafové alesponi jeden zptsob rozdéleni. Bud méme sudé stupné, nebo
jeden lichy (pak sporuj minimalnim takovym grafem). Déle si zkus pohréat s matici
sousednosti A, kde na tithlopfi¢ce jsou stupné mod 2. Rozdéleni by potom mohla byt
soustava rovnajici se tthlopricce.

11. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze zavazi maji celociselné hmot-
nosti, dale i to, ze jedno z nich ma hmotnost 0 a zZe jedno z nich ma lichou hmotnost.
Rozeber ptipady podle poétu sudych a lichych vah, nebof vis, Ze soucet kazdé 12-tice
je sudy.

12. Dokaz (sporem), Ze charakteristické r(y jsou nezavislé. Za timto téelem udélej
skalarni soucin prislusné rovnosti s vhodnym charakteristickym vektorem. Nebo si
uvédom, co ¥ika soucin AT A.

13. Analogie pfedchoziho tikolu.

14. Zkus pracovat nad vhodnéjsim télesem.

15. Pro bod jedna vyuzij tlohu o licho-sudém mésté. Pro zbytek koukni na hodnost
matice A a AT A, tieba i podle parity.

16. Sporem. Mohou byt charakteristické vektory nezavislé? Potom pouzij stan-
dardni trik se skaldrnim souc¢inem a najdi néjaky pékny spor.

17. Zamysli se nad tim, jak vypada AT A a zkus spocitat determinant. Co kdyby
nebyl nula?

18. To stejné jako minule.
17
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19. Zkus najit dtikaz pro c¢(q) = r. Kdyz téch klubt vezmes hodné, uréité tam
najdes néjaké, které budou spadat i do tlohy pro néjaké prvoéislo (Dirichlet). Pro
2) udélej to samé, ale mtize$ vyuzit tlohu 14.

20. Pouzij kosinovou vétu a s vyuzitim skalarniho soucinu dokaz, ze vektory z jed-
noho bodu k ostatnim jsou linedrné nezavislé.

21. Kruznice grafu spolu s jejich ,xorovanim® generuji vektorovy prostor. Jaka je
jeho dimenze a jaky je pocet vektori?

22. Radek musi mit alesponi tolik kruznic, jakd je dimenze prislusného prostoru
kruznic.

23. Udslej si tabulku n x n (sloupce jsou vypinade, fadky zarovky) podle toho, co
co prepina. Chce$ nakombinovat sloupce na samé jednotky. To vypada jako néjaka
soustava, ne? Co se nesmi stat, aby soustava méla feseni? Na zbytek pouzij vlastnosti
tabulky, ktera je odvozena z grafu.

24. Ne, sporem. Vhodnym vicendsobnym dosazenim za y dostan na levé strané
linedrné nezévislé polynomy v x. Co na to prava strana?

25. Piedstav si P(z) a R(z) jako vektory. Jak vypadaji polynomy z*P(z) a jak
je to s jejich (ne)zavislosti? Zvétsuj k, dokud nebude$ mit vice volnych promén-
nych (nezndmych, které se stanou koeficienty R) nez podminek (rovnosti, které musi
platit, aby P(z)Q(z) spliloval zadani).

26. M¢jme body Ay, ..., A, vzdalenosti a, b a uvazme funkci
F(va) = (dz(va) - az)(d2(Xa Y) - bz)a

kde d(X,Y") je euklidovskd vzdalenost. Ukaz, ze F(X, A;) jsou linedrné nezavislé a
v8echny spadaji do dost malého prostoru polynomd v n proménnych (soufadnicich
bodu X).

27. Zobecni predchozi argument a pak to spocti.

Literatura a zdroje

[1] Michal Stanik: Linedrni algebra v kombinatorice, sbornik iKS, 2022.
[2] David Hruska: Linedrni algebra v kombinatorice, sbornik iKS, 2014.
[3] Jan Kratochvil: Aplikace linedrni algebra v kombinatorice, MFF UK, 2022.
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Simsonova primka

KATA DANILINA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékteré vlastnosti Simsonovy pfimky a fadu tuloh,
k jejichz feSeni lze Simsonovu pfimku vyuzit.

Véta. (Simsonova piimka) Oznac¢me P,, P, P. paty kolmic vedenych z bodu P
na strany trojuhelnika BC, CA, AB trojahelnika ABC'. Pak body P,, P,, P. lezi
na jedné pfimce pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojiuhelniku ABC.
Této primce se iika Simsonova pFimka bodu P vzhledem k trojiuhelniku ABC.

Cviceni. Simsonovou primkou vrcholu trojuhelnika je vyska na protéjsi stranu.

Cvic€eni. Simsonovou pfimkou bodu naproti vrcholu na kruznici opsané je protéjsi
strana.

Umluva. Zachovame znaceni z prvni véty a predpokladame, ze P lezi na kruznici.

Tvrzeni. Je-li H ortocentrum, oznacime prusecik pfimky H A se Simsonovou piim-
kou bodu bodu P jako (). Nyni plati, ze HQPP, je rovnobéznik.

Dusledek. Simsonova piimka bodu P puli isecku PH.

Véta. (Steinerova pfimka) Oznac¢me P), P, P! obrazy bodu P podle stran troj-

thelnika BC, CA, AB. Lezi-li P na kruznici opsané trojiithelniku ABC, pak body
P!, P}, P! lezi na jedné piimce. Tato piimka navic prochézi ortocentrem.

Tvrzeni. Je-li S stfed kruznice opsané, pak Simsonovy pfimky bodu P a @) sviraji
thel 1|<PSQ)|.

Dusledek. Simsonovy primky protéjsich bodi na kruznici jsou na sebe kolmé
a protinaji se na Feuerbachové kruznici.!

Dutsledek. Maji-li dva trojiihelniky spolec¢nou kruznici opsanou, pak tihel Simso-
novych primek bodu P vzhledem k témto trojihelnikiim nezavisi na volbé bodu P.

1Vice se o Feuerbachové kruznici mtizete dozvédét v tomto piispévku: fattps://prase.cz/library|
[FeuerbachEulerHR /FeuerbachEulerHR.pdf.
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SIMSONOVA PRIMKA

Piiklady

Priklad 1. Pro bod P na kruZnici opsané trojuhelniku ABC plati, Ze obrazy
pfimek PA, PB, PC v osovych soumérnostech postupné podle os ihlt BAC, CBA,
AC B jsou rovnobézné a navic jsou kolmé na Simsonovu pfimku bodu P.

Priklad 2. V trojihelniku ABC jsou D, E, F postupné paty vysek na strany BC,
CA, AB. Paty kolmic z bodu D na pfimky AB, BE, CF a AC ozna¢ime postupné
P, @, RaS. Dokazte, ze body P, @, R a S lezi na jedné piimce. (BMOL1 2015, 5)

Priklad 3. Na krat$im z oblouki C'D kruznice opsané pravotuhelniku ABCD
zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD oznacme postupné
K, L a M. Ukazte, ze tthel <LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je Ctverec.

(MO 58-111-2)

Priklad 4. (Miqueltiv bod) Méjme ¢tyfi pifimky v obecné poloze (Zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné t¥i se neprotinaji v jednom bodé). Kazd4 trojice z nich definuje
trojuhelnik. Uvazime-li kruznice opsané témto ctyfem trojihelnikiim, protinaji se
v jednom bodé.

Priklad 5. Na pfimce jsou dany body A, B, C' a mimo ni bod P. Dokazte, ze
bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku tvofenému stfedy kruznic opsanych troj-
thelnikim ABP, BCP, ACP.

Priklad 6. V trojthelniku ABC protina osa thlu BAC protéjsi stranu v bodé D.
Ozna¢me P, @) paty kolmic z bodu D na strany AB, AC. Kolmice na BC' z bodu
D protne PQ v bodé X. Ukazte, ze X lezi na téznici z bodu A.

Priklad 7. V ostrothlém trojihelniku ABC je bod P pata vysky na stranu AC
z bodu B. Oznacime si D, F postupné stiedy stran AB, AC. Bod @ je obraz bodu P
podle primky DE. Dokazte, ze B(Q) prochézi stfedem kruznice opsané trojihelniku

ABC.

Priklad 8. Necht ABC je ostrodhly trojuhelnik a na kratsim oblouku BC' jeho
kruznice opsané si zvolime bod X. Body P a @ budou paty z X postupné na pfimky
CA a CB. Bod R je prusecik pfimky PQ a vysky na stranu AC z bodu B. Pfimka /¢
prochéazi bodem P a je rovnobézna s X R. Dokazte, ze ¢ prochazi pevnym bodem
nezavislym na poloze X. (USA TST 2014, 1)

Priklad 9. Na kruZnici opsané trojihelniku ABC lezi body P, @Q tak, aby
PQ || BC. Paty kolmic z bodti P a @ na AB, respektive AC ozna¢me postupné
Py, 1, respektive Py, Q2. Dokazte, Ze primky Py P> a Q1Q2 se protinaji na vysce
na stranu BC.
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Priklad 10. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do ptlkruznice se stfedem
O a prumérem AB. Ozna¢me P, @, R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, Ze velikost ostrého tihlu, ktery sviraji pfimky PQ a R.S,
je rovna 1|<XO0Z|. (USAMO 2010, 1)

Priklad 11. V ostrouhlém trojuhelniku ABC je H pata vysky z A. Na kruznici
opsané ABC jsou body P, Q tak, ze |AP| = |PH| a |AQ| = |QH|. Priiseciky teden ke
kruznici opsané v P a (@) se stranou AB, respektive AC oznaCime E;, Es, respektive
Fy, F5. DokazZte, Ze poloméry kruznic opsanych trojuhelnikim AF; Fy a AE>F5 jsou
stejné a Ze primka prochazejici jejich stfedy je rovnobézna s tecnou ke kruznici
opsané ABC' v bodé A. (USA TSTST 2018, 5)

Priklad 12. UvaZujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rov-
nobéznik a BCED je tétivovy c¢tyruhelnik. Primka ¢, kterd prochazi bodem A,
protind tsecku DC v jejim vnitinim bodé F a pfimku BC v bodé G. Plati-li
|[EF| = |EG| = |EC|, ukazte, Ze { je osou uhlu DAB. (IMO 2007, 2)

Priklad 13. Nechf je ABC trojthelnik s ortocentrem H. Na jeho kruznici opsané
si zvolime body X, Y, Z . Definujeme £x jako pfimku, kterad prochézi patami kolmic
z bodu X na AB a AC. Piimky ¢y a ¢z definujeme obdobné. Oznac¢ime O stfed
kruznice opsané trojuhelniku, ktery vytykaji pfimky £x, ¢y, fz. Ortocentrum troju-
helniku XY Z oznad¢ime H'. Dokazte, ze O je stfed HH'.

(Brazil IberoAmerican TST 2022, 2)

Priklad 14. Ozna¢me H ortocentrum ostrotthlého trojuihelnika ABC a Q jeho
kruznici opsanou. Pfimka prochézejici bodem H protne kratsi oblouky AC, BC
kruznice €2 postupné v bodech M, P. Rovnobézka se Simsonovou pfimkou bodu P
vzhledem k trojihelniku ABC vedend bodem M protne 2 v bodé K. Rovnobézka
s BC vedena bodem P protne €2 podruhé v bodé Q). Ozna¢me J prusecik BC a KQ.
Dokazte, Ze trojuhelnik K JM je rovnoramenny. (China TST 2011)
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Navody

1. Pro kolmost obrazu pfimky PA uvaz tétivovy ¢tyithelnik PP, AP.,.

2. Hledej tétivové ¢tyrihelniky.

3. Dokresli paty kolmic z P na AD a BC. Najdi Simsonovy pfimky a uvédom si,
ze |<LKM| = |<APB|.

4. Protni dvé z kruznic v bodé P a uvédom si, ze paty kolmic v jednotlivych
trojuhelnicich definuji stejné primky.

Pouzij Simsonovu pfimku bodu P vuéi trojuhelniku ze stiedi.

Dokresli trojuhelnik tak, aby Simsonova pfimka bodu D viuci nému byla PQ.
Vyuzij Steinerovu pfimku vudi trojihelniku ze stfednich pricek.

Hledanym bodem je ortocentrum. Najdi rovnobéznik.

© ® N> o

Dokresli paty kolmic z P, @Q na BC' a najdi rovnobézniky.
10. Vsimni si, ze PQ a RS se protinaji na AB.
11. Dokaz, ze stfed kruznice opsané ABC lezi na obou kruznicich.

12. Uvaz Simsonovu pfimku bodu E vzhledem k trojuhelniku BC'D. Pomoci stej-
nolehlosti si rozmysli, Ze pata z F je sttedem BD.

13. Stejnolehli trojuhelnik XY Z na polovinu z H. Nyni staci dokéazat, ze O je jeho
ortocentrum. Pomoci tvrzeni o thlech mezi Simsonovymi pfimkami najdi tétivové
Ctyiahelniky.

14. Ozna¢ S = MP N BC a dokaz, ze KSJM je tétivovy. Dokaz, ze MP je
Steinerova ptimka bodu K.

Literatura a zdroje
Chtéla bych podékovat Martinu Raskovi, od néhoZ jsem prevzala vétSinu prispévku
a ktery jiz podékoval Stépdnu Simsovi, jehoz p¥ispévek prevzal.

[1] Martin Ragka: Simsonova piimka, Sklené, 2019.
[2] www.artofproblemsolving.con.
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Interpolace

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Dozvime-li se nékolik bodi, jimiz prochézi graf nezndmého polynomu,
co z toho o ném muzeme vyvodit? Ukazeme si, ze celkem dost.

Véta. (Lagrangeova interpolace) Méjme navzdjem riznéd xo,x1,...,2, € R a li-
bovolna yo, Y1, .., yn € R. Pak mezi polynomy s koeficienty z R stupné nanejvys n

existuje pravé jeden, ktery spliiuje f(z;) = y; proi € {0,1,...,n}, a je to konkrétné

f@) =3 wll = (©)

i=0  ji

Umluva. Polynom na pravé strané v (©) budeme nazjvat (Lagrangeoviym) inter-
polacénim polynomem (skrz body (xo,vo0), (z1,Z2), ..., (Tn,Yn)).

Cviceni. Na realnych ¢islech neni nic specidlniho — rozmyslete si, Ze interpolace
funguje i nad Q, nad C nebo nad koneénymi télesy Z, pro prvoéisla p. (Obecné
bychom ji tedy mohli zformulovat nad obecnym télesem.)

Hodnoty v bodech

Cvi€eni. Vsimnéte si, Ze [];c(01, np\ (k) % = (—1)”"“(":1).

Véta. (Binomicka) Pro nezéporné celé ¢islo n plati (a+b)" =7 (7)a'b" "

Uloha 1. Realny polynom f stupné nanejvys n spliuje f(k) = 2% pro vsechna

k=0,1,...,n. Spoctéte f(n+1).

Uloha 2. Reéalny polynom f stupné nanejvys n spliuje f(k) = ﬁ pro vSechna
k

k=0,1,...,n. Uréete f(n+1).

Uloha 3. (tézka) Af F; znaéi i-té Fibonacciho ¢islo, tedy Fy = 0, F; = 1 a

dale F,41 = F, + F,,—1. Pokud polynom f stupné 990 spliuje f(k) = Fj pro

ke {992,...,1982}, dokazte, ze f(1983) = Figg3 — 1. (IMO SL 1983)
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ey

Koncepcnéjsi pohled, aneb moduleni polynomii

Pokusme se okopirovat principy modularni aritmetiky na pocitani s polynomy. Pro
jednoduchost uvazujme jako modulo néjaky monicky linedrni polynom x — a a pra-
cujme nad R. Je-li dén redlny polynom f, co se s nim stane modulo = — a? Inu, ta
nejprvotnéjsi kongruence, co by modulo = — a méla platit, je z —a = 0, neboli z = a.
Jelikoz polynom je jen vyraz poskladany ze s¢itani a nasobeni, kterézto operace by
modulérni aritmetika méla respektovat, dostaneme f = f(z) = f(a). Jinymi slovy,
modulo z — a je polynom f kongruentni své hodnoté f(a), takze v Lagrangeové
interpolaci mizeme kazdou podminku f(x;) = y; pfelozit jako f = y; (mod z — ;).

Mame tedy neznamou f, o které mame jen néjaké informace v nékolika rtuznych
modulech — bystii mohou véttit Cinskou zbytkovou vétu. V okruhu R[x] polynomt
nad R jsou nastésti polynomy = — a, x — a’ pro a # a’ nesoudélné, takze v duchu
Cinské zbytkové véty se sada podminek v nesoudélnych modulech x — z; ma pielozit
do jedné podminky modulo (z—xg) - - - (x — 2, ). UZ zbyva jen zpozorovat, ze v kazdé
takové zbytkové t¥idé je pravé jeden polynom stupné nanejvys n. Zakladni forma
Lagrangeovy interpolace pak jen rika, Ze kdyz méa polynom spliujici tyto podminky
navic jesté maly stupen, musi se jednat o tohoto unikatniho reprezentanta. Nic ndm
vSak nebrani si ponechat volnéjsi vysledek i pro f libovolného stupné:

Véta. (Lagrangeova interpolace trochu obecnéji) Jsou-li zg,z1,...,2, € R navza-
jem riizna a yo,¥y1,.--,Yn € R libovolna a g je Lagrangeuv interpolacni polynom

skrz body (xo,Y0), (€1,%2), ..., (@n, yn), pak libovolny redlny polynom f (bez ome-
zeni stupné) spliiuje f(x;) = y; pro vSechna i € {0,1,...,n}, pravé kdyz

pro néjaky realny polynom q.

Koeficienty
Tvrzeni. Je-li f polynom stupné nanejvysn a xg, 1, ..., T, € R navzdjem rizna,
pak je

(i —z5)
rovno koeficientu u x™ v f.

Uloha 4. Bud a,, koeficient u 2" v redlném polynomu f stupné nanejvys n. Do-

kazte, ze potom plati
S (- <’,L)f(i) = nla,.
i

=0
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Uloha 5. Bud f polynom s celoéiselnymi koeficienty stupné d a bud p prvoéislo.
Dokazte, ze pokud f(0) = 0, f(1) = 1 a pro kazdé n € N dava f(n) po déleni p
zbytek 0 nebo 1, potom d > p — 1. (IMO SL 1997)

Nerovnosti

Idea. Vezmeme libovolny ,Lagrangeovsky vyraz“, ktery se dosud objevil v pii-
spévku, a placneme na néj absolutni hodnoty a trojihelnikovou nerovnost.

Uloha 6. Redlny polynom f stupné nanejvys n spliiuje na intervalu (0, 1) nerov-
nost | f(x)| < 1. Dokaite, ze |f(—1/n)| < 2"*1 — 1.

Uloha 7. Je dén monicky reilny polynom f a celd ¢isla g < z1 < --- < 2.

Dokaite, Ze pro n&jaké 0 < i < n nastane |f(z;)| > 2. (Crux Mathematicorum)

Ulohy na procviceni

Uloha 8. Bud F : 2, — Zy zcela libovolna funkce. Nahlédnéte, Ze ji lze zapsat
polynomem s koeficienty ze Z,.

Uloha 9. (sdileni tajemstvi) Voldemutovym nejstiezengjsim tajemstvim je realné
¢islo r. Chtél by navrhnout systém, ve kterém kazdému ze svych n smrtijedomutt
sdéli néjakou informaci tak, aby

(i) dovedlo libovolnych 7 smrtijedomutt spojit své informace a zjistit z nich r,

(ii) ale libovolnych 6 nebo méné smrtijedomut nedovedlo ze svych informaci

zjistit o r viibec nic (napf. ani ZAdny omezeny interval, v némz musi r lezet).

Poradte Voldemutovi, jak toho docilit. Dovede ve vasem systému Voldemut piidavat
nové smrtijedomuty, aniz by cokoliv nového fikal starsim smrtijedomuttim?

Uloha 10. Reélny polynom f stupné nanejvy$ n nabyva celo¢iselnych hodnot

v bodech 0,1, ...,n. Nahlédnéte, Ze potom uz musi nabyvat celo¢iselnych hodnot na
celém Z.
Uloha 11. Dokazte, Ze pro navzajem rizna g, z1,. .., T, € R plati
n+1 n
== Z;.
Z o (@i — ) ;

Uloha 12. Dokazte, Ze kazdj monicky realnj polynom stupné n lze zapsat jako
aritmeticky primeér dvou realnych polynomii stupné n, z nichz kazdy ma n riznych

redlnych kofent. (USAMO 2002)
Uloha 13. Méjme celé éslo n > 3 a realné polynomy f, g takové, ze body
(f(i),g(@)) pro ¢ = 1,...,n jsou vrcholy pravidelného n-ihelniku v roviné (&tené

v kladném sméru). Dokazte, Ze alesponl jeden z f, g ma stupeii alespoii n — 1.
(Putnam 2008)
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Uloha 14. Dokazte, ze plati Y, _o(—1)" % (}) k" = w
Uloha 15. (t&7kd) Dokazte, Ze pro kazdy monicky polynom f s komplexnimi koe-
ficienty existuje komplexni ¢islo z splijici |z| = 1 a zdroven |f(z)] > 1.

Uloha 16. (té7kd) Realny polynom f stupné nanejvys 2020 spliuje f(k?) = k pro
k=0,1,...,2020. Urcete f(20212). (HMMT 2020)

Navody

1. Dosad do interpola¢niho polynomu a uprav smérem k binomické vété.

2. V interpolac¢nim polynomu zmizi kombinacni ¢isla.

3. Vyuzij, ze F,, = %(gp” — (@)"), kde ¢ = 1+T‘/5, P = # Rozdél sumu, ke
které se prointerpolujes, na ¢ast s ¢ a p.

Hodnoty f v kterych bodech se tu objevuji? TakZe skrz co asi chces interpolovat?
Interpoluj nad Z, a vyjadii koeficient u zP~1.

Interpoluj skrz z; = %

Vyuzij celo¢iselnost k odhadu [],_; [z; — ;.
Interpoluj skrz vsechny body.

© ® e ok

. Sdél smrtijedomuttim hodnoty polynomu v bodech.

10. Interpretuj kazdy ¢len v interpolacnim polynomu pomoci kombina¢nich ¢isel.
11. Ctes koeficient, ale stupeti je moc velky — zmodul.

12. Jeden polynom zinterpoluj tak, aby byl hooodné rozkmitany, druhy dopocitej
tak, aby vysel prumér.

13. Interpoluj jeden komplexni polynom. Vhodné BUNO situaci zjednodusi.

14. Interpoluj f(x) = 2", ale divej se na koeficient u 2™~ 1.

15. Pouzij kofeny z"*! — 1. Viraz [1iz; (i — x;) je hodnota derivace v kofenu!

16. Interpolace da désivou sumu, ale jde to ubit. ;" ((—1)*(}) jde spocitat!

Literatura a zdroje

Tento prispévek je z vétsiny zalozen na iKSkové prednasce Kuy Lowita, kterému
timto dékuji. Dale jsem nékteré tlohy piezval z obecnéjsich prispévka o polynomech.
[1] Jakub Léwit: Lagrangeova interpolace, sbornik iKS, 2018.
[2] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press,
2008.
[3] Filip Sladek: Aritmetické vlastnosti polyndmov, sbornik iKS, 2013.
[4] Martin ,E.T.“ Sykora: Polynomy bez Viétovjch vztahi, Hojsova Straz, 2016.
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Konecna télesa a kde je najit

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Pocitat modulo prvodislo je fajn: skoro vSechno ma multiplikativni inverz
a plati zde spousta uzite¢nych véticek. V tomto pfispévku tyto poznatky zobecnime
do pojmu konecného télesa a ukazeme, ze a¢ musime nékteré exemplare hledat v exo-
tickych mistech, stoji to za to. Standardni vysokoskolskou teorii odlozime na zaveér,
namisto toho se budeme co nejvice vénovat olympiadnim aplikacim.

Definice. Téleso je struktura, ve které mame vyznacné prvky 0, 1 (navzdjem
riizné) a umime s¢itat, odec¢itat, nasobit a nenulovymi prvky také délit za platnosti
vSech obvyklych pravidel. Konecné téleso je téleso, které ma jen koneéné mnoho
prvki.

Umluva. Je-li F' (koneéné) téleso, necht F* zna¢i mnozinu jeho nenulovych prvkii.

Priklady a zakladni vlastnosti

Piiklad. Pro prvodislo p tvoii celd ¢isla modulo p kone¢né téleso Z, s p prvky.
Abychom zdtraznili, Ze se jednd o télesa, budeme je v tomto pfispévku znacit Fp,.
Priiklad. Je-li n = ab slozené éislo, kde a,b > 1, pak Z,, neni téleso, napf. protoze
(nenulovymi) prvky a, b nelze délit.

Piiklad. Polozme F = {0,1, «, 8} a pfedepidme na této mnoziné s¢itani a ndsobeni
nasledovné:

@™ QR = o+
= Q2 = oo
_ o ™ o |9
O = QD W™
=™ L = o

o o o oo
= 0 ~ O
= L oL
QO = W o™

1
1
0
B
(0%

Vsimneéte si, ze F je ¢tyfprvkové téleso. Zdliraznéme, ze je zcela odlisné od Z4, coz
koneckonci ani neni téleso.

Pozorovani. Pro kazdé a € F* je zobrazeni b — ab bijekci F* — F*.
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Véta. (maly Fermat) V konecném télese o n prvcich spliiuje libovolné a € F*
rovnost a1 = 1.

Dusledek. Nad koneénym télesem F' o n prvcich plati rovnost polynomii

-z = H(x—a).

acF

Cviceni. (Wilsonova véta) Soucin vSech prvkia kone¢ného télesa je roven —1.

Uloha 1. Najdéte vSechna piirozena &isla nesoudélna se vsemi ¢leny posloupnosti
zadané predpisem a, = 2" 4+ 3" + 6" — 1.

Definice. Charakteristikou konecéného télesa F' minime nejmensi pfirozené ¢islo c,
pro néz je v F soucet ¢ jednicek roven nule.

Cviceni. Charakteristika kone¢ného télesa musi byt prvodislo.

Tvrzeni. Konecné téleso F charakteristiky p musi mit pfesné p* prvki pro néjaké
prirozené k.

Diikaz. F je vektorovy prostor nad Z;, a musi mit kone¢nou dimenzi. O
Cviéeni. (Frobenitiv automorfismus) Bud F kone¢né t&leso charakteristiky p. Po-
tom je zobrazeni ¢ : F' — F definované piedpisem ¢(x) = 2P bijekce, kterd zacho-
vavé séitani 1 nasobeni, tj. o(zy) = p(z)e(y) a p(z + y) = o(z) + ©(y).

Rédy a primitivni prvek
Definice. Bud F koneé¢né téleso. Ridem prvku a € F* rozumime nejmensi p¥iro-
zené r takové, ze a” = 1. Zna¢ime r = ordp(a).

Pokud je z kontextu ziejmé, v jakém konecném télese pracujeme, dovolime si
index F' vypustit.

Tvrzeni. Proa € F* plati a® = 1, pravé kdyz ord(a) | e.

Dusledek. Je-li F téleso s n prvky, pak pro kazdé a € F* plati ord(a) | n — 1.
Uloha 2. V n-prvkovém télese nenulova a, b spliiuji a®>* + b>° = 0. Dokaite, Ze
n=1 (mod 251).

Uloha 3. Je déano prvodislo p. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvoéisel
g =1 (mod p).

Castym zac¢atecnickym omylem kolem malé Fermatovy véty je predpokladat, ze
a® = 1, pravé kdyz n — 1 | e (co to ¥ikd o fadu a?). To obecné neplati, trividlnim
protipfikladem je tfeba a = 1. Nicméné ta a, ktera tuto vlastnost maji, jsou vyznacna
a umime o nich néco fict.

Definice. Primitivnim prvkem v n-prvkovém télese F' rozumime takové g € F'*|
zeordp(g)=n—1
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Jingmi slovy: primitivni prvek je takové g, ze F* = {g,¢?,...,¢" 1}. Primitivni
prvek neni ani zdaleka urcen jednoznacné — napf. kdyz je primitivnim prvkem g,
musi jim byt také %.

Véta. V kazdém konecném télese existuje primitivni prvek.
Ditkaz uvafime z trojice lemmat. Ve vSech necht je F' koneéné téleso s n prvky.

Lemma A. Pokud (| ord(a), pak ord(a’) = } ord(a).

Lemma B. Pokud r = ord(a), s = ord(b) a zdroven jsou r, s nesoudélnd, pak
ord(ab) = rs.

Lemma C. V télese ma nenulovy polynom stupné d nanejvys d riznych kofeni.
Vyuziti primitivniho prvku

Cviceni. Nahlédni, Ze zobrazeni a — a™ je v n-prvkovém télese bijektivni, praveé
kdyz je m nesoudélné s n — 1.

Uloha 4. Bud F téleso s p* prvky. V zavislosti na pfirozeném ¢isle e uréete

Zae.

a€F

Uloha 5. Rozhodni, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit ¢isly 1,2,...,100 a zvolit
A, B € Zyp1 tak, aby soucasné platilo:

(i) Soucin prvku libovolného fadku déva po déleni 101 zbytek A.

(ii) Soucet prvki libovolného sloupce dévé po déleni 101 zbytek B.

Definice. Multiplikativni mnoZinou' v koneéném télese F budeme rozumét ne-
prazdnou podmnozinu M C F'*| ktera je uzaviena na nésobeni, tedy spliiuje ab € M
pro libovolné a,b € M.

Priklad. Méjme n-prvkové téleso F' a uvazujme jisté e | n — 1. Potom je
M, ={a®|a€ F*}

multiplikativni mnoZina v F' s ”7_1 prvky. Navic plati b € M, <— b = 1.

Tvrzeni. Kazda multiplikativni mnozina v koneéném télese F' je tvaru M, pro
néjaké e | n — 1. Z toho specidlné plyne, Ze multiplikativni mnozina je jednoznacné
urcena svou velikosti.

Cviceni. (kvadratické zbytky) Bud F konecné téleso liché charakteristiky s n
prvky. Kolik prvka F* ma v F' druhou odmocninu? Jak se tyto prvky poznaji?

I Fajngmekii mohou multiplikativnim mnozinam ¥ikat podgrupy (multiplikativni) grupy F*. My
tu vSak do grup zabihat nechceme, proto se tomuto — mozna spravnéjsimu — oznaceni vyhneme.
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Konecna télesa ve volné prirodé

Doposud by si z tohoto prispévku mohl vazeny ¢tenai odnést dojem, ze konecna té-
lesa jsou vlastné jen Z;, a moznd tu a tam néjaky ndhodny exemplai jako ¢tyiprvkové
téleso a ze pro potieby olympiddniho uplatnéni jsou konecéné télesa jen kosmetickou
oméackou k obyc¢ejné modularni aritmetice celych ¢isel. Zde si dovolime drahého cte-
nafe vyvést z téchto hypotetickjch omyli. Na pfednésce bohuzel neni prostor vse,
co zde Tfekneme, podlozit dikazy — laskavy ¢tenar je snazné zaddan, aby to autorovi
odpustil.

Umluva. Kdyz k nééemu piipiseme ,[a]“, znamen4 to ,,piidej o a uzavii na séitani
a nasobeni“. PfipiSeme-li ,,/(m)“, znamend to ,divej se modulo m*“. V tomto znaceni
tedy napi. C = R[i], F, = Z/(p).

Piiklad. (Gaussovska éisla) Z[i] je obor tvofeny témi komplexnimi ¢éisly a + bi,
kde a,b € Z. S vyuzitim imaginarni jednotky lze na soucin rozlozit i nékterd ¢isla,
u kterych to v Z neslo, napt. 5 = (2+4)(2—14). Modulenim zjistime, Ze mtizeme potkat
staré zndmé v novém hévu, napi. Z[i]/(2 — i) je pétiprvkové téleso, které se nijak
podstatné nelisi od standardniho Z/(5). Podobné se na souc¢in dvou ,Gaussovskych
prvocisel“ rozkladaji vSechna prvocisla p =1 (mod 4) (dikaz je netrividlni).

Naproti tomu prvocisla p = 3 (mod 4) ziistdvaji prvociniteli i v Z[i], takze pfi
moduleni nimi dostaneme télesa s p? prvky. Jelikoz Z bydli uvniti Z[i], i po zmoduleni
budeme mit pfirozené vnofenou kopii F,, = Z/(p) uvniti Z[i]/(p). Alternativné se
na véc taky miizeme divat tak, Ze polynom z? + 1 nemél v FF,, kofen, tak jsme mu
ho pfidali pod jménem i a ziskali tak I, [z].

Poznamejme téz, Zze v Z[i] shodou stastnych okolnosti funguje jednoznacény rozklad
na (Gaussovské) prvocinitele, podobné jako v Z.

Cviceni. Najdéte néjaky primitivni prvek v Z[i]/(3).

Priklad. (zlaty fez a Fibonacciho ¢isla) Oznaéme jako ¢ = # jeden z kofeni
polynomu z2 — x — 1, tzv. zlaty ¥ez. Druhym kofenem je 1 — ¢. Oba kofeny se
hodi k explicitnimu vyjadfeni Fibonacciho éisel (definovanych pomoci Fy = 0, F; =
1, Fhy1 = F, + F,_1), jelikoz F,, = % (™ — (1 — ¢)™). Aritmetické vlastnosti
Fibonacciho éisel proto mtize pomoci osvétlit pohled v Z[p]. Opét plati, ze néktera
prvocisla se najednou daji rozlozit, zatimco jina nikoliv — ta potom modulenim dévaji
p?-prvkova télesa.

Dokonce plati, ze prvocislo p zistavd prvoéinitelem i v Z[p] préavé tehdy, kdyz
polynom z2 —  — 1 nelze nad I, rozlozit na soucin dvou linedrnich polynomt. Proto
napft. Zlp]/(2) = Fap] je ctyiprvkové téleso. KdyZz pojmenujeme tieba a = ¢,
B8 = ¢ + 1, zjistime, Ze se jednd presné o ¢tyiprvkové téleso z piikladu na zacatku
prednasky. Nahodicka, hm?
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Piiklad. (obecnéji) Kdykoliv si vezmeme kofen « ireducibilniho monického poly-
nomu f(z) s celo¢iselnymi koeficienty, miizeme se divat na obor Z[a]. Ten se muze
chovat v mnoha ohledech zradné, napf. v ném casto nebude fungovat jednoznacny
rozklad na prvocinitele, ale kdykoliv si vezmeme prvocislo p takové, ze f(z) zlistava
ireducibilnim i nad F,, pak bude Z[a]/(p) = F,[a] téleso s piee/ prvky.

Uloha 6. Nahlédnéte, e pro prvoéislo p = 3 (mod 4) se Frobenitiv automorfismus
v kone¢ném télese Z[i]/(p) = F,[i] shoduje s komplexnim sdruzenim.

Uloha 7. Bud p # 5 prvodislo. Dokazte, Ze potom p-té Fibonacciho ¢islo dava po
déleni p zbytek +1. Od ¢eho se znaménko odviji?

Uloha 8. Bud p = 3 (mod 4) prvoéislo a necht cel4 ¢isla a, b spliuji a® + b = 1
(mod p). Nahlédnéte, Ze potom lze a + bi modulo p vyjadiit ve tvaru (c+ di)P~! pro
jistd c,d € TFp,.

Uloha 9. Najdéte periodu posloupnosti zbytkii Fibonacciho &sel modulo 127.
(HMMT 2017)

Uloha 10. (té7kd) Bud posloupnost nezédpornych celych ¢isel zaddna pomoci ag =
2 a apy1 = 2a2 — 1. Dokazte, ze kdyZ liché prvoéislo p déli n&jaké a,, pak p = +1
(mod 2"*2). Bonus: na ¢em zavisi znaménko?

Uloha 11. (t&zkd) Je dano pfirozené é&islo k takové, ze p = 4k —1 je prvoéislo. Dale
jsou ddna po dvou nesoudélnd x, y, z tak, ze 22 +y? = z*. Dokazte, Ze p | zy(z? —12).
(PraSe 40-2s-3)

Standardni konstrukce a klasifikace konecnych téles

Zavérem se slusi trochu poodkryt vysokoskolskou oponu a fici, co se tu ,déje doo-
pravdy*.

Cviceni. Dejme tomu, Ze jsme v télese charakteristiky p a podivame se na mnozinu
S vsech kofend polynomu 2 — z. Nahlédnéte, ze S tvoii podtéleso (obsahuje 0, 1,
je uzavfend na zakladni operace a da se v ni délit).

Definice. Bud K téleso a f nekonstantni polynom s koeficienty z K. Téleso L D K
nazveme rozkladovym nadtélesem f nad K, pokud lze f nad L rozlozit na soucin
linearnich polynomt a zaroven pro kofeny ag,...,a, € L polynomu f plati L =
Kloag,. .., ap].

Tvrzeni. Ke kazdému nekonstantnimu polynomu nad télesem existuje rozkladové
nadtéleso a vSechna takova rozkladova nadtélesa jsou si navzajem izomorfni — lisi se
jen tim, ze jim nékdo piejmenoval prvky, ale jejich ,skutecna“ struktura je stejna.
Véta. (velkd) Pro kazdé prvodislo p a piirozené k existuje az na izomorfismus
pravé jedno p*-prvkové téleso: je to rozkladové nadtéleso polynomu 2" — x nad F,
a znacime ho .. Jind konecna télesa neexistuji a plati F e C Fx, pravé kdyz £ | k.
Uloha 12. Uréete, kolik prvkii a télesa Fyio splituje Foio = Fala].
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Navody

1,011 _
1. § + § + 6 == 1.
2. Podminka ekvivalentné ika, ze —1 je 2°-t4 mocnina. Co pak muze byt fad
zékladu této mocniny?

P_1
3. Z;j.
4. Primitivni prvek da geometrickou fadu. Alternativné se i bez primitivniho prvku
déa postupovat primo z dusledku malého Fermata — je to mnohem technictéjsi, ale
taky poucné.

Jak ze se tahle kapitolka jmenuje?
Nezapomen, ze Frobenius funguje dobfe i se s¢itanim.
Pracuj v F,, anebo F,[¢], kde ¢ je zlaty fez. Frobenius pomuze.

Podminka a? + b = 1 uréuje multiplikativn{ mnozinu v F,[i].

© ® o

Ekvivalentné chces najit fad ¢ v kone¢ném télese Z[y]/(127) (ovéf si, ze 22—z —1
skutecne nema kotfen v Fya7). Frobenius je tviij kamarad.

10. ax = % <w2 +w2 ), kde w = 2 + /3. Rozli§ piipady podle toho, zda /3
existuje v Fp. Az ti nékde bude chybét jedna dvojka, uvédom si, Ze w je v piislusném
konecném télese ctverec.

11. S pomoci jednozna¢ného prvociselného rozkladu v Z[z] zjisti, Ze x + yi je k-ta
mocnina. Potom vyuZij toho, Ze i podminka p | zy(z% — y?) uréuje v Fp[i] multipli-
kativni mnozinu.

12. Spocitej, kolik prvkid Faio nelezi v zadném mensim konecéném télese.

Literatura a zdroje
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VoJtA GADUREK

ABSTRAKT. Prolog patii do rodiny logickych programovacich jazyku, ve kterych se
programuje trochu jinak nez v jazycich imperativnich. Ukazeme si jak Prolog funguje,
k ¢emu se hodi a k ¢emu se absolutné nehodi.

Prolog je logicky programovaci jazyk, ktery vznikl na zacatku sedmdesatych let
minulého stoleti. Dnes je tedy uZ ponékud zastaraly a nového softwaru v ném jiz
moc nevzniki. Neobsahuje tak tfeba typy a podobné vymozZenosti, na které jsme
z dobrych jazykt zvykli. Pokud by vas Prolog zaujal, d4 se najit i jeho novéjsi
varianta v podobé jazyka Mercury.

Nez se ale vrhneme do samotného jazyka, je dilezité si vybudovat néjaké ty
teoretické zaklady.

Relace

Relace jsou zakladem logického programovani. Co to ale takova relace je? Jak si je
muzeme predstavit?

Priklad. (Tlustra¢ni) V piispévku se nejednou setkame s prasatky Sunkou, Krko-
vickou, Gulaskem a Kotletkou. Jednotliva prasitka do sebe mohou byt zamilovana,
jak je ale véeobecné znamo, ldska nemusi bjt vzajemna. Tedy pokud Sunka je zami-
lovana do Krkovicky, nemusi byt Krkovicka zamilovana do Sunky.

Relaci si pak mtzeme predstavit jako seznam, kde jsou napsany vsSechny tyto
vztahy. Vypada tieba néasledovné:

e Krkovicka je zamilovana do Sunky

Gulasek je zamilovan do Sunky
Sunka je zamilovana do Krkovicky
Sunka je zamilovana do Kotletky

Vsimnéme si, ze véty v daném seznamu jsou zbytecné dlouhé a jediné, na ¢em
zalezi, je poradi jmen. Seznam tak muzeme nahradit zapisem

{(Krkovicka, Sunka), (Gulasek, Sunka), (Sunka, Krkovicka), (Sunka, Kotletka)}.
Nyni nadesel ¢as na forméalni definici:

Definice. (Kartézsky soucin) Kartézskym soucdinem mnoZin Ay, Aa, ..., A, rozu-
mime mnoZinu vSech n-tic (ay,...,a,), ze a1 € Ay,...,a, € A,,.
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Definice. Relaci rozumime (libovolnou) podmnozinu kartézského soucinu dvou
nebo vice mnozin. Pokud je n-tice (a1, as,...,a,) prvkem dané relace R, piSeme
R(ay, a9, ...,a,) a ¢teme ,(ay,as,...,ay,) je v relaci R“.

Piiklad. Naleznéte nejmensi mnoziny A a B takové, aby
R := {(Krkovicka, Sunka), (Gulasek, Sunka), (Sunka, Krkovicka), (Sunka, Kotletka)}

byla relace nad A x B.

Resendi. Vsimneme si, Ze mnozina A odpovida prasatkfim, ktera jsou do nékoho
zamilovéna, tedy prasatkiim Krkovicka, Guldsek a Sunka. Mnozina B zase odpovida
prasitkiim, kterd nékdo miluje, tedy prasdtkim Sunka, Krkovicka a Kotletka.

Indukce, rekurze, rekurzivni definovani relace

Indukce! je velmi pouZivanym nastrojem uZivanym pro konstrukci matematickych
dikazt. Rekurze se indukci velice podoba — stejné jako ona mé zakladni pripad,
ve kterém umime problém snadno vyresit, a pak ma rekurzivni krok, ktery spociva
v rozdélovani problémil do feSeni mensich piipadt.

Piiklad. (Fibonacciho posloupnost) Zadefinujme si nasledujici posloupnost:
F(1)=1, F(2)=1, F(n)=F(n—-1)+ F(n-2).

Mizeme si vS§imnout, Ze posloupnost méa dva zakladni pfipady. Kdybychom meéli
jenom jeden, tieba F(1) = 1, nebyla by hodnota F(2) zfejm4, protoze neznime
hodnotu F(0); nas rekurzivn{ krok by se nikdy nezastavil.

MiZeme si také vSimnout, ze F'(z) je definovana pouze pro pfirozend x.

Definice. (Pipe) Necht A je mnozina a n je ptirozené ¢&islo. M&me n-tici funkei
F =(f1,f2,..-, fn), kde f; je funkce z mnoziny A do A. Potom definujeme

Pipe(F,n) := fio fao---0 fy,.

Pokud je n-tice F tvorena jen a pouze danou funkci f : A — A, mUzeme zapis zkratit
na Pipe(f, n).

Pomoci rekurze si umime zavést i ,pfirozena ¢isla“ (ozna¢me je N): budeme je
reprezentovat pomoci funkce N : NV — N, kterd pro normélni ptirozené ¢islo n vrati
n-té ,prirozené Cislo“.

Nejprve definujeme N(0) = 0. Zbyl4 ¢isla definujeme rekurzivné pomoci funkce
Succ : N'— N, kde Succ : N(n) — N(n + 1).

P#iklad. Cemu se rovna N(4)?

IMatematické indukci se vénoval napf. seridl 41. ro¢niku PraSatka: fattps://prase.cz/archive/]

1 /serial.pdf.
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Reseni. N (4) = Succ(Succ(Succ(Succ(0)))).

Nyni bychom mohli chtit na téchto pfirozenych ¢islech definovat sc¢itani. Stejné
jako umime rekurzivné definovat posloupnosti nebo funkce, umime tak definovat i
relace. S¢itani si mizeme predstavit jako relaci tii ¢isel, ktera fika: ,souctem prvnich
dvou ¢isel je treti ¢islo®.

Chceme tedy definovat relaéni symbol plus(a, b, ¢) na pfirozenych ¢islech, ktery
je v relaci pravé tehdy, pokud a + b = c.

Zactnéme jednoduchym pripadem, kde pozadujeme, aby pokud a + 0 = ¢, pak
a = ¢, mizeme tedy definovat plus(a, 0, a).

Déle v rekurzivnim kroku definujme, Ze plus(a,b,c) jsou v relaci, pravé kdyz
a = Succ(d) a zéroven plus(Succ(a), d, c).

Priklad. Ovéite, ze takto definovana relace plus se chova pfesné tak, jak bychom
od scitani ocekavali.

Priklad. Zkuste definovat rela¢ni symboly minus(a, b, c) (platici pro a — b = ¢),
krat(a,b,c) (platici pro a - b = ¢) a delitelne(a,b) (platici pro a | b) nad nami
definovanymi ,pfirozenymi ¢isly“.

Sila a moc unifikace

Budeme pracovat s fetézci slozenych ze znakl a z proménnych, které budou ohrani-
¢ené sloZzenymi zavorkami.

Definice. (Dosazeni za proménnou) Dosazenim Tetézce b za proménnou A v Fe-
tézci a rozumime, Ze vSechny instance dané proménné A v fetézci a nahradime
Tetézcem b.

Nad témito Fetézci si muZzeme definovat unifikaci dvou Fetézcu.

Definice. (Unifikace) Mé&jme néjaké tii fetézce A, B, C. Retézec C nazveme uni-
fikact fetézcu A a B, pokud existuje dosazeni do fetézct A, B takové, Ze vznikne C.

Pfiklad. Unifikujte fetézce A =,Moje jméno je {Jméno}“ a B =, {Podmét} je
{Pfedmét }“.

Reseni. Jejich unifikaci je ,Moje jméno je {X}“, pficemz jsme pouzili dosazeni
Jméno = {X}*, Pfedmét = ,{X}¥, Podmét =  Moje jméno“.

Priklad. Je ,Moje jméno je Karel* unifikaci fetézctt A, B z pfedchoziho pfikladu?

Reseni. Ano, je. Funguje dosazeni Jméno = ,Karel“, Pfedmét = ,Karel“, Podmét
= ,Moje jméno*.

Uloha. Existuji néjaké t¥i Fetézce, které jsou sob& navzajem unifikaci?
Piiklad. Unifikujte fetézce ,A({A})“ a ,,A(a)B(c)“.

Reseni. Hledané dosazeni A = ,a)B(c“.
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MiiZe se ndm stat, ze dva Fetézce unifikovat nejdou, napiiklad ,, A{X}“ a ,B{X}*.
V takovém pripadé fekneme, Ze unifikace selhala.

Mizeme mit fetézec s dvéma vyskyty jedné proménné, napt. ,{Pole}{Pole}“.
Pak pokud dosadime Pole = ,a“, dostaneme ,aa“. Je vSak dobré si uvédomit,
Ze proménné v jinych Fetézcich jsou na sobé nezavislé. Tedy unifikace ,{X}{A}“
a {AHX} mize byt {HHY}".

Zavedeme si dva nové pojmy: nejobecnéjsi unifikaci a unifikaci zachovdvajici uzd-
vorkovdni. Ideou prvniho je, Zze pfi unifikaci chceme ztratit co mozna nejméné in-
formaci, tj. dosadit do proménnych co nejméné znakid. Dokonce existuje algoritmus,
ktery ndm umozni ziskat tuto vzdy unifikaci ziskat, v Prologu je pak implementovan
za Nas.

Definice. (Nejobecnéjsi unifikace) Méjme dva fetézce A a B a necht S je mnoZina
vSech Tetézcl, které mohou vzniknout unifikaci. Nejobecnéjsi unifikace je takova
unifikace, ze vSechny fetézce v S lze ziskat dosazenim do této unifikace.

Soucasné definice unifikace, viz ptiklad, ndm umoziuje dosazovat tak, ze nedo-
drzujeme uzavorkovani, unifikace zachovavajici uzévorkovani pak tento problém resi
zprisnénim, jinymi slovy navic pozaduje,

(1) aby do proménnych §lo dosazovat nové zavorky pouze pokud jsou uzaviené,
(2) a aby ¢arky bylo mozné dosazovat, pouze pokud jsou v zdvorkach.

Umluva. Nadale budeme uvazovat jen nejobecnéjsi a zavorkovani zachovavajici
unifikace.

Je dulezité si uvédomit, Ze unifikaci provadime na formalnich fetézcich a viibec
nas nezajima, co ve skutecnosti znamenaji. Obecné nas tedy zajima syntaxe, ale ne
sémantika.

Piiklad. Unifikujte fetézce ,A({A})“ a ,,A(a)B(c)“.

Reseni. Takova unifikace neexistuje.

Plnou parou do Prologu

Nyni nadesel prvni ¢as na lekci Prologu. Prolog ma hodné dialekti, ale v prispévku
budeme pouzivat SWI-Prolog?.
Otevieme-li si danou stranku. Najdeme dvé okna, ve kterych lze psat. V levém
piSeme samotny program (tedy to co plati) a v pravém piSeme dotazy.
Jako prvni si zkusime napsat jednoduchy program, kterého se budeme dotazovat
na to, zda néjaké prasatko miluje néjaké jiné.
miluje(krkovicka, Sunka).
miluje(gulasek, Sunka).
miluje (Sunka, krkovicka).
miluje(Sunka, kotletka) .

20nline verzi naleznete na pwish.swi-prolog.ord.
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Nyni uz mame jednoduchy program, na ktery mutzeme ¢init dotazy. Mizeme se
napiiklad zeptat, zda Gulaskovi se libi Sunka.
(1) Zaddme-li dotaz miluje(krkovi&ka, Sunka)., dostaneme odpovéd true;.
(2) Zadadme-li dotaz miluje(krkovi&ka, kotletka) ., dostaneme odpovéd
false;.

Ve strucnosti se podivejme na to, jak cca Prolog funguje. V Prologu relacim
nefikame relace, ale predikdty.

Pokud Prologu zadédme néjaky dotaz, tfeba miluje (krkovicka, Sunka) ., pokusi
se ho splnit — tj. nalézt néjaky predikat v programu, se kterym se dokéze unifikovat.
Pokud to zvladne, vypiSe true, jinak false. Pokud jsme vlozili dotaz s proménnou,
vrati se dosazeni do téchto proménnych, stane-li se tak, nevypiSe se true. Mize se
vypsat vice feSeni a jako posledni vypsané feseni se vzdy vypiSe false.

Prolog zkousi unifikovat predikty v poradi, ve kterém jsme je do programu na-
psali. Dejme si pozor: proménné v Prologu se piSou velkymi pismeny a musi byt
oddéleny mezerou, pripadné znakem, ktery neni pismenem, tieba zavorkami nebo
carkou.

Tedy mizeme mit nasledujici predikat: miluje(A, Sunka).

Piiklad. Zamyslete se, co program vypiSe, pokud mu zaddme dotaz

miluje(A,Sunka).
Resend.

miluje (krkovicka, Sunka).
miluje(gulasek, Sunka).

Rekurze v Prologu

V Prologu miizeme psat predikaty, které zavisi na jinych predikatech. Muzeme tfeba
napsat predikat

milostny_kruh(A,B,C) :- miluje(A,B), miluje(B,C), miluje(C,A).

Cérka znamen4 logické a, zatimco stiednik logické nebo.
Priklad. Jak dopadne dotaz milostnj_kruh(krkovi&ka, Sunka, kotletka).?

Resend. Selze. Jako prvni se program pokusi splnit miluje (krkovicka, Sunka),
coz se mu podari. Poté se pokusi splnit miluje (Sunka, kotletka), coz se mu téz
podaii. Nakonec se pokusi splnit miluje(kotletka, Sunka), ten ale nejde s unifi-
kovat s zadnym predikatem v programu. Tedy program selze.

Ve skutecnosti vyhodnoceni funguje trochu jinak. Pokud se Prologu nepodafi né-
jaky predikat splnit, vrati se o krok zpét, a tedy zkusi splnit predikat miluje (Sunka,
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kotletka), ale jinym zptisobem. Napfiklad pokud bychom méli déle napsany pre-
dikat miluje(Sunka, A), tak se mu podafi unifikovat a pokracuje dal.

Zavedme si symbol pro unifikaci v Prologu: ,=“ (tj. piSeme A = B). Dejme si ale
pozor, nejde o matematické ,rovna se“, ani o programéatorské dosazeni! Prolog se
pokusi A = B unifikovat, a pokud se mu to podaii, dosadi vysledek této unifikace
za obé proménné.

V Prologu se v predikatu lze odkazovat i sam na sebe, jinymi slovy mame k dis-
pozici rekurzi. Mtzeme proto definovat ,pfirozend cisla®:

succ(0).
succ(A) :— A = succ(B)

Piiklad. (Definice s¢itani v Prologu)

add(0,B,B).
add(A,B,C) :- A =succ(A’), add(A’,succ(B), C).

Ulohy

Nasledujici tlohy jsou prevzaty ze sbirky Ninety-Nine Prolog Problems. V tlohéch
se vam také bude hodit definice listu, kterou naleznete v dokumentaci SWI-Prologu.

Uloha 1. Najdéte pfedposledni prvek listu.
Uloha 2. Zkuste oto¢it list.
Uloha 3. Napiste predikat zjistujici, zda éislo je prvoéislo.

Uloha 4. Jste prevoznik a vezete kozu, vlka, zeli. Bez vasi pfitomnosti koza sni
zeli a vlk kozu. Vasim cilem je pfevézt vsechny pres feku, ale do barky se kromé vas
vejde vzdy jen jedna dalsi véc. Jak to udélate? Zkuste navrhnout jak problém fesit
v Prologu.

Uloha 5. Ur¢ité znate Einsteinovu hadanku. Jak byste takovy problém Fesili v Pro-
logu?

Uloha 6. Navrhnéte reprezentaci grafu v Prologu. Napiste program v Prologu,
kterému zadate vrchol a on vam vrati vSechny kruznice, na kterych lezi.

Uloha 7. Navrhnéte solver sudoku.

Literatura a zdroje

[1] Rudolf Kryl: Skripta P, |https://ksvi.mff.cuni.cz/~kryl/prolog.pdl.
[2] Patrick Blackburn, Johan Boss, Kristina Striegnitz: Learn Prolog Now,
lhttps://www.let.rug.nl/bos/Ipn//.
[3] Werner Hett: Ninety-Nine Prolog Problems, https://www.ic.unicamp.br/
[ ~meidanis/courses/mc336,/2009s2/prolog/problemas .

38


https://ksvi.mff.cuni.cz/~kryl/prolog.pdf
https://www.let.rug.nl/bos/lpn//
https://www.ic.unicamp.br/~meidanis/courses/mc336/2009s2/prolog/problemas/
https://www.ic.unicamp.br/~meidanis/courses/mc336/2009s2/prolog/problemas/

Uvod do teorie grafi

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. Tecky, ¢arky, ale morseovka to neni. Jsou to grafy. Mizeme s jejich
pomoci popsat dopravni sit nebo tieba rodokmen. Podivame se, co jsou takové grafy
za¢ a jaké druhy grafi miuzeme potkat. Mrkneme také na néjaké jejich vlastnosti,
budeme v grafech hledat cesty a kreslit tahy a konecné si pohrajeme se spoustou
ulozek.

A co Ze je to ten graf?

Graf je velmi uziteéna kombinatoricka struktura, s jejiz pomoci muzeme snadno
popsat velké mnozstvi problémi. Casto ndm grafy také mohou pomoct formulovat
nase FeSeni nebo forméalné popsat né&jakou situaci. Pojdme se tedy spoleéné podivat,
co jsou grafy zac.

Definice. Graf G je uspotfaddand dvojice G = (V, E), kde V je neprdzdnd mnoZina

vrcholi a FF C (‘2/) je mnozina hran.

Definice. Dva vrcholy u a v jsou sousedni, pokud {u,v} € FE, tedy pokud mezi
nimi vede hrana.

Graftim muzeme prifadit mnoho dalsich atribut — hrany mtzeme orientovat, tedy
udélat z nich Sipku z jednoho vrcholu do druhého, mizeme jednotlivym vrcholim a
hranam pfifazovat ¢iselnou vahu nebo barvu. MuzZeme také dovolit, aby hrana vedla
z vrcholu zpatky do stejného vrcholu, tedy tvorfila smycku, nebo aby mezi dvéma
vrcholy vedlo vice hran. Takové grafy ale nechdme na jindy, v této prednisce budeme
grafem vzdy myslet neprazdnou mnozinu vrcholti, kde mezi kazdou dvojici vrchold
vede nejvyse jedna hrana a kazda hrana vede mezi dvéma rtznymi vrcholy.

Definice. O vrcholu v fekneme, ze mé stuperi deg(v) = d, pokud z néj vede pravé
d hran.

Definice. Graf je reguldrni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stejny stupeti. Pokud
mé kazdy stupen vrchol d, fikdme, Ze je graf d-requldrni.

Véta. (Princip sudosti) Z deg(v) =2 |E|.
veV
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Véta. (Handshaking lemma) Libovolny graf obsahuje sudy podcet vrcholi lichého
stupné.

Cviceni. Ukazte, Ze k-regularni graf ma sudé k nebo |V|.

Cviéeni. Ukazte, ze pokud mé 2k-regularni graf sudy pocet hran, tak bud &k nebo
[V| je sudé.

Definice. Pro graf G = (V, E) nazveme G = (V, E) doplnék grafu, kde pro kazdou
dvojici vrcholt u, v plati {u,v} € E, pravé kdyz {u,v} ¢ E.

Definice. Graf G’ = (V', E’) se nazyva podgrafem G = (V, E), pokud plati V! C V
a k' CE.

V bézné tedi tedy doplnék grafu obsahuje pfesné ty hrany, které nebyly v pi-
vodnim grafu. Podgraf je potom puvodni graf, ze kterého jsme odebrali libovolny
pocet hran a vrcholt (jen plati, Ze pokud odebereme vrchol, odebereme také vSechny
hrany, ve kterych se tento vrchol vyskytoval).

Definice. Cesta v grafu je konecna posloupnost rtznych vrchold takova, ze mezi
kazdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy vede hrana. Pokud dovolime na cesté
opakovani vrcholtl, ale ne hran, dostdvame tah. Pokud dovolime opakovat i hrany,
dostavame sled. Cesta, sled nebo tah jsou uzaviené, pokud je posledni vrchol zaroven
prvnim vrcholem.

Cvicéeni. Dokazte, Ze libovolné dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu maji spoleény
vrchol.
A jaké Ze grafy zname?

Aby se nam o grafech 1épe mluvilo, podivame se na nékteré jejich specifické typy a
na vlastnosti takovych grafti.

Definice. Cyklus nebo také kruznice je uzaviena cesta. Obvykle se znaci jako C,,,
kde n je pocet vrcholt.

Definice. O grafu fekneme, Ze je klika nebo Ze je uplny, pokud mezi kazdou dvojici
vrchold vede hrana. Obvykle se znaci K,,, kde n je pocet vrchold.

Definice. Graf je n-partitni, pokud dokazeme jeho vrcholy rozdélit na n disjunkt-
nich mnozin tak, ze kazda hrana vede mezi vrcholy v riznych mnozinach. Pro n = 2
se graf nazyva bipartitni, pro n = 3 pak tripartitni.

Definice. Uplny bipartitni graf je takovy graf, kde mezi kazdou dvojici vrcholt
z riznych partit vede hrana.

Cviceni. Existuje bipartitni graf s alespon 5 vrcholy, jehoZ doplnék je také bipar-
titni?
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A jak moc je takovy graf souvisly?

V této casti pfednasky néas bude zajimat, jak tézké je néjaky graf rozdélit na vic
¢asti. Nejprve ale néco malo ke znaceni. Graf G\ v vznikne z grafu G odebranim
vrcholu v a veskerych hran vedoucich do vrcholu v. Graf G \ e vznikne z grafu G
odebranim hrany e.

Definice. Graf je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.
Souvislé ¢asti nesouvislého grafu se nazyvaji komponenty souvislosti.

Cvicéeni. Dokazte, Ze kazdy souvisly graf na n > 3 vrcholech obsahuje dva vrcholy
u a v takové, Ze v8echny t¥i grafy G\ u, G\ v a G\ {u,v} jsou souvislé.

Definice. Hranovd souvislost grafu k.(G) je minimélni pocet hran, po jejichz ode-
brani se graf G stane nesouvislym. Graf je hranové k-souvisly, pokud k.(G) > k.

Cviceni. Je kazdy souvisly graf se sudymi stupni hranové 2-souvisly?

Definice. Vrcholovd souvislost grafu k,(G) je minimélni pocet vrcholi, po jejichz
odebrani se graf G stane nesouvislym. Pokud &, (G) > k, graf je vrcholové k-souvisly.

Cviceni. Je kazdy souvisly graf se sudymi stupni vrcholové 2-souvisly?

A co néjaké zajimavé grafy?

Kazdy z nas se nékdy nejspis snazil nakreslit néjaky obrazek jednim tahem. Nékdy
se nam to podarilo, nékdy ne a nékdy se ndm to ani podafit nemohlo.

Definice. Uzavieny tah je eulerovsky, pokud obsahuje vSechny hrany grafu a graf
je eulerovsky, pokud ma uzavieny eulerovsky tah.

V prekladu to znamena, ze graf je eulerovsky, pokud jej muzeme nakreslit jednim
tahem tak, Ze za¢neme a skon¢ime v jednom vrcholu. A dal se podivame, jak snadno
urcit, ze je graf eulerovsky.

Cviceni. Ukazte, ze kazdy graf, ve kterém maji vSechny vrcholy stupen alespon
2, obsahuje kruznici.

Cviéeni. Dokazte, Ze hrany kazdého eulerovského grafu lze rozlozit na disjunktni
sjednoceni kruznic.

Véta. Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a kazdy jeho vrchol ma
sudy stuperl.

Diikaz. Pokud v grafu existuje eulerovsky uzavieny tah, graf je urcité souvisly a

kazdy jeho vrchol mé sudy stuperi, jelikoz libovolny vyskyt vrcholu v tahu znamena,

ze do takového vrcholu po néjaké hrané vejdeme a po néjaké hrané odejdeme. Jinak

mame graf G s vrcholy sudych stupnt a ukdzeme, Ze méa eulerovsky tah. Z ptredcho-

ziho cviCeni vime, Ze graf lze rozloZit na disjunktni kruznice. Takové kruznice pak

mizeme diky souvislosti pospojovat do uzavieného eulerovského tahu. (]
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Ulohy
Uloha 1. Ukaite, e kazdy graf s m hranami mé bipartitni podgraf s alespoi 5
hranami.

Uloha 2. Ukaste, ze kazdy graf na alespoinn 2 vrcholech ma nejméné 2 vrcholy
stejného stupné.

Uloha 3. Pro kazda dvé pfirozena ¢isla k, n takové, ze k < n a souéin kn je sudy,
najdéte priklad k-reguldrniho grafu na n vrcholech.

Uloha 4. Dokazte, ze graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje cyklus liché
délky.

Uloha 5. Na seznamovackach se Gcastnici rozdéli do Sesti¢lennjch tyma. Kazdi
dva ncastnici se bud navzdjem znaji, nebo neznaji. Dokazte, Ze v kazdém tymu je
trojice, kde se vSichni 3 icastnici navzajem znaji nebo se vSichni 3 navzdjem neznaji.

Uloha 6. Maéme graf na n vrcholech, ktery mé k komponent. Uréete nejmensi a
nejveétsi mozny pocet hran tohoto grafu v zavislosti na k a n.

Uloha 7. Najdéte piiklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, Ze hranova
souvislost G vzroste o libovolné velké pfedem dané ¢islo.

Uloha 8. Najdéte ptiklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, aby vrcholova
souvislost G vzrostla o libovolné velké predem dané ¢islo. O kolik mize vrcholova
souvislost klesnout po odebrani vrcholu?

Uloha 9. Ukate, ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-regularni souvisly bipartitini graf
vrcholové 2-souvisly.

Uloha 10. Je pro k > 2 kazdy k-regularni souvisly graf vrcholové 2-souvisly?

Uloha 11. Pro libovolnou dvojici pfirozenych éisel k a £, kde £ < k, naleznéte graf
G, ktery spliiuje k.(G) =k a k,(G) = £.

Uloha 12. Ptedpoklddejme, Ze ve vesnici ma kazdy ¢lovék sudy pocet pratel (pra-
telstvi je vzajemné). Kazdy mtize od svého pfitele bud ziskat minci, nebo mu dat
minci. Ukazte, Ze si mizou predat mince tak, aby kazdy mél na konci tolik, s kolika
zacinal.

Uloha 13. Urcete, kolik kruznic obsahuje tiplny graf na n vrcholech.

Uloha 14. Na soustfedéni je 2n + 1 tcastniki. Pro kazdou podmnoZinu nejvyse
n lidi najdeme ucastnika mimo tuto podmnozinu, ktery znad vsSechny lidi v této
podmnoziné. Dokazte, Ze existuje ¢lovék, ktery zna vSechny ostatni.
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Navody

1. Rozdéluj vrcholy do dvou skupin, aby se vyuzila aspori polovina hran.

2. Rozmysli si, jaké vsechny stupné mohou byt v grafu na n vrcholech.

3. Najdi konstrukci pro suda k, rozsit pro licha k.

4. Zkus hladové rozdélovat vrcholy do dvou partit.

5. Jeden ucastnik mezi zbylymi 5 uréité alesponi 3 (ne)znd, podivej se na vztah

mezi témito tfemi ticastniky.

6.

Uvaz kazdou komponentu. Kolik nejméné musi mit hran, aby byla souvisla, a

kolik nejvyse muze mit hran?

7. Uvaz, co se stane, pokud ke klice pfipojis dalsi vrchol jednou nebo vice hranami.
8. Opét uvaz, co se stane, pokud ke klice pfipojis dalsi vrchol.

9. Pro spor uvaz bipartitni graf, ktery je 1-souvisly, a dokaz, Ze neni regularni.
10. Najdi protiptiklad, hledej konstrukci pro suda k > 2 a poté pro licha k.

11. Uvaz uplné grafy na k + 1 vrcholech.

12. Uvaz, co délat s eulerovskym tahem.

13. Spocitej kruznice jednotlivych délek.

14. Postupné piehazuj lidi ze dvou skupin a jednoho méj uprostied a divej se, co
se déje.

Literatura a zdroje

[1] Kuba Svoboda: Tématické grafové ilohy, Horni Lyseciny, 2018.
[2] Sbirka tesenych 1iloh, |https://matematika.reseneulohy.cz/cs/matematika/

kombinatorikg.
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Monovarianty

Vit HANIKA

ABSTRAKT. Na prednasce budeme hledat monovarianty a algoritmy, pfi kterych je
néjaka velicina monovariantem.

Monovariantem (¢esky poloménkou) nazyvame veli¢inu, kterd se v case méni
pouze na jednu stranu, tj. bud stéle klesa, a nebo stéle stoupa. A pokud takovou
veli¢inu najdeme a ukazeme, Ze takto mize postupovat jen konecné dlouho, pak mi-
zeme Tict, ze néjaky proces, ktery s tim monovariantem hybe, musi ¢asem skoncit.
Ukazka nize:

Priklad. V kazdém poli tabulky n x n je napsané celé ¢islo. V kazdém kroku
mizeme zménit znaménka u vsech cisel v nékterém fadku ¢i sloupci. Ukazte, ze lze
dosahnout stavu, kdy bude soucet ¢isel v kazdém fadku a sloupci nezaporny.

Resendi. Vsimneme si, Ze kdyZ zménime vSechna znaménka v néjakém fadku ¢
sloupci se zapornym souctem, zvétsi se soucet Cisel v celé tabulce, a to alespon o 1.
A protoze soucet celé tabulky muze byt jen omezené velky, po koneéném pocétu krokt
uz nebudeme moci najit dalsi zdporny radek ani sloupec.

L]Iohy

Uloha 1. Kamen rad cestuje, a tak vzdy cestuje pouze do mésta nejvzdalenéjsiho
od jeho aktualniho mésta. Pokud se ze svého druhého mésta nevratil do poc¢atec¢niho,
ukazte, ze se tam nevrati uz nikdy.

Uloha 2. 2013 lidi je rozmisténo v 100 pokojich. Kazdou minutu nékdo piejde
z jedné mistnosti do jiné, kde je alespon tolik lidi jako v té pivodni. Ukazte, ze
v konecném c¢ase budou vsSichni v jedné mistnosti.

Uloha 3. V fadé je 100 minci, na kazdé je bud panna nebo orlomut. Kazdy rok
prijde Voldemut a oto¢i néjakou minci, na které je panna, a poté kolik chce minci
napravo od ni. Ukazte, ze nehled€ na to, jak hraje, budou v kone¢ném c¢ase na vsech
mincich orlomuti.

Uloha 4. Na nékolika polickdch nekoneéného péasku je kladny pocet zetonti. V kaz-
dém kroku vezmeme dva Zetony, které byly na stejném policku, jeden posuneme o 1
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pole smérem doprava a druhy o 1 doleva. Ukazte, ze nikdy nemizeme ziskat ptivodni
rozloZeni.

Uloha 5. V zemi s n staty je kazdy stat bud monarchie nebo demokracie. Kazdy
rok jedna ze zemi, kterda méa vice sousedtl s jinym statnim zfizenim nez se stejnym,
zmeéni svoje statni zfizeni. Ukazte, ze takto mohou postupovat jen kone¢né mnoho
let.

Uloha 6. V 123 mistnostech je rozmisténo 1000 muzii a 1000 Zen. Kazdou minutu
prejde bud néjaka Zena z mistnosti s vice Zenami nez muzi do mistnosti s vice muzi
nez zenami, nebo néjaky muz z mistnosti s vice muzi nez Zenami do mistnosti s vice
zenami nez muzi. UkaZte, Ze se ¢asem nikdo nebude moci pohnout.

Uloha 7. Mg¢jme graf s v vrcholy a e hranami. Ukazte, Ze existuje podgraf, ktery
mé stupen kazdého vrcholu alespori ¢.

Uloha 8. Vrcholy n-tithelniku jsou oéislované realnymi ¢isly. Necht a, b, ¢, d jsou
4 sousedni ¢isla. Pokud (a — d)(b — ¢) < 0, mZeme vyménit b a c. MiZze byt tato
operace provadéna nekonecné dlouho?

Uloha 9. Mgéjme balicek s kartami oéislovanymi 1,2,...,n. Vzdy, kdy# je nahofe
karta k, oto¢ime poradi vrchnich k karet. Ukazte, Ze ¢asem bude nahote karta s ¢islem
1.

Uloha 10. Na tabuli je nékolik piirozenych é&isel. V jednom kroku miizeme vzit
dvé cisla takova, ze ani jedno neni nasobkem druhého, a nahradit je jejich nejvétsim
spoleénym délitelem a nejmensim spoleénym nasobkem. Ukazte, Ze proces nemiize
pokracovat do nekonecna. (St. Petersburg 1996)

Uloha 11. Mg¢jme n prepinac v fadé. Kazdy je oto¢eny bud na sever, zapad, jih,
nebo vychod. Pokud tfi po sobé jdouci pfepinace ukazuji riznymi sméry, mizeme
je otocit do ¢tvrtého sméru. Ukazte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)

Uloha 12. (zdlouhavd) Méjme Sestitihelnik s nezdpornym celym &islem v kazdém
vrcholu, pricemz soucet vsech Sesti ¢isel je 2019. Kdykoliv muzeme nahradit nékteré
7z Cisel absolutni hodnotou rozdilu ¢isel v sousednich vrcholech. Dokazte, ze lze do-
sahnout stavu, kdy jsou ve vSech vrcholech nuly. (USAMO 2003)

Uloha 13. Fyzik objevil novou ¢astici, imon, kdyZ jich par nasel ve své laboratofi.
Neékteré dvojice imont jsou spolu provazané. Fyzik se uz s nimi naudil provadét dva
druhy operaci. Vzdy umi provést jednu z nasledujicich operaci:

(1) Odebrat né&jaky imon s lichym poétem sousedii.

(2) Zdvojnasobit podet imoni v laboratofi tak, ze pro kazdy imon I vytvoii
druhy imon I’, ktery je s nim provazany a nové vzniklé imony I’ a J’ jsou
provazané pravé tehdy, pokud jejich origindly I a J byly provazané.

Ukazte, ze umi docilit stavu, kde nejsou zadné imony provazané.
(IMO Shortlist 2013)
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Uloha 14. V nekoneéné étvercové mifzce si vybereme horizontalni pfimku a poté
na policka pod ni umistime, kolik chceme kamenid, maximalné jeden na policko.
Kterykoliv kdmen mize pfeskocit jiny kdmen, se kterym sousedi hranou, sebrat ho
a skocCit hned za néj. Ukazte, ze v kone¢ném poctu tahi se zadny kamen nedostane
na paté poli¢ko nad horizontalni pfimkou (aby mezi nim a pfimkou byla 4 policka).

Hledané monovarianty

Zde jsou pfiklady monovariantl, kterymi jdou tlohy rozlousknout. Rozhodné vsak
nejsou jediné :).

Délka posledniho urazeného tseku.

Soucet ¢tverct poctu lidi v jednotlivych mistnostech.

Posloupnost orlomutii a panen interpretovand jako ¢islo ve dvojkové soustave.
Soucet vzdalenosti vsech dvojic zeton.

Pocet dvojic sousednich zemi, které maji stejné statni zizeni.

Rozdily (v absolutnich hodnotéch) poéttt muzi a zen v jednotlivych mistnostech.
Zkus zacit s celym grafem, odebirat vrcholy a sledovat -.

Soudet ¢tverci rozdili sousednich éisel.

© XN wh =

Dvojkovéa soustava, kde na pozici 7 je jednicka, pravé kdyz je i-ta karta odshora i.
10. Soucet ¢isel na tabuli.

11. Souéet Vi takovych, Ze na pozicich i a i + 1 jsou stejné orientované piepinace
(ve skuteénosti se d4 mimo jiné pouzit jakdkoliv konkdvni kladna funkce, nejen
odmocnina).

12. Maximum vSech ¢isel (je ho potfeba trochu nutit do zmensovani se :)).
13. Chromatické &islo! grafu.
14. Kazdému policku prifadte hodnotu a®, kde x je jeho manhattanskd vzdalenost

od cileného policka, a a = @ Monovariant je soucet hodnot vSech poli¢ek, na
kterych je kamen.

Podékovani
Dékuji Martinu Topferovi, z jehoz prispévku na soustfedéni v Mentaurové jsem
prebral spoustu tloh.

Literatura a zdroje

[1] Viki Némecek: Monovarianty, Paseky, 2018.
[2] Jenya Soprunova: Advanced Problem Solving — Monovariants,
lhttps://www.math.kent.edu/~soprunova/64091f16 /monovariants16.pdf.

LGraf je k-obarvitelny, pokud jde obarvit k barvami tak, aby z4dné dva vrcholy stejné barvy
nesousedily. Jeho chromatické ¢islo je nejmensi takové k.
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Hales—Jewett

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. Asi kazdy uz nékdy narazil na hru Tic-tac-toe, kterd pfipomina piskvorky
na hraci plose 3 x 3. Hra ale vzdy skon¢i remizou, pokud hraci hraji optimalné, a tak
néjak neni moc zajimava. Co by se ale stalo, pokud by hraci hrali na néjaké obecnéjsi
krychli vétsi dimenze a jejich spoleénym cilem by bylo nikdy nevytvorit jednobarevnou
primku?

Zékladni pojmy:

Ozna¢me si A mnozinu celych ¢isel {0,1,...,a — 1}. Jeji k-té kartézské mocning A*
budeme fikat k-rozmérna krychle nad A. Kazdy bod x € A* pak miZeme popsat
k-znakovym fetézcem nad abecedou A. Pokud do abecedy pfidame jesté symbol =
(Z0lik), mizeme se na Fetézec a € (A U {*})F divat jako na funkci o : A — A*
takovou, ze «(t) je slovo vzniklé ze slova « nahrazenim vSech vyskytt hvézdicky
hodnotou ¢. Takovému slovu (a také pfislusné funkci) budeme fikat Sablona. Podobné
si zavedeme multisablonu: to je slovo s vice druhy hvézdicek *1,...,*, a odpovida
mu funkce af(ty, ..., t;) : A* — AF dosazujici t; na misto *;.

V krychli A* nas budou zajimat kombinatorické primky. Kazda piimka je jedno-
znaéné urdena néjakou Sablonou a a obsahuje body L, = {«(0),...,a(t — 1)}. Ji-
nymi slovy L, = a[A], takZe Sablona vlastné funguje jako vnofeni kanonické ptimky
{0,...,a — 1} do krychle. Podobné mizeme zavést kombinatorické roviny a obecné
{-dimenzionalni podkrychle. Kazda takova je uréena multisablonou a s ¢ druhy hvéz-
di¢ek a obsahuje body a[A], éili je to opét vnofeni krychle A’ do AF.

Cvi¢eni. Kolik existuje kombinatorickych piimek v A*? A rovin?
Hales-Jewett

Véta. (Hales-Jewett) Pro kazdé a (délka hrany krychle) a b (pocet barev) exis-
tuje N = HJ(b,a) takové, ze obarvime-li body krychle AN pomoci b barev, vidy
existuje jednobarevna kombinatoricka piimka.

Uloha. Dokazte, ze HJ(b,2) < b.

Uloha. Dokaite, ze HI(b,2) > b.
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Dikaz. Fixujeme pocet barev b a budeme postupovat indukci podle a. Pro a = 1
je tvrzeni véty trivialni, zbytek vecera vénujeme indukénimu kroku: jiz mame n =
HJ(b,a), chceme nalézt (a hlavné ukazat, Ze existuje) N = HJ(b,a + 1).

Kam mifime: Potfebujeme si poridit krychli s o jednic¢ku kratsi hranou, abychom
mohli pouzit indukci. Proto ze zadané krychle ,sloupneme slupku“ (odstranime
v8echny body, jejichz nékterd soufadnice je nulovd) a aplikujeme indukéni pfed-
poklad na oloupanou krychli. Indukce ndm najde jednobarevnou pfimku délky a,
my ji potfebujeme rozsifit na primku délky a + 1. To samoziejmé obecné nemusi jit,
proto predem zaridime, aby byla slupka obarvena stejné jako body, které lezi ,,tésné
pod ni“. To zajistime tak, Ze misto celé ptivodni krychle budeme loupat néjakou jeji
vhodnou podkrychli. Na to se ndm bude hodit nésledujici pomocné tvrzeni.

Definice. Body z,y € A™ nazveme sousedni, pokud pro kazdou soufadnici i plati,
ze bud z; = y; nebo {x;,y;} = {0,1}.

O obarveni x’ n-rozmérné podkrychle a[A™] budeme ¥ikat, Ze je konzistentni,
pokud pro kazdé dva sousedni body z,y € A™ plati, ze x'(a(x)) = x'(a(y)).

Tvrzeni. (klicové) Existuje N takové, e pro kazdé obarveni x : AN — [b] existuje
podkrychle a[A™] C AN obarvend konzistentné.

Nez tvrzeni dokdZzeme (a ukdZzeme, kolik musi byt N), rozmyslime si, jak ho pouzit
ke kyzenému indukénimu kroku.

Nastavime N podle tvrzeni. Nepfitel ndAm zad4 né&jaké obarveni x : AN — [b]. My
podle tvrzeni nalezneme podkrychli a[A™] obarvenou konzistentné a, jak za chvili
ukézeme, najdeme jednobarevnou piimku v této podkrychli. Jelikoz kazda takova
piimka je sou¢asné jednobarevnou piimkou v AV, indukéni krok bude hotov. Viim-
néme si, ze se sta¢i omezit na samotnou A™ a vibec neuvazovat jeji vnotreni do velké
krychle (vnofeni uréuje obarveni krychle A™ a prekldada piimky v A™ na stejné obar-
vené primky v AN).

Mame tedy krychli A™ a néjaké jeji konzistentni obarveni. Tuto krychli omezime
na {1,...,a}" (,oloupeme ji“) a pouzijeme na ni indukéni pfedpoklad (v soufadni-
cich posunutych o 1, ale to je pouze forméalni rozdil). Indukce ndm zaru¢uje existenci
jednobarevné piimky Lg = {5(1),...,6(a)} v oloupané krychli. Bod £(0) ovSem
musi mit stejnou barvu jako (1), protoze tyto dva body se mohou ligit pouze zmé-
nou nulovych soufadnic na jednicky, takze jsou sousedni. Nyni stac¢i pouzit konzis-
tenci obarveni a ziskat tak jednobarevnou pfimku v celé krychli A™. (]

Diikaz. (klicového tvrzeni) MultiSablonu «, kterd ur¢uje hledanou podkrychli, bu-
deme hledat ve specidlnim tvaru. Bude se sklddat z blokd ag, ..., a, poloZenych za
sebe, ptricemz blok «; bude mit délku N, a budou se v ném nachazet vyhradné hvéz-
dicky i-tého typu (a konkrétni hodnoty soufadnic). Parametry N; pfitom nastavime
nasledovné:
n nti2 N
Ny =b"", Ni:ba( =),
Hledana dimenze N pak bude piirozené soucet N1 + --- + N,,.
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Dostali jsme tedy néjaké obarveni y : AN — [b] a chceme sestrojit bloky aq, ...,
an hledané multisablony. Budeme je konstruovat zpétnou indukci. Za¢neme prazd-
nou posloupnosti blokd. Kdyz pak budeme mit hotové bloky «a;i1,...,a, a bu-
deme chtit sestrojit blok «;, budeme postupovat nasledovné. Oznacéime si M =
Ny + -+ + N;_1 a uvdzime funkce xo, ..., xn, : AMT7=% — [b] definované takto:

Xt (acl e TMYit - yn) = X(fl a0 TN g (i) - an(yn)).

(Funkce y; popisuje barvy néjakych bodt z AN vybranych tak, Ze na jesté nepo-
uzitych soufadnicich vystiidame vSechny kombinace hodnot, v i-té soufadnici vzdy
pouzijeme néjakou kombinaci IV; nul a jednicek a ve zbyvajicich soufadnicich dosa-
zujeme podle uz sestrojenych bloki.)

Vgimneme si, Ze moznjch funkei z AM+7=1 do [b] je pouze b*" " < b = N,
takze podle Dirichletova principu musi existovat k, ¢ takova, ze xx = x¢ a k < £.
Obarveni x;, odpovida nastaveni a; = 0¥1V: =% obarveni y, pak a; = 0°1%:=*. Zvo-
lime tedy o; = Ok*f_klz, coz souhlasi s obojim, a pokracujeme piedchozim blokem.

(Na volbé ¢isel N; samoziejmé neni zhola nic magického, ¢isla jsou nastavena
presné tak, aby pravé pouzity holubnikovy argument fungoval, a nejsou potieba
nikde jinde.)

Takto sestrojena multiSablona oo = v . . . o, opravdu urcuje néjakou n-rozmeérnou
podkrychli. Zbyva si uvédomit, ze je skuteéné obarvena konzistentné. Mutzeme si
uvédomit, ze konzistenci staci ovérit pro dvojici sousednich bodti, které se lisi pouze
v jedné souradnici. Uvazujme tedy néjaké dva sousedni body z,y € A" takové, ze
pro pravé jedno i plati z; = 0, zatimco y; = 1. V podkrychli tedy vystupuji jako
a(x) a a(y). Pro jejich obarveni plati (k, £ a M si vypujéime z kroku, v némz jsme
urcovali «;):

xX(a(r)) = x(a(z1) .. i1 (wim1) i (0)aiy1 (Tigr) - -an(wn))

= X(Zl . zMOkOZ_klgaiH(xiH) o an(xn)) pro néjaka z1,..., 2y

Xk (Zl e MUYi41 - yn)

Xe (21 s AMYit1 - yn)

= X(Zl - zMOklf_klgaiH(xiH) . an(xn))

=xlo1(y1) .- aim1(i-1) s (Daipr (Yiv1) - - Oén(yn))

= x((y))- O
Intuice
Jesté trocha geometrické intuice: Kdyz méme hotové a;1, ..., a,, kazdé nastaveni

zbyvajicich soufadnic (prvnich M 4 N;) uréuje jednu (n — 7)-rozmérnou podkrychli
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v AN. Kazd4 volba t pak odpovida tomu, Ze si ze viech téchto podkrychli vybereme
ty, které maji v soufadnicich patticich do i-tého bloku spravnou kombinaci nul a
jednicek. Navic si tyto podkrychle usporadame lexikograficky do posloupnosti C;.
Funkce y; pak neni nic jiného nez primét obarveni y celé krychle na obarveni po-
sloupnosti C}.

Jelikoz je téchto posloupnosti dostatecné mnoho, existuji C a Cy obarvené stejné.
Kazdéa krychle z Cj pritom vznikne posunutim odpovidajici krychle z Cy o jednicku
v soutfadnicich, ve kterych se predepsané nuly a jednicky lisi. Pokud pfidame jesté
dalsich a — 2 posunuti o ostatni hodnoty, vytvofime tim krychli o jednicku vyssi
dimenze a jelikoz prvni dvé posunuti byla obarvena stejné, je tato nova krychle
v i-té dimenzi obarvena konzistentné. Takovou krychli ovSem mame pro libovolné
nastaveni predchozich M soufadnic, takze v dal$im kroku miizeme pridat konzistenci
v (i — 1)-ni dimenzi a tak dale.

Dobfe je to vidét na nésledujicim obrazku. Aby se ndm vesel do ¢tyf dimenzi,
zvolili jsme (nerealisticky) n = 3, Ny = 1, Ny = 2 a N3 = 1 a také nejjednodussi
mozny piipad b = 2, a = 2. Zastavili jsme se v okamziku, kdy a3 uz je urceno
a chceme najit as. Tlusté hrany jsou vSechny 1-dimenziondlni krychle vytvorené
posunutim Sablony as. Ty z nich, které spadaji do Cy (resp. barvi je xo), jsme si
oznacili Srafované zleva nahoru doprava dolt. Podobné C Srafované zprava nahoru
doleva dolia a Cs srafované vodorovné. Nyni si v§imneme, Ze konfigurace xg a x1
jsou obarveny stejné, takze zvolime ay = 0%2. Tim se ndm kazda krychle v Cy spoji
s odpovidajici krychli v C; do $edé krychle o jednicku v&tsi dimenze (pokud by
bylo a > 2, ptibrala by jesté dalsi sva posunuti, ale ta nejsou zajimava, protoze se
jich konzistence netyka). VSechny takové krychle (v nasem piipadé jsou dvé) pak
postupuji do dalsiho kroku indukce.

»N2:2,
N3 =1, a3:>|<|

xo N (00)

xi (01) — oy =0x[_]
3 xeB&F (1)

(z273)
b ={@ 0},
4 A={0,1}
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Disledky

Dusledek. (Van der Waerdenova véta) Pro kazdé t (délka posloupnosti) a b (pocet
barev) existuje N takové, ze v libovolném obarveni mnoziny [N]| pomoci b barev
existuje jednobarevna aritmeticka posloupnost délky t.

Mizeme dokézat i obecnéjsi verzi pracujici v d-rozmérném prostoru. Misto aritme-
tickych posloupnosti pak budeme hledat homotetické kopie néjaké koneéné mnoziny
H C N?, coz budou mnoziny ve tvaru vg + AH pro vy € N4, A\ € Nt.

Véta. (Gallai-Witt) Pro kazdé d (dimenze) a konecnou mnoZinu H C N? plati,
Ze v libovolném obarveni prostoru N% pomoci b barev existuje jednobarevna homo-
tetickd kopie mnoziny H = {vy,...,v,} (homotetickd kopie H je mnoZina tvaru
{ag + \vi,ag + Ava, ..., a9 + Avg} pro néjaké ag € N4 a A € N*t).

Ted uZ pouze dodéame, ze bychom mohli dokonce misto celého prostoru barvit
jen n&jaky omezeny podprostor [N]? a najit jednobarevnou kopii H i tam. Jeho
velikost IV by pak samoziejmé zavisela na velikosti H a poctu pouzitych barev
(a ptislusnych Hales-Jewettovych éisel).

Uloha. Dokazte, ze H(3,2) = 4.

Nasledujici véta je jesté obecnéjsi verze Hales-Jewetta. Nékdy se ji fika také hus-
totni Hales-Jewett a pro jeji slozitost si ji nebudeme dokazovat.

Véta. (Fiirstenberg-Katznelson) Pro kazdé a a kazdé e € (0, 1] existuje N takové,
%e kazda mnozina bodid M C [a|V spliujici |M| > ea’ uz nutné obsahuje néjakou
kombinatorickou primku.

Uloha. Dokazte, ze z Gallai-Witta plyne Van der Waerden.
Uloha. Dokazte, ze z Hales-Jewetta plyne Galai-Witt.
Uloha. Dokazte, ze z Fiirstenberg-Katznelsona plyne Hales-Jewett.
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Hratky s polynomy

MAGDALENA MISINOVA

ABSTRAKT. UkéazZeme si dva pomérné odlisné pohledy na polynomy a mozné zbyde
¢as i na néjakou ulohu.

Uvod

Kdyz se v tloze objevi polynom, byva dobrym zvykem zadat, z jaké mnoziny jsou
jeho koeficienty. Vétsinou se jedna o mnozinu Z nebo R, muze to byt ale i jina. Aby
déavalo smysl koeficienty z dané mnoziny brat, je potfeba v ni umét scitat a nasobit.
Takovym strukturam se fika okruhy. Kromé jiz zminénych je to tfeba Z,, pron € N,
Q nebo C. Obecny okruh budeme znacit R, od anglického ring. Pokud v okruhu
navic miizeme délit libovolnym nenulovym prvkem, fikdime mu téleso. Télesa jsou
napiiklad Q, R, C i Z, pro p prvocislo, ale Z uz téleso neni.

Definice. Je-li R okruh, pak polynomem nad R myslime vyraz ag+ajx+---+a,z"
pro a; € R. Mnozinu vSech polynomt nad R v proménné x znac¢ime R|x].

Definice. O « € R fekneme, Ze je korenem polynomu p, pokud p(a) = 0.

Definice. Je-li p € R[z] polynom p(z) = ag+ - -+ anz™ a a, # 0, pak n nazveme
stupném p. Zapisujeme deg(p) = n. Specidlné definujeme deg(0) = —oo.

Definice. Je-li p € R[z] polynom p(z) = ag + -+ + anz™ a a, = 1, nazveme
p monickym polynomem.

Polynomy miizeme sé¢itat nebo nasobit mezi sebou, takze rovnéz tvori okruh.
Polynomy a jejich koreny

V této Casti budeme zkoumat polynomy pomoci jejich algebraickych vlastnosti,
z nichz nejdtlezitéjsi je ta, kde maji kofeny. Zacneme tvrzenim, které dost mozna
znéte:

Tvrzeni. (Vietovy vztahy) Necht R je okruh, p € R[z] ap = ag+arz+- - +apz™
m4 kofeny 11, ..., rn. Potom pro vSechna k € {1,2,...,n} plati

An—k
(—1)k. 2=k = j{: i Tig - Tip -

a
" {i1,ein}C{1,...,n}
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Nasledujici tvrzeni vyuziva toho, Ze funkce urcend polynomem je velmi hezka.

Tvrzeni. Necht a < b jsou redlnd ¢isla a p € Rlx]. Pokud p(a)p(b) < 0, existuje
koren p mezi a a b.

Dusledek. Polynom nad realnymi ¢isly lichého stupné méa koren.

Uloha 1. Alice a Bob hraji hru s polynomem stupné alespoii 4:
2+ O O + Oz + 1

Stridaji se v tazich, pficemz v jednom tahu vyplni néjaké realné ¢islo do nékterého
z dosud prazdnych ¢tvereckt. Alice vyhraje, pokud polynom na konci nebude mit
zadné realné koreny, Bob vyhraje v opa¢ném piipadé. Rozhodnéte, kdo mé vitéznou
strategii.

Uloha 2. Je dano sudé pfirozené ¢islo n a realna cisla ci,ca, . . ., ¢,—1 spliiujici

n—1
Z |Ci — 1‘ < 1.
=1

Dokazte, ze polynom

2

2" — 12 Mt ey 2 — s —cpat 4 2

nem4 zadné realné kofeny. (USA TST 2014)

Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom nad komplexnimi éisly
ma koren.

To znamen4, ze kazdy polynom se nad C rozkldda na linedrni cinitele, tj. kazdy
polynom lze zapsat jako ag - (x — r1)(z — r3) -+ (x — ry,), kde n je stupenn tohoto
polynomu, ag a r; pro i € {1,...,n} jsou komplexni éisla. To je jeden z duvodi,
proc se obcas hodi uvazovat polynom nad komplexnimi ¢isly, i kdyz ho mame zadany
nad nécim jinym, tfeba nad Z nebo R.

Polynomy a teorie Cisel

V této Casti se budeme zabyvat vlastnostmi polynomi, které jsou analogii vlastnosti
celych cisel.

Definice. Necht p, ¢ € R[z]. Pokud p = ¢r pro né&jaké r € R[z], pak fikdme, Ze ¢
déli p, a zapisujeme stejné jako u ¢isel: g | p.

Definice. Necht p,q,r € R[z]. Pokud r | p — ¢, piSeme p = ¢ (mod ).
Nad télesy se déleni polynomt chova obzvlasté dobre.

Tvrzeni. (déleni se zbytkem) Pro u,v € F|z],v # 0 existuji polynomy q,r € F|x]
takové, ze u = qu + r a deg(r) < deg(v).
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Tvrzeni. Prvek a € F je kofenem p(z) € F|x], pravé kdyz x — « | p(z).
Dusledek. Polynom p € F[x] stupné n > 0 m4 nejvyse n kofenti.

Dusledek. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v alespori n + 1
bodech, jsou uz nutné stejné.

Uloha 3. Rozmyslete si, Ze predchozi dvé tvrzeni plati i pro Z[z], pokud se v déleni
se zbytkem pfidd podminka, Ze v je monicky.

Uloha 4. Najdéte polynom p ¢ Z[z] takovy, ze p(x) € Z pro viechna z € Z.

Uloha 5. (Bézoutova véta) Definujme nejvétsiho spoleéného délitele polynomt
nad télesem stejné jako pro celd ¢isla. Dokazte, Ze pro libovolné p, ¢ € F[x] existuji
a,b € F[z] takové, ze NSD(p(z), ¢(z)) = a(z)p(x) + b(z)q(x).

Uloha 6. Dokaite, 7e pokud p € Z[z] nabyva hodnoty —1 ve tiech riiznych celych
Cislech, pak p nemé celociselny kofen.

Bezesporu nejdulezitéjsi je nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni. Pokud a # b € Z a p € Z[z], pak plati a — b | p(a) — p(b) (délitelnost je
obycejna délitelnost celych cisel).

Iy N7

Alternativné lze totéz Fict i pomoci kongruenci:

Tvrzeni. Polynomy s celociselnymi koeficienty jsou periodické (mod n) pro libo-
volné prirozené n, tj. p(r + n) = p(z) (mod n) pro vSechna celd x.

Pokud se v tloze vyskytuji polynomy a délitelnost, tak se vam nejspis alespon
jednou bude dané tvrzeni hodit.

Uloha 7. Ukazte, Ze pro libovolny monicky polynom p € Z[z] se stupném alespoti 2
existuje nekone¢nd rostouci posloupnost celych ¢éisel (z,) takova, ze p(zy,) | p(Tn+1)-

Celkem dost se toho da Tict i o racionalnich kofenech celociselnych polynomt, a to
predevsim diky nasledujicimu tvrzeni:
Tvrzeni. (Véta o raciondlnich kofenech) Pokud NSD(p,q) =1ax = % je kofenem
celo¢iselného polynomu f(x) = a,x™ + - - - + ag, pak plati p | ag, q | ap.
Dusledek. Vsechny racionélni kofeny monického polynomu ze Z|[x] jsou celé.
Obecné jsou ulohy, které tvrdi néco o souvislostech mezi polynomy a prvocisly,

velmi tézké (vétSina z nich stéle zlistava bez odpovédi). Nésledujici tvrzeni poskytuje
drobny, ale zase velmi uziteény vhled do této problematiky:

Tvrzeni. (Schurova véta) Je ddn polynom p € Z[z]. Pokud je pouze konecné
mnoho prvocisel, kterd déli p(x) pro néjaké x € Z, je p konstantni polynom.

Uloha 8. Existuje polynom sudého stupné s lichymi koeficienty, ktery ma racio-
nalni koten? (MKS 34-6-4)
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Uloha 9. Dokaite, ze pokud az® + bz? + cz + d € Z[x] a ad je liché, zatimco be je
sudé, potom nemuzou byt vSechny kofeny tohoto polynomu racionalni.

Uloha 10. Pokud p € Z[x],a,b,c € Z, tak p(a) = b,p(b) = ¢,p(c) = a nastane
jediné pokud a = b = c.

Uloha 11. Jsou-li p,q € Z[z] nesoudélné, monické polynomy, pak posloupnost
a, = NSD(p(n), ¢(n)) je periodicka.

Uloha 12. Mgjme p € Z[z] se stupném alesponi dva. Ukazte, Ze potom existuje
dvojice pfirozenych éisel (m,n) takova, Ze kongruence p(z) = m (mod n) nemé
celocdiselné feseni.

Ireducibilita

Podobné jako nam rozklad na prvocisla muze ledacos prozradit o celych ¢islech, tak
se i u polynomi obcas vyplati zkoumat rozklady na soucin. Obdobou prvocisel se
pak stavaji tzv. ireducibilni polynomy.

Definice. O polynomu p € R[z]| fekneme, Ze je ireducibilni nad R[z], pokud ho
nelze napsat jako soucin dvou nekonstantnich polynomu z R]x].

Pozor: je vidycky nutné uvadét, nad jakym okruhem myslime ireducibilitu! Na-
piiklad diky zékladni vété algebry jsou ireducibilni polynomy nad C[z] préavé ty se
stupném nejvyse jedna, zatimco ireducibilni polynomy nad Z[z] tvofi mnohem kom-
plikovanéjsi strukturu. Nasledujici tvrzeni vSak ukazuje, Zze ne vidy je rozdil tak
drasticky.

Tvrzeni. (Gaussova véta) Polynom p(z) = a,z™ + - -+ + ag € Z[x] je ireducibilni
nad Z[z] pravé tehdy, je-li ireducibilni nad Q|x].

Obecné je ireducibilitu néjakého polynomu pomeérné obtizné dokazat. Nasledujici
tvrzeni ale ukazuje, jak lze Sikovné pouzit Z,[z].

Tvrzeni. (Eisensteinovo kritérium) Méjme polynom f(z) = apz™+---+ag € Z[x]
a prvocislo p, které splnuji:

(1) ptan,

(2) pla;proi=0,...,n—1,

(3) »* 1 ao.
Pak je f ireducibilni nad Z[x].

Uloha 13. Které z nasledujicich polynomii jsou ireducibilni nad Q[z]?
x4+2x—|—2, x4+18:1:2+24, x3—9, x3+x2+x+1, x4+1, zt 4.

Uloha 14. Pro prvoéislo p dokazte, Ze je xP~*+2P~ 2+ .. +1 ireducibilni nad Q[xz].

Uloha 15. Pron > 1 ukaite, ze je 2™ + 52"~ + 3 ireducibilni nad Z[z].
(IMO 1993-1)
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Uloha 16. Necht p € Z[] splituje p(z) = a, 2"+ - -+a17+ao, kde |ag| je prvocislo
a |ag| > |ai| + - -+ + |an|. Dokazte, Ze p je ireducibilni.

Uloha 17. Jsou-li f,g € Z[x] dva monické polynomy ireducibilni nad Z[z], pro
které navic maji ¢isla f(n) a g(n) shodné mnoziny prvocéiselnych déliteld pro vSechna
dost velka n, pak nutné plati f = g.

Ulohy na procviceni

Uloha 18. Je dan polynom p(z) = 2" +a,_12" ' +---+ayz+1 € Z[z] s nezépor-
nymi koeficienty, ktery navic spliiuje a; = a,,—; pro vsechna i. Dokazte, ze existuje
nekoneéné mnoho dvojic celych ¢isel z < y, které spliuji z | p(y) a y | p(x).
(iKS 2-N5)

Uloha 19. Pro dana cela ¢isla a, b, ¢ jsou &isla T+ % +<i g + 3 + % celd. Dokazte
la] = [b] = |c|.
Uloha 20. Definujme posloupnost (z,,) jako zo = 0, 2,11 = p(z,) pro p € Z[x].
Ukazte, ze pokud z,, = 0 pro néjaké n > 0, pak x1z9 = 0. (Putnam 2000)
Uloha 21. Je dan polynom p € Z[z] takovy, Ze p(n) > n. Definujme posloupnost
(zn) jako xo = 0, 41 = p(x,). Dokazte, Ze pokud pro kazdé m € N obsahuje tato
posloupnost n&jaky nasobek m, pak plati p(z) =z + 1. (Iran TST 2004)
Uloha 22. Je-li p € Z[x] nekonstantni, pak polynom p*(z) — z m4a nejvyse deg(p)
kofenti (p* zna¢i k-nasobné slozeni). (IMO 2006-5)
Uloha 23. Mgjme funkci f : Z — R takovou, Ze |f(n)| < p(n) pro néjaky polynom
pak—1] f(k) — f(l) pro vSechna rtznd celd k, l. DokaZte, Ze existuje polynom
q € R[z] takovy, ze f(k) = q(k) pro vSechna k € Z. (MKS 34-6-8)
Uloha 24. Bud a,b,c,d,e,f € NaS=a+b+c+d+e+ f. Plati-li S | abc+ def
aS|ab+bc+ca—de—ef— fd, dokazte, ze S musi byt slozené.

(IMO SL 2005-N3)

Navody

1. Vyhraje Bob. Staci fesit nékolik poslednich taha.

2. Teézké cast ulohy je ukazat, ze polynom je kladny pro kladné c¢isla. Rozdé€l je
podle toho, zda jsou vétsi ¢i mensi nez 1.

5. Dél se zbytkem.

6. p(z)=(z—a)(x—0b)(z —c)g(x) — 1 pro q € Z[z].

8. Nula je suda, soucet lichych ¢isel je ...

9. Ukaz sporem pomoci véty o racionalnich kofenech.

10. a—b]|p(a) — p(b).

11. Z Bézouta ap + bg = N pro néjaké pfirozené N. Dokaz a,+n = ay.
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12. Kdyby tomu tak nebylo, musi p(x), ..., p(z+n—1) ddvat riizné zbytky po déleni
n pro libovolné z. Zvol n = p(z + 1) — p(z) > 2.

14. Posun se o jednicku.
15. Zkus trochu zobecnit Eisensteina.
16. Ukazte, ze absolutni hodnota vSech komplexnich kofent p je vétsi nez 1.

17. Ireducibilita a rdznost vynucuji nesoudélnost, pak Bézout a Schur dokonéi
oslavu.

18. Funguje-li dvojice (z,y), pak funguje i (y, %)
19. Vezmi polynom s kofeny %, %, < a na néj aplikuj vétu o racionéalnich korenech.

20. Kdyz z; =0, je v8echno jasné, jinak vyuzij x — y | p(x) — p(y).

21. z—y|p(x) —py)

22. Jsou-li z,y kofeny, pak plati |z — y| = [p(x) — p(y)|. Pfipadné zkus pouzit
predchozi ulohu k tomu, aby ti stacilo vyfesit jen pfipad k& = 2.

23. Pomoci toho, ze NSN(n,n—1,...,n—d) > kn?! pro néjakou konstantu k > 0,
dokaz, ze se hodnoty f shoduji s vhodnym polynomem.

24. Zkoumej polynom (x + a)(x + b)(z + ¢) — (x — d)(z — e)(x — f).

Literatura a zdroje
Cerpala jsem piedevsim z piispévku Danila KoZevnikova, kterému bych timto chtéla
podékovat

[1] Danil Kozevnikov: Aritmetické vlastnosti polynoma, Sklené, 2019.
[2] Yufei Zhao: Integer Polynomials, MOP, 2007.
[3] Alexander Remorov: Polynomials, Canadian MO trianing camp, 2011.
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Nerovnosti bez kladiv

MAGDALENA MISINOVA

ABSTRAKT. Rika se, Zze nerovnosti uz vysly z médy. Neni to ale Gplné pravda, jen
Casto nejdou vyftesit tak, ze v nich pozname specialni pfipad néjaké znamé nerov-
nosti. V této prednasce si ukdzeme nékolik tloh s nerovnostmi, které se v olympiadé
v poslednich letech objevily, na néz spi$ nez velka kladiva pouzijeme dobré napady.

Ulohy, u nichz je uveden zdroj, jsou ,ty* tlohy, které si chceme predvést. Zbytek
jsou spiSe navodna cviceni, ktera by méla rozkouskovat myslenky v onéch hlavnich
tlohéach. Nékdy se jedna pfimo o soucast feseni, jindy o podobnou, ale jednodussi
tlohu.

Riizné
Cviceni 1. Necht ai,...,a, jsou nenulové redlnd ¢islaa y ., a; = 0. Dokazte, Ze
Zi<j aia; < 0.
Cvigeni 2. Necht ¢ € RT a pro realna &isla ay, . .., a, plati |a;| > c. DokaZte, Ze
Z aiaj Z 0

4,7, lai—a;|<2c
Uloha 3. Necht n > 2 je prirozené &islo a aq,...,a, jsou reilni &sla spliujici
a1 +--- + a, = 0. Oznac¢ime jako A mnozinu {(¢,j)|1 < i < j < n,|a; — a;| > 1}.
Dokazte, ze pokud je A neprazdné, pak plati Z(i jea @iaj < 0. (ISL 2019 A4)

Cviceni 4. (Rozklad na sou¢in) Rozhodnéte, pro kterd z plati
(1) z(x+2) > -1,
(2) 2(z+1)> -1
(3) 2z(z—1) > 1,
(4) z(z+1) < i

Cviceni 5. Jsou dana realna ¢isla x a y, pro néz plati 2y = —1 a 2% + 32 = 6.
Urcete vSechny mozné hodnoty = + y.

Uloha 6. Jsou dana realna ¢isla a, b, ¢ spliujici a + b+ ¢ = a2 +b* + 2 = 1.
Dokaite, ze —+ < ab < 3. (CNMO 2020)
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Rozdél a odhaduj

Cviceni 7. Nechf redlnd éislaa; > ag > --->ap >0ab; >by>--->b, >0
spliiuji Zle a; = Zle b;. Dokazte, Ze plati

Uloha 8. Nechf uq,...,us019 jsou realn &isla spliujici wy + -+ 4 ug019 = O,

u? + -+ udyg = 1. Ozna¢me a = min{us, ..., u2019} a b = max{uy,..., uso19}-

Dokazte e ab < — 5575 (ISL 2019 A2)

Uloha 9. Posloupnost redlnych &isel xo, . . ., £190 nazveme praseci, pokud spliuje
(].) o = 0,

(2) 1 S Ty — Xj—1 S 2 pro kazdé i, 1 S ) S 100.

Najdéte nejvétsi prirozené k < 100 takové, Ze pro libovolnou praseci posloupnost
plati
Tp+ -+ Ti0 = To+ X1+ + Tp—1.

(CGMO 2022 P1)

Cviceni 10. (Teleskopické) Dokazte nasledujici nerovnosti:

(1) Z?ulz =2-
(2) Zz 12\f f

Uloha 11. Dokazte, 7e pro libovolna é&isla ay, . .., a, € [1,2] plati

n

a’
L < 5.

Cvi€eni 12. Rozmyslete si, jak se pfedchozi tloha zméni, pokud interval [1,2]
nahradime intervalem [Qk, 2k+1] pro néjaké prirozené k.

Uloha 13. Jsou dana dvé pfirozena ¢isla n a k. Dokazte, Ze pro libovolna éisla
ai,...an € [l, 2’“} plati

(ISL 2020 A7)
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Navody
1. Uvazuyj (3, a;)*.
2. Uvédom si, jaké dvojice ¢isel spliuji podminku v sumé.

3. Preved problém na mnozinu, kde nevyzadujes ostrou nerovnost mezi indexy
a divas se na malé vzdalenosti misto velkych.

4. Pfeved to na jednu stranu a rozloZ na soucin.
Ukaz, ze ab = c(c — 1).
Odhadni kazdou sumu pomoci ne nutné tésnych odhad.

Rozdél ¢isla na kladné a zaporna.

© ® X

Pro velka ¢isla pouzij dolni odhad rozdilt, pro malé ten horni.

10. Odhadni to pomoci jiného souctu, ktery se neché ,zteleskopovat®.
11. Odhadni jmenovatel kazdého ¢lenu zdola a citatel shora.

12. Nijak.

13. Kromé pfedchozich tloh a cviceni mtize pomoci nerovnost mezi kvadratickym
a aritmetickym primérem.

Literatura a zdroje

(1] http://https://artofproblemsolving.com/community].
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Uvod do linearni algebry

VENDULA ONDERKOVA

ABSTRAKT. Cilem ptispévku je seznamit ¢tenafe se zakladnimi pojmy linedrni alge-
bry.

Matice

Definice. Redlnou matici A typu m X n rozumime obdélnikové schéma s m tadky
a n sloupci. Znacenim a;; rozumime prvek na i-tém radku a j-tém sloupci. Zapisem
A = (aij)nxm rozumime matici A typu n x m, kterd méa na pozici (i, j) (tedy na
i-tém Fadku a j-tém sloupci) prvek a;;.

Definice. Vektorem rozumime matici typu n x 1. Vektor také muzeme chapat jako
veli¢inu urcenou velikosti a smérem.

Definice. Skaldr je veli¢ina urcend svou velikosti. Vétsinou se jedna o realné ¢i
komplexni ¢islo.

Definice. Nechf A = (a;j)mxn je realnd matice, potom matici B = (bij)nxm
nazveme transponovanou matict k matici A, pokud pro kazdé i, j plati a;; = bj;.
Znacime ji AT.

Definice. Jednotkovou matici typu n X n rozumime matici, kterd ma na hlavni
diagonale jednicky a jejiz prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovny O.

Definice. (S¢itani matic) Necht A = (aij)mxn & B = (bij)mxn, pak pro matici
C = (¢ij)mxn plati A+ B = C, pokud pro kazdé i, j plati ¢;; = a;; + b;j.

Definice. (Nésobeni skaldrem) Necht A = (a;;)mxn je matice typumxn at € R,
potom tA = (t - aij)mxn-

Definice. (Nasobeni dvou matic) Necht A je matice typu m X n, B je matice typu
n X p. Potom soucdinem matic A - B rozumime matici C' typu m x p takovou, Ze
Cij = Dojm1 Qik * brj-
Definice. (Nasobeni matic s vektorem) Necht A = (a; | az | --- | a,) je matice
typu m x n, kde aj, as, . .., a, jsou sloupcové vektory matice a x = (21, T2,...,2,)"
je n-slozkovy vektor. Potom A-x=x7-a;+x2-as+ -+ x, - a,.
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Uloha 1. Necht

5 9 4 4 3 4 3 2
A=|3 11 7|, B=[|5 2 6|, oc=|5|, D=[0
8 10 7 -8 6 -5 2 6

Spoéitejte A-B, B-A, A+ B,B+A,CT-D,D-CT, A-C,CT-A, B-C,B-A,
C+D.

Uloha 2. Procvié¢te si ndsobeni matic:

2
GG

3(1020) C);l(l)i
23214 3 5 1

Cviceni. Co musi matice A, B spliiovat, aby byly definované souéiny A - B a
zaroven i A - B? Najdéte néjaké matice, pro které A- B =B - A.

ot

[ NSRS
—

Gaussova eliminace

Castokrat potfebujeme pfi Feseni riiznych tiloh prevést matici do takzvaného rddkové
odstupnovaného tvaru, tedy do matice, kdy je kazdy nasledujici fadek kratsi nez
predchozi. Pro tento Gcel pouzivime metodu, kterd se nazyva Gaussova eliminace.
Definice. FElementdrnimi radkovymi upravami rozumime nasledujici typy aprav:
(i) Prohozeni i-tého fadku s j-tym Faddkem.
(ii) Pfi¢teni k-ndsobku i-tého fadku k j-tému Fadku, kde k je nenulové &islo.
(iii) Vyndasobeni i-tého fadku nenulovym éislem.
Poznamka. Obdobnym zptsobem definujeme i elementarni sloupcové tpravy.

Pro eliminaci jednoho sloupce vyuzijeme nasledujici postup:

(1) Najdeme prvni nenulovy sloupec, necht je jeho index k.

(2) Podivame se na prvek aix, pokud je roven 0, najdeme prvni fadek, ktery ma
v k-tém sloupci nenulovy prvek. Prohodime tento fadek s prvnim radkem.

(3) Ke kazdému radku, kde a; # 0 pficteme (—a;x /a1y )-nasobek prvniho fadku,
dokud neni prvek a;j jediny nenulovy prvek v k-tém radku.

(4) Cely proces zopakujeme pro matici bez prvniho fadku.

Soustavy linearnich rovnice
Matice mtizeme vyuzivat ke zjednoduseni zapisu a vypoctu linearnich rovnic:
xr1 + 2.%'2 + 2%3 = 3,

x1 + 3xg + 3x3 =4,

—3x1 — 229 + x3 = 4.
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Pfepiseme levou stranu soustavy jako soucin matice A s vektorem x = (w1, x2,23)7:

1 2 2 T1 3
1 3 3 xTo = 4
-3 -2 1 T3 4

Pro vypocty pak pouzivame zapis, kterému se fika rozsirend matice soustavy:

1 2 213
1 3 3|4
-3 -2 1|4
Uloha 3. Vyieste:

1z, + 229 + 23 + 204 =7,

31‘1 —21‘2 — X3 —2334 = 9,
—x1 + X9 + 213 — 214 =5,

3xo — x1 + 2x3 — x4 = 6.

Télesa

Definice. Télesem T rozumime mnozinu 7" spolu s binarnimi operacemi +, - spl-
nujici nasledujici axiomy:

Pro kazdé a,b,c € T plati (a +b) +c=a+ (b+c).

Existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a + 0 = a.

Pro kazdé a € T existuje prvek (—a) € T takovy, ze plati a + (—a) = 0.
Pro kazdé a,be T platia+b =0+ a.

Pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-c).

Existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a - 1 = a.

Pro kazdé 0 # a € T existuje prvek a=! € T takovy, ze plati a-a~1 = 1.
Pro kazdé a,b,c € T plati (a+b)-c=a-c+b-c.

Mnozina T obsahuje alesponi dva prvky.

—~
=

AN N AN N N SN N

© 00 J O U W N
NN A A AN N N

Télesa jsou pojmem hojné vyuzivanym v linearni algebie a existuje spousta riiz-
nych typu téles. Napiiklad R, Q, C jsou télesa. Naopak N, Z télesy nejsou, jelikoz
nespliuji existenci inverzniho prvku. Jelikoz ovsem mnohdy chceme pocitat i s té-
lesy, ktera jsou celoéiselnd, zavddime télesa typu Z,, kde Z, = {0,1,2,...,p — 1}
a binarni operace +, - jsou provadény modulo p.

Cviceni. Ovéite, Ze takto zavedend télesa spliiuji vSechny axiomy.
Uloha 4. V télesech Zq; a Z19 najdéte ke kazdému prvku jeho inverzni prvek.

Uloha 5. Necht u = (1,4,5,6)T, v = (2,4,3,5)7, w = (4,2,1,3)7. Spoéitejte
u’ v, wl v, v-ul, wl' -u, v- w7 nad télesy R, Z7, Z11, Z13.
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Uloha 6. Znovu spoéitejte tlohu 2, ale nad télesy Zr, Z1.

Vektorové prostory

Definice. Necht T je t&leso. Potom nazveme vektoroviym prostorem V nad télesem
T mnozinu V spolu s bindrnimi operacemi séitdani + na V (kde + je zobrazeni
V x V — V) a nésobeni skaldrem - (kde - je zobrazeni T' x V — V), spliiujicimi
nasledujici axiomy:

(1) Pro kazdé u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(2) Prokazdé u,ve Vplativ+u=u+v.

(3) Existuje prvek 0 € V takovy, Ze pro kazdé v € V plati v+ 0 = v.

(4) Pro kazdé v € V existuje prvek (—v) € V takovy, Ze plati v + (—v) = 0.
(5) Pro kazdé v € V a kazdé a,b € T plati (a-b)-v=a-(b-v).

(6) Prokazdé ve Vplati1-v =v.

(7) Prokazdé u,veVaacTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

(8) Prokazdé ve Vaa,beT plati (a+b)-v=a-v+b-v.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad T
nazveme podprostorem vektorového prostoru V, pokud U C V a shoduje se s V
v prislusnych operacich +, -.

Tvrzeni. Je-li V vektorovy prostor, pak U C V je podprostorem pravé tehdy,
kdyz je uzaviena na operace nasobeni a scitani.

Linedrni (ne)zavislost

Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, vi,va,..., vy € V a
t1,ta, ...t € T, potom vektor

tivi +lava + - + 4 vg
nazveme linedrni kombinaci vektoria vy, va, ..., Vi.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T'a X C V, potom linedrnim obalem
mnoZiny X rozumime mnozinu vSech linearnich kombinaci prvkd X. Znacime ji
LOX.

Tvrzeni. Linedrni obal mnoziny X C V tvofi podprostor.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V, potom mnozinu X
nazveme mnozinou generdtord V, pokud lze kazdy prvek v € V zapsat jako linearni
kombinace prvki X.

Uloha 7. Vyjadiete vektor (3,2,1)7 jako linearni kombinaci vektort v prostorech
R3, Z3:
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Uloha 8. Uréete, zda vektor (5,1,4)T € Z3 nad Z; nalezi do linedrniho obalu
vektort:

a) (1,1,3)T, (1,2,6)T € Z2 nad Z,

b) (1,0,1)7,(2,3,4)", (2,1,3)" € Z3 nad Zr,

¢) (4,1,5)7,(1,2,3)" € Z3 nad Z;.
Definice. Posloupnost (vq,Vvs,...,Vg) nazveme linedrné zdvislou, pokud existuje
vektor v;, kde i € {1,2,...,k}, ktery lze zapsat jako linedrni kombinaci zbyvajicich
vektorti. V opa¢ném priipadé nazveme posloupnost linedrné nezdvislou.

Tvrzeni. Posloupnost vektord (vi,va,..., V) je linedrné nezavisld pravé tehdy,
kdyz lze nulovy vektor vyjadrit jako linearni kombinaci téchto vektorii pouze trivi-
4lnim zptsobem (tedy 0-vy +0-va+---+0-v, =0).

Pi#iklad. Zjistéte, zda je v prostoru R* posloupnost (3,4,1,0)7, (3,1,3,-2)7T,
(2,1, —4,3)T linearné nezavisla.

Reseni. Chceme zjistit, zda m4 nasledujici rovnice pravé jedno feseni:

3 3 2 0
N I [ (S IO S I
1 3 —4 0
0 —2 3 0

Tuto rovnici mizeme prepsat jako homogenni soustavu:

3 3 2
4 1 1
1 3 -4
0 -2 3

Po provedeni Gaussovy eliminace dostaneme

OO O W

3 2
9 5
01
0 0

Zpétnym dosazenim zjistime, Ze ma rovnice opravdu pravé jedno feSeni, a tedy je
soustava linedrné nezavisla.
Uloha 9. Zjistéte, zda jsou nasledujici posloupnosti vektort linedrné nezavislé:
a) (3,4,2)T,(1,2,4)7,(2,3,0)” v prostoru Z3 nad Zs,
b) (3’ 27 37 17 0)T7 (57 47 5? 5’ 1)T7 (2? 17 37 37 2)T’ (17 47 27 47 2)T7 (17 17 07 47 1)T7
(1,6,1,6,2)7 v prostoru Z3 nad Z,
¢) (1,0,1,1,0,0)",(0,1,1,1,1,0)",(0,1,1,1,1,0)",(1,0,1,1,0,1)" v prostoru
Zg nad Zs.
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Uloha 10. Zjistéte, zda jsou nasledujici posloupnosti vektort v prostoru realnych
funkci linedrné nezavislé:

(1) sinz, coswx,

(2) 22422 +1, 22, 1,

(3) 22, 2% +2, 2> + 2 — 5, 4x, 3.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T, potom posloupnost vektori
(V1,Va,...,Vk) nazveme bazi vektorového prostoru V', pokud je linedrné nezavisla a
mnozina {vi,Vva,..., vy} generuje cely prostor V.

Definice. Dimenzi vektorového prostoru V rozumime pocet vektoru jeho baze.

Uloha 11. Vyberte nejvétsi linearné nezéavislou posloupnost z posloupnosti vek-
tort (1,0,1)7, (1,1,1)T, (1,1,0)T, (0,1,1)T, (0,1,0)T v prostoru Z3 nad té&lesem Z
a urcete velikost dimenze prostoru, ktery generuje.

Uloha 12. Najdéte alespoti dvé riizné baze prostori R*, Z3, Z3.
Uloha 13. Jakou dimenzi maji prostory generované mnozinami vektort v tiloze 97

Cviceni. Rozmyslete si, jakd je maximélni dimenze prostoru generovaného ¢tyi-
slozkovymi vektory.

Cvi€eni. Necht (v1,va,..., Vi) je posloupnost n-slozkovych vektortt vektorového
prostoru V' nad T. Dokazte, Ze je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz lze kazdy
n-slozkovy vektor vyjadrit jako linearni kombinaci v1, va, ..., Vi nejvys jednim zpt-
sobem.

Hodnost matice

Definice. Hodnosti matice rozumime pocet nenulovych fadkt matice C' v rddkovée
odstupriovaném tvaru, kterd vznikne z matice A Gaussovou eliminaci. Znaéi se r(A)
nebo také rank(A).

Prvnim nenulovym prvkam zleva v fadcich matice v odstupniovaném tvaru fikame
pivoti. Sloupcim, které obsahuji pivota, fikame sloupce bazové. Hodnost je tedy jinak
feceno rovna poctu pivotl ¢i poctu bazovych sloupct.

Definice. Sloupcovgm (resp. Fddkovym) prostorem matice A rozumime prostor ge-
nerovany sloupci (resp. fadky) matice A. Znac¢ime jej Im A (resp. Im AT).

Kazdéa matice A typu m X n uréuje zobrazeni z prostoru n-slozkovych vektori do
prostoru m-slozkovych vektort. Takova zobrazeni definujeme predpisem

fa(x) = Ax,
kde x je néjaky n-slozkovy vektor. Podivame-li se na ndsobeni matice s vektorem tzv.

sloupcovym pohledem, vidime, ze kazdy obraz vektoru x je vlastné linedrni kombinaci
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sloupctt matice A. Tedy sloupcovy prostor matice A je zdroveii oborem hodnot (ne-
boli obrazem) zobrazeni daného matici A. Odtud taky z anglického ,image* méme
oznaceni Im A.

Definice. (Trochu jind definice hodnosti) Hodnosti matice A rozumime dimenzi
fadkového (sloupcového) prostoru matice A.

Tvrzeni. Radkové ani sloupcové tipravy neméni linedrni nezévislost fadkovych ani
sloupcovych vektorii matice.

Uloha 14. Spoéitejte hodnosti nasledujicich matic nad télesy R, Zz, Z11, Z13:

b

Il
i
(NG
W DN Ot
w NN

oy}

Il
— W N =
N = = O
W W = N
== NN
U O Ot

Uloha 15. V zavislosti na parametru a, € R uréete hodnosti matic:

1 1 1 a+2 1 1
A=11 2 1], B= 1 21
a 1 3 1 3 0

Tvrzeni. Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n X p, potom

rank(AB) < min (rank(A), rank(B)) .

Determinant

Definice. Determinant ¢tvercové matice fadu n znaéime det(A) a definujeme na-
sledujicim rekurzivnim zptsobem:

(1) Pro matici f4du 1 je determinant roven jejimu jedinému prvku.
(2) Pro matice fddu n > 2 definujeme determinant pro libovolné j € {1,2,...,n}

predpisem
n

det(A4) =Y (1) ay; det(M;;),
i=1

kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého
rfadku a j-tého sloupce.

Jak jsme si jiz zminili, matice urcuji néjaké zobrazeni. Determinant nam pak ik,
jak takovéto zobrazeni méni objem m-rozmérného rovnobéznosténu. Konkrétné ab-
solutni hodnota determinantu ndm udava, kolikrat se tento objem zméni. Znaménko
determinantu ndm potom urcuje, zda se zméni ,orientace“ tohoto télesa v prostoru.
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Priklad. Spocitejte determinant matice
1 01
A=(2 1 1
11 1

Reseni. Na vybéru sloupce, podle kterého rozvoj povedeme, nezalezi. Byva oviem
vyhodné vybirat si sloupec tak, aby mél co nejvice nul, jelikoz nam to dosti zjedno-
dusi pocitani. Rozvijejme tedy podle druhého sloupce, potom dostavame:

det(A) = 0'(—1)1+2~det (? i>+1'(—1)2+2-det (1 1)+1 (- )3+2-det (; }) .
Opét provedeme rozvoje, nyni naptiklad podle prvnich sloupct, a po mirnjych tGpra-
vach dostavame:

det(A) = (=1)**! - det (1) + (=1)*** - det (1) —
_((_1)1+1.det(1)+2-( 12+ det (1 ))

Tedy vidime, Ze det(A) = 1.
Uloha 16. Spocitejte determinanty nasledujicich matic:

1 011 2 3 1 0
1 0 2
2 01 2 2 0 3 1
A= 1 11 3]’ B = ; 1 ;) ’ ¢= -2 1 -3 2
1 011 2 -3 2 =3

Pro mensi matice existuji jednodussi vzorecky pro vypocet determinantu:

Tvrzeni. (Sarrusovo pravidlo) Necht A = (ai;)3x3, potom

det(A) = (11022033 + 021032013 + 431012023 — 13022031 — Q23032011 — (G33A12012-

Literatura a zdroje
[1] Libor Barto, Jiff Tama: Linedrni algebra.

[2] Anna Marie Minaroviéova: Uvod do linedrni algebry, Mrtnik, 2023.
[3] Martin ,,E.T.“ Sykora: Matice ze vsech stran, Zésada, 2017.
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Intuicionisticka logika

DaANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prispévek je ivodem do intuicionistické logiky jako zastupce neklasic-
kych logik. Zopakuje sémantiku klasické logiky a tabulkovou metodu, poté predstavi
intuicionistickou logiku, Heytingovu interpretaci vyznamu jejich formuli a intuicionis-
tickou kripkovskou sémantiku.

Proc potiebujeme logiku

Piiklad. (Berryho paradox) Existuje nejmensi pfirozené ¢islo takové, Ze se neda
popsat méné nez t¥inacti slovy?

Pfiklad. (Paradox holi¢e ze Sevilly) Holi¢ v Seville holi pravé ty jeji obyvatele,
ktefi se sami neholi. Holi holi¢ sdm sebe?

Vyse uvedené priklady ndm ukazuji, ze existuji vyrazy pfirozeného jazyka, které
by nam délaly problémy, pokud bychom je pfijali do matematiky. Mimo jiné pravé
takové paradoxy inspirovaly v 19. stoleti k vybudovani nové oblasti matematiky —
logiky.

Cilem logiky by mélo byt korektné formalizovat nase uvazovani. Néktera pravidla
se nabizeji sama a neni okolo nich zadna kontroverze, napt. pokud plati tvrzeni typu
,2A a B“ pak by mélo platit i tvrzeni typu ,,B a A“. OvSem existuji i principy,
o jejichz platnosti se logici desitky let preli a které postupné vedly k vytvoreni tzv.
neklasickych logik.

Vyrabime vyrokovou logiku

Nejprve si vybudujme formalni logicky arzenal. Nebudeme uz pracovat s vétami ¢i
jinymi strukturami p¥irozeného jazyka, ale s formulemi, které nas prirozeny jazyk
abstrahuji. Zabyvat se pfitom budeme vyrokovymi formulemi, které zachycuji pouze
vztahy mezi vyroky, ale nic nefikaji o objektech, jejich vlastnostech ani vztazich (na
to bychom potfebovali silnéjsi logiku (predikatovou)).

Neformélné si formuli pfedstavme jako spravné utvofeny vyraz sklddajici se z vy-
rokovych atomd, zévorek a logickych spojek, tj. negace —, konjunkce A, disjunkce V
a implikace —.
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Castym trikem pii definovani pojmu je tzv. rekurentni definice, tedy Ze nefek-
neme, co dany objekt je, ale jen Ze patii do dané mnoziny, kterou sestrojime pomoci
rekurze. Tedy spravnd odpovéd na otézku, co je formule, je, Ze jde o prvek mnoziny
formuli.

Definice. (Formule) Necht je ddna mnozina atomi At. MnoZinou formuli Fle ro-
zumime nejmensi mnozinu spliujici:
(i) kazdy atom je formule;
(ii) je-li A formule, pak i —=A je formule;
(iii) jsou-li A a B formule, pak i AA B, AV B a A — B jsou formule.

Proc je dobré si definovat formule takto? Umozni nam to systematicky postupovat
pri diikazech, ve kterych je potfeba vyuzit strukturu formuli. Mame-li totiz néjakou
vlastnost definovanou pro atomy, vétSinou se da rozsifit na vSechny formule. Atomy
proto mizeme chapat jako jisté pocatecni podminky, které staci nastavit a uréi nam
uz stav celého systému. Piiklady uvidime v dalsi kapitole.

Klasicka sémantika

Predstavme nyni tzv. klasickou logiku, kterou pouzivame nejcastéji a vétsSinou bez
pomysleni, ze by mohla nebyt jedinou. V této logice kazdé formuli pfifazujeme prav-
divostni hodnotu (pravda nebo nepravda) a vyznam formuli je potom zcela urcen je-
jich pravdivostni hodnotou. Forméalné si prifazeni pravdivostni hodnoty zadefinujme
nize.

Definice. (Ohodnoceni) Ohodnocenim atomi rozumime libovolné zobrazeni vay
z mnoziny atomi do mnoziny {0, 1}.

Je-li ddno ohodnoceni atomt vat, ohodnocenim (formuli) rozumime zobrazeni v
z mnoziny formuli do mnoZiny {0, 1}, které pro kazdé formule A, B spliiuje:

(i) je-li A atom, pak v(A) = va(A);

(ii) v(—=A) =1, pravé kdyz v(A4) = 0;

(iii) v(A A B) =1, pravé kdyz v(A) =1 av(B) = 1;

(iv) v(AV B) =1, pravé kdyz v(A) = 1 nebo v(B) = 1;
(v) v(A — B) =1, pravé kdyz v(A) = 0 nebo v(B) = 1.

Definice. ((Klasickd) tautologie) Formule je (klasickou) tautologii, pokud je platna
pfi kazdém ohodnoceni.

Jak zjistime, zda je formule tautologii? Mtzeme si vypsat vSechna ohodnoceni
a overit, ze pfi kazdém je formule splnéna. Staci ndm pfitom ohodnocovat pouze
atomy, které se ve formuli vyskytuji. Standardnim néastrojem pro takové ovérovani
jsou tabulky.

Piiklad. Urdcete, zda je A = (p — q) = (¢ — —p) tautologie.
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Resent. p q|-p —q p—qg —qgq—-p A
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1
0 O 1 1 1 1 1
Uloha. Které z formuli
(1) p, (2) pVop, (3) pAp,
(4)p—p, (5) p A=, (6) ~p = p,

() p— (=p—p)

jsou tautologie?

Neni nase logika moc silna?

Protoze ma v klasické logice kazd4 formule pravdivostni hodnotu (sta¢i jen najit,
jaka je), mizeme délat ivahy jako napt. dtikaz sporem (tj. pokud dojdeme ke sporu
pii pfedpokladu opaku, tak musi formule platit) nebo rozdélenim na pfipady (dand
formule bud plati nebo neplati, tedy pokud z obojiho dokézeme, co chceme, pak
vysledek plati).

Piiklad. (Zakon vylouceni t¥etitho) Dokazte, ze AV —A je tautologie.

Je ale mozné argumentovat, Ze takovy pristup k formalizaci uvazovani neni pfi-
rozeny, mizeme totiz napf. zarucovat existenci objekt jen z toho divodu, zZe jejich
neexistence by vedla k rozporu v nasi logice.

Piiklad. (Motivaéni) Dokazte existenci dvou iraciondlnich &isel a, b, pro ktera
plati, Ze a® je racionalni ¢slo.

_ 2
Resend. Situaci rozdélime na dva pfipady: bud je \/if racionalni nebo iracionalni
&islo. V prvnim piipadé jsme hotovi (nebot a = b = /2 a /2 je, jak znamo, iracio-

V2

2
nalni). V druhém piipadé polozime a = v/2" ~ a b = v/2, dostavame

V2
a’ = (\/5\/5) = \/5\/5\/§ =2,

takze jsme téz hotovi.

Vsimneéte si, ze v dikazu jsme ¢isla a, b nezkonstruovali, ale jen jsme pomoci logiky
zarucili, ze né&jaka takova ¢isla jsou. O jaka ¢isla ale jde, nemame viibec ponéti.
Pokud chceme vyznam formuli chapat tak, aby zdkony jako vylouceni tietiho
nebyly (vSeobecné) platné, musime se vydat cestou jiné logiky.
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Intuicionistickd logika a Heytingova interpretace

Intuicionismus (nebo také konstruktivismus) je matematicky filozoficky smér, ktery
vnima matematiku pouze jako konstruktivni dusSevni usili a odmita ji redukovat
na pouhou manipulaci se symboly. Jednim z jeho principt je, Ze abychom ukézali
existenci néjakého objektu, musime dany objekt zkonstruovat a poukazat na néj,
tedy nestaci jen dojit ke sporu s jeho neexistenci.

Intuicionisticka logika se pak snazi formalizovat myslenky intuicionismu v logice
(coZ uz sém o sobé je trochu protimluv), jinymi slovy vytvorit formélni rdmec, v ném?z
bychom mohli provozovat matematiku rigorézné a zaroven i v intuicionistickém du-
chu.

Dobrou intuici pro intuicionistickou logiku navozuje tzv. dikazova interpretace,
kterou navrhl Arend Heyting v roce 1934. Pracujeme v ni s ditkazy, které postupné
budujeme od podformuli k celé formuli.

(i) Pokud chceme dokézat tvrzeni A A B, musime dokazat tvrzeni A a dokazat

tvrzeni B

(ii) Pokud chceme dokézat tvrzeni A V B, musime ukdzat na jedno z tvrzeni A
nebo B a to dokazat.

(iii) Pokud chceme dokazat tvrzeni A — B, pak z kazdého dikazu A musime
umét vyrobit dukaz B.

(iv) Pokud chceme dokézat tvrzeni —A, pak z kazdého dikazu A musime odvodit
spor.

Piiklad. Zdavodnéte, Ze tvrzeni (A A B) — A je intuicionisticky platné.

Priklad. Zduvodnéte, Ze tvrzeni A V —A neni intuicionisticky platné.

Intuicionisticka sémantika

Chceme-li formélné vyjadfit intuicionisticky vyznam formuli, nevystacime si s pros-
tym ohodnocenim pravdou a nepravdou, budeme vyzadovat slozitéjsi modely.
Jednim z modernich zptisobi, jak zachycovat sémantiku neklasickych logik, jsou
tzv. Kripkovské modely. Stale budeme ohodnocovat formule (uréovat, zda plati nebo
neplati), ale toto ohodnoceni budeme provadét paralelné v nékolika mozngch svétech,
které se navzajem mohou néjak ovliviiovat pres relaci dosaZitelnosti. Formalné pak
mozné svéty tvori vrcholy urcéitého grafu a relace dosazitelnosti budou jeho hrany.

V intuicionismu si muzeme predstavovat, ze kazdy mozny svét je souhrnem zna-
losti, které ma matematik k dispozici — ve vSech z néj dosazitelnych svétech ma tyto
znalosti také, a pokud v zadném svété dosazitelném z néjakého svéta tvrzeni neplati,
pak mtize v tomto svété usoudit jeho negaci.
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Definice. (Kripkovsky rdmec) Dvojici (V, <) nazveme kripkovskym rdmcem, je-li
(V, <) orientovany graf, ve kterém plati:
(1) (reflezivita) kazdy vrchol z je spojen hranou sdm se sebou, tj. x < z;
(ii) (tranzitivita) pokud pro t¥i vrcholy plati, ze jestli z a y jsou spojeny hranou
a y a z jsou spojeny hranou, pak i  a z jsou spojeny hranou, tj.

r<yNy<z = =<z

Pokud pro dva vrcholy plati z < y, fekneme, Ze y je dosaZitelny z x.

Definice. (Kripkovsky model) Trojici (V,<,IF) nazveme kripkovskym modelem,
je-li (V, <) kripkovskym rdmcem a I je binarni relace na mnoziné V' x Fle, kde pro
kazdy vrchol z € V' a kazdé dvé formule A, B € Fle plati
(i) (podminka perzistence) je-li p atom spliiujici « I+ p, pak pro kazdy dosazi-
telny vrchol y z x plati y IF p;
(ii) « I A A B pravé tehdy, kdyz = I A a z I+ B;
(iii) « I AV B pravé tehdy, kdyz = I- A nebo z I+ B;
(iv) z Ik A — B pravé tehdy, kdyz pro kazdy dosazitelny vrchol y z x plati, Ze
pokud y IF A, pak iy IF B;
(v) Ik —A pravé tehdy, kdyz pro kazdy dosazitelny vrchol y z = plati y ¥ A.
O formuli A fekneme, ze plati ve vrcholu x, pokud z IF A.

Relaci I- téz miizeme nazvat jako ohodnoceni, v intuicionistickém logice ale zalezi
na svété, ve kterém formule ohodnocujeme.

Cvicéeni. Plati pro libovolnou formuli A a libovolny vrchol x libovolného modelu
nasledujici implikace?

(i) zlF-A = z ¥ A,

(ii) 2K A = zIF-A
Definice. (Intuicionisticka tautologie) Formuli A nazveme intuicionistickou tauto-
logit, pokud pro kazdy vrchol x kazdého kripkovského modelu (V, <,IF) plati = I A.

Priklad. Zduvodnéte, Ze pro libovolnou formuli A je A — A intuicionistickd tau-
tologie.

Reseni. At je dan (V, <,IF) a vrchol & € V. Uvazme libovolny vrchol y dosazitelny
z x, v ném ziejmé plati, ze pokud y I+ A, pak y IF A. Tedy z definice platnosti
implikace z IF A — A.

Véta. (O perzistenci formuli) Podminka perzistence z definice kripkovského mo-
delu plati pro libovolnou formuli (tj. nejen pro atomy).

Véta. Kazda intuicionisticka tautologie je i klasickou tautologii.

Diikaz. (ske¢) Rozmyslete si, Ze pokud formule neni klasickou tautologii, pak umite
sestrojit jednoprvkovy model, ktery bude (intuicionistickym) protip¥ikladem. |
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Ulohy
V nasledujicich tlohéch jsou A a B dané formule a p je atom.

Uloha 1. Zdtvodnéte, ze (A A B) — A a (AA B) — B jsou intuicionistické
tautologie.

Uloha 2. Zdtvodnéte, 7e A — (AV B) a B — (A V B) jsou intuicionistické
tautologie.

Uloha 3. Sestrojte protipiiklad k formuli ——p — p.
Uloha 4. Sestrojte protipiiklad k formuli p V —p.

Uloha 5. Rozhodnéte, zda je formule A — ——A intucionistickou tautologii.

Navody

1. Uvaz libovolny vrchol a argumentuj o libovolném z néj dosazitelném vrcholu.
Vyuzij toho, Ze pokud ve vrcholu plati konjunkce, musi tam platit oba z konjunktu.

2. Pokud ve vrcholu plati néjaky z disjunkt, musi tam platit disjunkce.

3. Stadi ti dvouprvkovy model, ve kterém v jednom vrcholu bude p ohodnoceno
kladné a v druhém zaporné.

4. Mzes zrecyklovat model z predchozi tlohy.

5. Najdi kritérium platnosti formule =—A a vyuzij vétu o perzistenci formuli.
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Teleskopické soucty a souciny

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva metodou teleskopickych souc¢ti a souéini a obsahuje
nékolik prikladt na jeji procviceni.

Princip teleskopickych souctii a soucinii je zalozen na vhodném prodlouzeni vy-
razu, ktery nasledné upravime tak, ze dostaneme mnohem jednodussi vyraz nez pied
,prodlouzenim®. A¢ se to na prvni pohled mize zdat zvlastni, tato technika nam
usnadni FeSeni fady prikladi.

Umluva. V celém piispévku budeme poéitat s n > 1.

P1i metodé teleskopickych souc¢tt se obvykle snazime kazdy ze s¢itanci prepsat
ve tvaru rozdilu tak, ze vétSina ¢lent takto upraveného souctu se nakonec navzajem
odecte.

1 1 1
Piiklad. Urcete hodnotu vyrazu 13 + 2.3 +---+ m

Priklad. Urcete hodnotu vyrazu 1!-1+2!-2+-.-4+nl-n

P1i teleskopickych soucinech chceme jednotlivé ¢initele upravit tak, aby se jich co
nejvic zkratilo a ziistal ndm pouze jednoduchy vyraz.

| 1 1
Pifklad. Dokaite, 7e (14 —— Vi —m ) <o
sidad. Dakate e (14755 ) (14 775) (1 gy ) <
Priklad. Dokaite, 7e (1— %) (1-2)...(1- L) ="+L
4 9 n? 2n

l]lohy

. 1 1
Uloha 1. Urcete hodnotu 12 + 4+t

1 1 1
Uloha 2. Dokazte, ze plati 3 T 32 toot g < 1.

1 1 1
+ =
VI+V2  V24+V3 V99 + /100
75

Uloha 3. Dokazte, ze plati
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1 1 1
Uloha 4. Dokaite, Ze plati 1 e —— <9,
ona L T L i W e i S
1 3 5 2n — 1
Uloha 5. Dokate, ze plati = + — + + .- ik +...=1.

1

2 2.4 "2.4.6 Ty o
T e S0 @nt3)

1
Uloha 6. Dokazte, ze plati —— +

15 377"

<z
3

Uloha 7. Dokate, ze plati

Uloha 8. Dokaite, ze plati

3 n 4 R 2019
421430 21431+ 4! 2017! + 2018! + 2019!

<1
5"

1 1 1 1 1
Uloha 9. Uréete hodnotu \/1—|—1+ —|—\/1—|— —t -t I+ —.

4 49 n2 (n+1)
Uloha 10. Zjednoduste

1 1 1
+ +o .
2:-V1+1-v2 3-V2+2-3 (n+1)-Vn+n-vn+l

1

. 99 1
Uloha 11. Dokazte, ze plati 3

3

177100 S 10
2241 3 +1 w41l
21 3B-1 nd_-1

1 1 1 1
Uloha 13. Dokazte, Ze plati (1 — 8) . <1 - 27) (1 — n3> > 3

oo

Uloha 12. Dokazte, Ze plati

-3
5"

n

T;anl'Fn+1

Uloha 14. Uréete hodnotu , kde F,, znaéi n-té Fibonacciho &islo.

. = 1
Uloha 15. Urcéete hodnotu _ .
2 anl : Fn+1

Uloha 16. DokaZte, ze plati 2o < <2m> < 2
. zte, 7 i < < .
P 2v/m m \/2m
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Navody

1. Rozloz zlomek m na % — % + %

2. Uvédom si, ze % < ﬁ

3. Usmeérni zlomky.

4. Pouzij vzorec pro soucet cisel od 1 do n.

5. Neformalng: vyuZzij toho, ze kazdy ¢len nekone¢éné fady (kromé prvniho) mé

levého a pravého souseda, kde se mize néco pochalovat. Formélné: najdi vzorec pro

Castecny soucet a ukaz, ze limita souctd je 1 pro n — oc.

6. Rozloz na parcialni zlomky.

7. Preved na spoleéného jmenovatele a rozloz citatel
n*4+n?-n—1=0>-1n+1)=mn+1)>*n-1).

E+2 1 k+2-1
R+ D)I+(k+2)  E(k+2)  (k+2)!"

9. Preved na spoleéného jmenovatele a ¢itatel rozloz na ¢tverec.

8. Rozloz zlomek

v s 1 « .
10. Preved do tvaru TV () a zkus vhodné usmérnit.

11. Vezmi si velmi podobny a o trochu vetsi vyraz, ktery by se se zadanym vyrazem

mohl zkratit, konkrétné 2 - £ ... 190 Zkus zkoumat jejich soucin.

5 101"
12. Rozloz ¢itatele a jmenovatele podle vzorct a® — b® a a® + b3. Poté si uvédom,
zeplatin?+n+1=(n+1)>2—(n+1)+1.

13. Bud si uvédom, ze uz jsme to dokazali, nebo to rozloz a zkus néco ,zapome-
nout“.

14. Rozloz na parcidlni zlomky.

15. Rozloz na parcidlni zlomky.

16. Odhadni zvlast shora a zvlast zdola. Vhodné vytkni 22™ z (2:;) tak, aby zbyl
vyraz podobny vyrazu z posledni tlohy.

Literatura a zdroje

Tento piispévek je pouze stylisticky upraveny piispévek Fily Cermaka, jehoz pii-
spévek je z velké ¢asti prevzaty z prednasek Adély Kostelecké a Anicky Mlezivové.
Vsem zminénym bych timto chtél podékovat.
[1] Filip Cermék: Teleskopické soucty a souciny, Zasada, 2021.
[2] Anna Mlezivova: Teleskopické soucty a soudiny, Branna, 2019.
[3] Adéla Kostelecka: Teleskopické soucty a souciny, Lipova-lazné, 2016.
[4] Jaroslav Svréek: O teleskopickych souctech a soucinech,
lhttps://is.muni.cz/el /1431 /jaro2010/MA572/um /didmat2.pdf.
[5] Brilliant: Telescoping Series — Sum,
lhttps://brilliant.org/wiki/telescoping-series J.
[6] Martin Balko: Pedndska z Kombinatoriky a grafi 1, MFF UK, 2018/2019.
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Extremalni princip

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékolik ptikladti vhodnych na procviéeni jedné ze
zékladnich dikazovych metod — extremalniho principu.

Extremalni princip je zdkladni dikazovou metodou. Spociva v tom, Ze nalezneme
néco, co je v néjakém slova smyslu maximalni (nebo minimdln{), a zamyslime se,
co z toho vyplyva. Velmi ¢asto kombinujeme extremalni princip s diikazem sporem.
Napriklad uvazime nejdelsi tsecku a ukazeme, ze pak by musela existovat i néjaka
delsi, ¢imz ziskdme spor. Pojdme si ukdzat pouziti extremalniho principu na tloze.

Uloha. V nekoneénych rovinatych tajgach Moravskoslezského kraje rostou v pra-
videlné ¢tvercové siti zakrslé smrky, pricemz vyska kazdého je primérem vysek vSech
Ctyt kolem stojicich stromt. Pokud vysky nabyvaji prirozenych hodnot, ukazte, ze
jsou stromy stejné vysoké.

Reseni. (Naznak) ProtoZe vysky stromil jsou piirozené, existuje (ne nutné jeden)
strom s nejmensi vyskou. Néjaky takovy si vyberme a oznac¢me S. VSichni ¢tyfi
jeho sousedi musi mit vysku stejnou nebo vyssi. Kdyby byl ale néjaky vyssi, vyska
stromu S by nebyla primérem vysSek okolnich stromi. Proto vsichni jeho sousedi
maji stejnou vysku jako S. Indukci pak snadno ukazeme, ze vSechny stromy jsou
stejné vysoké.

Nyni se mizeme pustit do samostatného pocitani.

Piiklady

Priklad 1. Lenka dokézala, Ze prvocisel je koneéné mnoho. Ukazte, Ze se spletla.

Priklad 2. Rozérka Zije v kraji, kde jsou mésta vystavena v takovych rozestupech,
ze trojuhelnik s vrcholy v libovolnych tfech méstech ma rozlohu mensi nez Zimbabwe.
Ukazte, ze viechna mésta se vejdou na plochu mensi, nez ma Mongolsko.’

Priklad 3. Ondra dal Svatavé za kol najit aspoii jedno celoc¢iselné Feseni rovnice

a? + b2 = 3(c* + d?). Pomozte ji a najdéte dokonce vSechna takov Feseni.

Poradim, #e Zimbabwe ma rozlohu 390 580 km? a Mongolsko 1 566 500 km?.
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Priklad 4. V Pierovském kralovstvi navrhli leteckou dopravu tak, Ze mezi kazdymi
dvéma mésty existuji letecké linky pravé jednim ze dvou sméra. Ukazte, Ze existuje
mésto, do kterého se da z kazdého mésta dostat nanejvys s jednim prestupem.

Priklad 5. Na Helc¢iné oslavé narozenin se kazdy pohadal s nejvyse tfemi lidmi. Je
mozné ucastniky slavnosti rozdélit do dvou skupin tak, aby kazdy mél ve své skupiné
nejvyse jednoho jiného ¢lovéka, se kterym se pohadal?

Priklad 6. Jindfichiv Hradec se déli na obydlené a neobydlené ¢asti. Jindrovi
se zdalo, Ze spojime-li iseckou dvé obydlené ¢asti, bude tato usecka obsahovat i
neobydlenou ¢ast a naopak. Ukazte, Ze pak vSechny ¢asti lezi na pfimce. Césti vesnice
povazujeme za body a predpoklddame, zZe jich je kone¢né mnoho.

Piiklad 7. Barbora si na zahradce stoupla ke ¢tvereckovanému zdhonu n x n a
rozestavila na néj kvétinace s chryzantémami. Potom prisel Lucian a vsiml si, Ze
kdykoli mame v zdhonu prazdny ¢tverecek, tak v fadku a sloupci, které dany ctvere-
¢ek obsahuji, je dohromady alespon n chryzantém. Dokazte, ze Barbora rozestavila

2
n

alespon “5- chryzantém.

Piiklad 8. Martin si do sesitu nakreslil kone¢né mnoho bodit. P¥isli k nému Stépéan
s Tomasem a v8imli si, ze kazda prfimka, kterd prochazi skrz dva body, prochazi i
néjakym tfetim bodem. Ukazte, ze vsechny body lezi v jedné piimce.

Priklad 9. V Praze je n hradi a n studen takovych, Ze zadné tii stavby nelezi na
jedné primce. Johana s Viki se shodly, Ze by bylo vhodné kazdy hrad spojit s jednou
studnou pfimou cestou aniz by se cesty krizily. Je mozné to provést?

Uloha 10. Pomozte Ali¢ce najit vSechna kladné feseni dané soustavy rovnic:

2 2
T1+ T2 =23, T+ T3 =Ty,

2 2
T3+ Ty =27, T4+ T =T5.

Priklad 11. Marek tvrdi, ze kazdy mnohostén ma alesporl dvé stény se stejnym
poctem hran. Ivan mu to ale odmita vérit. Kdo z chlapci mé pravdu?

Priklad 12. Po drtivém ttoku Liberce na americky Pentagon byla podstava této
budovy zdeformovana do tvaru obecného konvexniho pétitihelniku. Markéta ukazala,
ze 1 tak z ni jde vybrat t¥i thlopficky, z nichz lze vytvorit trojuhelnik. Ukazte to
taky!

Priklad 13. Markéta, Jan a jejich pét kamaradiu sedi kolem kruhového stolu.
Kazdy pred sebou mé pohar s mlékem. Dohromady maji mléka tfi litry. Nejdiiv
prvni z nich vstane a rozdéli své mléko rovnomérné mezi ostatni. Pak postupné
proti sméru hodinovych rucicek totéz udélaji i zbyvajici spolusedici. Kdyz skonci,
ma kazdy z nich tolik mléka, kolik mél na zacatku. Kolik to je?

Priklad 14. Imro namaloval na rovinné platno n > 3 ptimek takovych, ze zddné
dvé z nich nejsou rovnobézné a prusecikem kazdych dvou prochézi i néjaké treti
ptimka. Ukazte, Ze se pak vSechny protinaji v jednom bodé.
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Uloha 15. Patrik si vzal svjch Sest oblibenjch kruhtt a nakreslil je tak, aby se
vSechny protinaly v alespon jednom spole¢ném bodé. Ukazte, Ze jeden z téchto kruht
obsahuje stfed dalsiho kruhu.

Priklad 16. Verca s Erikem hrali 3D Sachy a pfitom je napadla otézka, kolik
nejméné vézi je potieba, aby ohrozovaly vSechna policka Sachovnice n x n x n. Kolik
to je?

Uloha 17. David si do notysku napsal kladna, ¢isla takova, Ze soucet soucinii viech
jejich dvojic byl roven jedné. Dominik se pak rozhodl, ze ho poskadli a jedno ¢islo
skrtne. Ukazte, ze miize Skrtnout takové, aby soucet zbylych &isel byl mensi nez /2.

Navody

1. To zvladnes!

2. Vezmi si trojuhelnik s nejvétsim obsahem a kresli si :).

3. Reseni minimalizujici a? + b2.

4. Vezmi si mésto s nejvice pfichozimi linkami.

5. Uvazuj rozdéleni minimalizujici celkovy pocet rozhaddanych dvojic, kde oba
z dvojice jsou ve stejné skupiné.

6. Co kdyby existoval trojuhelnik, jehoZ vrcholy jsou vSechny (ne)obydlené?
7. Uvazuj fddek/sloupec s nejmensim pocétem chryzantém.

8. Dvojice (pfimka, bod mimo ni) minimalizujici vzdalenost mezi nimi.

9. Uvazuj parovani s nejmensim souctem délek.

10. Odhadni nejmensi a nejvétsi z Cisel.
11. Uvaz sténu s nejvice hranami.
12. Uvaz nejdelsi diagonalu a vzpomen si na piiklad 9.

13. Uvazuj u kazdého ¢loveka objem mléka tésné pfedtim nez ho rozdélil. Ukaz,
ze tato velikost je pro vSechny stejna.

14. Skoro jako bych podobnou tlohu uz nékde vidél.

15. Spoj si spole¢ny bod se stiedy kruznic a minimalizuj thel.

16. Vyjde %2 pro n sudé, "22+ L pro n liché. Pro diikaz odhadu uvazuj rovinu (rov-
nobéznou s néjakou sténou krychle) obsahujici nejméné vézi a odhaduj.

17. Vezmi si nejvétsi ¢islo a odhadni druhou mocninu souc¢tu ostatnich.

Literatura a zdroje
Tento prispévek je témér kopii prispévku Martina Rasky z jarniho soustfedéni 2019,
ktery je témér kopii pfispévku Martina Sykory z jarniho soustifedéni 2017, za coz
bych jim obéma timto chtél podékovat.

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1997.

[2] Al¢a Skélova: Extremdlni princip, Blansko-Obiirka, 2011.
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Geometrické podvadéni

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Chtéli jste nékdy zjistit, jak vychézi feSeni geometrické tlohy, ale ne-
muset pfi tom premyslet? Radi si kreslite ¢ary a kolecka, ale na papitre to vypada moc
nakfivo? Pak je tato prednaska pravé pro vas! Ukazeme si, jaké triky se daji délat
s Geogebrou a jak s jeji pomoci feSit geometrické tlohy, pokud opravovatele nezajima
postup.

Hmm, ale ony vsechny soutéZe chtéji néjaké otravné postupy a dikazy ... Skoro
jako by chtéli, aby jim Tesitelé premysleli ... KézZ by tak existovala néjakd soutéz,
kde staci vysledek zaokrouhleny na 5 desetinngch mist ... Ajooo, jesté Ze mdme
MathRace!

Uloha. Uvazujme pravidelny 2021-thelnik s délkou strany rovnou jedné. Necht A,
B, C, D, E je pét libovolnych po sobé jdoucich vrcholi. Ozna¢me prisecik primek
AB a DE jako X. Jaka je délka tsecky C'X? (MathRace 2021-31)

Uloha. Pata vysky pravothlého trojthelnika o obsahu 1 déli pfeponu v poméru
3 : 1. Urcete obsah pravouihlého rovnoramenného trojihelniku, ktery mé stejnou
délku prepony. (MathRace 2020-28)

Prosté to zkonstruuj!

Uloha 1. Mame tétivovy lichobé&znik ABCD. Vime, ze velikost thlu ABC' je 63°
a velikost thlu DAC ¢ini 21°. Ozna¢me si prusecik tthlopti¢ek v nasem lichobézniku
jako S. Kolik stupnt méfi tthel BSC? (MathRace 2021-11)

Uloha 2. V roce 2093 se znovu zacaly stavét Brnénské hradby. Extravagantni ar-
chitekt navrhl stavbu ve tvaru pravidelného 2021-tthelniku s délkou strany 8. Bylo
ovSem navic potfeba ohradit oblast byvalého Hlavniho nadrazi, ze které se v té dobé
stalo zvrhlé a divoké tizemi nepfistupné béznym lidem. Proto kolem néj architekt po-
stavil trojihelnik nasledujicim zptisobem: necht A, B, C jsou t¥i po sobé jdouci body
pravidelného 2021-thelnika. Uvazujme body X, Z lezici na polopiimkach opacnych
k polopfimkdm BA, CB. Navic |BX| = 1645 a |CZ| = 1782. Jakd je vzdalenost
| XZ|? (MathRace 2021-1)
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Uloha 3. Tétivovy étyithelnik ABCD spliuje |<DAC| = |<ADB]|, |AB| = 13,
|BC| =4 a |AD| = 14. Urcete velikost tsecky AC. (MathRace 2021-18)

Uloha 4. Mame trojahelnik se stranami a, b, ¢, pro které plati 5(a + b + c)(a +
b — ¢) = 12ab. Urcete velikost v radidnech tthlu naproti strané c.
(MathRace 2020-43)

Uloha 5. Je dana kruznice k. Body L a M vytnou na kruznici k tétivu délky 28.
Kruznice [ a m maji vnitini dotyk s kruznici k£ v bodech L a M, pfi¢emz kruznice [
a m maji mensi polomér nez k. Na kruznicich [ a m jsme zvolili body A a B takové,
Ze existuje bod C' lezici v pruniku tise¢ek AB a LM. Jaka je nejvétsi mozna hodnota
|AC| - |BC|? (MathRace 2021-28)

Uloha 6. Mg¢jme tétivovy ¢tyithelnik ABCD takovy, Ze se polopiimky AD, BC
protinaji. Ozna¢me prusecik polopfimek AD a BC jako E. Plati, ze |AB| = 1,
|<CAB| = 55", |<DBA| = 2219° 4 |<AEB| = 10°. Uréete délku poloméru
kruZnice opsané Gtytthelniku ABCD. (MathRace 2022-24)

Zkus si néceho vsimnout!

Uloha 7. V kartézské soufadné soustavé je dan trojihelnik ABC, kde A = [0,0],
B =[,0aC = [} ﬁ] Naleznéte vnitini bod X trojahelnika ABC' takovy, ze

27 2

obsahy trojuhelniki ACX, ABX a BCX budou v poméru 1 : 2 : 3. Jako vysledek
zadejte soucin z-ové a y-ové soufadnice bodu X. (MathRace 2022-16)

Uloha 8. V roviné jsou dany tii kruznice po fadé se stfedy R, S, T' a poloméry
r, s, t, z nichz kazdé dvé se dotykaji. Naleznéte |<<RTS| v radidnech, jestlize plati

r+s4t=2s8 (MathRace 2022-39)

Uloha 9. Kuba si nakreslil na zem teénovy ¢étyfuhelnik ABCD, jehoz strana AB
ma délku 16 a kruznice vepsana k ma stfed I. Pak pfisel Kuba a protl tsecky BI,
CI, DI s k v bodech po tadé By, Cy, Dy. Te¢na v bodé By ke k protind strany
AB, BC po fadé v bodech Bj, B;. Obdobné tecna v Cy protina strany BC, CD
v bodech Cy, C5 a teéna v Dy protind strany CD, DA v bodech Dy, Ds. Kubové si
pak vsimli, ze obvody trojuhelnikt BBy By, CC1Cy a DD D5 jsou po fadé 17, 20 a
13. Jak dlouha je strana AD? (MathRace 2022-36)
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Uloha 10. Na obrazku se nachazi t¥i kruznice s polomérem 1, které se navzajem
dotykaji, a jedna kruznice, kterd se dotykd kazdé z nich. Jaky je pomér obsaht
Srafované a plné oblasti?

(MathRace 2021-35)

Figle a tricky

Uloha 11. Sluneéni soustava je podobné té nasi, Slune¢ni soustavé. Zemé obiha
kolem Slunce a Mnésic kolem Zemé, ale Mnésic je ve dvakrat vétsi vzdalenosti od
Zemé nez Zemé od Slunce. Mnésic obéhne celou Zemi za jeden mnésic, Zemé obéhne
Slunce za dvanict mnésicti. Mnésic obihd Zemi po sméru hodinovych ruéicek, za-
timco Zemé obihd Slunce proti sméru. Kolikrat za dvanict mnésictl tvoii Zems,

Mnésic a Slunce pravothly trojuhelnik? (MathRace 2021-12)

Uloha 12. V Hloupétiné je vyhlaseny italsky zmrzlinaf. Jeho zmrzlina se sklada
z koule o poloméru 5 cm a kornoutu ve tvaru kuzele, ktery se koule dotyké (tzn.
povrchové usecky kuzele, které zacinaji ve vrcholu kuzele a konc¢i v bodé dotyku,
jsou te¢ny ke kouli, a zékladna kuzele je kruh vymezen dotykovou kruznici). Vyska
celé zmrzliny je 18 cm. Urcete objem kuzele vymezeného kornoutem.

(MathRace 2021-30)

Uloha 13. Najdéte viechny pravouhlé trojthelniky ABC s celoéiselnymi délkami
stran |AB| > |AC| > |BC| a obsahem nejvyse 100, pro které lze ¢islo tg(|<BAC)
vyjadiit jako podil dvou pfirozenych c¢isel lisicich se o 7. Jako feSeni zadejte soucet
vSech obvodi téchto trojihelnikd. (MathRace 2022-15)

Uloha 14. V roviné je dan &tverec o délce strany 1. Opisme mu pravidelny os-
mithelnik tak, aby kazdy vrchol ¢tverce byl stredem kazdé druhé strany osmithel-
nika. Osmithelniku stejnym zputsobem opiSme pravidelny Sestnéctithelnik, tomu
pravidelny dvaatficetithelnik a timto zptsobem pokracujme do nekonecna. Jaky je
nejmensi polomér kruznice se stfedem v pruseciku tthlopficek ctverce, do které se
vSechny takto vytvorené 2n-tihelniky vejdou? (MathRace 2021-40)

Navody
1. Zvolsijeden bod pohyblivé a zkonstruuj, co zvladnes. Pak hybej, aby vse sedélo!

2. Prosté to zkonstruuj!
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3. Zvol si naptiklad D pohyblivé ve spravné vzdalenosti od A, dokresli zbytek a
hybej.

4. Hybej, dokud to nebude dost presné!

5. Zkontruuj a hybej!

6. Zvol si volné napiiklad C, a pak dohybej, aby <AFE B vychazel.

7. Pokud nechces hybat bez rozmyslu (coz jde taky!), zkus si vSimnout, kde jsou
poméry konstantni.

8. Zkus hybat s polomérem ¢ a ostatni mit fixni.

9. Vsimni si, kde musi lezet I, pokud ma platit vztah pro prvni obvod.

10. Stiedy mensich kruznic tvofi rovnostranny trojuhelnik.

11. Udélej si pomoci posuvniki simulaci a pocitej :)

12. Prosté to zkonstruuj! (Ale ve 3D :0)

13. S dobrymi posuvniky to jde rychle. Nezapomeii na nezkracené zlomky ;)

14. Pokud nechces umfit, tipni si vysledek. Jakou dobrou konstantu by tak feseni
mohlo obsahovat?

Vysledky
110
2. 4-7.2549055 - 5.
3. T-cos(0) & -5.
8559

4. 5559
5. (5-9—-2°+1)(-8+7-6—5-4).
6. 119254 161392

* 723056 ~ 1669556 °
v, 12.31744

: 128
8. 6.725392 — 43.9999106521.
9. 16.52-20-12-15—-31-2-137-7.

10. 30+ ﬁ + 0.00009.

24.1

11. 9% — 8% — 165.
12. 2129 — 0.00046809523.
13. 2-7-19 — 76.

3927
14. 556+

Literatura a zdroje

Cerpal jsem z vlastnich Zivotnich zkuSenosti a ze stranek soutéze MathRace:
|brkos.math.muni.cz/mathrace/.

84


http://brkos.math.muni.cz/mathrace/
http://brkos.math.muni.cz/mathrace/

KuZzelosecky

MATOUS SAFRANEK

ABSTRAKT. Podivame se, co vSechno mtizeme zjistit o kuzeloseckach i bez analytické
a projektivni geometrie. UkaZeme si troji definici, zdkladni vlastnosti a spoustu tloh.

Definice. FElipsa je mnozina vsech bod v roviné, které maji od dvou danych boda
Fy, F5 (ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti.

C
b
Al R S 5, \B
. .
a
D

Elipsa je zfejmé soumérna podle pfimky F;F5 a podle osy usecky FiFy. Témto
primkam fikdme hlavni a vedlejsi osa. Nékdy tak fikdme jen tiseckdm, ktera na téch
primkach elipsa vymezi. Pak ma smysl zavést délku hlavni a vedlejsi osy, typicky se
v8ak pouzivaji jejich poloviny, délka hlavni poloosy znacené a a délka vedlejsi poloosy
znacena b.

Cviceni. Konstantni soucet vzdéalenosti bodu elipsy od ohnisek je roven 2a.

Cvicéeni. KruZnice je specidlni pfipad elipsy, kdyZ jsou ohniska totozna. Polomér
ma a.

Definice. Hyperbola je mnozina vSech bodu v roviné, které maji od dvou danych
riznych bodd Fy, Fy (ohnisek) konstantni rozdil vzdalenosti (v absolutni hodnoté).
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Podobné jako u elipsy méa hyperbola osy a mé konstantni rozdil vzdalenosti bodu
od ohnisek, ktery je roven 2a. Vedlejsi (polo)osu nebudeme Fesit.

Hyperbola ma dvé asymptoty, ptfimky, ke kterym je tim bliz ¢im dal je od stfedu,
ale nikdy se jich nedotkne.

Definice. Parabola je mnozina vSech bodd v roviné, které maji od dané primky
d (¥idici pfimky) a bodu F' (ohniska) mimo ni stejnou vzdalenost.

Jednotné definice

Ted zjistime, pro¢ se jim fikd kuZelosecky. Na chvili se podivdme do prostorové
geometrie.

Definice. Rotacni kuZelovou plochu vykresli pfimka, kdyz se otac¢i okolo rtzno-
bézky. Dale ji budeme fikat prosté kuzel.

Véta. (Quételetova-Dandelinova) Rez kuZele rovinou neprochazejici vrcholem je
elipsa, parabola nebo hyperbola.

Véta. (dodatek) MnoZina vSech bodu v roviné, které maji od daného bodu F (oh-
niska) a dané piimky d (¥idici pfimky) konstantni pomér vzdalenosti, je kuzelosecka.

Pokud je pomér mensi nez 1 (bliz k bodu), je to elipsa. Pokud je vétsi (déal od
bodu), je to hyperbola. Pro parabolu jsme zadnou novou definici neziskali. Pokud je
pomér 1, je tato definice stejna jako ptuvodni definice paraboly.

Poznamka. Degenerovanym pfipadim, kdyZ rovina protina kuZzel ve vrcholu, fi-
kédme singularni kuzelosecky. Ty nejsou moc zajimavé. Naopak se v nich nékterd
tvrzeni rozbiji. Ostatni definice maji také degenerované pripady, napfiklad kdyz je
2a = |F1 F»|. Az na nésledujici cviéeni je uz nebudeme Fesit.
Cviceni. Rozmyslete si, jak mizou vypadat singularni kuzelosecky. Pomoci toho
se da ukazat, ze kdyz kuzelosecka neni singuldrni, mtize s ni mit pfimka nejvys dva
spole¢né body.
Cviceni. Jaky je fez valcové plochy?

Elipsa a hyperbola maji spoustu ,,opa¢nych“ vlastnosti. Oby¢ejné u jedné uvazu-
jeme smér k ohnisku a u druhé od ohniska. Parabola je néco mezi nimi. Casto na
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ni mizeme koukat jako na elipsu, kterd ma druhé ohnisko nekonec¢né daleko na ose
smérem dovnit¥, anebo na hyperbolu, kterd mé druhé ohnisko nekonecné daleko na
ose smérem ven.

Sice musime dévat pozor na to, Ze tahle ivaha neni vzdy automaticky funkéni,
ale v ulohéach si napfiklad odpoustime formulaci pro parabolu.

Véta. Na kuzelosecce k s ohnisky Fy, F5 lezi bod T. Tec¢na ke k v bodé T je osa
thlu FlTFQ.

U elipsy to je vnéjsi ahel, u hyperboly vnitini. Rozmyslete si (ukdZeme si), jak
je to u paraboly. Toto znamend, Ze kdyz néco vyjde z ohniska elipsy kterymkoliv
smérem a o elipsu se to odrazi, dorazi to do druhého ohniska (a to za konstantni
dobu). Tato vlastnost se pouzivd hlavné s vlnami (zvukovymi nebo svételnymi), viz
tfeba eliptické Septajici galerie, poslucharny na Matfyzu (no, mozna), parabolické
antény a reflektory.

Na rozehrati

Uloha 1. Jaki je mnozina stiedfi vSech kruznic, které se vnéjskem dotykaji
(1) dvou kruznic mimo sebe?
(2) dvou kruznic v sob&?
(3) kruznice a pfimky mimo ni?

Uloha 2. Na elipse s ohnisky Fy, F; lezi dva rtizné body Ey, Es. Ukaite, ze existuje
hyperbola s ohnisky Fi, Fo, na které lezi body Fy, Fs.

Uloha 3. Protina se hyperbola a elipsa se stejnymi dvéma ohnisky. Ukazte, Ze jsou
na sebe kolmé neboli Ze jsou na sebe v kazdém priiseciku kolmé jejich tecny.

Zakladni tvrzeni

Uloha 4. Kuzelosec¢ka mé ohniska F, F,. Ukazte, Ze mnozina zrcadlovich obrazii
bodu F3 podle vSech tecen je kruznice se stfedem v Fj. U paraboly ukazte, ze je to
fidici primka.

Uloha 5. Jaka je mnozina pat kolmic z ohnisek na vSechny tecny?

Uloha 6. Na elipse s ohnisky Fi, Fy lezi body S, T. Teény v S a T se protnou
v bodé P. Ukaite, 7e plati <SPF; = <F>PT.!

Uloha 7. V kuzeloseéce s ohnisky Iy, Fy prochazi ohniskem F) tétiva ST. Teény
v S a T se protnou v bodé P. Ukazte, Ze kruznice vepsand, resp. pfipsana (u elipsy,
resp. hyperboly) trojuhelniku F5ST mé stied P a strany ST se dotyka v bodé F;.

Uloha 8. Na kuzelosecce s ohnisky Fi, I lezi body S, T. Teény v S a T se protnou
v bodé P. Ukazte, ze P lezi na ose uhlu SF|T.

IPlati i pro zbylé kuzelosecky, akorat se pokazdé musi vzit orientovany thel mezi te¢nou a spoj-
nici s ohniskem.
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vr s

Dalsi alohy

Uloha 9. Trojthelniky ABC, ABD maji stejné dlouhé obvody. Osy vnitinich ahli
CAD a CBD se protnou v bodé P. Dokazte, ze |<APC| = |<BPD|.
(Rumunské vybérko 2015)

Uloha 10. Na parabole s ohniskem F lezi body S, T'. Jejich kolmé priméty na ¥i-
dici pfimku oznac¢ime S’,T’. Teény v S a T se protnou v bodé P. Dokazte, ze je P
opsisté trojihelniku F.S'T".
Uloha 11. Na kuzeloseéce s ohnisky Fi, F5 lezi body S, T. Teény v S a T se
protnou v bodé P. Ukazte, Ze ma ¢tyifuhelnik Fy.SF>T kruZnici vepsanou nebo pii-
psanou? a ta ma za stied P.

Uloha 12. Je déan trojihelnik ABC a bod F}, ktery nelezi na zadné ze stran
(za strany povazujeme celé pfimky). Sestrojte bod F; takovy, Ze existuje kuzelosecka
s ohnisky Fi, F5, ktera se dotyké vSech stran trojuhelnika. Pro jaké polohy bodu F}
to bude parabola?

Mimochodem, poznavate tuto dvojici bodu?

Uloha 13. Dokazte, ze mnozina bodt, které vidi parabolu pod pravym thlem?, je
fidici pfimka.

Uloha 14. Do 2n-thelniku je vepsina elipsa. Obarvéme strany mnohotihelniku
stiidavé bile a ¢erné. Dokazte, Ze soucet hld, pod kterymi jsou z ohniska vidét bilé
strany, je roven 180°.

Uloha 15. Znéte ohniska kuZelosecky a délku hlavni poloosy. Mate dany bod B
mimo kuzelosecku. Sestrojte tecny ke kuzeloseéce vedouci timto bodem.

Uloha 16. Na parabole s ohniskem F a osou o lezi bod T'. Teéna v T protne osu o
v bodé M, normaéla (kolmice na teénu) v T protne osu o v bodé N. Dokazte, Ze je F
stied tisecky M N. Je-li dale P kolmy priamét 7' na o, dokazte, zZe je vrchol paraboly
stied tsecky M P a ze useCka N P ma pevnou délku nehledé na polohu bodu 7.

Uloha 17. Jsou dany dvé rtizné elipsy se spole¢nym ohniskem. Dokazte, Ze maji
nejvyse dva spolecné body. Pro¢ to neplati s hyperbolami? (IMC 2008, rozsifeno)

Uloha 18. Dokazte, 7e mnozina bod, které vidi elipsu pod pravym thlem, je
kruznice. Plati to i pro hyperbolu?

Uloha 19. Je déna parabola. Dokazte, Ze mnozina bodi, ve kterych se dvé tecny
k parabole protinaji pod pevnym thlem «, kde a € (0°,90°), je hyperbola se stejnym
ohniskem a Fidici pfimkou.

27j. dotyka se vSech jeho stran coby pfimek. Vlastné to ani nemusi byt étyftuhelnik, strany se
mu muzou protinat.
3Tj. kde se dvé te¢ny té paraboly protinaji pod pravym uhlem.
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Uloha 20. Je dan svazek tii kruznic a svazek tii pfimek. Prise¢ik pfimek je na
tseCce mezi pruseciky kruznic. V jedné poloroviné od ni vzniknou ¢tyfi chlivecky
ohranicené vzdy dvéma kruznicemi a dvéma pfimkami. Dokazte, ze pokud jde vepsat
kruznice do tfech chliveckt, jde to i do ¢tvrtého.

(IMO Shortlist 2010, pfeformulovéno)
Navody
1. Stfedy danych kruznic jsou ohniska.
3. Vyuzij, Ze jsou te¢ny osy uhlu.
4. Zrcadlovy obraz uz jsme pouzili v dikazu véty.

5. Pouzij predchozi tlohu. Pata kolmice je dvakrat bliz k ohnisku nez zrcadlovy
obraz.

6. Prieklop a najdi shodné trojuhelniky.

7. Stred ziskas z os uhlu. Dotek preklapénim tecen.

8. Preklop F5 podle tecen, ziskas deltoid.

10. Je fakt jednoducha. Kam se zobrazi ohnisko pieklopenim podle teény?

11. Uloha 8.

12. Jde to napriklad preklapénim pres te¢ny nebo pomoci tlohy 6. Takovym dvéma
bodam se fika ,kamaradi“ a pomoci te¢nych kuzelosecek jde snadno dokazat nékteré
jejich vlastnosti.

13. Preklapéni.

14. Uloha 8.

15. Vyuzij mnozinu pat kolmic z ohniska na tec¢ny.

16. Shodné trojthelniky.

17. Pouzij pomérovou definici kuzelosecky.

18. Je to poditaci tloha. Pieklopenim jako v tloze 6 ziskas rovnost, kterda Ti po-
mize. D4l jde tfeba spocitat délku téznice.

19. Jak zaridit pevny pomér vzdalenosti, kdyz na to mas pevny thel? DAl ti maze
pomoct tloha 10.

20. V jakém bodé musi mit kruznice stfed? A jaky musi mit polomér? PouZij
pomérovou definici, vSechno vychézi stejné linearné.

Literatura a zdroje
Prispévek je prakticky jen spojenim dvou zdroji. Dékuji autortiim hlavné za nasbi-
rané ulohy.
[1] David Hruska: KuZelosecky, Hojsova Straz, 2016.
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[2] Michal Janik: KuZelosecky v olympiddni geometrii, maturitni prace z deskrip-
tivni geometrie, 2023.
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Cevova a Menelaova véta

ADELA KAROLINA ZAGKOVA

ABSTRAKT. Castym problémem nejen v olympiddni geometrii, ale v geometrii cel-
kové, je ukazat hezké vlastnosti néjakych objekti. Naptiklad, ze t¥i body lezi na jedné
pfimce nebo naopak, ze se tfi primky protinaji v jednom bodé. Pravé s timto nam
napomahaji Cevova a Meneldova véta, které si v prfednasce predstavime a naucime se
je pouzivat na lehcich i tézsich prikladech.

Castymi postupy v feseni geometrickych tloh jsou dva nasledujici: thlim jak
blbec, dokud nezvladnu vyjadfit néjak pekné thel, o ktery mi kraci, a vyjadiuji
si pomeéry jak blbec, dokud se nedostanu k né¢emu péknému. Cevova i Meneldova
véta jsou véty zalozené na pomérech, proto se budeme vénovat spise tomu druhému
postupu (to ovSem neznamend, Ze se vSem uhlim vyhneme). Pomocné ruéicky nam
pak mohou podat podobnost, mocnost bodu ke kruznici nebo sinova véta.

Pripomenuti

Véta. (Sinovd) Pro kazdy trojuhelnik AABC s vnitinimi tihly oznacenymi «, 8 a
v, stranami a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c

— =—=—=2R.
sina  sinf8 siny
Lemma. (O obsazich) Na strané BC trojihelnika ABC je zvolen bod D. Na tsecce
AD je zvolen bod D’. Dokazte, zZe

SABD' _ |BD|
Sacpr |DC|

Pod Zhavym Spanélskym sluncem

Neékdy v jedenactém stoleti se na svétlo svéta dostala kniha s kouzelnym nazvem
Kitab al-Istikmal (v pfekladu Kniha dokonalosti). Jak uz jeji nézev (a také to, Ze
o ni sem pisu) napovid4, byla to kniha matematiky, ktera obsahovala kromé slavnjych
vét a tvrzeni Eukleida, Archiméda a arabskych ucenci také véticky a tvrzeni do té
doby zustavajici v utajeni. A pravé mezi nimi se prvné objevila nasledujici véta:
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Véta. (Cevova) V trojihelniku ABC jsou na strandch BC, CA, AB postupné
zvoleny body D, E, F. Pak se pfimky AD, BE, C'F protinaji v jednom bodé pravé
tehdy, kdyz plati

|BD| |CE| |AF|

[DC| |EA] |FB|

Poznamka. Véta plati, i kdyz dva ze t¥i bodia D, E, F' lezi na prodlouzeni stran
misto uvniti.

Velky matematik, ktery vétu snad objevil jako prvni, kral Zaragozy, mél ale nejspis
natolik obtizné jméno, Ze vétu radsi pojmenovali po jejim znovuobjeviteli, Italovi
Giovannim Cevovi. (Pfece jenom Abu Amir Yusuf ibn Ahmad ibn Hud se $patné
pamatuje.)

Triky pro feSeni prikladi

(1) Uveédomte si, jakou vétu, ¢i jeji podobu budete chtit pouzit.

(2) Najdéte si vhodny trojuihelnik, ve kterém ji chcete uplatnit.

(3) Nebude-li snadno vykoukatelnd, dopomozte si podobnosti, sinovou vétou ¢i
mocnosti.

A jde se na to!

Uloha 1. Pomoci Cevovy véty dokazte, Ze se
(i) téznice,
(ii) osy uhld,
(iii) vysky
v trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Uloha 2. Na stranach BC, CA trojihelniku ABC jsou dany body D, E tak, ze
|BD| : |DC| = |CE| : |[EA| = 2. Ozna¢me X prisecik AD a BE a F pruseéik CX
a AB. Urcete |BF| : |FA|.

Uloha 3. (Gergonniiv bod) Kru#nice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho

stran BC, CA, AB postupné v bodech D, E, F. Dokazte, ze tsecky AD, BE, CF
se protinaji v jednom bodé.

Uloha 4. Rovnobézka se stranou BC' trojthelniku ABC protiné strany AB, AC
v bodech X, Y. Dokazte, Ze prusecik tuseéek BY, C' X lezi na A-téznici.

Uloha 5. Dokazte, ze pfimky spojujici stfedy stran se stiedy odpovidajicich vysek
(tj. st¥ed strany BC se stfedem vysky na stranu BC' apod.) prochézeji jednim bodem.

Uloha 6. KruZnice pfipsané trojihelniku ABC se dotykaji jeho stran BC, CA,
AB v bodech T, U, V. Dokazte, ze piimky AT, BU, CV prochézeji jednim bodem.
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Lemma. (O pomérech) V trojihelniku ABC je na strané BC zvolen bod D. Do-
kazte, ze

|BD|  |AB|sin<BAD

|DC|  |CA|sin<CAD’

Véta. (Cevova, trigonometrickd verze) Na straniach BC, CA, AB trojihelniku
ABC jsou dany body D, E, F. Pak se primky AD, BE, C'F protinaji v jednom
bodé pravé tehdy, kdyz

sin<<DAC sin<EBA sin<FCB

: : -1
sin<<BAD sin<CBE sin<ACF

Uloha 7. (Isogonalni kamarad) Na stranach BC, C A, AB trojahelniku ABC jsou
dény body D, E, F tak, ze usecky AD, BE, CF se protinaji v jednom bodé. Pfimky
AD, BE, CF zobrazime podle pfislusnych os vnitinich thla trojthelniku ABC.
Dokazte, ze vzniklé piimky opét prochézeji jednim bodem (isogonalnim kamariadem
toho puvodniho).

Body nazvané kamaradi maji sami o sobé spoustu zajimavych vlastnosti.! Zaji-
mavym a uziteénym faktem je kamaradstvi opsisté a ortocentra. Napadlo by vas,
které body kamaradi samy se sebou?

Uloha 8. Je dan trojahelnik ABC' s vyskami AD, BE, CF. Ozna¢me M, N, P
stfedy tseéek FF, FD, DE. Dokazte, ze pfimky AM, BN, CP prochazeji jednim
bodem.

Ceva znovuobjevitel

Druha véta, na kterou jsem véas uz vySe naldkala, je pojmenovana po Meneldovi.
OvSem ne po tom, ktery mél za chof krasnou Helenu a vykonal mnohé hrdinské
skutky v trojské valce, ale po Meneldovi Alexandrijském, feckém matematikovi a
astronomovi, jehoZ neopomenula ani vySe zminénd Kniha Dokonalosti a ktery se
mimo jiné zabyval sférickou geometrii a geometrii trojihelnika.

Véta. (Meneldova) Je dédn trojihelnik ABC. Body D, E, F lezi po fadé na pfim-
kach BC, CA, AB tak, ze bud jeden z nich, nebo vSechny tii lezi vné trojuhelniku
ABC'. Pak body D, E, F lezi v pfimce pravé tehdy, kdyz plati

|AE| |CD| |BF| _
|EC| |DB| |FA|

1.

Uloha 9. V trojahelniku ABC oznaéme N stied té&Znice AM a P bod na strané
AC takovy, ze |AC| = 3| AP|. Rozhodnéte, zda body B, N, P lezi v pfimce.

1Vice o nich si muZete piecist napiiklad v seridlu Geometrie trojihelnika:
lrchive /36 /serial.pdf.
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Uloha 10. Je déan trojuhelnik ABC' s vepsistém I. Osa thlu u vrcholu A protina

stranu BC' v bodé D. Pomoci délek stran vyjadiete hodnotu poméru %.

Uloha 11. (Van Aubelova véta) V trojihelniku ABC jsou na stranich BC, CA,
AB postupné zvoleny body D, E, F tak, ze pfimky AD, BE, CF se protinaji
v jednom bodé X. Dokazte, ze pak

|AX| |AE| = |AF|
|XD| |EC|  |FB|

Uloha 12. KruZnice vepsana riiznostrannému trojihelniku ABC se dotyka jeho
stran BC, C'A, AB postupné v bodech D, E, F. Uvnitf trojiuhelniku ABC' je dén
bod X tak, ze kruznice vepsand trojuhelniku BCX se dotykd BC v D. Ozna¢me
dale Y, Z jeji body dotyku se stranami X B, XC. Dokazte, ze ptimky FF,Y Z a BC
prochézeji jednim bodem.

Uloha 13. (Newton-Gauss line) Je dén konvexni étyitihelnik ABCD, jeho# pro-
tilehlé strany nejsou rovnobézné. Oznac¢me Q = BC N DA a R = ABNCD. Déle
oznaéme X, Y, Z postupné stiedy tseéek AC, BD, QR. Dokazte, ze body X, Y, Z
lezi na jedné primce.

Dalsi alohy

Pro feseni téchto tloh vaAm mohou byt uziteéni pomocnicci zminéni v prvnim od-
stavci pfednasky. Nebojte se véty, kterymi se zabyvame, kombinovat nebo pouzivat
dvakrét, ony se neochodi ;).

Uloha 14. Na stranich BC, CA, AB trojthelniku ABC jsou dany body D, E, F
tak, ze use¢ky AD, BE, C'F se protinaji v jednom bodé. KruZnice opsané trojihel-
niku DEF protne strany podruhé v bodech D', E’, F’. Dokazte, ze AD', BE', CF’
se také protnou v jednom bodé.

Uloha 15. Na piimce p jsou dany body A, Z, B v tomto pofadi, pficemz Z
neni stifedem AB. Zvolme libovolné bod X ¢ p a poté libovolné zvolme bod Y na
useCce XZ. Oznaéme D = AX N BY a E = BX N AY. Dostali jsme tak pfimku
DE, jejiz konstrukce zavisi na zvolenych bodech X, Y. Dokazte, ze vSechny takto
zkonstruované primky DFE prochézeji jednim pevnym bodem.

Uloha 16. Je dan trojihelnik ABC. P¥imka skrz jeho tézi§té G protne strany AB,
AC v bodech F, E. Dokazte, Ze

BF|  |CE| _
[FA| " EA]

Uloha 17. (Pascalova véta) Body A, B, C, D, E, F lezi na kruznici v libovolném
potadi. Necht L = ABNDE, M = BCNEF, N =CDnFA. Dokazte, ze L, M, N
lezi na jedné primce.
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Ulohy z olympiad

Uloha 18. V nerovnoramenném trojihelniku ABC protina osa tisecky BC kruz-
nici jemu opsanou v bodech M a N. Oznac¢me stiedy tise¢ek AM a AN K, respek-
tive L. Necht kruznice ABK, respektive ABL protinaji AC' podruhé v bodech D,
respektive E, kruznice ACK, respektive ACL protinaji AB podruhé v bodech F',
respektive G. Dokazte, ze DF', EG a M N se protinaji v jednom bodé.

(Turecko 2021 TST)

Uloha 19. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik s |AB| = |AC|. Kruznice
vepsand se dotykd stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Bodem B vedeme
pfimku riznou od BE, kterd protne kruznici vepsanou v bodech F' a G. Necht BC
protind pfimky EF a EG postupné v bodech K a L. Dokazte, ze |[DK| = |DL|.
(MEMO 2008)

Uloha 20. Je déan trojahelnik ABC' a uvniti n&j bod P. Bodem P prochézi ptimka
p. Bod A’ dostaneme jako priisecik strany BC a obrazu pfimky AP podle osy p.
Analogicky dostaneme body B’ a C'. Dokazte, ze body A’, B’, C' lezi na jedné
primce. (USAMO 2012)

Uloha 21. Nechf AD je primér kruznice opsané trojihelniku AABC. Piimky

vedené bodem D rovnobézné s AB a AC protinaji AC' a AB postupné v bodech F

a F. Prusecik EF a BC oznatme G. Dokazte, ze AD a DG jsou na sebe kolmé.
(MEMO 2021)

Uloha 22. Necht  je kruznice opsana trojihelniku ABC. Ozna¢me S, a S.
postupné stfedy obloukd AC a AB, které neobsahuji tfeti vrchol trojahelniku.
Ozna¢me N, stied oblouku BAC (oblouk BC obsahujici bod A). Stied kruZnice
vepsané trojihelniku ABC ozna¢ime I. Nakonec at w, zna¢i kruznici, kterd se do-
tykd AB a méa vnitini dotyk s kruznici Q v bodé Sy, a podobné at w, znad¢i kruznici,
ktera se dotykd AC a méa vnitini dotyk s kruznici Q v bodé S.. Dokazte, Ze pfimka
IN, se s primkou prochéazejici prise¢iky kruznic wp a w. protind na kruznici (2.
(EGMO 2023)
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Navody
3. Vyuzij, Ze strany jsou tecny ke kruznici. Pak znas délky jednotlivych tseki.
4. Dokaz, ze % = %. Pomiize ti stejnolehlost.

5. Uveédom si, ze stfedy vysek lezi na stfednich pfickach. Pouzij Cevovu vétu na
trojuhelnik ze stfednich pricek.

6. Vzpomen si, ze bod dotyku kruznice vepsané a pripsané na téze strané jsou
soumeérné podle jejiho stfedu. Vyuzij znalost o dotecich kruznice vepsané.

7. Uvédom si, ze presné zde je krasné vidét trigonometricky tvar.

8. Dopocditej si zdhadné uhly sinovkou (s vyuzitim, ze M, N, P jsou stiedy) a vyuzij
trigonometricky tvar.

9. Pouzij Meneldovu vétu v trojuhelniku AMC.

10. Vyuzij, ze osa thlu déli protéjsi stranu v poméru prilehlych. Meneldovu vétu
pouzij z trojihelniku ADC.

11. Meneldova véta v trojuhelniku ACD, pouzij i Cevovu.

12. Spocitej, kde protnou EF a Y Z primku BC.

13. Vyuzij Meneldovu vétu v trojuhelniku ze stfednich pricek ABQ.

14. Pouzij mocnost bodi A, B, C ke kruznici opsané trojuhelniku DEF'.

15. Hlavni roli hraje trojuhelnik ABX, pro ktery pouzijte Menealovu i Cevovu
vétu.

16. Vyjadii si oba zlomky z Menealovy véty pro pfimku FF' a trojuhelniky ABM,
resp. ACM, kde M je stfed BC (ozna¢ si prusecik EF a BC).

17. Prodluz sudé strany Sestitthelniku ABCDEF, a tim vytvor trojuhelnik XY Z.
Pro ten pak napis tfi Menealovy véty pro tfi rtizné primky.
19. Oznacsi X = CGNAB a pouzij Menealovu vétu pro trojuhelnik X BC' dvakrat
—sbody E, G, L asbody E, F, K. Pak pomtze mocnost.

20. Vyjadfi si poméry z Menealovy véty pomoci lemmatu o pomérech.

21. Oznac si X prusecik BC' a kolmice z AD. Pomoci Meneldovy véty dokaz, ze
E, F a X lezi na jedné pfimce. K tomu vyuzij rovnobéznik a fakt, ze DX je tena
k opsané kruznici.
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