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Geometrické nerovnosti

FiLa CERMAK

ABSTRAKT. Prfispévek obsahuje vybér z geometrickych nerovnosti. V prvni ¢asti se
zaméfuje na ruzné aplikace trojihelnikové nerovnosti, ve druhé uvadi nékolik znamych

a obtizné€jsich tvrzeni.

Umluva. Délky stran trojihelnika ABC budeme znaéit a, b, ¢ a piisluiné protéjsi
vnitini thly «, 3, 7.

Uloha. (motiva¢ni) Pro kladn4 é&isla spliujici a + b + ¢ = 8 dokaite

V1+aZ+V4+b2+/9+c2 > 10.

Zbrané
Pripomenme si nasledujici t¥i uzitecna tvrzeni.

Tvrzeni. (kosinova véta) Plati a®> = b? + ¢ — 2bc cos a.

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezdporné ¢isla ay, . .., a, plati
a1 + e + an
—— > a1 ... ay.
n
Rovnost nastava pro ay = -+ = ay,.
Tvrzeni. (Cauchyova—Schwarzova nerovnost) Pro redlnd ai,...,a, a by,..., b,
plati

() (30#) = (Se)
Rovnost nastava, pokud a; = Ab; pro néjaké A € R a vsechna 1.

Cviceni 1. (CS zlomkobijec) Dokazte si variantu CS nerovnosti pro zlomky: Pro
kladné realna ¢isla aq,...,a, a by,...,b, plati

2
ai _ (V@)
by — b
Rovnost nastava, pokud a; = Ab; pro néjaké A € R a vSechna 1.
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GEOMETRICKE NEROVNOSTI

Troj(ostro)iihelnikova nerovnost

Zac¢neme jednoduchou, ale velmi uzite¢nou a fundamentalni nerovnosti a jeji geome-

trictéjsi modifikaci.

Tvrzeni. Nezdporna realna ¢isla a, b, ¢ tvori strany trojihelnika, pravé kdyz spl-

nujia+b > ¢, b+c > aac+a > b (pokud pfipustime degenerované troji-

helniky, zméni se nerovnosti na neostré). Trojahelnik je ostrouhly, pravé kdyz plati

a?+b% > 2, b2 +c? > a? ac®+a? > b? (rovnosti pripoustdji pravotihlé trojihelniky).
Casto je vyhodnéjsi jedna z nésledujicich formulaci:

Tvrzeni. Nejkratsi kiivka (lomend ¢dra) spojujici body A a B je usecka AB.

Tvrzeni. (substituce) Kladn4 ¢isla a, b a ¢ jsou délkami stran néjakého trojiihel-

nika, pravé kdyz existuji kladna cisla x, y a z spliujici a = x+y, b = x + 2 a

c=y+z.

Uloha 2. V konvexnim &tyfuhelniku najdéte bod s nejmensim souétem vzdélenosti
od vrcholt. Jak se vysledek zméni v nekonvexnim piipadé?

Uloha 3. Pro bod P uvniti konvexniho étyfuhelniku ABCD dokazte
|AP| + |PD| < |AB| + |BC| + |CD|.
Uloha 4. V trojihelniku ABC ozna¢me M stied BC. Dokazte

|AB| + |AC|

|[AM| < 5

Uloha 5. Dokaite, Ze ve ¢tyithelniku existuje thlopiicka u a strany z, y tak, Ze
plati 22 + % < u?.
Uloha 6. Dokazte, ze délky stran trojihelnika splituji

(i) (a+b+c)? < 4(ab+ be + ca),

i a b c
(i) 5 + ofa o <2

a b c
(111) b+c—a + at+c—b + a+b—c Z 3.

Ptolemaiova nerovnost

Tvrzeni. (Ptolemaiova nerovnost) Pro strany ¢tyfihelnika a, b, ¢, d a jeho thlo-

pricky e, f plati ac + bd > ef. Rovnost nastava praveé pro tétivové ctyithelniky.
Prosime potlesk, prichazeji ... aplikace!

Uloha 7. Necht P je vnitini bod rovnobézniku ABCD o obsahu S. Ukazte

|AP|-|CP|+ |BP|-|DP| > S.
4



FILA CERMAK

Uloha 8. (t&7kd) V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF plati vztahy |AB| = |BC|,
|CD| = |DE| a |EF| = |FA|. Ukazte

BC| _ DE| | |FA| _ 3
\BE| " |DA| T |FC| =~ 2

Kdy nastava rovnost?

Dalsi klasicka tvrzeni

Uloha 9. (Fermattv bod) V trojihelniku ABC najdéte bod P minimalizujici
hodnotu |[AP| + |BP| + |CP].

Poznamka. Vsimnéte si, Ze pro ¢tyiuhelnik byla tato tloha vyrazné jednodussi.

Uloha 10. (nejmensi obvod) Je dan ostriihly trojihelnik ABC. Najdéte trojthel-
nik s vrcholy na jeho strandch (jeden vrchol na kazdé) s co nejmensim obvodem.

Tézky kalibr

Véta. (Erdés—Mordell) Uvnitf trojihelnika ABC uvazme bod P. Jeho kolmé pro-
jekce na strany oznacme D, E a F'. Pak plati

[PA| + |PB| +|PC| = 2- ([PD| + |PE| + |PF))

a rovnost nastava pravé pro rovnostranny trojiuhelnik.

Véta. (Finsler—Hadwiger) Plati
A+ +E>4V3-S+(a—b)*+(b—c)? + (c—a)

Véta. (Euler) Plati |OI|*> = R(R — 2r), kde R a r jsou poloméry kruZnice opsané
a vepsané. Specialné tedy R > 2r.



GEOMETRICKE NEROVNOSTI

Navody
1. Dosad do CS za a; = ,/¢* (kladnost) a b} = v/b; (kladnost).

2. Je to prusecik thlopticek, pripadné vrchol s nekonvexnim vnitfnim thlem.

3. Bodem P ved pfimku mimo vnitiek trojihelniku APD, kterd odsekne kus ¢tyi-
thelniku. Nakombinuj nékolik trojuhelnikovych nerovnosti.
4. Doplii na rovnobéznik ABXC.
5. Aspor jeden vnitini thel ¢tyfahelnika neni ostry.
6. Poporadé:
(i) Secti tfi vhodné nésobky trojihelnikové nirovnosti.
U ut

(ii) Vyuzij, Ze pro u <wv a k > 0 plati 3 < 3=

2 N2
(iii) Pouzij > Z— > (ZZ%?), kladnost jmenovatell plyne z trojihelnikové nerov-

nosti.
7. Posuil trojahelnik CDP na stranu AB (tedy D — A, C — B a P — P’). Pouzij
Ptolemaiovu nerovnost na étyiihelnik APBP'.
8. Necht

AC| =z, |CE| =y, |EA| = z a s pomoci Ptolemaia dokaz, ze

IBC]| \DE|+|FA|>Z c .3
BE| " [DA| " |FC| = 4~a+b~ 2

cyc

kde posledni nerovnost plyne z tvaru CS zlomkobijce.

9. Sefad si thly podle velikosti jako v > a > 8 a rozeber dva pfipady: v < 120°
a v > 120°. Vsimni si, Ze P musi lezet uvniti ABC. Potom rotuj kolem A o 60°.
Uvédom si, ze |AP| + |BP|+ |CP|=|BP|+ |PP'| + |P'C'| > |BC’| a kdy nastéva
rovnost (a ze ne vzdy miize nastat). Potom uz jen dopo¢ti thly.

10. Necht jsou body na stranach BC, C A, AB oznaceny postupné D, F, F. Pieklop
B podle AC na B’ (tim se dostane D na D’) a potom C podle AB’ na C’ (tim se
dostane D’ na D"). Ukaz, 7ze |DE| + |EF|+ |FD| > |DD"|. Zafixuj D a zjisti, jaky
je thel DAD'. Dokaz, ze AD je kolmé na BC.

Literatura a zdroje

Timto chci podékovat Davidu Hruskovi, kterému jsem prispévek prakticky vykradl.

[1] David Hruska: Geometrické nerovnosti, Lipové-14zné, 2016.

[2] Oleg Mushkarov, Titu Andreescu, Luchezar N. Stoyanov: Geometric Pro-
blems on Mazxima and Minima, 2006.

Arthur Engel: Problem Solving Strategies, Springer, 1998.

Filip Hlasek: Trojuhelnikové nerovnosti, Domasov, 2012.

Claudi Alsina, Roger B. Nelsen: A Visual Proof of the Erdos-Mordell Inequa-
lity, |http://forumgeom.fau.edu/FG2007volume7 /FG200711.pdf
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Topologické metody v kombinatorice

FiLa CERMAK

ABSTRAKT. V prvni ¢asti prednasky si fekneme, co je barveni graft a ze je to obcas
tézky problém. V druhé ¢éasti zkusime nastinit, co je to topologie a jak by ndm mohla
v barveni grafii pomoci. Nasledné si ukdzeme néjaké zobecnéni a aplikace topologického
dtikazu na dolni odhad barevnosti grafii.

Umluva. Pokud neni fedeno jinak, pracujeme vzdy v n-dimenzionalnim realném
prostoru R™ (pifmka, rovina, prostor, ... ) s euklidovskou vzdalenosti'. Znaé¢me [n]
mnozinu {1,2,...,n}.

Kruznice S! je mnozina bodii (z,y) spliujici 22 + y? = 1, neboli mnozina bodt
majicich vzdalenost od poc¢atku rovnu 1. Obdobné je sféra S? mnozina bodt (z, y, 2)
splitujici 2 4+ y? + 22 = 1. Obecné v n-dimenzionalnim prostoru je hypersféra S™~!
mnozina bod# (z1, s, ..., 2,) spliujicich 22 + 23 + -+ + 22 = 1.

Umluva. Vsechny funkce, které budeme uvazovat, jsou spojité. Snad to bude vzdy
alespori intuitivné jasné a pokud ne, zkusime si to dokdzat poradné. Spojita funkce
pro nas znamena, ze jeji hodnota nemiize jen tak skocit. Formalni, a pro nas uzitecna,
vlastnost spojitych funkci je:

Véta. (o nabyvani mezihodnot) Méjme f(z) spojitou funkci z intervalu [a,b] do
redlnych cisel. Potom f(x) nabyvé kazdé hodnoty mezi f(a) a f(b).

Dalsi vlastnost spojitych funkci, kterd nas bude zajimat, je, ze soucet a rozdil
spojitych funkci jsou také spojité funkce. Tak a ted na chvili dost formalit a pojdme
si fict motivaci.

Definice. (barevnost) Méjme graf G. Chceme obarvit jeho vrcholy tak, aby zddné

dva vrcholy spojené hranou nemély spolecnou barvu. Nejmensi mozny pocet barev
nutny k obarveni tohoto grafu se nazyva barevnosti grafu G.

Uloha. (motiva¢ni) Ptedstavme si graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové
podmnoziny mnoziny [5]. Hrany vedme mezi vrcholy, jejichZz podmnoZiny maji nulovy
prunik. Jaka je barevnost tohoto grafu?

Ivzdélenost (w1, %2,... ,2n) a (Y1,Y2,--- ,Yn) je \/(331 —y1)?+ (w2 —y2)2 + -+ (Tn — yn)?.
7



TOPOLOGICKE METODY V KOMBINATORICE

Definice. Méjme dané n a k. Kneseriv graf KG, i je graf, jehoz vrcholy jsou
v8echny k-prvkové podmnoziny mnoZiny [n] a hrany vedou mezi vrcholy, jejichz
podmnoziny maji nulovy prinik.

Cviceni 1. Jaké znamé grafy jsou KG, 1, KGap—1%, KGa i a jaka je jejich ba-
revnost.

Uloha 2. Jaky je nejlepsi horni odhad barevnosti Kneserova grafu?
Uloha 3. Jaky je nejlepsi spodni odhad barevnosti Kneserova grafu?

Véta. (talif s jezevcem) Na okraji kruhového talife s jezevcem existuji v kazdy
moment dvé protilehla mista se stejnou teplotou.

Véta. (Borsuk-Ulam, formdlné v jedné dimenzi) Uvazujme spojitou funkci f(z)
z kruznice S' do R. Potom na této kruZnici existuje takovy bod x, e jemu protilehly
bod —x nabyva stejné funkéni hodnoty jako x.

Cviéeni 4. Zkuste si dokdzat vétu o talifi s jezevcem pomoci véty o nabyvani
mezihodnot.

Véta. (Borsuk-Ulam, neformalné na zemékouli) Na zemékouli vzdy existuji dvé
protilehla mista se stejnym tlakem a teplotou.

Véta. (Borsuk-Ulam, formalné ve dvou dimenzich) Uvazujme spojitou funkci f(z)
ze sféry S? do R2. Potom na této sféte existuje takovy bod x, Ze jemu protilehly bod
—x nabyva stejné funkéni hodnoty jako x.

Pro vyssi dimenze je znéni analogické.
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Cviceni 5. Dokazte, ze nasledujici tvrzeni je ekvivalentni Borsuku-Ulamovi: Pro
kazdou spojitou a lichou funkci f(z) z n-dimenzionalni sféry S™ do n-dimenzional-
niho prostoru R™ existuje na této n-dimenziondlni sféfe bod z spliujici f(z) = 0.

Nyni se pojdme pfesunout k ekvivalentni formulaci Borsuka-Ulama, kterd nés
zbavi funkci a zlstane nam jedna hezkda kruznice, sféra ¢i hypersféra a néjaké mno-
zinky. Napied ale par definic:

Definice. Oteviend mnoZzina je mnozina, jez pro kazdy svij bod obsahuje také
jeho dostate¢né malé okoli.

Tvrzeni.

(1) Prézdnd mnozina a cely prostor jsou oteviené mnoZiny.
(2) Libovolné sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina.
(3) Prunik kone¢né mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.

Znamé oteviené mnoziny na realné ose muzou byt tfeba otevieny interval nebo
libovolné sjednoceni otevienych intervalii. V roviné pak tieba kruh bez hranice,
Ctverec bez hranice atd.

Definice. Uzavrend mnozina je doplnék oteviené mnoziny.

7 uzavienych mnozin zname na realné ose napf¥. uzavieny interval, v roviné pak
tfeba uzavieny kruh atd.

Tvrzeni.

(1) Prézdnd mnozina a cely prostor jsou uzaviené mnoziny.
(2) Libovolny priinik uzavienych mnoZin je uzavfend mnozina.
(3) Sjednoceni kone¢né mnoha uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Definice. Pokryti mnoziny S je takovy systém mnozin U, jenz spliuje S C U U.

veu
Véta. (Borsuk-Ulam, verze LS-c) Pro jakékoli pokryti stéry S™ pomoci n+ 1 uza-
vienych mnozina Fi,...,F,,1 existuje alespon jedna mnozina obsahujici dvojici
protilehlych bodt (tj. F; N (—F;) #0).

Cviceni 6. Zkuste si rozmyslet, Ze pro n + 2 mnozin uz to neni pravda.

Véta. (Borsuk-Ulam, verze LS-0) Pro jakékoli pokryti stéry S™ pomoci n+ 1 ote-
vienych mnozin Uy, ..., U, 41 existuje alespon jedna mnozina obsahujici dvojici pro-
tilehlych bodii.

Borsuk-Ulam ma4 jeSté spoustu alternativnich formulaci, z nichz kazda mize piijit
vhod jindy. Pro nas vSak bude zasadni jedna, spojujici dvé predeslé dohromady.

Véta. (Borsuk-Ulam verze LS-co) Pro jakékoli pokryti sféry S™ pomoci n + 1
mnozin Uy, ..., Uy11, kde kazda je uzaviena nebo oteviend, existuje alespon jedna
mnozina obsahujici dvojici protilehlych bodii.

Cviceni 7. Dokazte si implikaci z LS-o do LS-c (LS-co).
9



TOPOLOGICKE METODY V KOMBINATORICE

Definice. Body v n-dimenzionalnim prostoru jsou v obecné poloze, pokud Zadnych
n + 1 z nich nelezi na jedné nadroviné.

Tvrzeni. Na hypersféru se da umistit libovolné mnoho bodi v obecné poloze.

Véta. Dolni odhad barevnosti Kneserova grafu je n — 2k + 2.

Je to vsude!

Véta. (o palacinkich) Necht Py, P, jsou palac¢inky v roviné. Pak existuje pfimka,
ktera soucasné rozpili Py i Py zarover.

Cvicéeni 8. Zkuse si tuto vétu dokazat pomoci véty o nabyvani mezihodnot dva-
krat.

Cviceni 9. Dokazte, Ze kazdé rozlozeni hmoty v roviné umime rozdélit dvéma
primkami na ¢tyfi stejné velké ¢asti.

Véta. (o sendvici) Méjme n objektii Ay, ..., A, v n-dimenziondlnim prostoru. Po-
tom existuje (n — 1)-dimenzionalni nadrovina, kterd soucasné rozdéli kazdy objekt
na dva kusy stejného objemu.

Cviceni 10. Zkuste dokdzat i tuto obecnégjsi variantu.

Véta. (o bodovém sendvici) Méjme koneéné mnoziny bodi Ay, As,..., A, v n-
dimenzionalnim prostoru. Potom existuje nadrovina, ktera rozpuli vSechny tyto mno-
ziny najednou.

Véta. (kordlky) Méjme nahrdelnik s d druhy korélki. Pak jej Ize rozdélit spraved-
livé mezi dva zlodéje pomoci nanejvys d rozseknuti.

Zobecnéné Kneserovy grafy

Definice. Mgéjme kone¢nou mnozinu X a F' mnozinu podmnozin X. Kneseriv graf
KG(F) ma F jako mmnozinu vrcholtt a dvé mnoZiny F; a Fy jsou spojené hranou,
pravé tehdy kdyz Fy N Fy = 0.

Mizeme si rozmyslet, ze Kneserovy grafy, které jsme potkali na zacatku prednasky
maji za F = ([Z}).

Dtikaz dolniho odhadu barevnosti pro KG,, ,, ndm dava jesté obecnéjsi vysledek.
KdyZ to chceme trochu obecnéji, tak potiebujeme trochu novych definic.

Definice. Méjme mnozinu X a F mnozinu podmnozin X. Obarveni ¢ prvkd mno-
ziny X pomoci m barev je m-obarveni, pokud zadna mnozina v F' neni cela jedno-
barevna. Barevnost F' je nejmensi takové m, pro které ma F néjaké m-obarveni.

Definice. Nazvéme m-barevnostni defekt systému mnoZin F, zna¢ime cd,,(F),
minimélni velikost podmnoziny Y C X takové, ze systém mnozin v F' neobsahujicich
zadny prvek z Y je m-obarvitelny.

10
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Pro m = 2 chceme obarvit kazdy bod X cervené, modie nebo bile tak, aby zadna
mnozina z F nebyla celd modra nebo Gervena (ale muze byt celd bild). cda(F) je pak
minimalni nutny pocet biljch bodu takového obarveni.

cervena

modra

Véta. (Dolnik) Pro kone¢nou X a libovolnou mnozinu F' podmnozin X je barev-
nost KG(F) alespon cda(F).

Obecné nemusi byt tato nerovnost tésnd a miize byt t&zké urcit cda(F'). Pro nase
grafy KGy, i, vSak tento odhad tésny je.

Cviceni 11. Ukazte, Ze Dolnikova véta dokazuje tésny spodni odhad na barevnost
KG, 1.

Cviéeni 12. Dokazte Dolnikovu vétu.

Cviceni 13. Ukazte, Ze kazdy graf je Kneserovym néjakou mnozinu F'.

Navody
1. Uplny graf (barevnost n), izolované vrcholy (barevnost 1), parovéni (barev-
nost 2).

2. Hladové n — 2k + 2.
11



TOPOLOGICKE METODY V KOMBINATORICE

3. To je tézké, proto tu mame tu prednasku.

4. Chceme dokazat, Ze existuje x takové, ze f(x) = f(—z). Pokud pfevedeme vse
na jednu stranu rovnosti, dostaneme f(z) — f(—z) = 0. A co ted ta véta o nabyvani
mezihodnot?

5. Implikace z puvodniho tvrzeni do nového je snadna. Opac¢na implikace potfebuje
novou funkci, kterd bude lich4. Zkus f(z) — f(—=x).

My

stfedem kruznice. Potom jej zkus stfedové promitnout ze stfedu na kruznici.

7. Vezmeéme si nejvetsi vzdalenost dvou bodid pro kazdou mnozinu. Uvédom si, ze
je to méné nez 2, a zkus uzaviené mnoziny trochu nafouknout.

8. Nejprve si zafixuj thel a € [0°,180°]. Pro tento thel najdi pfimku p(«) pulici
prvni pala¢inku pomoci véty o nabyvani mezihodnot (hodi se uvéazit pfimku v —oo
a 400). Vezmi si jednu fixni stranu p(«), pro niz nas bude zajimat obsah. Rozmysli
si, jak tyto hodnoty dopadnou pro thel 0° a 180° a pouzij znovu vétu o nabyvani
mezihodnot.

9. Dvakrat iteruj.

10. Udélejme to obdobné jako pro palacinky. Nejprve si pro kazdy bod p na sféie
S"~1 vezméme viechny nadroviny, které jsou kolmé na p¥imku spojujici p s pocat-
kem. Potom pomoci véty o nabyvani mezihodnot najdéme takovou nadrovinu r(p),
ktera puli A,,. A pak uvazme funkci

flp) = (objem Aj napravo od r(p),...,objem A,_; napravo od r(p)).

Nyni uz staci jen pouzit Borsuka-Ulama.

11. Ukaz spodni odhad na cda(F'). Zkus odstranit (neboli vybarvit bile) pouze
n — 2k + 1 prvki a uvédom si, ze tam stale najdeme jednobarevnou k-tici.

12. Dikaz ved obdobné jako pro dolni odhad barevnosti KG,, . AZ na to, ze za d
zvol barevnost KG(F'). Vylué pfipady, kdy i < d. Pro d 4+ 1 obarvi horni hemisféru
modfe a spodni éervené. Rovnik ndm dé odhad na cdz(F').

13. Ocislyj si vrcholy grafu. Dej do mnoziny pro dany vrchol unikatni identifikator
(ne)hrany mezi timto a jinym vrcholem (tfeba pro vrcholy 1 a 2 mnozinu {1,2})
prévé tehdy, kdyz mezi nimi nevede hrana.

Literatura a zdroje
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Mrizky a geometrie Cisel

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Teorie ¢isel a geometrie. Ze spolu pramélo souvisi? Omyl! Prozkoumame
geometrické vlastnosti miizovych bodu a ukdzeme, jak s jejich pomoci rozlousknout
nékteré ofisky z teorie Cisel. Cesta nas provede mlhavym trojmezim geometrie, teorie
¢isel a kombinatoriky s ob¢asnou odbockou do vysokoskolské algebry.

Na zacCatek par poznatki, které se budou hodit v celé pFednéasce.

Definice. (kanonickd mi#izka) Bod (a,b) v roviné nazveme m#iZovgm, pokud jsou
obé jeho souradnice a, b cela ¢isla. Mnozinu vSech miizovych bodi budeme nazyvat
kanonickou mrizkou.

Pozorovéani. (stfedovy trik) Pokud tsecka spojuje dva mfizové body, jejichz sou-
fadnice maji stejné parity, pak je stied této uisecky opét miizovy bod.

Cvi€eni. Mé&jme tisecku spojujici m¥izové body (a1, b1), (az,be). Pak na této tiseéce
kromé krajnich bodu lezi jesté dalsich NSD(as — ay, by — by) — 1 miiZovych bodd.

Pickiv vzorec

Vsichni jisté radi poc¢itame obsahy. Nejsnaze se to déla u jednoduchych tvart, tplné
nejlépe u téch pravidelnych. Zde si vSak ukazeme, Ze vypocet je celkem snadny i
u divokych komplikovanych mnohothelnikii, dokud jsou jejich vrcholy miizové body.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, uvazujeme pouze mnohotihelniky, které samy sebe
neprotinaji a nemaji diry.

Definice. Mnohotihelnik zvéme mriZovym, je-li kazdy jeho vrchol miizovy bod.

Véta. (Pick) MjFiizovy mnohothelnik s i miizovymi body ve svém vnitfku a b mfi-
zovymi body na svém obvodu ma obsah i + g -1

Osnova dukazu. Rozmyslime v nékolika krocich:

(1) Mnohouhelniky, pro néz véta plati, mizeme ,slepovat® k sobé a véta bude
stale platit. Stejné tak mizeme mnohotuhelniky, kde véta plati, ,odfezavat®.
(2) Véta plati pro obdélniky a (hezky orientované) pravoihlé trojihelniky.
(3) Véta plati pro vSechny trojtihelniky.
(4) Kazdy mnohotihelnik se da rozfezat na trojihelniky. O
13
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—e —o —o —o —&

Uloha 1. UvaZujme miizovy trojihelnik, jeho# strany neobsahuji kromé samot-
nych vrcholt zadné mtizové body a ktery ve svém vnititku obsahuje pravé jeden

niku.

Uloha 2. Kapitan piratské lodi si chce poridit zbrusu novou vlajku se zk¥izenymi
hnéty za 2022 dublonid. K dispozici m& neomezenou zasobu minci v hodnotach 1, 2
a 3 dublony. Kolika rtiznymi zpiisoby miize zaplatit? (Zptisoby zaplaceni, které se
lis{ jen pofadim minci, nepovazujeme za rizné.)

Uloha 3. (Eulerfiv vzorec) Uvazujme rovinné nakresleni grafu, ve kterém jsou
vSechny vrcholy miizové body a vSechny hrany jsou tsecky. Jsou-li v, e, s po fadé
pocty vrcholi, hran a stén v tomto nakresleni, dokazte s pomoci Pickova vzorce
rovnost v —e 4+ s = 2.

Uloha 4. (Pick pro déravé mnohothelniky) Méjme v roviné mnohothelnik P s h
dirami. Formélné: necht P vznikne odebrdnim navzajem disjunktnich m¥izovych
mnohothelnikt Py, ..., P, od mfizového mnohothelniku Py, pficemz obvody jed-
notlivych P; jsou disjunktni s obvodem Fj i spolu navzajem. Dokazte, ze pokud P
obsahuje ve svém vnittku a na svych obvodech po fadé ¢ a b mfizovych bodti, pak
méobsahi—i—%—i—h—l.

Uloha 5.  Pilbodem nazveme libovolny bod tvaru (%, %) pro celé ¢isla a, b. Nahléd-

néte, ze libovolny pulbod lezici ostfe uvnitt miizového mnohothelniku lze vyjadiit
jako stfed tusecky spojujici dva mfizové body lezici uvnitf nebo na obvodu tohoto
mnohothelniku.

Pozorovani. Ma-li miizovy mnohotuihelnik obsah S, pak je 2SS celé cislo.
Uloha 6. Existuje rovnostranny trojuhelnik s vrcholy v bodech kanonické miizky?

Uloha 7. Dokazte, Ze pro liché n > 5 neexistuje pravidelny n-tihelnik s vrcholy
v bodech kanonické miizky.

Uloha 8. Nahlédnéte, ze Pickovu vétu nelze nijak piimodafe zobecnit do vys-
Sich dimenzi. K tomu naleznéte v prostoru dva mnohostény, které pokryvaji svymi
vnitfky, stranami, hranami apod. vzdy stejné pocty mtizovych bodi, ale piresto maji
rtizné objemy.
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Ve vyssich dimenzich tedy neméame pouzitelnou obdobu Pickovy véty. Podobnou
informaci vsak kéduje Ehrhartova véta, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta. (Ehrhart) Bud M (uzavieny) miizovy mnohostén v d-rozmérném prostoru
a necht tM pro t > 0 oznacuje obraz M ve stejnolehlosti se stiedem v pocatku a
koeficientem t. Potom existuje polynom fy; takovy, ze pro kazdé n € N pokryva nM
presné fur(n) mitZovych bodu.

Uloha 9. Odvodte pro mnohothelniky v roviné explicitni tvar Ehrhartova poly-
nomu na zakladé Pickova vzorce.

Fareyovy zlomky

Vyzbrojeni Pickovym vzorcem zkusme prozkoumat tf¥idu krasnych tvrzeni, kterd
vzejdou, zacneme-li zlomky nahlizet jako mfizové body v roviné.

Definice. Budiz dano prirozené n. Fareyovou posloupnosti 7ddu n rozumime po-
sloupnost vSech téch zlomkt z intervalu (0, 1), jejichZ jmenovatel v zdkladnim tvaru
nepievysuje n, sefazenych vzestupné a znacime ji F,.

Lemma. Rovnobéznik s vrcholy (0,0), (a,b), (¢, d) a (a+c, b+d) ma obsah |ad—bc].

Toto lemma je jen specidlnim pripadem obecného faktu, Ze objem rovnobéznos-
ténu je az na znaménko roven determinantu matice slozené z vektora jeho hran. Ale
k tomu se jesté dostaneme.

Uloha 10. (Farey-Cauchy) Jsou-li % < g sousedni zlomky v F,, pak § — 7 = i.

Naopak pokud 0 < 7 < & < 1 spliiuji § — ¢ = i, pak spolu sousedi v néjakém F,.
Uloha 11. (Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Je déno iracionalni
o € (0,1). Dokazte, Ze existuje nekonetné mnoho zlomki £ v zékladnim tvaru,
1

<q7.

které spliuji | — %

Definice. Mediantem zlomkt § a § rozumime zlomek gi;.

Uloha 12. UvaZujme t¥i po sobé jdouci Fareyovy zlomky. Nahlédnéte, Ze ten pro-
stiedni je mediantem zbyljch dvou (uvazovanych v zakladnim tvaru).

Uloha 13. (Fordovy kruznice) Pro zlomek 0 < £ <1 v zékladnim tvaru nakres-
leme kruznici s prumérem q%, kteréd se dotyka redlné osy v bodé E. Dokazte, ze dvé
takové kruznice se dotykaji pravé tehdy, kdyz spolu odpovidajici zlomky sousedi
v nékterém F,,.

Definice. (Sterniv-Brocotiiv strom) Sestrojme nekoneény binarni strom nésle-

dovné. Na pocatku méjme v kofeni zlomek %, od néhoz se v dali po fad€ nalevo

a napravo vznasi ,zlomky“ % a %. Tyto ,zlomky“ v dali nebudou mit zadné po-

tomky, zatimco pocinaje kofenem % bude mit kazdy jiny zlomek dva potomky: le-

vého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejbliz§im niz§im zlomkem na této
15
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nebo vyS$si Grovni, a pravého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejblizsim
vys$Sim zlomkem na této nebo vyssi Grovni.

0, 1 1
1: /1\ :0
I % 2 |
| 1 |
1 l/ \2 §/ \a |
| 3 3 2 1 |
r/N\ / N\ / \ / \
S T S S S S A Y
'a+ 5 5 4 3 3 2 1

Uloha 14. Nahlédnéte, Ze Sterntiv-Brocottiv strom obsahuje vSechna kladné raci-
onalni ¢isla, a to dokonce v zakladnim tvaru.

Uloha 15. Definujme jednoduchost zlomku 2 jako j(2) = L. Urdete soucet jed-
q q pq
noduchosti vSech 2™ zlomkt v n-tém fadku Sternova-Brocotova stromu.

Uloha 16. Uvazujme pro n > 5 navzajem rtzné miizové body (a1,b1), .., (an,b,)
v roving, které spliiuji |a;b;11 — a;+1b;] = 1 pro kazdé 1 < i < n, pfi¢em?Z uvazujeme
(@nt1,bnt1) = (a1, b1). Dokazte, ze |a;b; — a;b;| = 1 je splnéno i pro né&jakou dvojici
nesousednich indexti 7, j. (Korean TST)

Nutna davka analyticko-geometrickych (ne)definic

Dalsi na jidelnicku je Minkowského véta. K jejimu nalezitému straveni si vSak nejdiiv
potfebujeme osvojit néjaké osklivejsi technické koncepty v éele s (obecnou) miizkou.
Nebude to samo o sobé moc zabava, ale je to potieba ...

S objemem budeme pracovat pouze v intuitivnim pojeti. Abychom cténého Gte-
nare usetfili od pojmu jako méritelnd mnoZina, budeme ty mnoziny bodt, u kterych
dava smysl hovofit o objemu, nazyvat utvary. Intuitivné si racte predstavovat libo-
volnou slusné vychovanou hroudu.

Nedefinice. Objem utvaru U je néjaké nezaporné cislo, jez znac¢ime VolU. Pro
jeho pocitani plati:
(i) M&-li d-rozmérny ,hranol“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na
ni kolmou vysku h, pak je objem hranolu roven h - S.
(ii) M4-li d-rozmérny ,kuzel“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na ni
kolmou vysku h, pak je objem kuzele roven % -h-S.
(iii) Pro disjunktni atvary U;, Us plati Vol(U; U Us) = Vol U; + Vol Us.
(iv) Je-li U’ obrazem U v posunuti (¢ obecnéji néjakém shodném zobrazeni), pak
VolU’ = Vol U.
(v) d-rozmérna koule s polomérem R mé objem CyzR? kde C, je né&jaka kon-
stanta. Pro Cy existuje (komplikovany) explicitn{ pfedpis, ndm vSak postaci
prvnich par hodnot:

47 2

C1 =2 Cy = Cs=— Cy=—.

1 ) 2 , 3 37 4 D)
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Dale se ndm bude hodit umét pocitat objemy rovnobéznosténii. K tomu, bohuzel,
musime zabéhnout k maticim. Co Ze to matice je? Racte si vybrat: obdélnicek plny
Cisel, sloupcové vektory zapsané vedle sebe, fadkové vektory zapsané pod sebou, pro
fajnSmekry jenom reprezentace néjakého linedrniho zobrazeni.

Matice a objemy propojuje koncept determinantu. Opét si k nému dovolime za-
mlcéet ,,tu korektni“ definici a misto toho pragmaticky popsat, jak s tim pracovat.

Nedefinice. Determinant ¢tvercové d x d matice

@11 aiz -+ aid
21 a22 - A2

A= T T =@l faw)
Aq1  Qd2 -+ Gdd

je néjaké Cislo, jez zna¢ime det A. Pro jeho pocitani plati:

(i) Rozvoj podle sloupce: kdykoliv zvolime 1 < j < d, pak plati
d . .
det A = Z(—l)l_l—]aij det Aij,
i=1

kde A, znadi matici (d — 1) x (d —1), ktera vznikne z A vyskrtnutim z-tého
rfadku a y-tého sloupce.

(ii) Pfic¢itani sloupct k jinym neméni determinant: Je-li u vektor, ktery lezi
v nadroviné urcené sloupcovymi vektory ay,...,a;_1,a;41,...,a4, pak

det(ai|---|(a; +u)|---|ag) = det A.

(iii) Determinant diagonédlni matice: Pokud je A diagondind, tzn. vSechny jeji
prvky vyjma ajq,ass, - - ., aqq jsou nulové, pak det A = ayy - ass - - - aqq-

Pravidla (i) a (ii) plati i tehdy, kdyZ zaménime sloupce a fadky.
Hned si také rozmysleme cviceni, které dava intuitivni predstavu za determinan-

tem a osvétluje nékteré jeho vlastnosti. Zdtraznéme, Ze tohle je cely divod, proc se
o determinanty viibec starame — chceme pocitat néjaké objemy.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze objem d-rozmérného rovnobéznosténu, jehoz hrany od-
povidaji vektorim vy, ..., vq, je roven |det(vy] - - - |[v4)|. K tomu pomohou nésledujici
pozorovani:

(1) Je-li matice v diagondlnim tvaru, objem i determinant jsou si rovny.
(2) Sloupcové tpravy, které zachovavaji determinant, zachovavaji i objem.

17



MRIZKY A GEOMETRIE CISEL

Definice. M7izkou v R? rozumime mnozinu A C R?, pokud neni podmnozinou
74dné nadroviny! a lze ji pro néjakou d-tici vektort by, ..., by vyjadfit presné jako
mnozinu vSech souétt tiby + --- + tgbg pro cela éisla tq,...,tq. Takovou d-tici
by,...,bg nazyvame bdzi miizky A.

Definice. Je-li by,..., by baze miizky A, pak determinantem A (zna¢ime det A)
ozna¢ujeme absolutni hodnotu determinantu matice (by | --- | by).

Byst¥i mohou namitat, ze bazi mrizky by mohlo byt mnoho — co kdyz kazda z nich
davéa jiny determinant? Bez obav:
Tvrzeni. det A nezavisi na volbé konkrétni baze.

Vzpomina si jesté ctény ¢tenar na objemovou interpretaci determinantu? Pak jej
jisté neprekvapi nasledujici:
Pozorovani. Je-liby,..., by néjaka baze miizky A C R?, pak je det A objem tzv.
fundamentdlniho rovnobéznosténu {t1by + -+ +tgbg | t1,...,ta € (0,1)}.
Cviceni. Rozmyslete si, ze Pickova véta plati i pro obecnou miizku v R?, pokud
vysledny obsah vynasobime det A.
Uloha 17. Reélna ¢isla a, b, ¢ spliji a, ¢ > 0 a zaroveii D = 4ac—b? > 0. Dokaizte,
7e nerovnost ax? + bry + cy? < R? uréuje v roviné elipsu s obsahem %RZ.

Pro pocitani objemt se nam také obcas bude hodit poznat kolmé vektory, opra-

Sime proto zdkladni vlastnosti skalarniho soucinu. Pro ty z vas, kdo vidite skalarni
souin poprvé, vézte, Ze neni tieba se s tim pFilis trapit :-).

Definice. Skalarni soucin vektortt u = (uq,...,uq) a v = (v1,...,v4) definujeme
jako u-v = uvy + - 4 uqvq.

Ne zcela ocividna geometricka interpretace skalarniho soucinu je, Zze promitneme
u na piimku uréenou v a (orientovanou) délku této projekce znasobime s délkou v.
S timto pohledem pak neptekvapi:

Cviéeni. Vektory u,v € R? jsou kolmé, pravé kdyz u-v = 0.

Minkowského véta
Jako pfedskokana pana Minkowského nejprve predstavme pana Blichfeldta:

Véta. (Blichfeldt) Méjme v d-rozmérném prostoru atvar s objemem V. Potom Ilze
tento ttvar posunout tak, aby obsahoval alespori [V'] bodi kanonické miizky.

Diikaz. Roziezme dany ttvar podél jednotkovych krychlicek kanonické mrizky a
tyto rozrezané dilky pielozme pres sebe. Pokud se v nékterém bodé jednotkové krych-
licky prekryje alespori [ V'] riznych dilk, vyhrali jsme. Pokud ne, pak je objem roven
nanejvys [V —1 <V, coz je spor. O

LJingmi slovy: A je ,roztazend po celém R?“. Pouze zakazujeme to, aby A degenerované lezela
jen v néjakém mensim podprostoru.
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(\

By —

Cvicéeni. Pro obecnou mrizku A se véta zobecni zohlednénim determinantu — nas

atvar bude v néjakém posunuti obsahovat alespon {ﬁw bodu z A.

-----

Definice. Mnozinu M bodl v d-rozmérném prostoru nazveme konvexni, pokud
pro libovolné body A, B € M je i cela isecka AB obsazena v M.

Sami se presvédéte (ale nedokazujte formdlné), ze napt. koule, kvadry, vélce ¢i
rovnobéznostény jsou konvexni. Mnohotuhelniky jsou obecné konvexni pravé tehdy,
maji-li vSechny vnitini thly mensi nez 180°.

Véta. (Minkowski) Budte v d-rozmérném prostoru dany miizka A a utvar C, ktery
je konvexni a stfedové soumérny podle pocatku. Pokud Vol C' > 2%det A, pak v C
lezi néjaky nenulovy bod z A.

Diikaz. Uvazme dvojnasobné nafouknutou miizku 2A, ta ma determinant 2¢ det A,
coz je méné nez VolC. Podle predchoziho cviceni pak jde C' posunout tak, aby
obsahovala alesponi dva rizné body z 2A. To znamend, Ze né&jaké dva ruzné body
a,b € C splnuji a — b € 2A. Ze stfedové soumérnosti ale C' obsahuje i bod —b a
z konvexnosti také stied s tsecky spojujici a s —b. Mame tak 0 # s € C, ale diky
a—Db e 2A taky s = w € A, jak jsme chtéli. O

Uloha 18. (némecky lesik) V poloméru R > 0 od pocatku se rozkldd4 dzungle.
V kazdém mfizovém bodé uvniti tohoto kruhu vyjma pocéatku roste strom s jistym
pevné danym polomérem r > 0. V pocatku stoji pirat. Nahlédnéte, ze pokud je R
dostatecné velké, pirat nevidi z dzungle ven.

Cviéeni. Nechf je v pfedchozi tiloze naopak pevné dano R > 1. Vyrobte co nejlepsi
dolni odhad pro hodnotu r, pii které jesté pirat v nékterém sméru vidi z dzungle
ven.
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Lemma. Méjme prvocislo p = 1 (mod 4). Pak existuje ¢ takové, Ze ¢> +1 = 0
(mod p).

Uloha 19. (Fermatova véta o dvou ¢tvercich) Prvocislo p =1 (mod 4) Ize vyjadiit
jako p = x2 + y? pro cel4 &isla z, .

Lemma. Je-li p prvoéislo, pak Ize zvolit celd &isla x, y tak, Ze x> + 34> +1 = 0
(mod p).

Uloha 20. (Lagrangeova véta o ¢tyfech étvercich) Kazdé prvoéislo p lze vyjadiit
jako p = z2 + 3% + 22 + w? pro celd &isla z, y, 2, w.

Uloha 21. Jsou déna pfirozena éisla a, b, c splinjici ac = b® + b + 1. Dokaite, ze

rovnice az? — (2b + 1)zy + cy? = 1 m4 celo¢iselné Tesend. (Polskd MO)

Uloha 22. (Pick z Minkowského) Dokazte pomoci Minkowského véty, Ze trojtihel-
nik, ktery ma vrcholy v bodech kanonické miizky a kromé nich neobsahuje zadné
dalsi mrizové body, musi mit obsah %

Uloha 23. (opét Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Budiz dano re-
alné cislo o a prirozené N. Dokazte, ze existuje néjaky zlomek § sl <qg<N

spliujici | — % < qiN.
Uloha 24. (simultanni aproximace) Budte déna pfirozena &isla k, N a redlna
a1, ..., Dokazte, ze lze zvolit celd ¢isla py,...,pr a pfirozené 1 < ¢ < N tak,

aby bylo pro kazdé i € {1,...,k} splnéno ‘ai — %‘ < q,\cl/ﬁ.

Uloha 25. Nahlédnéte, ze mifzka A C R? musi obsahovat néjaky nenulovy vektor

v velikosti |v| < v/d - V/det A.

Dalsi dlohy
Uloha 26. Dvé nekoneéné posloupnosti celych &isel a1, as,... a by, b, ... spliuji

(an - an—l)(an - an—2) + (bn - bn—l)(bn - bn—2) =0

pro vSechna n > 2. Dokazte, ze pro néjaky index k je splnéno ay = agi2016-
(1KS 5-A5)

Uloha 27. (jednozna¢nost dvou ¢tvercil) Uz vime, ze p = 22 + 142 ma pro prvoéislo
)

p =1 (mod 4) feseni. Dokazte, Ze toto FeSeni je dokonce jednozna¢né az na zménu

znamének a poradi.

Uloha 28. V roviné je dan konvexni miizovy pétitihelnik. Dokaite, Ze (uzavieny)
pétithelnik, ktery vytinaji thlopficky puvodniho pétithelniku, obsahuje mfizovy
bod.
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Uloha 29. Pro piirozené n necht f(n) znaéi pocet zptisobi, jak zaplatit castku n
pomoci minci v hodnotach vsech mocnin dvojky. VSech druht minci pfitom mame
neomezené mnozstvi a zpusoby zaplaceni, které se lisi jen pofadim minci, nepovazu-
jeme za riizné. Dokaizte, Ze pro n > 3 plati 27°/4 < f(2) < 27°/2, (IMO 1997)

Uloha 30. Bud dana koneénd mnozina S = {pi,...,p,} prvocisel. Pro z € R
necht f(S,z) pocet téch pfirozenych ¢isel nepfevySujicich x, kterd maji vSechny

) 1 s e s log )" o
své prvodiselné délitele v S. Nahlédnéte, ze f(S,x) ~ %, resp. formalné
: f(Sz) _ 1
limg o0 (logz)™ ~ nllogpi-logpn

Uloha 31. Budiz dano piirozené ¢islo m > 2, potom nazvéme miizovy bod v ro-
viné m-msiZovym, pokud jsou obé jeho soufadnice nasobky m. Dokazte, zZe existuje
konstanta ¢ > 0 s vlastnosti: kdykoliv mfizovy trojahelnik v roviné obsahuje pravé
jeden m-miizovy bod, pak ma obsah nanejvys cm3. (China TST 2021)

Uloha 32. Budte ddna C, d a r. Vektor w € R? délky 1 nazveme (C, 7“) -ZuZovym,
pokud pro kazdy nenulovy m¥izovy vektor z spliiuje vztah |w - z| > IZ\” kde - je
skalarni soucin a |z| znaéi délku vektoru z. Dokazte, Ze:

(a) Pror < d—1 nikdy neexistuje zadny (C,r)-ztzovy vektor.

(b)** Pro r > d — 1 lze zvolit C tak, aby existoval n&jaky (C,r)-zuzovy vektor.

Na tplny zavér zabita loha s hlubokymi souvislostmi v algebraické teorii ¢isel —
jednd se o jistou podobu tzv. Minkowskeého meze:

Uloha 33. Bud f(z) monicky polynom stupné n s celo¢iselnymi koeficienty, ktery

je ireducibilni nad Q a m4 n readlnych kofent r1,...,7,. Potom plati
’ﬂ
H | — 1"]| > F
1<i<j<n
Navody

1. Tezisté se pozna tak, ze déli trojuhelnik na t¥i mensi s navzajem rovnymi obsahy.
2. Jednicky lze vzdy jednoznac¢né doplnit. Interpretuj validni zptusoby zaplaceni
jako mfizové body prekryté jistym trojuhelnikem.
3. Spocitej obsah ,celého grafu“, tzn. doplitku vnéjsi stény, dvéma zpusoby: jednou
primo a podruhé poscitanim vSech vnitinich stén.
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4. Jednoduse odecti Pickovské obsahy dér.

5. Stiedové zobraz mnohothelnik podle pulbodu a pocitej obsahy. Pozor, mohou
vzniknout diry!

6. Ctverec vzdalenosti dvou miizovych bodi je celé é&islo . ..

7. Trik: nafoukni dvakrat a vezmi stfedy nejdelSich ahlopticek. Jako mnohem tech-

funkei.

8. Moznosti je mnoho. Jednou z téch pfimocarejsich jsou tzv. Reeveovy ctyrstény:
zafixuj pulétvereckovou podstavu a poté hybej vyskou ¢tyfsténu.

9. Ve stejnolehlosti se snadno pfedvidatelné chovaji obsah mnohotihelniku a pocet
miizovych bodl na hranici. Body uvnitt dopocitej z Pickova vzorce.

10. Interpretuj zlomky jako miizové body a rozmysli, co dovedes fict o trojihel-
niécich, které uréuji. V opa¢ném sméru staci vzit n = max{b, d}.

11. Pro libovolné n spadne o mezi néjaké dva Fareyovy zlomky.

12. Zapis si vztah z Fareyovy-Cauchyovy véty pro obé sousedici dvojice.

13. Prosté to spocitej a pouzij Fareyovu-Cauchyovu vétu.

14. Pulky Sternova-Brocotova stromu jsou hezky soumérné a levou tvoii Fareyovy
zlomky. Potomci maji vzdy vétsi jmenovatele, takze kazdy mediant tvoii novy Fa-
reyuv zlomek, ktery uz bude v zakladnim tvaru.

15. j(Z5) +(5%) = i (). Tyto zlomky se vidy najdou na nésledujicim fadku,
protoZe operace £ pfiq a £ — I se k Sternovu-Brocotovu stromu chovaji hezky.

16. Podivej se na (ve vhodném smyslu) ,nejvétsi“ vektor.

17. Piendsobenim vhodnou matici ziska$ kruznici 22 + y? < R2, obsah se méni
s determinantem.

18. Pouprav si pohled: misto stromti s polomérem a paprski svétla bez sitky uvazuj
bodové stromy a paprsek svétla s sitkou.

19. Jako mnozinu ber (otevienou) kouli s polomérem +/2p. M¥izku vyrob z vektori
(1,¢) a (0,p).

20. Pouzij podobnou strategii jako u dvou c¢tverci: volbou mfizky zajisti, aby
vSechny jeji body mély ¢tverec vzdélenosti od pocatku 0 (mod p), volbou mnoZiny
pak zajisti, ze to nemuze byt 2p ¢i vic.

21. Diky zadané podmince ma vyraz nalevo maly diskriminant — to odpovida vel-
kému obsahu elipsy.

22. Vyrob z nékolika kopii trojuhelniku vétsi rovnobéznik se stiedem v miizovém
bodé.

23. Interpretuj % jako m¥izovy bod (p,q). Trosicku uprav kyZzené podminky, aby
davaly symetrickou konvexni mnozinu a spocitej objem.
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24. Priimocare rozsit konstrukci z predchozi tlohy. Véci, co potiebujes pocitat,
vypadaji fakt hezky — podstavy jsou obdélniky /kvadry.

25. Koule by mozné dala lepsi konstantu, nicméné postaci krychle.

26. Kolmé vektory.

27. Je-li k kruznice 22 +y? = p a A mf¥izka vyroben4 z vektori (1,c), (0,p), chces
dokézat |k N A| = 4. Pick pomize.

28. Tady zadna véta nepomuze! Pouzij stredovy trik, pfiprav se na rozebrani pii-
padi a neboj se opfit o indukci!

29. Pocet miizovych bodi ~ objem. V dokazovaném odhadu je spousta mista,
staci rozumné odhadnout chybu.

30. Soufadnice v R" interpretuj jako exponenty v prvociselném rozkladu. Roz-
dil objemu a poctu pokrytych miizovych bodl je nanejvys timérny povrchu, takze
celkem maly.

31. Zkombinuj dvé moznosti, jak zkonstruovat dalsi m-m¥izovy bod: budto (m+1)-
nasobné stejnolehli z nékterého vrcholu, anebo najdi dost velky rovnobéznik zacen-
trovany v onom jednom m-miizovém bodé, jehoz (alesponl) pulka lezi uvnit¥ troji-
helniku.

32. (a) Je-li ddno w, najdi z, které ho rozbije, pomoci Minkowského véty. MnozZina
dana touto vlastnosti neni konvexni, ale dovede$ v ni najit valec libovolné velkého
objemu. (b) Je-li ddno z, spo¢ti, jak velkou ¢ast jednotkové sféry, kterou toto z
zakazuje, a nahlédni, ze soucet konverguje, takze pro dost malé C nebude zakazand
celd sféra. Mozna narazi$ na to, Ze s povrchy se blbé pracuje — vyporadej se s tim
néjak.

33. Racte se posadit a pfipoutat, bude to jizda:

(1) Levé strana je determinant m¥izky s bazovymi vektory (1,7;,72,...,r"" ).
(2) Do Minkowského véty chces pouZit mnozinu {|z1| + -+ + |z,| < n}. Pro¢?
(3) Protoze AGcko!

(4) Pro body z mtizky ale z Viétovych vztahit musi byt x4 - - - 2, celé &islo.

(5) Profit.
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[1] Jakub Lowit: Cisla a ¢tverecky, sbornik iKS, 2017.

[2] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press,
2008.

[3] Jifi Matousek: Introduction to Discrete Geometry, KAM MFF UK,
lkam.mfF.cuni.cz/~matousek /kvgl-tb.pdf.

[4] Martin Klazar: Uvod do teorie ¢isel, KAM MFF UK,
lkam.mff.cuni.cz/~klazar/In_utc.pdf.

[5] Keith Conrad: Sums of two squares and lattices,
lkconrad.math.uconn.edu/blurbs /ugradnumthy/Picksumofsq.pdf.

23


kam.mff.cuni.cz/~matousek/kvg1-tb.pdf
kam.mff.cuni.cz/~klazar/ln_utc.pdf
kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/Picksumofsq.pdf

Stromy

VoitAa GADUREK

ABSTRAKT. V prispévku diikladné prozkoumame, co jsou to stromy a kde vsude je
muzeme nalézt.

Definice. Graf je tvofen mnozinou V vrcholii a mnozinou F hran mezi nimi. Hrany
jsou formalné dvouprvkové mnoziny vrcholt. Cely graf pak formalné zapisujeme jako
usporddanou dvojici G = (V, E).

8 10 11 V:{1,2,374,5,6,7,8,97 1()711}7
7 . B ={{1,6},{2,6},{3,5}, {4,5}, {56},
0 ° {6’ 7}’ {7’ 8}’ {6’ 8}7 {87 9}7 {87 10}7

1 2 3 4 {5, 10}, {9, 10},{10,11}}

Umluva. Nefekneme-li jinak, pFedpokladejme, Ze graf je koneény, tedy V i E jsou
kone¢né mnoziny, a ze graf je neprazdny, tudiz obsahuje alespon jeden vrchol.

Definice. Podgrafem grafu G je graf, ktery vznikl odebranim néjakych vrchold a
hran z grafu G.

Definice. Cesta je graf s vrcholy V' = {ay,as,...,a,} a hranami E = {{a1, a2},
{az,as},...,{an—1,a,}}. Cesta tedy prochdzi kazdym vrcholem pravé jednou. Vi-
cholim a; a a, fikdme koncové body cesty. Obsahuje-li graf jako podgraf cestu
s koncovymi vrcholy A a B, fikdme, Ze ezistuje/vede cesta mezi A a B.

aj G,
a2 An—1
aq as cee Qp—1 ap
r— o —o—0—9©
Definice. KruZnici nazveme graf s vrcholy V = {ay,aq,...,a,} a hranami F =

{{a1,az2},{az,a3},....{an-1,an}, {an,a1}}.
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Definice. Rikdme, 7e graf je souvisly, pokud mezi kazd§mi dvéma vrcholy vede
cesta.

Definice. Strom I je souvisly graf G = (V, E) splijici |[V| — 1 = |E|, tedy Ze
pocet vrcholu je o jedna vyssi nez pocet hran.

Definice. Strom II je souvisly graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
pravé jedna cesta.

Véta. Kazdy strom je 2-obarvitelny, tj. jeho vrcholy Ize obarvit dvéma barvami
tak, aby zadné dva stejnobarevné vrcholy nebyly spojeny hranou.

Cviceni. Je 2-obarvitelnost ekvivalentni tomu, ze je graf stromem I ¢i stromem
17

Definice. Strom III je minimadlné souvisly graf, tedy takovy, ktery je souvisly, ale
odebranim libovolné hrany by své souvislosti pozbyl.

Definice. Graf je acyklicky, pokud neobsahuje jako podgraf Zadnou kruznici.

Definice. Strom IV je takovy graf G = (V, E), ze dany graf je maximalné acyklicky
a souvisly. Tedy pokud bychom pfidali jednu hranu, graf by jiz nebyl acyklicky.

Cviceni. Ukazte, Ze vSechny ¢tyti definice stromu jsou ekvivalentni.

Pokud jste cviceni poctivée Fesili, zjistili jste, Ze vSechny definice stromu jsou ekvi-
valentni. Tedy jako definici stromu bychom mohli pouzit libovolnou z nich. My po-
uzijeme Strom II.

Definice. Strom je souvisly graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
prévé jedna cesta.

Definice. Podgraf stromu, ktery je sdm také stromem, nazyvame podstromem.
Véta. Souvisly podgraf stromu je vzdy strom.
Definice. List je vrchol, do néhoz vede pravé jedna hrana.

Cviceni. Ukazte, Ze libovolny strom o alespori dvou vrcholech ma alesponi dva
listy.

Definice. Stupern vrcholu je pocet hran, které do néj vedou.

Cviceni. Jakd (pokud néjaka) je ve stromu spojitost mezi stupni jednotlivych

vrchold a poctem listt?
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Umluva. (zakofenéni) Obéas se nAm hodi strom zako7enit: vybereme jeden vrchol,
ktery se stane korenem, a nasledné budeme vSechny hrany kreslit smérem dolt od
kofene. Pokud pak vede hrana mezi A, B a B je dal (tedy niz) od kofene nez A,
tikdme, Ze A je otec B, zatimco B je syn A. Obecnéji pokud z A vede cesta ,doli“
do B, pak je A predkem B, zatimco B je potomkem A.

Definice. Hloubka zakofenéného stromu je pocet hran v nejdelsi cesté vedouci
z kofene do néjakého vrcholu grafu.

Definice. Prorealné C fikame, Zze néjaky strom méa C-logaritmickou hloubku, ma-li
n vrcholi a hloubku nanejvys C'log(n).

Ulohy

Uloha 1. V lese Zije n enttl a jedna veverka. Entové stoji na misté, nékteré dvojice
z nich jsou si pfitom dost blizko na to, aby mezi nimi zvladla veverka pireskocit.
Shodou okolnosti jsou entové rozestaveni tak, Ze mezi libovolnymi dvéma z nich
existuje praveé jedna cesta, po které miize veverka ptreskdkat. Vzddlenosti dvou enti
rozumime pocet skokt, které veverka potfebuje k tomu, aby se mezi nimi presunula.
Osamélost enta definujeme jako soucet jeho vzdalenosti od vSech ostatnich enti.
Dokazte, ze pokud se osamélosti nékterych dvou enti lisi pravé o 1, pak je n liché.
(PraSe 41-1j-4)

Uloha 2. (hloubka stromu I) Mé&jme né&jaky zakotfenény strom, pro ktery plati:

e Kazdy vrchol mé nanejvys dva syny.

e Ma-li jediného syna, pak tento syn musi byt listem.

e Ma-li dva syny, oznacme je jako levy a pravy — pak je pocet potomk pravého

roven nebo o 1 vétsi poctu potomkt levého.

Umime zkonstruovat takovy strom pro libovolny podet vrcholi? A umime pevné
zvolit néjaké C' tak, aby zkonstruované stromy mély C-logaritmickou hloubku?

Uloha 3. (hloubka stromu II) Mgjme néjaky zakofenény strom, pro ktery plati:

e Kazdy vrchol ma nanejvys dva syny.

e Ma-li jediného syna, pak tento syn musi byt listem.

e M4-li dva syny, oznacme je jako levy a pravy — pak se hloubky podstromu
tvoreného levym synem a jeho potomky lisi od toho tvofeného pravym synem
a jeho potomky nanejvys o 1.

Umime zkonstruovat takovy strom pro libovolny pocet vrcholti? A umime pevné
zvolit néjaké C' tak, aby zkonstruované stromy mély C-logaritmickou hloubku?

Uloha 4. (hloubka stromu III) Existuji jin4 pravidla, kterd ndm zajisti C-logarit-
mickou hloubku?

Uloha 5. Mgéjme néjaky souvisly graf. Dokazte, ze dvé nejdelsi cesty prochazeji
stejnym vrcholem.
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Uloha 6. (zachodovy problém I) Petr se rozhodl zaloZit si tovarnu na potrubi. V ni
zadal vyrabét riizné rozdvojky, roztrojky, obecnéji rozboc¢ovace (neboli rozenky). Do
kazdé rozenky vede pravé jedna (vstupni) trubka a n (vystupnich) jich z ni vychézi.
Petr se navic rozhodl konce jednotlivych trubek obarvit. Vystupni trubku lze zapojit
do vystupni, pokud maji stejné barvy. Jedinym problémem je, ze kazdy novy typ
rozenky musi vyrabét na novém stroji.

Pan Karel podnika ve stavbé toalet na skolach. Rad by, aby kazdé zachody byly
tvofeny fadou toalet o poctu délitelném péti, do kazdé toalety vedla pravé jedna
trubka a aby byly vSechny napojeny systémem rozenek na jednu vstupni trubku.
Vi vsak, Ze jeho délnici jsou hajdalaci, chtél by tedy, aby pocet toalet (volnjych
vystupnich trubek) musel vzdy byt délitelny péti, af uz budou délnici sklddat rozenky
jakkoliv. Zvladne to Petr zajistit, pokud si mtze dovolit pouze kone¢ny pocet stroju?

Uloha 7. (zachodovy problém II) Pan Karel znovu piisel za panem Petrem —
nyni by potfeboval, aby pocet zachoda byl prvociselny. Zvladne to Petr s koneénym
poctem stroja?

Uloha 8. (zachodovy problém IIT) Pan Karel znovu pfisel za panem Petrem, nyni
ma zakazku na stavbu toalet do skolky. Malé déti maji rady barvy, a tak si skolka
pfeje, aby zachody byly t¥i barev (Zluté, cervené a modré). Aby se déti nehadaly,
musi byt kazdd barva zastoupena stejnym pocCtem. Zvladne to Petr s koneénym
poctem stroju? A zvladl by to, pokud by Skolka pozadovala jen dvé barvy?

Uloha 9. (zachodovy problém IV) Pan Karel pfiSel za panem Petrem s otazkou,
zdali umi vymyslet sadu rozenek takovou, ze kazdé rozmisténi barev zachod@ bude
mozné vytvorit jen jednim zpisobem. Zvladne to Petr s kone¢nym poctem stroju?

v

Uloha 10. Do tenisového turnaje se piihlasilo 2" soutézicich. V kazdém kole se
vsichni jesté nevypadli hraci rozdé€li do dvojic a odehraji zapas. Vitézové postupuji
do dalsiho kola, porazeni vypadavaji. Na konci turnaje, kdyz ztistane pouze jediny
hrac, je potteba vytvorit vysledkovou listinu, ve které nikdo nesmi byt na horsi pozici
nez hrac, kterého porazil. Kolika zptusoby je mozné takové poradi vytvorit, pokud
zadni dva hra¢i nesmi skonéit na stejné pficce? (PraSe 31-1p-7)

Uloha 11. (vejce a patra) Méjme vézak s n patry a k vajec. Nasim tkolem je
zjistit, z jakého nejnizsiho patra se vejce po vyhozeni z okna rozbije. Pro dané n
a k zjistéte, kolikrat budeme muset vajickem hézet, at se vajicko za¢ne rozbijet od
libovolného patra.

Uloha 12. (kuchaikova véta) Na matfyzu radi vaiime ¢aj. Ale vafit ¢aj neni zas
tak jednoduché — je nutné plnit pravidla prisné etikety jeho vafeni. Postup je vSak
snadny:

Chceme-li uvafrit ¢aj z pocatecniho nalevu n litra, pak:

e Caj povafime po dobu cn® minut v konviéce.
e Nasledné rozlijeme ¢aj do k dalSich konvicek: do i-té konvicky nalijeme a;n
litrd, kde A = {aq,...,ax} je pevné zvolend mnozina kladnych redlngch ¢isel.
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e Je-li caje malo, nafedime ho pred rozlitim vodou. Pokud naopak po rozliti
néjaky caj prebyva, vylijeme ho.

e Je-li v néjaké konvicce méné caje nez ng, potom caj z této konvicky servi-
rujeme. Pro ostatni konvicky cely postup opakujeme, dokud neni servirovan
vSechen ¢aj.

Jak dlouho ndm potrva ptipravit ¢aj pro dand n, A a ng, mame-li neomezenou
zasobu konvicek, ale pouze jednu plotnu?

Uloha 13. (Hydra a Herkules) M&jme hydru v podobé stromu s kofenem H. Her-
kules miize useknout libovolny list. Pokud usekne list L s otcem X, nastane jedna
z dvou situaci. Pokud X = H, po useknuti L se nic nestane. V opacném pripadé
mé X otce, oznaéme ho Y, a nechf S je podstrom tvofeny vrcholem X a vSemi
jeho potomky (po useknuti L). Pak se v disledku useknuti takového L zkopiruje
odpovidajici podstrom S jako nové potomstvo Y, tzn. Y bude mit nového syna X',
ktery bude mit nové syny odpovidajici synim X, atd.

Umi Herkules sekat tak, aby hydfe po konecném poctu seknuti zbyl jen samotny
koren?

Uloha 14. Umi Herkules sekat donekone¢na tak, aby hydfe nikdy nezbyl jen sa-
motny kofen?

Navody

12. Necht S := ), ,af. Zkus tlohu fesit zvlast v piipadech S < 1, S=1a
S> 1
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Tétivové Ctyrahelniky

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. Napravo, nalevo, pravé, levé, porad thly. V pfednéasce si ukdZeme pékné

vlastnosti tétivovych ctyrthelnikd a pak se vrhneme na tlohy, kde hlavni role hraji

thly.
Véta. (o obvodovém a stiedovém thlu) Méjme kruznici k se stiedem S a jeji
tétivu AB. Pro libovolny bod M na kruznici k nazyvame thel AM B obvodovym a
tthel AS B nazyvame stredovym k piislusné tétivé AB. Pokud bod M lezi na del$im
z obloukit AB, potom pro konvexni thel ASB plati, ze |[<ASB| = 2 - |[<AMB|.
Pokud M lezi na kratsim oblouku, plati rovnost pro nekonvexni tithel ASB.

M

Dikaz. Pro dikaz véty rozeberme situace dle vzajemné polohy obvodového tihlu a
stfedu kruznice. V ptipadé, ze bod M lezi na delsim oblouku, mize bod S lezet na
rameni uhlu, uvnitf nebo vné ostrého thlu AM B. V druhém pfipadé bod S vzdy
lezi uvnit¥ konvexniho tthlu AM B.

Pokud lezi bod S na rameni obvodového tthlu, BUNO na tseéce AM, potom
trojuhelnik BSM je rovnoramenny se zékladnou BM. Plati |[<SBM| = |[<BMS],
potom |<{BSM|=180° —2 - |<SBM|, z ¢ehoz dostavame rovnost

|<ASB| =2-|<SMB| =2 |<AMB].
Pokud lezi bod S uvnitf thlu AM B, potom oznaéme C' prunik primky SM a
kruznice k. Jelikoz |[C M| = 2|SM]|, potom z piedchoziho pFipdu lze odvodit, Ze
2 |[<AMC| = |[<ASC| a 2. |[«CMB| = |<CSB.
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Plati |[<AMB| = |[<AMC| + |<CMB| a |<ASB| = |<ASC| + |[<CSB|, z ¢ehoz
dostévame 2 - |[<AM B| = |<ASB|.
Zbylé dvé moznosti dokazeme obdobné jako predchozi. O

Véta. (o tsekovém thlu) Méjme na kruznici k tétivu AB a bod M riuzny od A, B.
Vedme primku t, kterd se dotyka kruznice v bodé B. Zvolime bod N lezici na t tak,
Ze body M a N lezi v riiznych polorovinich od AB. Uhel ABN nazveme tsekovym
tihlem k tétivé AB. Usekovy tihel ma stejnou velikost jako obvodovy tihel AM B.

M

Diikaz. Dokézeme vétu v pfipadé, ze M lezi na delsim oblouku AB, opacny ptipad
se vyfesi obdobné. Budiz S stied k, pak je trojuhelnik ABS rovnoramenny se zaklad-
nou AB. Ozna¢me jako D patu vysky z bodu S v trojuhelniku ABS. Trojtahelnik
DSB je pravothly s pravym thlem pfi vrcholu D. Jelikoz |[<ASB| = 2 - |[<DSB]
a zarovenl z véty o obvodovém a stfedovém thlu |<ASB| = 2 - |[<AM B|, takze
|<<AM B| = |<DSB|. Déle plati

|<DBS|=90° — |<DSB| =90° — |[<AMB]|.
Zaroven SB je kolmé na t, proto je velikost tisekového thlu

90° — [<DBS| = 90° — 90° + |<AM B| = |[<AMB]|.

A ted hurd ke slibovanym tétivovym étyftahelniktam!
Definice. Ctyfthelnik je tétivovy, pokud mu lze opsat kruznici.

Tvrzeni. Nisledujici tvrzeni jsou navzdjem ekvivalentni:
(1) Body A, B, C, D tvoii tétivovy ¢étyithelnik.
(2) Uhly ACB a ADB shodné (ekvivalentné pro dalsi neprotéjsi dvojice).
(3) Soucet velikosti protéjsich ihliit ABC a CDA je roven 180° (ekvivalentné pro
dvojici thli BCD a DAB).
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Piiklady

Piiklad 1. Ctyfthelniku ABCD je opsana kruznice. Uhel ABC mé 79°, tihel
BDC mé 45°. Jaka je velikost tthlu AC B?

Priklad 2. Mame zadané dvé kruznice k a [ s priseciky X a Y. Bodem X vedme
pfimku, kterd protind kruznici k£ v bodé A a kruznici I v bodé C. Nyni i bodem Y
vedme pfimku. Ta protind k v bodé B a l v bodé D. Dokazte AB || CD.

Priklad 3. Mgéjme trojuhelnik ABC. Osa thlu BC'A protind podruhé kruznici
opsanou trojuhelniku ABC v bodé D. Dokazte, Ze bod D je stiedem oblouku AB.

Priklad 4. Necht D je bod na pfeponé AB pravouhlého trojihelnika ABC. Déle X
je stied kruznice opsané trojuhelniku AC'D a Y stfed kruznice opsané trojihelniku
BDC. Dokazte, ze body C, D, X a Y lezi na jedné kruznici.

Priklad 5. Rovnostrannému trojuhelniku K LM opiSeme kruZnici. Na kratsim ob-
louku KL této kruznice si zvolime bod (). Pak z bodu M spustime kolmice na
piimky QK a QL a jejich paty oznac¢ime E a F. Ukazte, ze trojuhelnik M EF je
rovnostranny. (PraSe 28—2p-3)

Priklad 6. Mg¢jme ctyiuhelnik EFGH takovy, Ze se daji sestrojit kruznice e, f, g
a h se stfedy po fadé v bodech E, F', G a H tak, aby se kruznice e a g obé dotykaly
(vnéjsim dotykem) kruznic f a h. Ukazte, Ze pak body dotyku téchto kruznic tvori
tétivovy Gtyfahelnik. (PraSe 28-2p-5)

Piiklad 7. (Brahmaguptova véta) Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik s navza-
jem kolmymi tthlopfickami, které se protinaji v bodé E. Bodem E vedme kolmici na
stranu C'D. Dokazte, ze tato kolmice puli stranu AB.

Priklad 8. (Simsonova pfimka) Je dén trojahelnik ABC a bod D na jeho kruznici
opsané. Z bodu D spustime kolmice na strany BC, CA, AB a jejich paty oznac¢ime
P, Q, R. Dokazte, ze P, Q, R lezi na jedné piimce.

Priklad 9. Jsou dény dvé kruznice k, [ se stfedy X, Y, osové soumérné podle
spole¢né tétivy AB, pricemz vzdalenost stfedu je mensi neZ polomér kruznic. Déle
je na kruznici k dan ¢tyiuhelnik ABC D, jehoz prusecik ihlopficek P lezi na kruznici
[ a strana AD je te¢na ke kruznici I. Dokazte rovnost |CD| = |AP)|.

(BRKOS XXVII-4-4)

Piiklad 10. (Napoleoniiv trojihelnik) Méjme trojihelnik ABC. Nad stranami
AB, BC, C A uvazme rovnostranné trojuhelniky ABD, BCE, ACF'. Stiedy kruznic
opsanych témto trojuhelnikiim ozna¢me po radé K, L, M. Dokazte, ze K LM je téz
rovnostranny.
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Navody

2. Dopln thly ve étyfahelnicich ABY X a XY DC.

3. Doplii obvodové uhly k tétivim AD a BD.

4. Uvaz stredové a obvodové uhly k tétivée CD.

5. Uvaz obvodové thly k tétivam FM a EM.

6. Uvaz rovnoramenné trojuhelniky s vrcholy v bodech E, F, G, H a v bodech

dotykt kruznic.

7. Kolmice déli trojihelnik AEB na dva mensi trojihelniky, uvaz velikosti thli
v téchto trojihelnicich.

8. Ukaz, ze ¢tyruhelnik CPDQ je tétivovy.

9. Hledej shodné thly a podobné trojuhelniky.

10. Dokresli CD, AE, BF.

Literatura a zdroje

[1] Jan Kuchatik: Néekteré netradicni vhledy do geometrie, SOC z matematiky,
2011/2012.

[2] Martin Topfer: Tétivové étyiihelniky, Mentaurov, 2013.

[3] Jan Kadlec: Tétivové ctyrihelniky, Paseky, 2018.
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PETR HLADIK

ABSTRAKT. Budeme hledat invarianty, poptfipadé monovarianty. Tyto problémy vét-
Sinou vyzaduji pfijit na néjaky drsny trik, potom uz je feseni ¢asto pfimocaré. Druha
moznost je nasadit si rizové okulary a divat se na priklad v jiném svéteé.

U prikladii, kde zac¢indme v néjakém pocatecnim stavu a nésledné se ptame, jak
dopadne mnohokrat opakovany néjaky preddefinovany krok (napi. dvé ¢éisla nahra-
dime jejich rozdilem), se velmi ¢asto hodi najit vlastnost, kterd se neméni. Této
vlastnosti fikdme invariant. Protoze invariant bude platit na konci kazdého kroku,
mizeme diky nému néco dokézat o koncovém stavu. Tuto myslenku si ukadZzeme na
nasledujicim piikladu.

Priklad. Na tabuli jsou napsand ¢isla 1,2,3,...,2n, kde n je liché pfirozené ¢islo.
Vybereme si libovolna dvé Cisla a, b, kterd smazeme, a misto nich napiSeme ¢islo
|a — b|. Ukazte, Ze posledni zbylé ¢islo je liché.

Reseni. Oznacme S soucet ¢isel na tabuli. Tedy pied prvnim krokem je
S=1+2+---+2n=n(2n+1).

Z toho vidime, Ze soucet S je lichy. Po odebréni a a b se soucet snizi o 2min(a, b),
to je ale sudé ¢islo, tedy S ztistava liché. Postupnym mazanim a nahrazovanim tedy
zustane na konci jedno liché ¢islo.

V tomto pfipadé byl invariant parita sou¢tu vsech prvka. Dal$imi uziteénymi
invarianty mohou byt:

(1) soucdet ¢isel, pfipadné soucet ¢isel modulo n (pro vhodné n),

(2) soufet druhych mocnin,
(3) dalsi aritmetické operace: soucin, podil, soudet ¢tverct atd.,
(4) pocet néjakych jevil, pfipadné pocet n&jakych jevii modulo n.

Ne vzdy se hodi najit néco neménného, obcas ndm stac¢i najit vlastnost, ktera se
méni jednim smérem, tuto vlastnost nazyvame monovariantem.

Priklad. Kazdy ¢len Strany ma nejvySe tfi nepratele a nepfatelstvi jsou symet-
ricka. Ukazte, ze pak existuje rozdéleni vSech ¢lent do dvou skupin takové, ze kazdy
Clen je ve skupiné s nejvyse jednim svym nepfitelem.
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Reseni. Uvazme libovolné rozdéleni do dvou skupin a oznadme N celkovy podet
znepratelenych dvojic, jejichz oba ¢lenové jsou ve stejné skupiné. Pokud ¢len A mé
ve své skupiné vice nez jednoho nepfitele, pak jeho premisténim do druhé skupiny
snizime N alespon o jedna. Protoze NN musi byt kladné, nemutze se zmensovat do
nekonec¢na, v jednu chvili se tento proces musi zastavit. Kdyz se zastavi, znamena to,
7e uz nikdo nemé dva neptatele ve své skupiné. Nalezli jsme tedy hledané rozdéleni
skupin.

Ulohy

Uloha 1. Ve vrcholech $estitthelniku jsou napséna éisla 1, 0, 1, 0, 0, 0. V jednom
kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku
ziskat Sest stejnych cisel?

Uloha 2. M¢jme cela ¢isla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme
nahrazovat ¢tveftici (a,b,c,d) ¢tvefici (@ — b, b — ¢, ¢ — d, d — a). Ukazte, Ze pro
libovolné ¢islo k£ bude jednou alespon jedna soufadnice v absolutni hodnoté vétsi
nez k.

Uloha 3. Bud d(n) ciferny soucet &isla n. Najdéte vSechna feseni rovnice
n+d(n) +d(d(n)) = 2015.
Uloha 4. Kazdé z &isel aq, ..., a, je rovno +1 nebo —1 a plati
S = ajasasay + asasagas + - - - + apaiasaz = 0.

Dokazte, ze n je délitelné ¢tyimi.

Uloha 5. Ke kulatému stolu mé usednout 2n poslanct, z nichz kazdy ma nejvyse
n — 1 nepratel a nepratelstvi jsou symetricka. Ukazte, ze je mozné je rozesadit tak,
aby nikdo nesedél vedle svého nepfitele.

Uloha 6. Kazdé z &isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souétem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednicek nebo
dvojek?

Uloha 7. Mgjme mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a, b rfizné prvky nasi mnoziny, miizeme
je nahradit ¢éisly 0,6a+0,8b a 0,8a+0,6b. Mizeme nékdy dostat mnoziny (a) {4, 6,12}
nebo (b) {z,y, 2}, kde |x — 4|, |y — 6],]z — 12| < %?

Uloha 8. V kazdém z vrcholtl pravidelného n-tthelniku A;, As, ..., A, lezi urcity
pocet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé mince a
premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, pro kterd n lze po kone¢ném
poctu takovych premisténi docilit toho, ze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve
vrcholu Ay, lezet n + 1 — k minci.

34



PETR HLADIK

Uloha 9. Rumburak unesl na svtj hrad 31 ¢lent strany A, 28 ¢lenfi strany B,
23 ¢lenu strany C, 19 c¢lenu strany D a kazdého zaviel do samostatné kobky. Po
préaci se ob¢as mohli prochézet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat
tfi ¢lenové tii riznych stran, Rumburak je za trest pferegistroval do ¢tvrté strany.
(Nikdy si spolu nepovidali vice nez t¥i uneseni.)
(a) Mohlo se stét, Ze po uréitém case byli vSichni uneseni ¢leny jedné strany?
Které?
(b) Urcete vSechny ¢tvefice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101 a které
jako poc¢ty unesenych ¢lenti ¢tyt stran umoznuji, aby se Rumburakovou péci
Casem vSichni stali ¢leny jedné strany.

Uloha 10. Na tabuli je napsano v desitkové soustavé celé kladné ¢islo N. Neni-
li jednociferné, smazeme jeho posledni ¢islici ¢ a ¢islo m, které na tabuli zistane,
nahradime ¢islem |m — 3c|.! Najdéte vSechna pfirozena ¢isla N, z nichz opakovanim
popsané upravy nakonec dostaneme cislo 0.

Uloha 11. Vezméme ¢tyfi shodné pravouhlé trojthelniky. V jednom kroku mi-
Zeme jeden trojuhelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojihelniky.
Mizeme opakovanym délenim docilit toho, Ze zadné dva z naSich trojihelniki ne-
budou shodné?

Uloha 12. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢éislo, aby byl soudet
vSech péti ¢isel kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto poradi)

a y < 0, mtzeme tuto trojici nahradit trojici x + y, —y, y + 2. M{ize tento proces
n—1

probihat nekoneéné dlouho? Uvazme S = > x; - 241
i=1

INapiiklad bylo-li na tabuli ¢islo N = 1204, po tpravé tam bude |120 — 3 - 4| = 108.
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Navody

1. Liché a sudé pozice.

2. Vzdalenost od pocatku.

3. Délitelnost.

4. Co muze byt krok algoritmu, kdyz se chceme dostat k libovolnému ohodnoceni

proménnych? A co pak bude ten nejtrividlnéjsi invariant?

Vzpomen si na druhou tlohu, co zkusit ,invertovat oblouk soused“?
Délitelnost néjakym vhodnym ¢islem.

Vzdélenost od pocatku.

Kazdé minci pritradime jeji pozici.

© ® oo

Parita poctu clend.
10. 31.

11. Jaké budou velikosti rozdélenych trojihelnik? Slo by to zapsat jako uspofa-
dané dvojice? Mocniny jsou mocné.

12. Soucet absolutnich hodnot vSech podmnozin sousedicich ¢isel.

Literatura a zdroje

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1998.
[2] Martin Topfer: Invarianty, Lipova-lazng, 2016.
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Polynomy

VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek sezndmi ¢tenafe s polynomy a jejich zédkladnimi vlastnostmi.
Dale uvadi nékolik prikladi k procviceni.

Nasi cestu do svéta polynomt zahdjime forméalni definici a nékolika teoretickymi
poznatky.

Teorie
Definice. Polynomem stupné n rozumime vyraz tvaru
Anx™ + ap_12" L+ 4 a1z + ag,
kde a,, # 0. Cisla a; nazyvame koeficienty polynomu a x proménnou. Pojmenujeme-li

polynom f, pak deg(f) znaéi jeho stupei.

Poznamka. Zpravidla byvaji koeficienty polynomu redlna ¢isla. Obecné vsak mu-
zeme polynomy definovat nad libovolnym komutativnim okruhem.

Poznamka. K polynomum si pfidame jeden specidlni piipad, a to nulovy polynom,
ktery ma vSechny koeficienty rovny nule. Jeho stupen klademe roven —1.

Polynomy miZzeme intuitivné (¢len po ¢lenu) séitat, od¢itat i nasobit. Jak je to
ale s délenim?

Definice. Rekneme, %e polynom g déli polynom f (piSeme g | f), pokud existuje
polynom h takovy, ze f =g - h.

Tvrzeni. (déleni se zbytkem) Necht f je polynom a g nenulovy polynom. Pak exi-

stuje pravé jedna dvojice polynomii h, r takova, ze f = g-h +r a deg(r) < deg(g).
Dalsi ¢ast teorie vénujeme pojmu kofen polynomu.

Definice. Cislo a je korenem polynomu f, pokud f(a) = 0.

Tvrzeni. Polynom f ma kofen a pravé tehdy, kdyz (v —a) | f.

Disledek. Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n kofent.
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Zdkladni véta algebry ¥k4, ze kazdy polynom nad komplexnimi ¢&isly (s komplex-
nimi koeficienty) méa alespon jeden (komplexni) kofen. Z toho jiz plyne, Zze kazdy
komplexni polynom stupné n lze zapsat ve tvaru a,(x —z1)(z —z2) - - - (x — x,,), kde
x; jsou jednotlivé komplexni kofeny. Nalezeni kofenti polynomu nam tedy umoznuje
jej dostat do soucinového tvaru, v némz se nam s nim bude 1épe pracovat. Dikaz
této véty je slozity a presahuje ramec prednésky. Plati ale, ze kazdy redlny polynom
lichého stupné ma alespoii jeden realny koten.

Dusledek. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v alespori n + 1
bodech, jsou identické.

Dusledek. Kazdymin + 1 body Ize prolozit unikatni polynom stupné nejvyse n.
Jak takovy polynom najdeme?

Véta. Meéjme body xg,x1,x2,...,%, pron € N a k nim prislusné yo, y1, Y2, - - -, Yn-

Pak pro polynom
n
T —x;
f@ =3 wll =
— Ly — X
i=0  i#j

plati f(x;) = y; pro vSechna i = 0,1,2,...,n. Polynom f nazyvéme Lagrangeovym
interpolacnim polynomem.
Véta. Ma-li polynom f celoéiselné koeficienty a a,b € Z, pak a — b | f(a) — f(b).

Véta. (rational root theorem) M4-li polynom P(z) = ana™ + ap_12" "1 + -+ +ag
s celociselnymi koeficienty racionalni kofen % (v zakladnim tvaru), pakr | aop a s | ay.

Ulohy

Uloha 1. Najdéte polynom nabyvajici celo¢iselnych hodnot ve vech celych ¢islech,
ktery nema vSechny koeficienty celociselné. (MKS 34-6-1)

Uloha 2. Najdéte viechny polynomy f spliujici « - f(x — 1) = (x + 1) - f(x) pro
viechna redlna x. (MKS 34-6-3)
Uloha 3. Najdéte viechny polynomy f splitujici f(0) = 0a f(224+1) = (f(z))?+1
pro vSechna realna x.
Uloha 4. Najdéte viechny polynomy f spliujici f(2) = 6 a f(2?) = 2%(22+1) f ()
pro vSechna realna .
Uloha 5. Af f je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Dokazte, Ze je-li f(n) déli-
telné tfemi pro tfi po sobé jdouci prirozena cisla, pak je délitelné tfemi pro vSechna
prirozend cisla.
Uloha 6. Mgéjme polynom f s celodiselnymi koeficienty a a € Z. Déle plati, ze
f(=a) < f(a) < a. Dokazte, ze f(—a) < —a.
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Uloha 7. Najdéte vSechny polynomy f spliujici f(x)f(222) = f(2z% + 22) pro
vSechna realna x.

Uloha 8. Existuje polynom sudého stupné s lichymi celoéiselnymi koeficienty,
ktery méa raciondlni kofen? (MKS 34-6-4)
Uloha 9. Polynom f s celoéiselnymi koeficienty spliiuje f(0) = 1. V kolika nejvice
riznych celych ¢islech mize nabyvat hodnoty 20087 (MKS 28-3-5)
Uloha 10. At f je polynom s celo¢iselnymi koeficienty splitujici f(0) = f(1) =
2011. Ukazte, ze f(x) nem4 celoéiselny kofen.

Uloha 11. Reéalny polynom f stupné deg f < n splituje f(i) = 2% pro viechna
i=0,1,...,n. Urcete f(n+1).

Uloha 12. Koeficienty polynomu f jsou pfirozené ¢isla. Pro kazdé ptirozené ¢islo
n oznacme a,, soucet cifer v desitkovém zépisu ¢isla f(n). DokaZte, Ze existuje ¢islo,

které se v posloupnosti ay, as, ... vyskytuje nekonecnékrat. (MKS 21-6-6)
Uloha 13. Polynom f(x) stupné 2015 pro k = 1,...,2016 spliuje f(k) = %
Urcete f(2017). (MKS 29-1-8)

Navody

1. Népovédu k prvnimu prikladu nechces.

2. Ukaz, ze kofenem polynomu je kazdé celé ¢islo.

3. Postupné dosazuj za x hodnoty 0,1,2,... a pouzij dasledek o identi¢nosti po-
lynom1.

4. 7 druhé rovnosti urci stupen polynomu f.

5. Z véty vySe vime, Ze pokud je a — b délitelné t¥emi, pak i f(a) — f(b) je délitelné
tiemi.

6. Vhodné pouzij vétu o polynomech s celo¢iselnymi koeficienty.

7. Porovnej ¢leny s nejnizsim stupném na pravé a levé strané.

8. Aplikuj rational root theorem.

9. Uvaz g(z) = f(z) — 2008. Hledejte maximélni pocet kofenid g. Pro kofeny z;
plati —2007 =a-x1 - 2 - - -z, tedy n < 5.

10. Kdyby a bylo celoéiselnym kofenem f, muselo by z véty platit @ | 2011 i
a +1|2011, coZ neni mozné.

11. Pouzij Lagrangetiv polynom, vyjde 2"+ — 1.
12. Dosad ,,vysokou“ mocninu 10.
13. Zkoumej kofeny polynomu g(x) = xf(z) — 1.

Literatura a zdroje

[1] Lucien Sima: Polynomy, Paseky, 2018.
[2] Jakub Léwit: Lagrangeova interpolace, sbornik iKS, 2018.
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Rekurentni rovnice a posloupnosti

TERKA KUCEROVA

ABSTRAKT. Chcete védét, kolik kralikti budete mit za deset let? Odpovéd na tuto
otazku a mnoho dalsich lze ziskat pomoci rekurentnich posloupnosti, tedy posloup-
nosti, u nichz zndme prvnich par ¢lend a zptsob, jak nasledujici ¢leny spocitat z pred-
chozich. Prispévek shrnuje zakladni zptsob, jak prejit od rekurentniho zadani k expli-
citnimu, které je mnohdy vyhodnéjsi, a pfedklada ulohy k procviceni.

Prikladem rekurentni posloupnosti je Fibonacciho posloupnost F),, ktera je zadana
rekurentné vztahy Fy = 0, F; = 1 a F,42 = F,41 + F, pro vSechna n € N. Takto
zadana posloupnost je sice jednoznacné urcena, ale spocitat hodnotu Fbg1s je spis
trest nez tuloha. Na prednasce si ukazeme, jak lze prejit k explicitnimu vyjadieni
a jak teSit nékteré tulohy spojené — nékdy ponékud prekvapivé — s rekurentnimi
posloupnostmi.

Homogenni linedrni diferenéni rovnice (s konstantnimi ¢leny)

Zacneme zlehka — feSenim téméf nejjednodussiho piipadu, pod ktery spadé i Fibo-
nacciho posloupnost, a nasledné se pokusime uvedeny aparat zobecnit. Pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze rekurentni vztah obsahuje pouze ,dva predchozi
¢leny*, u nichz jsou konstantni koeficienty, a neobsahuje ¢len nezavisly na hodno-
tach posloupnosti, tedy naptiklad 2n + 1. Pak je posloupnost dédna tzv. homogenni
linedrni diferencni rovnict druhého stupné.

Definice. Homogenni diferencni rovnict druhého stupné s konstantnimi cleny ro-
zumime rovnici
Tn+2 = PTn+1 + qTn, (1)

kde nezndmou je posloupnost z, a p a ¢ # 0 jsou dana éisla.
Uvazme kvadratickou rovnici

M —p\—q=0,

kterou formalné dostaneme z rovnice (1) tak, ze nahradime dolni index n + k expo-
nentem k.' Oznaéme A1, A2 jeji dva komplexni kofeny.

I Této rovnici fikdme charakteristickd rovnice rovnice (1).
40



TERKA KUCEROVA

Nejprve uvazme A\; # \o. Pak snadno nahlédneme, Ze posloupnosti 22 = A} a
22 = \¥ jsou feSenimi rovnice (1). Z linearity rovnice (1) pfitom plyne, Ze libovoln4
posloupnost ve tvaru x,, = aA] + bA5, kde a, b jsou libovolné konstanty, je fesenim
rovnice (1). Staéi tedy volit vhodné a, b, aby byly splnény pocéteéni podminky, a
tim nalezneme explicitni vyjadfeni rekurentné zadané posloupnosti.

Pokud A\; = Ay = A, lze ukazat, Ze posloupnost \" i posloupnost nA\™ je feSenim
rovnice (1). Explicitni vyjadfeni rekurentni posloupnosti pak budeme hledat ve tvaru
ZTp = (a+ bn)A™.

Priklad. Najdi v8echna feSeni rovnice a2 = 2ap11 — Q.

Pokud ¢leny posloupnosti zavisi na vice pfedchozich ¢lenech, je situace obdobna:
Od homogenni diferen¢ni rovnice k-tého stupné

Tptk = Phk—1Tntk—1 T Pk—2Tntk—2 + *** + DoTn, (2)

po # 0, prejdeme k charakteristické rovnici a oznacime Aq, Az, ..., A\ vSechny jeji
kofeny. Pokud je A; (nenulovy) kofen s nasobnosti n;, pak je posloupnost 247 = n/ A?
pro kazdé j € {0,1,...,n; — 1} feSenim rovnice (2). Hledané feseni opét nalezneme
jako tzv. linedrni kombinace vyse uvedenych posloupnosti.

A co kdyZ rovnice homogenni neni?

V ptipadé, ze rekurentni formule obsahuje i néjaky vyraz v n, napf. a,42 = apy1 +

vvvvvv

Tntk — Pk—1Zntk—1 — Pk—2Lntk—2 — -+ — PoZTn = f(N), (3)

kde pg # 0 a f(n) je néjakd funkce definovand na Ng. Pfi feSeni ndm velice pomtze
nasledujici lemma.

Lemma. Necht p, je jedno, tzv. partikuldrni, feseni rovnice (3). Potom posloup-
nost b, je feSenim (3) prévé tehdy, kdyz b, = p, + a,, kde a,, je néjaké Feseni
(2).

Abychom tedy vyfesili nehomogenni rovnici, staci, abychom nalezli néjaké jeji
jedno feseni. To je obecné velice tézké. Ukazeme si ale, jak jej najit, pokud je prava
strana ve tvaru f(n) = A"P(n), kde A\ je néjaké nenulové komplexni ¢islo a P
polynom. Pokud ozna¢ime ¢ nasobnost A jakozto kofene? P, pak existuje partikuldrni
feseni rovnice (3) ve tvaru p,, = A"n‘Q(n), kde Q je polynom stejného stupné jako P.

A k ¢emu to je dobré?

Uloha 1. Kolika nejméné kroky lze preskladat Hanojskou véz vysky n na vedlejsi
stojan?

2Pokud A neni koifenem P, pokladame ¢ = 0.
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Uloha 2. Na kolik nejvice kusti miizeme rozkrajet (rovinnou) pizzu n rovnymi
fezy?

Uloha 3. M¢jme posloupnost nul a jedniéek. Pro kolik posloupnosti nul a jedni¢ek
délky n plati, Ze v celé posloupnosti nejsou vedle sebe dvé nuly?

Uloha 4. Opily pirdt se mota po pifimce. Zaéind v bodé 0 a kazdym krokem se
s 50% pravdépodobnosti posune o +1 a s 50% pravdépodobnosti o —1. Protipirat-
ské komando pfitom umistilo do bodu 2016 minu. S jakou pravdépodobnosti pirat
prezije?

Uloha 5. Zasahova jednotka z véalecné lodé Snare zatkla dva piraty X a Y, a ze
byla §tédré, dala jim po fadé x a y minci. Pirati si maji hazet spravedlivou minci, a
kdo prohraje, d&4 jednu svou minci druhému. Komu dojdou penize, bude popraven,
zatimco druhy propustén. Jaka je pravdépodobnost, Ze prezije pirat X7 A co kdyz
ma pirat X v kazdém hodu obecnou pravdépodobnost vyhry p?

Uloha 6. Naleznéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti a,, ktera splituje
rekurentni vztah a, 1 — 3a, = 2 a pocatecni podminku a; = 2.

Uloha 7. (Fibonacciho posloupnost) Najdéte F),, pokud Fy = 0, F; = 1 a plati
vztah Fp 1o = Frp1 + Fi.

Uloha 8. Ukaite, Ze existuje jedina posloupnost a,, kladnych ¢isel spliujici ag = 1
& Apio = Gp — Apy1-

Navody

1. Vede k rekurenci a,, = 2a,_1 + 1.

2. Tato dloha vede k rekurenci a,, = a,_1 + n.

3. Pro a, znadici pocet takovychto posloupnosti plati a, = a,—1 + Gn_2.

4. Problém vede na rekurentni rovnici a,, = %an,l + %anﬂ, kde a.,, je pravdépo-

dobnost vybuchu, nachézi-li se pirat v bodé 2016 — n pro n € N.

5. Pravdépodobnost, ze pirat X zbankrotuje, pokud ma ¢ minci, a pirdt ¥ méa tim
padem y + x — ¢ minci, oznac¢ime jako x;. Spocteme, Ze plati z; = %wi,l + %.’L‘i+1.
(Pfi ptipadu pravdépodobnosti vyhry p se k rekurentni rovnici dojde obdobné.)
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Lagrangeovy multiplikatory

JOSEF MINARIK

ABSTRAKT. Lagrangeovy multiplikdtory umi byt mocny néstroj na hledani extrému
funkci vice proménnych za podminky dané rovnosti. Také je Casto lze pouzit k dikaztim
nerovnosti.

Derivace

K pouziti Lagrangeovych multiplikatort budeme potfebovat trochu derivovat. Misto
formalnich definic si radé&ji ukazme, jak se derivuji jednoduché funkce, at se mtizeme
pustit do pocitani.

Umluva. Derivaci funkce f budeme znacit f’ a ziskdme ji aplikaci nasledujicich
pravidel.

Tvrzeni. Pro nasledujici funkce v proménné x plati:

¢ =0, kde c je libovolna realna konstanta,

(%) = ka*~1, kde k je realné ¢islo,

(cf(x)) = cf( ), kde c je libovolnd redlnd konstanta,
(

f(@) +g(2)) = f'(z) + ¢'(2)-

S touto sadou (velmi zdkladnich) pravidel zvlddneme zderivovat libovolny poly-
nom. To je samoziejmé velmi omezend mnozina funkci, ale pro nase tcely by to
vétsinou meélo stacit.

Priklad. 42" =0,

=1,

(xB)/ — 31,2’

(222 + z +5)' = 4z + 1.

Tvrzeni. K vyfeSeni vétsiny tloh v tomto pfispévku by to nemélo byt potreba,
ale plati

e sin(z) = cos(z), cos(z)’ = —sin(z)
o (e") =e”, In(z) =1,

o (f(z)g(x)) = f'(x)g(x) + f(z)g'(z),
o flg(x)) = f(9(x))g'(z).
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Cviceni. Jestli vas nebavi sledovat, jak Pepa vysvétluje derivace, milZete zatim

zderivovat funkce V223, z%e” sin(z), sin(cos()), %, In(tan(3x)), sin(z) cos(#) nebo

x®"

V této prednasce se Casto potkdme s funkcemi vice proménnych, proto si potie-
bujeme zadefinovat parcidini derivace.

Definice. Parcidlni derivaci funkce f(x1,x2,...,2,) podle proménné x; znacime
%. Spocitame ji tak, Ze se na vSechny ostatni proménné divame jako na konstanty

a predstirdme, Ze f je funkce pouze v proménné x;.

Daéle budeme ¢asto potiebovat zderivovat funkci podle vSech proménnych, tomu
se Tika gradient.

Definice. Gradientem funkce f(z1,22,...,%,) rozumime vektor

w:(‘” o 3f).

Oxq Ox” 7 Ozy,

Priklad. Uvedme si par prikladti gradient jednoduchych funkei vice proménnych:
o f(z1,22,...,Tn)=T1+ 22+ -+ x5, Vf=(1,1,...,1).
e f(a,b,c) = abe, Vf = (be,ac, ab).
o f(z,y) =2y +2ay°, Vf = (2zy + 2% 2° + 6ay?).

Lagrangeovy multiplikatory

Lagrangeovy multiplikdtory nam umoznuji najit lokalni extrém funkce vice promén-
nych za néjaké podminky s rovnosti. Je tady ale nékolik technickych detaili, na které
je potfeba si dat pozor.

Véta. (Lagrangeovy multiplikdtory) Budiz g : R™ — R spojité diferencovatelna
funkce a uvazme mnozinu M = {x € R" | g(x) = 0}. JestliZe spojité diferencovatelna
funkce f : M — R nabyva v bodé xo na M lokéalniho extrému, potom plati bud
Vg(xo) = 0 nebo V f(xo) = AVg(zo) pro néjakou redlnou konstantu A.

Toto je ve skutecnosti trochu oslabend verze Lagrangeovych multiplikatord, ndm
ale prozatim bude stacit. Ve formulaci véty se vyskytuje pojem spojite diferencova-
telnd funkce, to znamena, zZe jeji derivace je spojita. Vétsina hezkych funkci, na které
narazime (tedy téch, kde nenastane déleni nulou, nebo tam neni absolutni hodnota
a podobné), bude spojité diferencovatelnd. Zejména v piipadé polynomu nas tato
podminka nemusi moc trapit.

Pozor na to, ze multiplikdtory ndm pomutizou najit jenom lokalni extrémy, nic ndm
ale netikaji o globalnich extrémech. Nastésti nAm mize pomoct nasledujici tvrzeni:

Véta. Na uzaviené a omezené (neboli kompaktni) mnoziné M C R™ m4 spojita
funkce f : M — R globalni minimum i maximum.
Pojdme si to predvést na piikladu.
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Priklad. Najdéte maximum funkce f(x,y) = 22 + 2zy na jednotkové kruznici.

Reseni. Pouzijeme Lagrangeovy multiplikdtory. Jednotkova kruznice je mnozina
bodt spliiujicich 22+ y? = 1, nase podminka tedy bude g(z,y) = 2% +3? — 1. Funkce
f 1 g jsou spojité diferencovatelné, takze podminky véty jsou splnény.

Gradienty nasich funkci jsou V f = (22+42y, 2z) a Vg = (2z, 2y). Pfedpokladejme,
7e bod (x0,y0) je lokalni maximum, potom podle véty o Lagrangeovych multiplika-
torech plati Vg(zg,y0) = 0 nebo V f(zo,y0) = AVg(zo, yo)-

(1) Ptipad Vg(zo,y0) = 0 je jednoduchy, nebot musi platit (2z,2y) = (0,0),
tudiz ¢ = 0 a y = 0. To neni bod na jednotkové kruznici, nemusi nas tedy
zajimat.

N

(2) Druhy pfipad je trochu slozitéjsi, potfebujeme vyfesit soustavu

2x + 2y = 2\,
2x = 2y,
2 +yP-1=0.

Dosazenim z druhé rovnice do prvni dostaneme
AN —=X—-1)y=0.

Pripad y = 0 zjevné nevyhovuje, zbyva tedy A = %\/5 Dosazeni do posledni
rovnice nam da

Ny? +y? - 1=0,
1
2 _
v

[ 2
=4,
Y 5++/5

Dosazenim a trochou tprav nyni zjistime, ze funkce ma ¢tyfi rtuzné lokalni
extrémy, ve kterych nabyva hodnot #

Nalezeni lokalnich extrémi nédm jesté nezarucuje, ze jsme nasli globalni
extrémy (ty by tfeba ani nemusely existovat). My ale maximalizujeme na
kruznici, ktera je kompaktni (uzaviend a omezend), takze globalni maximum

1+v5

mit musi. Tim musi nutné byt jedno z lokélnich maxim, takze to je =5~.

Ukazme si jeSté jednu tlohu. Ona samotna je sice trividlni, ukazuje ale, ze pouziti
multiplikatort skyta drobné nastrahy.

Priklad. Uréete minimum vyrazu xy za podminky x + y = 1 pro
e 1, y realna,
e I, y nezaporna,
e z, y kladna.
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Reseni. Opét pouzijeme Lagrangeovy multiplikétory, tentokrat mame f(x,y) = zy
ag(zr,y) =x+y—1, takze Vf(z,y) = (x,y) a Vg(z,y) = (1,1). Podminky véty
jsou splnény, pfipad Vg = 0 zjevné nastat nemiize, feSime tedy soustavu

r = Al,
y=Al,
z4+y—1=0.

B s . <oy 1
Resenim je zjevné z =y = A = 3.

Znamend to tedy, ze odpovédi je i? Nikoliv, jediné, co vime, je, ze i je lokalni
extrém. Neni moc tézké si rozmyslet, Ze lokalni maximum, nas ale zajima minimum.
Zadna lokalni minima jsme nenali, co to pro nas znamena?

e Proreilnd z, y tato funkce minimum nemd (mnozina neni omezend, takze ex-
trémy existovat nemusi), kdyZ poSleme proménné do nekoneéna, dostaneme
libovolné malou hodnotu.

e Pro nezaporna x, y minimalizujeme na uzaviené a omezené mnoziné, funkce
tedy nékde musi nabyvat lokalniho minima. Potfebujeme ovérit krajni body.
Na okrajich intervalu (0,1) a (1,0) je funkce nulova a jedné se o globAalni
minimum.

e Pro kladné x, y nase mnozina neni uzaviend, takze taky nemusi mit globalni
minimum! Skute¢né to tak je, neni tézké si rozmyslet, ze se mizZzeme dostat
libovolné blizko nuly, ale ne na nulu samotnou.

Proc to funguje?

7 toho, co jsme si zatim ukazali, nemusi byt moc jasné, pro¢ by Lagrangeovy mul-
tiplikdtory mély fungovat. Nebudeme si je dokazovat formalné, zkusme si ale trochu
rozmyslet, pro¢ to déva smysl. Zakladem je fakt, Ze gradient ,ukazuje smér, ve
kterém funkce roste nejvic“. Navic nam danou funkci v okoli daného bodu linearné
aproximuje. Gradient podminky nam potom ukazuje ve sméru kolmém na kiivku, na
které hledame extrém. To protoze gradient ukazuje ve sméru, kde podminka nejvice
roste, a tedy je nejrychleji porusena.

Aby byl v néjakém bodé lokalni extrém, nesmime byt schopni pohnout se ve
smeéru, ve kterém funkce roste. To znamend, Ze gradient funkce je kolmy na pod-
minku, tedy rovnobézny s jejim gradientem.

Co tam ale déla pripad Vg = 07 Ten zachycuje situaci, kdy Sipka podminky
ynemé smér a kterou je proto potfeba oSetfit zv1ast.

Na nésledujicim obrazku je zachycena situace z prvni tlohy. Plné sSipky znaci
gradient funkce, jejiz extrém hledame, a ¢arkované Sipky gradient podminky.
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Zobecnéni
VysSe zminéné tvrzeni lze dale zobecnit pro vétsi pocet podminek.

Véta. (Lagrangeovy multiplikdtory) Budte ¢1,...,95 : R" — R spojité diferen-
covatelné funkce a uvazme mnozinu M = {x € R" | ¢g;(x) = 0}. Nabyva-li spojité
diferencovatelna funkce f : M — R v bodé xog na M lokalniho extrému, potom bud

(1) existuji aq,...,aqy takové, Ze Y a;Vg;(xo) = 0, kde aspori jedna o je nenu-
lova; nebo
(2) existuji Ay, ..., A\, takové, ze V f(zg) = > A\Vgi(xo).

To znamen4, Ze v lokdlnim extrému jsou bud gradienty podminek linedrné zavislé,
nebo je gradient nasi funkce linedrni kombinaci danych podminek.

Lagrangeovy multiplikatory jdou potom déle zobecnit na Karushovy-Kuhnovy-
Tuckerovy podminky, témi se ale v tomto piispévku zabyvat nebudeme.

Ulohy

Uloha 1. Jaké je maximum vyrazu = + y za podminky z2 4 y? = 47

Uloha 2. Jaké je minimum vyrazu = + y za podminky zy = —1?

Uloha 3. Jaké je maximum vyrazu zy za podminky 22 + zy + y? = 17

Uloha 4. Jaké je maximum a minimum vjrazu 822 — 2y za podminky 2 +y? = 1?7
Uloha 5. Ktery bod na pfimce 3z—5y+7 = 0 ma nejmensi vzdalenost od poc¢atku?

Uloha 6. Krabice (tedy kvadr bez horni podstavy) mé povrch 12 m?, jaky nejvétsi
muZe mit objem?

Uloha 7. Dokazte, ze pro viechna realné a, b splijici a + b = 4 plati ab < 4.
Uloha 8. Ktery bod elipsy 222 +2y+%? = 4 ma minimélni vzdalenost od po¢atku?

Uloha 9. Jaké je maximum a minimum z2y za podminky = + 2y = 67
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Uloha 10. Ktery bod na kiivce zyz = 3 ma minimalni vzdéalenost od poc¢atku?

Uloha 11. Jaké je minimum x2 442+ 2% za podminek z+y-+2z = 9a z+2y+32 =
207

Uloha 12. Dokazte AG nerovnost, tedy Ze pro nezaporna realna ai,...,a, plati

1
a1+...+an2n(a1...an)n.

Uloha 13. Jaké je maximum a?b+ b%c + c?a pro nezaporna realna a, b, ¢ splitujici
abe =17 (Kanada 1999)

Uloha 14. Pro kladna realné a, b, c spliujici (a + b)(b + ¢)(c + a) = 1 dokaite
ab+ bc+ ca < %.

Uloha 15. Jaké je maximum vyrazu xy + yz + 2z za podminky 22 4 32 4 22 = 1?7
Uloha 16. Jaké je maximum vyrazu x> + 3% + 22 za podminky zyz? = 17

Uloha 17. Jaké je maximum vyrazu 2a + b + ¢ za podminek ab + bc + ca = 16 a

a> 37 (MO A-64-11)
Uloha 18. Jaké je maximum vyrazu b+ ¢ za podminky (a + ¢)(b* + ac) = 4a pro
kladna realné a, b, c? (MO A-65-IIT)
Uloha 19. Dokazte > ﬁ < 1 pro kladna redlna a, b, ¢ splnujici a +b+c = 1.

(USAMO)
Uloha 20. Pro realné x, y, 2z spliujici  +y + 2z = 12 a 22 4+ 3% + 22 = 54 dokazte
9 <uzy,yz,zx < 25. (MO A-60-IIT)
Uloha 21. Pro kladné realna ¢éisla, ktera spliji abed = 4 a a? + b2 + ¢ + d? = 10,
uréi maximum ab + be + c¢d + da. (CPS 2012)

Uloha 22. Pro realna éisla spliwjici zaroveti a+b+c+d = 6 a a®> +b*>+c?+d? = 12
dokazte 36 < 4(a®+ b3+ +d3) —a* —b* —ct —d* < 48. (IMO shortlist 2010)

Uloha 23. Pro kladna realna ¢&isla a, b, ¢, d splitujici a + b + ¢ + d = 4 dokaz

a%+b%+0%+%2a2+b2+c2+d2.
(MOP 2012)
Uloha 24. Dokaz, 7e pro nezaporné realna ¢isla a, b, ¢ splitujici a2 +b2+c?+abe = 4
plati 0 < ab + be + ca — abe < 2. (USAMO 2001/3)
Uloha 25. Pro realna ¢isla w1, . . ., z, splijici 22 + - - 4+ 22 = 1 najdi minimum

a maximum x1Zs + -+ + Tp_1Tn + TpTi.
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Posloupnosti v teorii Cisel

MAGDALENA MISINOVA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s nékolika pfistupy pro zkroceni rekurentné zadané
posloupnosti, kdyZ se uloha pta na jeji vlastnosti ze svéta teorie &sel. Ulohy jsou
rozdélené do nékolika sekci, v nichz je obtiznost tloh pfiblizné vzestupné, avsak pro
sekce samotné toto neplati.

Na zacatek si zavedeme nékolik pojmi a znaceni. Posloupnost aj, ag, ... znacime
{an}52 . Posloupnost je zadand rekurentné, pokud mame vztah, z néhoz spocitame
n-ty ¢len v zavislosti na nékolika predchozich, napiiklad a, = ad _; + 2972 + 42.
Pokud naopak n-ty ¢len posloupnosti umime vyjadrit pouze v zavislosti na n, fikdme
tomu explicitni vyjadieni, napiiklad a, = n!—n*. Vétsinou budeme mit posloupnost
v uloze zadanou rekurentné. Nékdy se muze vyplatit hledat jeji explicitni tvar, ale
ne vzdy.

Asi nejznaméjsi posloupnost pojmenovand po nékom je Fibonacciho posloupnost:

Definice. Fibonacciho posloupnost, oznacovana {F,}, spliiuje Fy = 0, F; = 1,
Fn+2:Fn+l + F.

Jeji rekurentni vyjadieni je hezké a pfirozené, mé ale i svlij explicitni tvar:

: s 1 (1+v8\" 1 (1=vB)"
Tvrzeni. P]at1Fn—ﬁ( 5 ) —%< 5 )

Jak je vidét, hezka rekurence nemusi nutné znamenat hezké explicitni vyjadreni.
Jak explicitni vyjadieni obecné hledat v této prednésce fesit nebudeme, vyzkousime
si jen metody, které pocitaji s tim, Ze toto vyjadfeni je hezké (coz zvySuje pravdé-
podobnost, Ze se z néj néco dozvime :-)).

Posouvani posloupnosti

Obcas mame zadanou posloupnost, ktera sama o sobé moc hezka neni, je mozné, ze

kdyz k ni pficteme pétku a vynasobime ji ¢tyfkou, dostaneme néco daleko lepsiho.

Casto staci uz jen to pfic¢itani. Kdyz neni na prvni pohled jasné, jak posloupnost

upravit, je dobré si pri¢itaci a nasobici konstantu néjak oznacit, napsat si rekurentni

vztah pro novou posloupnost a pokusit se ho volbou konstant co nejvic zjednodusit.
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Cviceni 1. Posloupnosti zadané nasledujicimi rekurencemi napiste v explicitnim
tvaru. Vzdy plati z; = 1.

(1) zpy1 =3z, — 4.
(2) Zpi1 = by, + 6.
(3) Tpy1 =2 + 22,,.

Uloha 2. Necht 21 =1, z,, = 2z,,_1 + 1. Dokazte, Ze kdyz je x,, prvodislo, tak je
i n prvocislo.
Uloha 3. Definujme posloupnost!

3a,
a1 =2, Qupy1= L;J

Dokazte, ze obsahuje nekone¢no sudych i lichych ¢isel.
Uloha 4. Pro posloupnost {a,} plati ap =2, a1 =4 a

ApQn—1

2

an+1 = + an + ap—1.

Vyjadrete ji v explicitnim tvaru.

Sousedni cleny

V této sekci se bude hodit néjakym zptsobem porovnat sousedni ¢leny posloupnosti.
Podivat se na jejich rozdil, podil, napsat si vztahy pro né a néco s nimi provést.
Mizeme na to vyuzit Vietovy vztahy:

Tvrzeni 5. Necht m4 kvadraticka rovnice 2> + ax + b = 0 kofeny p a q. Potom
plati —(p+q) = a, pg = b.

Uloha 6. Necht 1 =1, &, = Tp—1 + Tp_o + - - - + 1. Dokazte, Ze T3kto je tieti
mocnina pro vSechna k € Ny.

Uloha 7. Definujme posloupnost
dn — 2

1 =1, Tn+1 = m

C Xy

Dokazte, ze vSechny c¢leny této posloupnosti jsou celé ¢isla.

Uloha 8. Necht a; = 1, ay = 143 a ap 1 = %(al +as+ - +ay) pron > 2.
Dokazte, ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou cela ¢isla.

Uloha 9. Necht posloupnost 1, 2o, ... spliiuje 1 = 4 a pro n > 1 plati
Ty = T1X2- - Tp_1 +O.

Najdéte vechny dvojice ptirozenych éisel (a,b), pro néz je x,x;, Ctverec.

L Dolni celd ¢dst x, oznacovand |z, je nejvétsi celé ¢islo, které je nejvyse .
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Uloha 10. Necht a; =0 a ant1 = 2ap, + /1 + 3a2 pro pfirozena n > 1. Dokazte,
ze pro vSechna prirozend n je a, celé ¢islo.
Uloha 11. M¢éjme rekurentné zadanou posloupnost z; = x5 = 1,

x% +2

Tn1 = .
Tn—1

Dokazte, ze vSechny ¢leny této posloupnosti jsou celé ¢isla.

Moduleni a periody

Obcas se staci prosté podivat na posloupnost modulo néjaké ¢islo a vyuzit toho, ze
ji madme zadanou rekurentné. Potom se totiZz posloupnost modulo néco ¢asem musi
zacyklit.

Uloha 12. Necht plati a; =2, ap =5apron > 1
gz = (2 =1 ani1 + (2 +n%)a,.

Dokazte, Ze neexistuji t¥i pfirozena cisla p, g, r takova, ze a,aq = a,.
Uloha 13. Nechfa; =b;=1a

Ap41 = 9a, — 2bn7

bn—i—l = 2an + 4b,.
At ¢, = a,, + b,. Dokazte, Ze neexistuji tii riiznd prirozend disla k, £, m takova, ze
e = cpCpm.
Uloha 14. Pro posloupnost {a,} plati a; = 2 a pokud n > 1, a, je nejvétsi
prvociselny délitel ajas - - - a,—1 + 1. Dokazte, Ze 5 neni v této posloupnosti.
Uloha 15. Pro posloupnost {a,} plati ap =0, a; = 1 a a,, = 3a,_1 — @2 pro
n > 2. Dokazte, ze kdyz 45 déli a,,, tak i 44 déli a,,.

Obcas by se ndm hodilo védét, jestli posloupnost je periodicka uz od zacatku.
Pokud umime rekurentni predpis ,prevratit, tedy z pozdéjsich ¢lenti spocitat ty
predchozi, mtiZzeme posloupnost prodlouzit ,,na druhou stranu“ do —oo. Tim padem
musi byt celd periodicka.

Uloha 16. Dokaite, Ze pro viechna n € N existuje k > 0 takové, ze n | Fj.

Uloha 17. Dokazte, #e pro kazdé pfirozené ¢islo m existuje index k, pro néjz

m | Ff— Fj — 2. (CPS 2007)
Uloha 18. Pro posloupnost {a,} plati ag =2, a; =4 a
ApGn—1
Up41 = D) +an + an—1.

Najdéte vSechna prvodisla p, pro néz existuje pfirozené m spliwjici p | @, — 1.
(MEMO 2012)
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Ruzné

Uloha 19. Pro ktera piirozena n existuje aritmetickd posloupnost délky n, jejiz
Cleny jsou prevracené hodnoty celych ¢isel?

Uloha 20. Posloupnost {a,}°°; splituje n + m | a,, + a,, pro viechna rfizn4 pti-
rozend m a n. Dokazte, Ze pro vSechna pfirozend n plati n | a,.

(Petrohrad 2016, 11.1)

Navody

2. Nejdriv posun o konstantu, pak rozloz na soucin.

3. Sporem. Kdyz je a, sudé nebo liché, umis se zbavit dolni celé ¢asti. Pro licha
¢isla posloupnost posuil.

4. Budes potiebovat k posloupnosti néco pricist a nééim ji vynasobit.

6. Kolik je z,, — xp_17

T mp=fao L Dgy

9. Vyjadii z, jen pomoci x,_1, uvédom si, ze kazdé dva ¢leny posloupnosti jsou

nesoudélné a vyjadfeni uzavii mezi dva Ctverce.

10.

Prepis si to do kvadratické rovnice. Udélej to pro dva sousedni ¢leny a pouzij

Vietovy vztahy.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Vietovy vztahy ti daji dvé rovnice. Pouzij tu druhou nez v predchozi tloze.
Modulo 3.

Modulo 8.

Kdyby ano, jak musi vypadat pfedchozi ¢len? Pak zkus modulo 4.

Prosté spocitejte délky period modulo 9, 5, 4 a 11.

Plati n | Fp.

Fqi=-1

Tohle zadani by ti mohlo byt povédomé. Pak se podivej na a_;.

Faktorial.

Zkus si napsat nékolik délitelnosti, které dostavas ze zadani. Pro samotné n

toho moc nevymyslis, ale co pro jeho nasobky?

Literatura a zdroje

[1] Martin ,Vodka“ Vodicka: Postupnosti v Tedrii éisel, sbornik iKS, 2018.
[2] https://artofproblemsolving.com/community/
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Kombinatorické nepocitani

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. KdyZ chceme ukazat, ze dvé mnoziny jsou stejné velké, je Casto zbyteéné
pracné pocitat jim prvky. Pfitom muzZe stacit sestrojit bijekci ¢i prosté jen ,nahléd-
nout“, ze je to v obou pfipadech totéz.

Definice. Kombinacni c¢islo (Z) udava pocet moznosti, jak do n prihradek umistit
k nerozlisitelnych kulicek, do kazdé nejvyse jednu.

Rozcvicka

Cviceni 1. [&] Nahlédnéte, ze (}17) = (}) + (,7,)-

Cviceni 2. LI1 Nahlédnéte, Ze rozndsobenim (a 4 b)™ dostaneme

<n) a’b" + (n) a4 4 (n) a™vl.
0 1 n

Cviceni 3. ] Nahlédnéte

1 1
12+22+~~+nzz(n;r >+<n;r >

Cviéeni 4. [[1 Nahlédnéte, Zze pocet moznosti, jak na Sachovnici umistit blize ne-
urceny pocet stielct tak, aby se vzajemné neohrozovali, je druhou mocninou pfiro-
zeného cisla.

Cviceni 5. [4] Uvédomte si, Ze podet viech rovnob&znikfl v rovnostranném troji-
helniku o strané délky n s trojihelnikovou miizkou je 3("}?).
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Vsehochut

Cviceni 6. 11 Je ddno ptirozené ¢islo k a n > k. Uvazme ndhodnou permutaci
na {1,2,...,n}. Nahlédnéte, Ze pravdépodobnost, ze prvky 1,2,... k lezi v jednom
cyklu, nezavisi na volbé n.

Cviéeni 7. (I Ozna¢me x,, pocet slov délky n z pismen A, B neobsahujicich pod-
slovo ABABA ani BABAB a déle ozna¢me y,, pocet slov délky n z pismen A, B
neobsahujicich nikde pét stejnych po sobé jdoucich pismen. Nahlédnéte, ze x,, = y,.

Cviceni 8. [] Alca si nakreslila étvercovou miizku n x n a do kazdého policka
napsala pocet vSech obdélnikii (a ¢tverclt) v miizce, které obsahuji dané policko (na
obrazku je situace pro n = 3). Uvédomte si, Ze soucet ¢isel ve vSech polickich je

roven (";2)2. (PraSe 29-3-7, Rakousko 2002)

911219
12116 |12
91129

Cviceni 9. [4] Leteckd spole¢nost provozuje (obousmérné) spoje mezi nékterymi
(neuspotddanymi) dvojicemi z n mést (povolené je i neprovozovat zddny spoj ¢i
v8echny). Mésta pfitom maji rizné priority. Pokud navic existuje spoj mezi mésty
a, b a mésto ¢ mé vyssi prioritu nez b, existuje i spoj mezi a, c. Uvédomte si, ze
pocet moznosti, jak spoje provozovat, je 277 1.

Cviéeni 10. 4] Jsou dédna piirozena ¢isla a, b, c. Uvazujte viechny tabulky ne-
zapornych celych ¢isel a x b, v nichz vSechny fadky a sloupce jsou nerostouci a
v8echna ¢isla jsou rovna nejvyse ¢ (levy obréazek). Na druhé strané uvazujte Sestia-
helnik s vnitfnimi thly 120° a stranami délek a, b, ¢, a, b, ¢ a sadu kosoc¢tvereckt
slepenych ze dvou jednotkovych rovnostrannych trojuhelnik (pravy obrézek). Na-
hlédnéte, ze pocet tabulek je stejny jako pocet moznosti, jak vyskladat Sestitthelnik
kosoctverecky.

[/ /NN
VLIS VAV

2[2[1[1
2]2 8 8 AN SAVEINEY

N/ =/ X\/m/
NS A\VEZ%
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Cvideni 11.[4] Budte a, b nesoudélna licha &isla. Na pravitku dlouhém ab vy-
znac¢me nejprve kazdou a-tou rysku, pak kazdou b-tou rysku, a nakonec obtahnéme
kazdy druhy tsek mezi vyznacenymi ryskami (za¢neme obtahnutim prvniho). Uvé-
domte si, Ze celkova délka obtazeného tiseku je rovna pocétu cCernych policek na

Sachovnici a x b, jejiz rohova policka jsou cerna. (PraSe 31-8-6, rusky folkldr)
\\\\|\\\\|\\\\|\\\\|\\\\|\\\\|\\\\‘
‘\\\\\\|\\\\\\\\\\\\\\\\\\|\\\\\\
Cviéeni 12. [I1 Permutacim o na mnoziné {1,2,...,2n}, pro néz existuje i < 2n
takové, ze |o(i) — o (i + 1)| = n, fkejme dobré. Ostatni nazyvejme Spatné. Uvédomte
si, ze dobrych permutaci je vice nez Spatnych. (IMO 1989-6)
Cviéeni 13. [I1 Jsou déna éisla n > k stejné parity. V fadé stoji 2k lamp odislova-
nych 1,...,2k. Na zacatku jsou vSechny zhasnuté. Jeden krok spociva v rozsviceni
zhasnuté lampy nebo zhasnuti rozsvicené. Ozna¢me X pocet n-prvkovych posloup-
nosti kroki, po kterych budou svitit pravé lampy 1,...,k, a dile oznac¢me Y pocet

n-prvkovych posloupnosti krokt, po kterych budou svitit pravé lampy 1, ..., k, pii-
¢emz byly prepinany pouze tyto lampy. Rozmyslete si, Ze

X 2
Yy 2k
(IMO 2008-5)
Cviéeni 14. ] Je ddno n > 3 bodi oéislovanych 1,2,...,n. Z bodu s mensim

Cislem vede vzdy Sipka do bodu s vétsim ¢islem. Obarveni Sipek ¢ervenou a modrou
nazveme jednobarevné, pokud pro libovolnou dvojici riznych vrcholi A, B neexistuje
zéroveni modréd a Cervend cesta z A do B. Uvédomte si, Ze pocet jednobarevnych
obarveni je n!. (ARO 2005)

Cviceni 15. [I1 Jako plné n-tice pFirozenych ¢isel budeme oznacovat ty, ve kterjch
pro kazdé i > 2, jez se v n-tici vyskytuje, plati, Ze se v n-tici vyskytujeii—1, pricemz
prvni vyskyt ¢ — 1 je pfed poslednim vyskytem i. Rozmyslete si, ze plnych n-tic je
nl. (IMO Shortlist 2002)

Cvideni 16. [4] Ozna¢me G(n) pocet viech moznych stromt (souvislych graffi bez
kruznic) na danych n vrcholech. Bijektivné ukazte
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Pravdépodobnost

Cviceni 17. Il Mirek je velky gurméan a vlastni pytel, ve kterém je 123 karame-
lek a 321 haslerek. Aby si své bonbdény pofadné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude
konzumovat specifickym zptisobem. Kdyz se rano probudi, za¢ne z pytle ndhodné vy-
tahovat jeden bonbén za druhym. Prvni bonboén vytdhne a sni. Kazdy dalsi bonbdén
vzdy vytdhne, a pokud je tento stejného typu jako vSechny predchozi, rovnéz jej sni.
Je-li jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chut. Tim Mir-
kv ranni ritual kon¢i. Uvedenym zpiasobem konzumuje Mirek bonbdény kazdy den
az do chvile, kdy uz v pytli zddny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, ze poslednim
snézenym bonbdnem bude karamelka?

Cviéeni 18. [I1 Do stomistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy mé mistenku na
jedno sedadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne nahodné.
Kazdy dalsi si sedne na svoje sedadlo, je-li volné, a v opa¢ném pripadé si sedne na
nahodné volné sedadlo. Jaké je pravdépodobnost, Ze posledni piichozi si sedne na
svoje sedadlo?

Cviceni 19. 11 V n — 1 vrcholech pravidelného n-thelniku stoji ovce, ve zbylém
vrcholu stoji vlk. V kazdém kroku se vlk pfesune na ndhodny sousedni vrchol (jeden
ze dvou), a pokud v ném stoji ovce, sezere ji. V1k se nasyti az v okamziku, kdy sezere
n — 2 ovcl, tedy pravé jedna ovce prezije. Uvédomte si, ze pravdépodobnost pfeziti
kazdé ovce je stejna.

Cviceni 20. 11 Adam a Bedfich hraji iKS-tenis na n mickt. Pokazdé jeden hric¢
podava micek a nektery z hract tento micek vyhraje. V okamziku, kdy ma nékdo
vyhrano n mickl, vyhrava cely zapas. Prvni micek podava Adam a dale mohou byt
t¥i schémata podavani:

(1) Podéava vzdy ten, kdo naposled vyhral micek.

(2) Podéva vzdy ten, kdo naposled prohral micek.

(3) Hraci se v podani se pravidelné stiidaji.
Predpokladejme, Zze pravdépodobnost vyhry micku zavisi vzdy jen na tom, ktery
hra¢ podaval. Rozmyslete si, Zze celkové Sance hrac¢d na vyhru zapasu nezavisi na
volbé schématu.

Kombinatorické identity

et ()(e) = ()00

Cviceni 22. [1] Z (Z) = 2",

k=0
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Cviceni 23. [11 k:(n> =27 1p,

k
k=1
Cviceni 24. 00 S~ (") (F) = one(™
) k/)\d) d
k=d
Cviceni 25. L[] (n> ( m ) = (m * n)
— k) \r—k T

Cesty v mfizce
Cviceni 26. [[1 Nahlédnéte, Ze pocet cest délky a + b z levého dolniho rohu do
pravého horniho v mfiZzce a X b je (’H'b).

a
Cviceni 27. 4] Nahlédnéte, Ze

i n\> _(2n
k) \n)
k=0
Cviceni 28. ] Necht a, b jsou pfirozena &isla. Uvazme cesty podél miizky z bodu
[0,0] do bodu [a,b], které nikdy nejdou doleva, nachézi se v nich pravé jeden krok

dolti a zaddny vrchol neni navstiveny vicekrat. Uvédomte si, Ze jejich pocet je roven
(a + 1)(Zfl1’) (variace na celostétni kolo MO 2015)

Cviceni 29. [l Kazdé posloupnosti slozené z n nul a n jednic¢ek piifadime éislo,
které je poétem maximélnich tseki stejnych ¢islic v ni. (Napiiklad posloupnost
00111001 mé 4 takové tseky 00, 111, 00, 1.) Pro dané n sefteme vSechna Cdisla
prifazend jednotlivym takovym posloupnostem. Uvédomte si, Ze vysledny soucet je

roven ()

(MO 66-A-I11-4)

Cviceni 30. (Al Ozna¢me

Rozmyslete si, Ze f(n) + f(n —1) = 2™.
Cviéeni 31. [4] Bijektivné ukazte

B0
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Rozklady

Definice 32. Rozkladem cisla n délky £ > 1 rozumime kone¢nou nerostouci po-
sloupnost pfirozenych ¢isel aq, ..., ar spliujici a3 + - - - + ag = n.

Cviéeni 33. L1 Nahlédnéte, Ze pocdet vSech rozkladu éisla n je roven poctu roz-
kladu ¢isla 2n délky n.

Cviéeni 34. ] Nahlédnéte, Ze pocet rozkladt ¢isla n délky k je stejny jako pocet
vsech rozkladu n, kde a; = k.

Cvideni 35. 4] Rozklad nazveme symetrickym, pokud pro kazdé i udava a; pocet
prvku rozkladu velkych alespon i. Uvédomte si, Ze symetrickych rozkladu ¢isla n je
stejné jako téch rozklada c¢isla n, kde jsou jednotliva a; razné a soucasné licha.
Cviceni 36. [l Pro m,n € N ozna¢me f(m,n) pocet n-tic (z1,z2,...,z,) celych
¢isel spliwjicich |z1| + - - - + |z,,| < m. Rozmyslete si, ze f(m,n) = f(n,m).
Cviceni 37. [l Oznacme si jako A(n) podet posloupnosti a; > as > -+ > ay
prirozenych c¢isel takovych, ze a; + --- + ar = n takovych, Ze a; + 1 je mocnina
dvojky. Déle necht B(n) je pocet posloupnosti by > by > -+ > b, pfirozenych ¢isel
takovych, ze by +- - -+ by, = n a pro kazdé j < m plati b; > 2b;, ;. Bijektivné ukazte,
Ze pro kazdé pfirozené n je A(n) = B(n).

Cviéeni 38. [ Bijektivné ukazte, ze pocet rozkladu cisla n, ve kterych jsou
vSechna a; rizna, je stejny jako pocet rozklada ¢isla n, ve kterych jsou vSechna
a; liché.

Cviceni 39. [l Bijektivné ukaZte, Ze pocet rozkladi ¢isla n, které neobsahuji dru-

hou mocninu pfirozeného ¢isla, je stejny jako pocet rozkladh c¢isla n, ve kterych se
kazdé ¢islo ¢ vyskytuje nanejvys (i — 1)-kréat.

Fibonacciho Cisla
Definice 40. Pocet moznosti, jak vyskladat tabulku (n — 1) x 1 kostickami 1 x 1

a 2 x 1, nazyvame n-tym Fibonacciho c¢islem a znacime F,.

Cvieni 41. [I1 Nahlédnéte, Ze pofet moznosti, jak vyskladat tabulku (n —1) x 2
dominovymi kostickami, je roven Fj,.

Cviceni 42. ] Nahlédnéte
Foypr1 = Fop1 Py + Fo Iy,

Cviceni 43. [4] Nahlédnéte, Ze pro kazdé n > 4 plati F? = 2F2_| +2F2_,—F2_,.

Cvideni 44. [4] Uvédomte si, ze pocet moznosti, jak rozdélit tabulku (n + 1) x 1
na dilky vétsi nez 1 x 1, je F,.
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Cvideni 45. 4] Uvédomte si, ze podet moznosti, jak vyskladat tabulku n x 1
kostickami s lichymi rozmeéry, je F,.

Cviceni 46. [l Uvédomte si, ze F}, | Fi,.
Cviceni 47. [4] (Cassiniho identita) Rozmyslete si, ze F},_1 - Fj,11 = F2 + (=1)".

Cvideni 48. [4] Hadem nazvéme kone¢nou posloupnost ¢tverecktt v miizce tako-
vou, ze kazdy nésledujici ¢tverecek je té€sné nad predchozim nebo tésné vpravo od
néj. Rozmyslete si, Ze pocet moznosti, jak vyskladat tabulku a x b pomoci hadf,
je sou¢inem nékolika (ne nutné rtznych) Fibonacciho éisel. Na obrazku je ukézka
vyskladaného étverce 8 x 8.

— |

o IF

Catalanova cisla

Definice 49. Pocet vSech cest délky 2n ve ¢tvercové miizce n X n z levého dolniho
rohu do pravého horniho, které vedou celé nad odpovidajici tthloptickou, nazyvame
n-tym Catalanovym c¢islem a znacime jej C,,.

Cviéeni 50. Il Uvédomte si, ze C,, je rovno poctu nédhrdelnikt s n bilymi a n+ 1
Gernymi koralky, pfi¢emz nahrdelniky lisici se pouze otoéenim (nikoli pFeklopenim)
povazujeme za nerozliSitelné. Na zdkladé toho odvodte

. — 1 (2n>
n+1\n

Cvigeni 51. [[1 Uvédomte si, ze pocet cest, které prekroci ihlopticku je (,°r"). Na

n+1
zékladé toho odvodte, ze
c. (Qn) ( 2n )
n n+1

Cvideni 52. ] Nahlédnéte, Ze podet moznosti, jak na sebe poskladat pyramidu
z minci se spodni fadou o n mincich (viz obrézek), je roven C,,.

oo o o & &




KOMBINATORICKE NEPOCITANI

Cvideni 53. 4] Rozmyslete si, Ze C,, udava pocet zakofenénych binarnich strom
na n vrcholech, kde rozlisujeme pravé a levé syny.

RN

Cvideni 54.[4] Na zikladé predchoziho cvideni nahlédnéte, Ze pocet moznosti,
jak rozdélit pravidelny (n + 2)-thelnik na n trojuhelnikd, je C,,.

Cviceni 55. 4] Dyckovou n-cestou rozumime cestu o 2n krocich zprava doleva,
ktera zacina ve vysce 0, v kazdém kroku popojde o 1 sikmo nahoru nebo o 1 sikmo
dolti, konci ve vysce 0 a nikdy nejde do zaporné vysky. Kopeckem v Dyckové n-cesté
rozumime vrchol ve vysce 1, jehoz oba sousedni vrcholy lezi ve vysSce 0. Rozmyslete
si, ze pocet v8ech kopeckti ve vsech Dyckovych n-cestach je stejny jako pocet vSech
Dyckovych n-cest (coz je ziejmé rovno C,).

pon AN AN NN N

Cviceni 56. 4] Obrazcem délky n rozumime neusporddanou dvojici cest v miizce
délky n vedoucich pouze doprava a nahoru a navic takovych, ze se potkaji pouze
v prvnim a poslednim bodé. Bijektivné ukazte, Ze pocet obrazctu délky n je C,_.
Na obrazku jsou dva obrazce délky 9. (PraSe 26-4-8)

S a

2. Séitanec a’db”~* dostaneme tolikrat, kolik je moZnosti, jak v ¢ zavorkach vybrat
a a ve zbylych n — ¢ vybrat b.

Navody

4. Pocet moznosti, jak je umistit na bila policka, krat pocet moznosti, jak je umistit
na Cerna.

6. Pii prochéazeni cyklu zac¢inajictho bodem 1 pfeskakuj ¢isla vyssi nez k.
7. Invertuj kazdou druhou pozici.
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12. Ve $patné permutaci presuti prvni prvek ke svému ,kamaradovi“.

13. Vyjadii pomoci X, pfipadné Y, pocet n-prvkovych posloupnosti kroki tako-
vych, ze na konci bude pro kazdé ¢ < k svitit pravé jedna z dvojice lamp %, k + <.
14. Obraf ervené Sipky.

15. 2,1,2,1,2,1,3,3 < 6,3,5,2,4,1,8,7.

17. Jaka je pravdépodobnost, Ze jeden den sni Mirek vSechny karamelky? A jaka
je, ze sni vSechny haslerky?

18. Co by se zménilo, kdyby si kazdy sedl na své misto, a pokud je zabrané, vyhodil
toho, kdo na ném sedél?

19. Kazda ovce si vSimne vlka az v okamziku, kdy se poprvé octne vedle ni.

20. Kolikrat nejvyse mohou podavat jednotlivi hraci v jednotlivych schématech?
Karty osudu jsou rozdany, na hie nezalezi.

21. Obarvi r kulicek fialové a r — k modre.

22. Jaky je pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny?

23. Jaky je pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny s jednim specidlnim prv-
kem?

24. Jaky je pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny s d specialnimi prvky?
25. Vyber k z pasku dlouhého m + n. Kolik jsi vybral z prvni ¢asti a kolik z druhé?
26. Pravé a ze vSech a + b krokt povede vodorovné.

33. 'V rozkladu délky n sniz kazdy scitanec o 1.

38. (1+1+1+1)+1+)+(1)+B+3)+B)=4+2+1+6+3.

39. Nahrazuj v prvaim typu rozkladt vzdy k stejngch éisel k za &islo k2.

41. Staci prvni radek.

50. Cerna = nahoru, bild = doprava. Existuje pravé jedno natoceni nahrdelniku
takové, Ze jej drzime za Cerny koralek a zbyla cesta vede nad thlopfickou.

51. Preklop takovou cestu poprvé, co prekroci tthlopficku, a ziskej tim cestu v mtiz-
cen—1xn+1.

Literatura a zdroje
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Ordinalni Cisla a transfinitni rekurze

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Pfi konstrukci nékterych matematickych objekti chceme sice postupo-
vat rekurentné, ale na odcislovani krokt nam nevystaci ani vSechna pfirozena cisla,
potfebujeme délat rekurzi 122, nekoneéno“ Abychom néco takového doké,zali sezné—

Piiklad 1. (motivaéni) V prostoru R? je dan bod O. Ukaite, Ze mnozinu X =
R3\ {O} lze pokryt disjunktnimi pfimkami.

Vyfesit tento piiklad explicitni konstrukei je netrividlni (a podle mé nemozné),
tento prispévek se ji nebude ani pokouset hledat.

Misto toho by nas mohlo napadnout zkusit néjak projit vSechny body prostoru a
kazdému zvIast pridélit pifmku, tedy provést n&jakou rekurzi (indukei'). Problémem
je, ze standardni rekurzi zndme pouze pro koneéné mnoziny, v nekonec¢nu by nam
dosla cisla pro oznacovani krokid. Tento problém ale jednoduse vyfesime tim, ze si
takova nekonecna ¢isla vymyslime.

Temna piiirozena Cisla

Nez se vydame do nekonecna, ziustaneme jesté chvili v ¥isi pfirozenych cisel, kon-
krétné se je pokusime vybudovat v teorii mnozin. Teorie mnozin? se totiz vyborné
hodi k popisu nekonecénych objektt. Navic konstrukce prirozenych ¢isel nam vybu-
duje dobrou intuici i pro ordinalni ¢isla.

V teorii mnozin pracujeme pouze s mnozinami, proto musime pfirozena ¢isla néjak
uchopit jako mnoziny. Muzeme toho docilit napt. tim, Ze kazdé ¢islo ztotoznime
s mnozinou jeho predchtdci. Tedy

1Zatimco indukce je dtikazova technika, rekurzi konstruujeme nové matematické objekty. V tom-
to prispévku se zaméfujeme zejména na rekurzi, ale indukce i rekurze jsou si velice podobné.
2Tady se teorii mnozin konkrétné mysli Zermelo-Fraeneklova teorie spoleéné s axiomem vybéru.
V jinych teoriich mnozin se s nekonecnem mize pracovat uplné jinak, a proto se jimi zabyvat
nebudeme.
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7 takového principu mizeme snadno vydedukovat, jak bude vypadat funkce ndsled-
nika Cisla:
s(n)=n+1:=nU{n}={0,1,...,n}.

MnozZinu pfirozengch ¢isel potom definujeme jako tu nejmensdi mnoZinu3, ktera
obsahuje nulu (prézdnou mnozinu) a ke kazdému jejimu prvku obsahuje i ndslednika
tohoto prvku. Tuto mnozinu oznacime w.

Mmmm ... moc dobré usporadani

Na rozumnou rekurzi potfebujeme presné chapat, co znamena uspordddni. Zadefi-
nujme jej nyni v obecném matematickém smyslu.

Definice. Relace na mnoziné A je libovolnd podmnozina A x A.

Definice. Relaci < na mnoziné A nazveme (ostrym) uspordddnim, pokud je <

(1) ireflexivni, tj. zddné x neni mensi samo sobé (Vz € A: = 4 x), a

(2) tranzitivni, tj. je-li * mensi nez y a y mens{ neZ z, pak je nutné x mensi nez z

(Vo,y,z € A: x<ay ANy<z = x<42).

Pokud je < uspofaddéni na mnoziné A, pak dvojici (A, <) nazveme usporfddanou mno-
Zinou.
Uloha 2. Rozmyslete si, Ze v uspofadané mnoziné nenajdeme cykly, tj. neexistuje
posloupnost a < ---<a.

Takové definici usporadani vyhovi tfeba i (vlastni) inkluze na v8ech podmnozinédch
dané mnoziny. Na inkluzi bychom ale délali rekurzi jen s obtiZemi, protoze nam
takové usporadani nedava jasnou posloupnost prvki, podle které bychom se rekurzili.
Chtéli bychom proto takové usporadani, které nam ji uréovat bude.

Definice. Usporadani < na mnoziné A nazveme
(1) linedrnim, pokud jsou kazdé dva prvky A porovnatelné, tj. Vz,y € A: z<ayV
y<xrVar=uy,
(2) dobrym, pokud je < linearni a kazd4 neprazdnd podmnozina A mé <-nejmensi
prvek (nejmensi prvek je mensi nez vSechny ostatni).

Na prvni pohled neni jasné, pro¢ se hodi mit dobré usporadani a nestaci linedrni.
Tato intuice pfirozené vychazi z uvazovani o kone¢nych objektech, viz nasledujici
tlohu.

Uloha 3. Ukaite, Ze pro koneéné mnoziny je linearni usporddani zaroven i dobrym
usporadanim.

Dobré usporadani je ale pro rekurzi nutné: kdybychom délali rekurzi na mnoziné
celych &isel, nemdme, kde zadit (protoZze napft. celd& mnozina nem4 nejmensi prvek).
Zatimco dobré usporadani nam pro kazdou podmnozinu presné urci jeji pocatek a
miuzeme se vesele rekurzit vyse a vyse.

3Rigorézni konstrukce piekracuje obsah prednasky.
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Nekonecno ... plus jedna?

Mohlo by nas nyni napadnout, Ze bychom mnozinu zkratka dobre usporadali a roz-
jeli podle ni rekurzi, pfitom bychom viibec nepotiebovali néjakd nekonecnéa disla.
Poradové ¢isla ale velice zjednodusuji zivot. Dneska uz ¢ekéni na posté neznamené
stani ve fronté, ale pouhé vyzvednuti liste¢ku, ktery ndm (v idedlnim piipadé) da i
informaci, kdy tak muzeme ocekavat odbaveni u prepazky.

Prirozené ¢isla ndm stacila v 1isi konecna, do nekonecna je potfebujeme rozsitit.
Zavedme si ordinaly — jejich definice bude formalni, abstraktni a téZko uchopitelné,
ale v zasadé stoji na dvou principech: chceme jednak, aby (jako u pfirozenych éisel)
byl ordinal mnozinou svych pfedchidci, a jednak, aby na ném bylo jasné poznat
néjaké dobré uspotradani.

Definice. Mnozinu x nazveme tranzitivni, pokud je kazdy jeji prvek i jeji podmno-
zinou, ekvivalentné Vy,z: z € y € x — z € x.

Mnozinu x nazveme ordindglnim ¢islem (ordindlem), pokud je tranzitivni a (z, €)

je dobie usporadand mnozina.

Umluva. Ordinily budeme znagit malymi feckymi pismeny (typicky a, 3,...).

Tato definice se ukazuje jako velice silna, pro nas ale budou uzitecna nasledujici
tvrzeni o ordinélech.

Tvrzeni.
(i) Kazdy prvek ordinélu je ordindl.
(ii) TFida vSech ordinéld je dobfe uspofddand nalezenim.
(iii) Ordinél je vlastni podmnozinou jiného ordinalu, pravé kdyz mu nélezi jako
prvek.
(iv) Sjednoceni mnoziny ordinalii je ordinal.
(v) Pro ordindl o je i a+ 1 ordinal, kde o+ 1 := a U {a}.
(vi) Pro ordindly «, 8 plati: « € f < a C f.

Pro porovnavani ordindlt definujeme a < f <= a€faa<fp < aCp.
Potom muzeme sjednoceni mnoziny ordinéalta ztotoznit s jejich supremem.

Uloha 4. Ukazte, Ze mnozina pfirozenych é&isel w i kazdy jeji prvek jsou ordinaly.
Ordinéaly si mizeme vyhodné rozdélit na ty, které jsou pfimymi nésledniky jiného
ordindlu (tj. jsou ,o0 jedna vétsi“), a ty, které z pfedchozich ordinald vzniknou jako
jejich supremum (nékdy fikdme limita). Ordinaly proto délime na:
(a) nulu (tj. prdzdnou mnozinu),
(b) ndslednické ordindly (« je néaslednicky, pokud pro né&jaky ordindl S je o =
B+1),

(c) a limitnd ordindly (tak zkratka nazyvdme vSechny ostatni).

Kdyz poté budeme délat rekurzi, mizeme se zaméfit na kazdy druh ordinald zv1ast.
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Jak tedy vypada nekonec¢né pocitani ovecek? Za¢neme nulou nebo limitnim ordi-
nalem, pricteme jednicku, pak zase jednicku ... aZ do nekonecna, tj. do suprema, a
skoné¢ime na dalsim limitnim ordinalu. Takze méame 0, 1, 2, ..., w, w+1, w+2, ...,
wtw, w+w+1, ...

Takovy obrazek se skuteéné a pravdivé predstavé o ordinalech blizi jen vzdalené,
ted ndm ale, spolu s pojmem kontinua (viz nize), bude muset vystacit. Podivejme se
nyni na pravou silu ordinalii: jejich schopnost reprezentovat kazdé dobré uspotadani.

7 s

Ordinaly jako typy dobrych usporadani

Tvrzeni. Je-li (M,<) dobfe uspoiddana mnozina, pak existuje pravé jeden ordinél
a takovy, ze (M, <) je izomorfni* (a, €).
Definice. Ordinal a z pfedchoziho tvrzeni nazveme order typem mnoziny M a
zapisujeme a = ot4(M).

V nékterych pripadech na mnoziné nezname dobré usporadani, ale chceme k ni
najit vhodny ordinal, pak jim typicky myslime ten nejmensi order type, tj.

ot(M) = min{ot4(M) | < je dobré usporadani M}.

Tvrzeni. (princip dobrého uspoiddani) Kazdou mnozinu Ize dobfe usporadat.®

Princip dobrého usporadani mimo jiné fika, ze kazd4d mnozina ma order type.
Mnoziny velké a vétsi

Na uvahy v rekurzi budeme potiebovat chapat koncept velikosti mnoziny, pojdme
si nyni shrnout zakladni poznatky.

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Rekneme, 7e
(1) A je mensi nez B (znacime A < B), existuje-li prosté zobrazeni f : A — B,
(2) A md stejnou velikost (mohutnost) jako B (zna¢ime A = B), pokud existuje
bijekce f: A — B,
(3) A je ostre mensi neZ B (znac¢ime A < B), pokud A< B a A# B.

Definice. Nechf je A mnozina. Mnozinu vSech podmnozin A nazveme jeji potenéni
mnoZinou a znafime ji P(A).

Véta. (Cantor) Necht je A mnoZina. Pak plati A < P(A).

Pomoci potencni mnoziny tedy umime vyrabét stale vétsi a vétsi mnoziny. Pro
nas bude zajimavéa zejména potence w, nebot presné tak je mohutnd i mnozina vSech
realnych Cisel.

Definice. Kontinuem nazveme ordinal ¢ = ot(P(w)).

4Nedés se pojmu izomorfismus, tim tady myslime jen tu skuteénost, %e prvky jedné mnoziny
jsou jen ,prejmenované® prvky druhé mnoziny. Formalnéji: existuje bijekce mezi M a o takova, ze
jeden prvek mnoziny M je mensi nez druhy, pravé pokud totéz plati i pro jejich obrazy.
5Jde o ekvivalentni vyjadieni aziomu vybéru, dikaz dalece pfesahuje hranice této prednasky.
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Tvrzeni. P(w)~R.

Tvrzeni. Pro kazdé prirozené n > 1 plati R ~ R™.

Transfinitni rekurze

Vé&ta. (o transfinitni rekurzi) Necht je A mnozina a F, G jsou t¥idové funkceS. Pak
existuje pravé jedna tfidova funkce H z tfidy vsech ordinali do tfidy vsech mnozin,
ktera splnuje:

(1) H(0) = A (zdkladni krok),

(2) Ha+1) = F(H(«a)) (ndslednicky krok),

(3) H(A) =G(H | \) (limitng krok).

Tato formulace se muze zdat désiva, ve skuteCnosti ale popisuje pomérné jedno-
duchy algoritmicky princip. Vibec se nelekejme, Ze konstruujeme funkci H, protoze
takova funkce je pouze o¢islovanim (nékterych) mnozin ordindly, tj. ve skutecnosti
konstruujeme ,posloupnost* mnozin. Proto nas neptekvapi, ze zakladni krok je li-
bovolnd mnozina A.

Rovnost H(a + 1) = F(H(«)) znaéi, ze v konstrukei néslednického kroku néjak
navazujeme na piedchazeji krok (stejné jako u rekurze na pfirozenych ¢islech). Tj.
funkce F' ndm jen pro danou konstrukci rika, jak udélat dalsi krok. Obdobné funkce
G se podivd na funkci H omezenou pouze na kroky do ordindlu A (A je mnoZina
svych pfedchtidctl) a na zakladé nich vyhodnoti, co se bude dit v limitnim bodé
(protoZe tady nema piredchidce).

Ekvivalentni vyjadfeni transfinitni rekurze je pouze pomoci jedné funkce, kterd
se podiva na vsechny pfedchazejici kroky.

Véta. (ekvivalentné o transfinitni rekurzi) Necht je F' tiidova funkce, pak existuje
pravé jedna tiidova funkce H z tfidy vSech ordinalii do tfidy vSech mnozin, ktera
splituje H(a) = F(H | ).
Priklad 1. V prostoru R? je ddn bod O. Ukaite, e mnozinu X = R3\ {O} lze
pokryt disjunktnimi pfimkami.
Resend. Vime, ze bodii v prostoru je kontinuum, miizeme je proto véechny bez bodu
O dobfe usporadat: X = {P, | « € ¢}. Nyni provedeme transfinitné rekurentni kon-
strukci mnozin ¥, pro ordinadly a < ¢, které budou obsahovat vzajemné disjunktni
primky, tak, ze
(i) Taga<c

(ii) P, lezi na né&jaké piimce ze ¥y 41, a

(iii) pro kazdé f < a < ¢ plati £5 C X,

Necht « € ¢ je ordin4l.

(1) Pokud o = 0, pak X = 0.

6T¥idovou funkci tady myslime objekt, ktery vSem mnozinam pfifadi néjakou mnozinu.
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(2) Pokud je a néslednicky, pak existuje 8 takové, ze @« = 8+ 1 a ¥g splituje
vSechny podminky (i)—(iii). Kdyby bod Ps uz lezel ve sjednoceni vSech pii-
mek v Yg, sta¢i nAm polozit 3, = Xg.

Necht tedy” Ps ¢ |JXg, tj. potfebujeme ptidat piimku ¢ tak, aby Ps € ¢
a { byla disjunktni se vSemi pfimkami ze Xg.

Uvazme libovolny kuzel C', ktery mé& vrchol v bodé Pg a nelezi na ném
O, ten je tvoren kontinuem pfimek. Pfimka v X3 mtze kuzel C protnout
nejvyse ve dvou bodech (kdyby jej protinala ve vice, musela by byt jednou
z piimek tvoficich plast kuzele C, ale to by prochézela bodem Pg), tedy
prusecikt pfimek z X3 s kuzelem C je nanejvys dvakrat tolik co prvka g,
tj. CNU X < 2xX5 < 2xc¢ = ¢. Protoze kazdy prisecik zakaze nejvyse jednu
primku plasté kuzele C' (ackoliv vice priseéikti mize leZet na jedné piimce),
ukézali jsme tim, Ze jsme zakazali méné pfimek, nez jich je v kuzelu celkem.
Proto existuje pfimka ¢, ktera je disjunktni s mnozinou |J X3 a zérovern lezi
v plasti kuzele C, z toho divodu na ni lezi bod Pg a naopak neprochéazi
bodem O.

Miizeme proto polozit ¥, = X5 U {¢}.

(3) Pokud je o limitni, pak Xo = s, Xp-

Sjednoceni ¥ = (J, .. ¥Ya z vlastnosti (ii) obsahuje vSechny body az na bod O,
zaroven z konstrukce v naslednickém kroku obsahuje pouze disjunktni pfimky, proto
je X vyhovujicim pokrytim mnoziny X.

Piiklad 5. (existence dvoubodové mnoziny) UkaZte, Ze v roviné R? existuje pod-
mnozina X, kterd kazdou primku této roviny protne v pravé dvou bodech.

Reseni. Necht {p, | @ < ¢} je mnozina vsech primek v R2. Sestrojime posloupnost
mnozin {A, | a < ¢}, kterd bude pro kazdé « < ¢ spliiovat, Ze
(i) Ay ma nejvyse dva prvky,
(ii) mnozina (Js_, Ap neobsahuje tii body lezici na jedné piimce, a
(iii) piimka p, protne mnozinu (Jsz., Ag v pravé dvou bodech.

Necht « < ¢ je ordindl. Z indukéniho pfedpokladu mnozina {Ag | 8 < a} spliuje
(1)—(iii). Ozna¢me B = (Jz_, Ap a P mnozinu vSech pifmek, které jsou urceny
dvojicemi bodt z B.

Z (ii) nutné plyne, ze p, protind B v nejvyse dvou bodech.

(1) Pokud p, protind B v pravé dvou bodech, polozime A, = 0.

(2) Pokud p, protind B v nejvySe jednom bodé, A, musi obsahovat alespoii
jeden bod lezici na p, (aby se naplnila podminka (iii)), ale zaroven zadny
bod z |J P (jinak by se porusila podminka (ii)). Sta¢i ndm zvolit libovolné
body, musime ale ukdzat, Ze je mnozina p, \ |J P neprazdna.

Plati p, = ¢. V B se sjednocuje nejvyse a mnozin, takze B < 2 x a. Kazda
piimka v P je urdend jednoznacéné unikatni dvojici bodt z B (ale naopak to

72[3 je mnozina pfimek, takze | Xz je mnozina vSech bodi, které na nich lezi.
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neplati!), tudiz P < B X B. Z toho celého umime diky a < ¢ ¥ici, ze
PXBXxB(2xa)x(2xa)mdxaxXxa<4XcXc~ R P,

Protoze kazda ptimka z P zakdZze na p, nejvyse jeden bod (jejich priisecik),
z nerovnosti P < p,, mizeme Fici, Ze je mnozina p,, \ |J P neprazdnd, dokonce
7e mé alesporti dva prvky (mtiZzeme jeden odebrat a provést stejnou argumen-
taci). Proto do A, dédme jeden nebo dva body z této mnoziny, abychom
splnili podminky (i)—(iii).

Sjednocenim |J,, .. Ao pak dostaneme kyzenou dvoubodovou mnozinu.

Uloha 6. Ukaite, Ze existuje mnozina bodii v roving, kterou kazda kruznice protne
pravé ve tfech bodech.
Uloha 7. Necht je (X, <) linedrné usporadana mnozina. Ukazte, Ze existuje obar-
veni mnoziny X dvéma barvami takové, ze pro kazdé dva stejné obarvené body
existuje tfeti lezici mezi nimi, ktery ma jinou barvu.

(Miklés Schweitzer 2003, Problem 1)

Navody

1. Zkonstruuj pro libovolnou disjunktni mnozinu piimek, ktera je mensi nez ¢, a
pro libovolny bod pfimku, ktera prochazi timto bodem a je s danou mnozinou piimek
disjunktni.

2. Spoj tranzitivitu a ireflexivitu.

3. Jak pro libovolnou podmnozinu naleznes nejmensi prvek?

4. Prfirozena c¢isla vyfes indukci. Uvédom si, jak je definované prirozené cislo jako
mnozina.

5. Indukuj podle mnoziny vSech primek.

6. V kazdém kroku pfidej nejvyse jeden bod, tj. kazdou kruznici projdi tfikrat.
7. Pfi indukci udrzuj podminku, aby mezi libovolné obarvenymi body nebyly ko-
necné dlouhé neobarvené tuseky.

Literatura a zdroje

Pro zajemce o studium teorie mnozin doporucuji serial Mirka Olsaka: Do nekonecna
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[2] G. Eric Moorhous: Transfinite Induction,
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[3] Sylvia Durian: Some Transfinite Induction Deduction,
https://math.uchicago.edu/~-may/REU2018/REUPapers/Durian.pdf.
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S

ABSTRAKT. V tomto pfispévku budeme zkoumat rtizné vlastnosti a situace, ve kte-
rych se mize ocitnout bod H. Pfednaska neni uréend pro osoby, které se boji vysek.

vvvvvv

thelnika, ktery se casto vyskytuje v olympiddnich tlohach. Mnoho iloh, které se
okolo tohoto bodu to¢i, nevyzaduje zddnou pokrocilou teorii, pouze kulisacké vyuziti
znamych fakti a technik. Tyto triky si zopakujeme a vyuZzijeme na mnoha tlohéch.

Prednaska je koncipovana jako série prikladd, tj. budujeme celou teorii od za-
kladt. Obcas se nevyhneme osklivéjsim vypocttm, tak to ale v zivoté byva.

Umluva. Domluvme se, ze kruznici opsanou trojtihelniku XY Z znac¢ime (XY Z).
zakadnivasnosi YW 47 W H W H W H

Véta. Vysky trojuhelnika ABC se protinaji v jednom bodé H, o tomto bodé
mluvime jako o ,H*“ v ABC.

Nejprve si zopakujeme a vyuzijeme Skolské poznatky o ,H“ v trojuhelniku. V dal-
sich sekcich si ukdzeme rizné tricky a situace, kde tento bod mizeme potkat. Pama-
tujte ale, ze i s malou davkou znalosti mizeme vyfesit hodné tloh. Vzdycky zkousejte
hloupé! véci pred sofistikovanéjsimi.

Cviceni. Bod A je ,H“ v BCH.

Cviceni. Ozna¢me D, E, F paty vysek v ABC. Pak ¢tvefice bodu B, C, FE, F,
resp. A, E, F, H lezi na kruznici. Stifedy téchto kruzZnic jsou po fadé stiedy BC
a AH.

Ho%> H1. V ostrothlém trojihelniku ABC oznacme postupné FE, F'a M, N paty
vysek z B, C a stiedy tsecek BC' a AH. Dokazte, 7e MN 1 EF.

Cviceni. Oznacme D, E, F paty vysek v ABC. Pak H je vepsisté v DEF.

INeni horsi pocit nez zjistit, ze vam uteklo néco jasného.
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H %> H 2. Af ABC je ostrothly trojuhelnik. Pfimka C'H je spoleénou teénou
kruznic k£ a [, které maji vnéjsi dotyk v bodé H a pritom kazdéd z nich prochéazi
jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s AC a BC ozna¢me P a ). Dokazte, ze
pfimka CH je osou uhlu <PHQ a Z%e body A, B, P, Q lezi na kruZnici.

(MO 62-B-1-3)

H% H3. Jedén trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC'. Na stranich AB, AC
jsou po fadé dany body K, L tak, ze |BK| = |BC| = |CL|. Bod M je prusecik BL
s CK a bod I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze MI 1 BC.

(PraSe 40-3j4)

H %> H 4. Je dan ostrothly trojihelnik ABC s vyskou AD. Osy thli <BAD,
<CAD protinaji stranu BC po fadé v bodech F, F. Kruznice opsana trojuhelniku
AEF protiné strany AB, AC po fadé v bodech G, H. Dokazte, Ze piimky EH, FG
a AD se protinaji v jednom bodé. (MO 66-A-11-4)

HS H5. V trojuhelniku ABC oznaéme D, E, F paty vysek. Ukazte, ze plati

1 1 1
\DE|-|DF| _ |AB|-|BF| | |AC|-|CE|

H % H 6. Pro dany trojuhelnik ABC' ozna¢me bod D takovy, ze étyfuhelnik
HABD je rovnobéznik. Sestrojme bod E lezici na pfimce DH takovy, ze piimka
AC puli tsetku HE. Bod F je dalsim prusec¢ikem pfimky AC' s kruZnici (DCE).
Ukazte, ze |EF| = |AH|. (IMO shortlist 2015/G1)

Piekldpéni H ~ 'y H w N H H

Casty trik objevujici se v milionech tiloh je pfeklapéni H podle strany nebo stfedu
strany. Tahle jednoducha vlastnost nas bude strasit az do konce prednasky. Vzdycky,
kdyz se objevi néjaké podezielé konstrukce spojené s H a nebo se H ,vznasi“
v obréazku, pieklapéjte!

Cvi€eni. Kruznice (ABC) a (HBC) maji stejny polomér.

Cviceni. (piekldpéni) Oznacme M stied BC. Pak obrazy H;, H; bodu H podle
M, resp. strany BC' lezi na kruznici (ABC'). Navic AH; je pramér kruznice (ABC).

Ho% H7. Jedan tétivovy ¢tyiuhelnik ABCD. DokazZte, Ze spojnice ,H“ v troja-
helniku ABC' s ,,H* v trojuhelniku ABD je rovnobézna s pfimkou C'D.
(MO 58-A-1-2)

H>HS. V trojuhelniku ABC' s velikostmi tihlt «, 3, v a polomérem R kruZnice
opsané oznac¢me D, M postupné patu vysky z A a stied BC. Ukaz, Ze plati |[DM| =
Rsin(8 — 7).
H&>HY9. V trojihelniku ABC oznacme O opsisté, M stied BC. Ukazte, ze plati
AH | OM a |AH| =2 -|0M|.
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H & H 10. Bud ABC ostrotihly nerovnoramenny trojthelnik, ozna¢me M stfed
BC, O, stied tsecky AH a O, opsisté trojuhelniku BC' H. Ukazte, ze O1 AMOs je
rovnobéznik. (JBMO shortlist 2014)

H 5% H 11. V ostrotthlém nerovnoramenném trojihelniku ABC ozna¢me P patu
C na AB, O opsisté, D prusecik pfimek AB a CO a kone¢né E stfed tusecky CD.
Dokazte, ze piimka E P prochézi stfedem tsecky OH. (MO 60-A-III-5)

H & H 12. Méjme ostrotuhly trojuhelnik ABC a bod K na jeho kruznici opsané
na druhé strané BC od A. Oznaéme L, M obrazy K podle AB, resp. BC. Bud
E druhy prtsec¢ik (ABC) s kruznici (BLM). Ukazte, ze piimky K H, EM a BC
prochézi jednim bodem. (EGMO 2012)

Krusnice deviti boda ¥\ ~ Y H W N H H

Dilezita konstrukce spojend s ndmi studovanym bodem je kruznice opsanad patam
visek, stfedim stran a stfedtim tsecek spojujici vrcholy trojihelnika a H. Uloha
na vas muze na tajnacku hodit t¥i z téchto boda a implicitné zakryt zbylych Sest.

Véta. (Feuerbachova kruznice, kruznice deviti bodi) V trojihelniku ABC' lezi
stiedy strany, paty vysek a stfedy tuseéek AH, BH a CH na jedné kruznici T.
Polomér T' mé poloviéni velikost poloméru (ABC') a jeji stied je stied OH.

Vsimnéte si, Ze pro libovolny bod X € (ABC) lezi stied X H na Feuerbachové
kruznici.
Pozorovani. Jakd je Feuerbachova kruznice v trojihelniku H BC'?

H % H 13. V trojthelniku ABC oznacme E, F paty visek z B,C a M stied
BC. Ukaite, ze ptimky M E, MF jsou tefny ke kruznici (AEF).

Ho% H14. V trojuhelniku ABC ozna¢me F, F' paty vysek z B, C' a M stfed
BC'. Déle uvazme body P, @ na kruznici (AEF) takové, ze M, P, Q lezi na pFimce.
Ukazte, Ze stied PQ) lezi na Feuerbachové kruznici ABC.

H % H 15. V dloze vysSe ukazte, ze ,,H“ trojuhelniku APQ lezi na kruZznici
(ABC). (ELMO 2017)

Ho H16. V trojuhelniku ABC ozna¢me D, E, F paty vysek a P stied AH.
Prusecik pfimek EP a AB ozna¢me T a prusecik DF' s B-vyskou ozna¢me S. Ukazte,
ze ST 1 BC.

H 5% H 17. V ostrotthlém trojuhelniku ABC ozna¢me M stfed kratsiho oblouku
BC na (ABC) a D prusecik pfimek AC a BM. Déle at E je druhy priisecik osy
<ACB s kruznici (BDC). Pfedpokladdejme, Ze lze najit spoleény bod N piimky DFE
a kruznice (ABC) takovy, Ze E je stfedem tsecky DN. Ukazte, Zze N je stfedem
usecky Ip, Ic, kde Ip, I¢ jsou stiedy kruznic pfipsanych ke stranam AC, AB.
(MEMO 2017)
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Kladna stejnolehlost prevadéjici Feuerbachovu kruznici na kruznici opsanou ma
stied v H. Tato stejnolehlost vede na dalsi zajimavé vlastnosti trojuhelniku ABC.

H % H 18. (Eulerova pfimka) V trojthelniku ABC oznaéme jako G, O po fadé

t6zi8t¢€ a opsisté. Pak H, G a O lezi na pfimce v tomto poradi, pficemz |[HG| =

2.10G].

H& H19. V trojihelniku ABC' s polomérem kruznice opsané R oznacme O
opsisté. Ukazte, ze |OH| < 3R. (APMO 1997)

H % H 20. Ukazte, ze se Eulerovy pfimky trojuhelniki HBC, AHC, ABH
a ABC protinaji v jednom bodé.

H&>PH21. V trojuhelniku ABC ozna¢me D patu vysky z A a K bod na (ABC)
takovy, ze AK || BC. Dokazte, ze pfimka DK prochazi tézistém ABC.

H&>H22. V trojuhelniku ABC ozna¢me D patu vysky z A a G tézisté. Pfimka
DG protina kruznici (ABC) v bodech K, L, pfi¢emz AK || BC. DokaZte, Ze opsi§té
trojihelniku ADL lezi na tecné k (ABC) v A.

H %> H 23. Bud ABC trojthelnik s opsistém O, pficemz AB # AC a <A # 90°.
Ozna¢me M a N stfedy po fadé AB a AC a E, F paty vysek z B a C. Ozna¢me
P prisecik piimky M N s teénou k (ABC) v A a dédle ozna¢me ) druhy prisecik
kruznic (ABC) a (AEF). Koneéné, ozna¢me R prisec¢ik pfimek AQ a EF. Dokazte,
7e PR 1 OH. (USA TSTST 2017)

speciamimigwetivioed Y &7 YW H Y H H gy

Oznacme pro tuto sekci M stred tsecky BC. Zna¢me dal X druhy prasecik primky
MH s kruznici (ABC). Jeden prusecik piimky MH s kruznici opsanou je bod
presné opaény A. V pfedchozi tiloze se ukdzal i ten druhy, pojdme se na néj podivat.

Cviceni 24. Ukazte, ze X lezi na kruznici s primérem AH.

H % H 25. Oznaéme D patu visky z A. Ukazte, 7e body A, M, D a X le# na
kruznici.

H % H 26. Ukazte, ze se primky AX, EF a BC protinaji v jednom bodé K.
Pozorovani. Bod X je Migueliiv bod ve ¢tyfahelniku BCEF.

H & H 27. Ukaste, 7e plati AK 1 X H.
H %> H 28. Ukate, 7e plati AM | KH.
H % H 29. Oznacme H, obraz H podle BC. Ukazte, Ze body A, K, M a H;

lezi na kruznici.
H %> H 30. Oznaéme navic D patu vysky z A a F' druhy prisecik (ABC) a piimky
K H,. Ukazte, ze body M, F, K a X lezi na kruznici.
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Poznamka. Bod F je obraz tzv. A-,Humptyho* bodu v ABC podle BC - tak
nazyvame patu H na A-téznici.

H &> H 31. V ostrotihlém trojuhelniku ABC ozna¢me v ném A;, B;, C; paty
vysek. Déle ozna¢me A, prisecik BC' a B1(C a obdobné definujme Bs a Cs. Konecné,
ozna¢me D, E, F stfedy stran BC, AC a AB. Ukazte, Ze kolmice z D na AAs, z E
na BBy a z F na CCj se protinaji v jednom bodé. (USA TSTST 2012)

H % H 32. Budte M, N stiedy AB, AC a ozna¢me P, @) pruseciky polopfimek
MH a NH s (ABC). Ukaite, Ze se pfimky BQ a CP na vySce z A.

H 5% H 33. V ostrothlém ABC oznaéme O opsisté, M, N stiedy AB, AC a P,
Q priseciky polopiimek M H a NH s (ABC). Piimky M N a P(Q se protinaji v R.
Dokaite, 7e OA L RA. (USA TSTST 2011)

Simsonova primka H H “ H \’\ H H H

UziteCny objekt v geometrii spojeny s patami vysek je tzv. Simsonova primka. Diky
ni ziskame dalsi zajimavé vlastnosti konfiguraci, které jsme diskutovali.

Pro dany bod v roviné trojuhelnika ABC' sestrojme paty jeho vysSek na strany
tohoto trojuhelnika. Mtzeme zkoumat, kdy tyto paty tvori trojihelnik, resp. kdy
tento trojuhelnik degeneruje v tsecku.

Véta. (Simsonova p¥imka) Bud P bod v roviné trojihelniku ABC. Ozna¢me K,
L, M paty z P po fadé na primky BC, AC a AB. Pak body K, L, M lezi na pfimce,
pravé pokud P € (ABC).

H %> H 34. Bud P € (ABC) bod a X, Y, Z jeho paty na BC, AC, AB. Ukaite,
se plati |PA| - |PX| = |PB| - |PY]|.

H % H 35. Je dén trojahelnik ABC. Ozna¢me A’ druhy priiseéik vysky z A
s kruznici opsanou ABC'. At Az, A}, jsou obrazy bodu A’ podle pfimek po fadé
AB a AC a oznatme {4 piimku Az A},. Analogicky definujeme piimky ¢p a (c.
Dokazte, ze se ptimky £4, £ a £¢ protinaji v jednom bodé. (TRZKS 103)

H %> H 36. V tloze vyse ukaz, ze pfimka ¢4 je rovnobézna s tecnou k (ABC)
v A.

Ho%> H37. V trojihelniku ABC ozna¢me D patu vysky z A. Ukazte, Ze paty
kolmic z bodu D na strany AB a AC a na zbylé dvé vysky trojuhelniku ABC lezi
na pfimce.

H % H 38. Vratme se ke znadeni z predchozi sekce. Ukazte, ze F' lezi na piimce
XD.
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H % H 39. Na kratiim z oblouk@t CD kruznice opsané pravouhelniku ABC'D

zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD oznacme postupné

K, L, M. Ukazte, ze tthel <LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je Ctverec.
(MO 58-A-III-2)

H % H 40. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do piulkruznice se stfedem
O a prumérem AB. Ozna¢me P, @), R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, ze velikost ostrého tihlu, ktery sviraji pfimky PQ a RS,
je rovna 1|<XOZ|. (USAMO 2010)

Pozoruhodnéa vlastnost Simsonovy pfimky bodu P je, ze puli tsecku spojujici H
a P. Nasledujici série uloh predstavuje cesticku k tomuto vysledku.

H %> H 41. Bud P bod na kruznici (ABC) a K € (ABC) bod spliwyjici PK 1 BC.
Ukaz, ze piimka AK je rovnobéZzna se Simsonovou pfimkou P vzhledem k ABC.

H % H 42. Oznaéme jako V bod ,H“ v PBC a jako L prusecik Simsonovy
pfimky P s AH. Ukazte, ze LAKX a AHV P jsou rovnobé&zniky.

Z toho odvodime nésledujici:

H %> H 43. Bud P bod na kruznici (ABC). Ukazte, ze Simsonova pfimka bodu
P vzhledem k ABC pili tisecku PH.

Vsimni si, jak toto tvrzeni umozni rozsitit alohu 35.
H % H 44. Budte P, Q body na kruznici (ABC) se stiedem O. Ukaite, 7e
Simsonovy pfimky boda P, @ spolu sviraji thel %\<IPOQ|.

H %> H 45. Budte P, Q protilehlé body na kruznici (ABC). Ukazte, ze Simsonovy
pfimky boda P, @ vzhledem k ABC' jsou navzajem kolmé a Ze se protinaji na
Feuerbachové kruznici ABC.

Navody

—

Pfimka M N je chordala dvou kruznic.
Najdi skryté ,H*.
Preklop E podle BC a kombinuj mocnosti.

Pouzij sinovou vétu.

NS o

Preklop a najdi rovnoramenny lichobéznik.
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8. Kolko je |<H;AH,|?
9. Spocitej pfimo pomoci sinové véty.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
19.
20.
23.
26.
27.
28.
29.
30.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
39.
40.
42.
43.
45.

Ukaz, ze |AH| =2 - |OM| pomoci sinové véty.
Preklapéj. E je stfed kruznice.

Pteklop H podle AB, BC a pak hli.

Jaky je stfed (AEF)?

Najdi vhodny primér Feuerbachovy kruznice.

Najdi rovnobéznik s P, Q a dvéma ,H*.

Body S, T, E a F lezi na kruznici. Je to tak.

Co je kruznice (ABC) vzhledem k trojuhelniku I4Iplc?
Vsechny trojihelniky maji shodnou Feuerbachovu kruznici.
Najdi potencni stiedy.

Potencni stred.

X lezi na kruznici (AH).

Co je H v AMX? Co by to asi mohlo byt?

Preklapéni.

Mocnosti ukaz, ze M, D, F' a H; lezi na kruZnici.

Najdi poten¢ni stied.

R je potencni stfed. Najdi kruznici pomoci preklapéni a mocnosti.
Podobnost.

Preklapé;!

Protni A’A’; s BC a uhli.

Simsonova pfimka ve Feuerbachové kruznici.

Doplin Simsonovu primku a thli.

Protni PQ a RS najdi cyklicky pétithelnik.

Uloha 7.

LHXP je rovnobéznik.

Prochézi stfedem!
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Obsahy

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. V prispévku se podivame na nékteré vlastnosti obsahii a spocitame si
nékolik uloh.

Umluva. Obsah trojihelniku ABC, resp. ¢tyfihelniku ABCD, budeme znadit
jako [ABC], resp. [ABCD]. Délku tsecky AB budeme znadit jen jako AB.

Pomocna tvrzeni

Na praci s obsahy budeme obcas potiebovat nékolik lemmatek a tvrzenicek.
Lemma. Necht ¢tyf#i riizné body A, B, C, D spliiuji AB || CD. Potom [ABC]| =
[ABD] a [ACD] = [BCD)].

Uloha 1. Na straniach BC a DA rovnobézniku ABCD lezi body E a F tak, Ze

BE = DF. Navic na strané C'D lezi bod K. Pfimka E'F protina pfimky AK a BK
v bodech P a Q. Ukazte, %e [AFP] + [BQFE] = [PKQ).

Tvrzeni. Piimky a a b se protinaji v bodé O. Necht {1 a {5 jsou dvé rovnobézné
piimky protinajici a a b v bodech A, a By, resp. Ay a Bs. Potom

OAr OB

A1A2 o BlBg.

Lemma. Necht ABC a ABD jsou trojihelniky. Oznac¢me prusecik AB a CD jako
P. Pak

[ABC| _CP
[ABD] DP’
Uloha 2. (van Aubelova véta) V trojihelniku ABC lezi bod P. Oznaéme priiseciky
AP, BP,CP s BC, CA, AB jako D, FE, F. Ukazte, ze potom
BF  BD _BP
FA  DC PE’
Tvrzeni. Necht body C a D lezi ve stejné poloroviné vytydené piimkou AB a bod
Q lezi uvniti usecky CD. Oznac¢me si pomér g—g jako t. Potom

[ABQ] =t - [ABC] + (1—t) - [ABD].
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Uloha 3. V konvexnim ¢tyfthelniku ABCD si oznaéime stiedy diagonal AC a
BD jako M a N a pruseéik diagondl jako E. Bud F takovy bod, ze MENF je
rovnobéznik. Dokazte, ze

2. [ABF) = [BCE] + [DAE).

Jednodussi Glohy

Uloha 4. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik a body K a L, resp. M a N, lezi
na strané AB, resp. CD, tak, Ze plati AK = KL = LB, resp. CM = MN = ND.
Ukazte, 7e 3 - [K LM N] = [ABCD].

Uloha 5. Necht M a N jsou stiedy stran AB a CD konvexniho ¢tyitihelniku
ABCD. Usecky AN a DM, resp. BN a CM, se protinaji v bodé P, resp. Q. Ukaite,
ze [APD] + [BQC] = [MPNQ)]. (PraSe 35-4p-5)
Uloha 6. Na stranich AB a BC trojahelnika ABC lezi body X a Y tak, Ze )A}% =
BY. Oznacme si prisecik tsecek AY a CX jako P. Ukaite, ze [X PY B] = [APC].

Uloha 7. Necht ABCD je rovnobéznik, na jehoz stranich AB a AD lezi body E

a F. P¥imka EF protind ptimky CB a CD v bodech P a Q. Ukazte, ze [PAQ] =
[ECF].

Slo%it&jéi dlohy

Uloha 8. Nechf ABCD je konvexni étyitihelnik, jehoz thly u vrcholtt A a B se
seCtou na 90°. Oznaéme stied strany C'D jako M. V zavislosti na délkach tsecek
AD a BC vyjadiete [ABM] — [DAM] — [BCM].

Uloha 9. Nechf ABC je trojihelnik. Na polopiimce opa¢né k BC, resp. C'A, resp.
AB, lezi bod X, resp. Y, resp. Z. Oznac¢me

_xp_yc _z4
"“Bo YT coa T am
Ukazte, ze
(XY Z]
=(1 1 1 - .
[ABC] (1+2)(1+y)(1+2) —zyz

Uloha 10. (Newtonova piimka) Ukazte, ze v teénovém étyfuhelniku ABCD lezi
stfedy tseéek AC a BD na pfimce prochézejici stfedem kruznice vepsané.

Uloha 11. Necht ABCDEF je konvexni estitihelnik. Ozna¢me si K, L, M, N, P
a ) postupné stiedy stran AB, BC, CD, DE, EF a F A. Dokazte, Ze pro vSechny
body X lezici ve vnittku Sestitthelniku ABCDEF je hodnota [QAK X]+[LCM X+
[NEPX] stejné.
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Uloha 12. Na stranich AB a C'D konvexniho étyfahelniku ABCD lezi body K a
L tak, ze 4% = 2L Dokazte, ze [ALB] + [CKD] = [ABCD).

Uloha 13. Dokazte, ze vSechny pifmky, které déli obvod trojthelnika ve stejném
(nenulovém) poméru jako jeho obsah, prochazeji jednim bodem. (PraSe 30-3j-8)

Uloha 14. Rado si nakreslil konvexni Sestitthelnik. V&iml si, Zze pokud do néj na-
kresli libovolnou z tisecek spojujici stfedy dvou protilehljch stran, rozdéli tato tsecka
Sestitthelnik na dva pétithelniky se stejnym obsahem. Dokazte, Ze se tyto t¥i tisecky
protinaji v jednom bodé.

Uloha 15. Ctverec je rozdélen dvéma navzajem kolmymi pfimkami na &ty¥i ¢asti.
Dokazte, ze pokud tfi z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah
vSechny Ctyfi. (PraSe 36-4j-5b)

Uloha 16. Konvexni Sestitthelnik ABCDEF mé obsah 6. Dokazte, Ze alespoii
jeden z trojuhelnikat ABC, BCD, CDE, DEF, EF A, FAB mé obsah nanejvys 1.

Navody

1. Nalezni tfi rtizné zpisoby, jak rozdélit rovnobéznik na dvé oblasti se stejnym
obsahem.

Pomeér délek zmén na pomér obsahtt dvéma zptuisoby.

Vyuzij rovnobé&znik M ENF a &tyfahelnik [ABEF].

Vyuzij druhé tvrzeni.

Pficti k obéma strandm [AM P] + [M BQ).

Preved poméry délek tseéek na poméry obsahii.

Dokresli dalsi rovnobéznik.

Pouzij druhé tvrzeni.

© WS ;A @ N

Nalezni dva trojuhelniky, jejichz pomér obsaht je 1+ x.

10. Nalezni vlastnost, ktera plati pro vSechny tii body. Pak ukaz, ze body s danou
vlastnosti lezi na primce.

11. Vyuzij stfedy stran.

12. Vyuzij druhé tvrzeni.

13. Tipni si, ktery dilezity bod trojahelniku to je.

14. Oznacme stfedy stran Sestitthelniku postupné Aq,..., F; a K pruseéik A;D;
a B1E;. Co vime o [ABCK] a [DEFK]?

15. Uvazuj rotaci o 90° se stfedem ve stfedu ctverce.

16. Rozdél na dva pfipady podle toho, jestli se ihlopficky protinaji.

Literatura a zdroje

Prispévek byl bez skrupuli skoro do pismene zkopirovan ze stejnojmenné pirednasky
Rado van Svarce ze soustiedéni v Zasadé (2017), timto mu déekuji.
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Nemozné konstrukce

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Trisekce uhlu, kvadratura kruhu a zdvojeni krychle jsou klasické pro-
blémy matematiky znamé jiz z antického Recka. Po staleti se mnoho matematiki
snazilo zjistit, zdali 1ze tyto konstrukce provést pouze pomoci pravitka a kruzitka. Az
v 19. stoleti se s nastupem analytické geometrie a algebry povedlo dokazat, ze jsou
tyto konstrukce obecné nemozné. Na prednasce si predstavime myslenky za témito
dukazy.

Co ze se to vlastné rozumi pod pojmem konstrukce pravitkem a kruzitkem? Bu-
deme se bavit o idealizovaném kruzitku, které zvladne nakreslit libovolné velkou

kruZnici, a nekoneéném pravitku bez jakéhokoliv oznaceni. Pfesna definice je nasle-
dovna:

Definice. Konstrukci pomoci pravitka o kruzitka myslime koneény pocet krokii,
kdy s pomoci bodi, pfimek a kruznic, které jiz byly vytvoreny v pfedchozich krocich,
provedeme nékterou ze zakladnich konstrukei. Zakladnimi konstrukcemi jsou:
(1) Vytvoreni pfimky prochédzejici dvéma body.
(2) Vytvoreni kruznice se stfedem v jednom bodé tak, aby na ni lezel druhy bod.
(3) Vytvoreni bodu, ktery lezi v priiseciku dvou pfimek (pokud se protinaji).
(4) Vytvofeni bodu, ktery lezi v priseciku kruznice a p¥imky (pokud se proti-
najf).
(5) Vytvorfeni bodu, ktery lezi v prusec¢iku dvou kruznic (pokud se protinaji).

Trisekci thlu rozumime rozdéleni daného tthlu na tfi stejné ¢asti. Kvadraturou
kruhu rozumime nalezeni ¢tverce, ktery méa stejny obsah jako dany kruh. Zdvojenim
krychle rozumime nalezeni krychle s dvojndsobnym objemem nez mé zadana krychle.
Piesné zadani téchto problému si ukazeme na zavér.

Rychlolivod do vektorovych prostorti

Definice. Télesem T rozumime mnozinu 7" spolec¢né s dvéma bindrnimi operacemi
»2 1+ a ,“naTl advéma riznymi prvky 0,1 € T takovymi, ze pro vSechna a,b,c € T
plati:
(1) a+b=b+a,
(2) (a+b)+c=a+(b+c),
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(3) a+0=aq,

(4) existuje —a € T takové, ze a + (—a) = 0,

(5) (a-b)-c=a-(b-c),

(6) a-b="b"a,

(M) a-1=a,

(8) pokud a # 0, tak existuje a=! € T, pro které a - a=! = 1,
(9) (a+db)-c=a-c+b-ec

Definice. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime
mnozinu V spolu s bindrni operaci ,+“ na V', operaci ,,-“ nasobeni prvkt mnoziny
V prvky télesa T a prvkem o € V, které pro vSechna u,v,w € V a a,b € T spliuji
nasledujici:
1) u+v=v+u,
(2) (u+v)+w=u+ (v+w),
(3) v+o=0,
(4) existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o,
(
(
(

)
)
)
Ya-(b-v)=(a-b) v
)
)
)

5

6) 1-v=u,

7 (a+b)-v=a-v+b-v,

(8) a-(u+v)=a-u+a-v.
Definice. Jsou-li v1,vs,...,v; prvky vektorového prostoru V nad T a ty,...,t; €
T, pak prvek

tivr +tave + - - + Uk
nazyvame linedrni kombinaci prvkd vi,va,...,vr a prvky t1,...,t; télesa T nazy-
vame koeficienty linedrni kombinace.

Definice. Budiz V vektorovy prostor nad télesem T a X C V. Pak linedrnim
obalem mnoziny X rozumime mnozinu LO X vsSech linearnich kombinaci prvkia X.
Pokud navic LO X =V, tak fikdme, ze X generuje V.

Definice. Budiz V vektorovy prostor nad télesem T. MnoZina prvki {vq,...,v;}
prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud je néktery z prvku v; linearni kombinaci
zbylych prvka vi,...,v;-1,V41,...,05. V opacném pfipadé€ fikame, Ze je mnozina
linedrne nezdvisld.
Tvrzeni. Necht {v1,...,v;} je mnoZina prvki vektorového prostoru 'V nad téle-
sem T. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) Mnozina {vy,...,vx} je linedrné nezavisla.
(2) Nulovy prvek o € V lIze vyjadrit jako linedrni kombinace pouze trividlnim
zptsobem o = Qvy + - - - + Quy.
(3) Kazdy prvek u € V lIze vyjadfit jako linedrni kombinaci prvki vy,..., vy
nejvyse jednim zpisobem.

Definice. Mnozina {v1,...,v;} prvki vektorového prostoru V nad télesem T se
nazyva bdze, pokud je linedrné nezavisla a generuje V.
80



MARTIN RASKA

Tvrzeni. Kazdy vektorovy prostor V mé bazi a kazdé dvé baze maji stejnou ve-
likost. Této velikosti Fikame dimenze vektorového prostoru V a znacime ji dim V.

vy

Télesova rozsireni

Definice. Rozsitenim téles budeme rozumét libovolnou dvojici téles T a S tako-
vych, ze T' C S a operace na T jsou zizenim operaci na .S. Tuto skute¢nost zna¢ime
T < S a fikdme, ze T je podtélesem S, nebo ze S je rozsirenim T.

Definice. Méjme télesa T < S aprvky aq,...,a; € S. Pak znacenim T(aq, ..., ax)
myslime nejmensi (co do inkluze) rozsifeni télesa T obsahujici prvky aq, ..., ag.

Kdyz mame néjaké télesové rozsiteni T < S, tak mnozina S ma pfirozenou struk-
turu vektorového prostoru nad télesem T. Pro néas bude dilezitd dimenze tohoto
prostoru.

Definice. Mg¢jme télesové rozsiteni T < S a divejme se na S jako na vektorovy pro-
stor nad T. Dimenzi tohoto vektorového prostoru budeme nazyvat stupern rozsirent
a znacit [S : T).

Priklad. Urdete nasledujici stupné rozsifeni a najdéte néjakou bazi rozsifeni:
[Q(v2):Q], [C:R], [Q(V2):Q(V2)], [Q(V2,v3):Q], [R:Q]

Definice. Polynom nazveme monicky, pokud je v ném koeficient u nejvyssi moc-
niny roven 1. Polynom nad télesem T nazveme ireducibilni nad télesem T, pokud
nejde zapsat jako soucin dvou nekonstantnich polynomu nad télesem T.

Definice. Bud T < S rozsiieni téles a a € S. Rekneme, 7e prvek a je algebraicks
nad T, pokud existuje nad télesem T polynom, jehoz je a kofenem. V opacném
pripadé se a nazyva transcendentni nad T. Minimdlnim polynomem mq 1 prvku a
nad T rozumime monicky polynom nad T nejmensiho stupné takovy, ze a je jeho
kofen.
Tvrzeni. Bud T < S rozsiieni téles a a € S algebraické nad T. Pak
(1) minimélni polynom m, T existuje, je jednoznacné uréeny a ireducibilni nad T,
(2) prvek a je kofenem polynomu f nad T praveé tehdy, kdyz m, T | f.

Poznamka. Pokud najdeme monicky ireducibilni polynom, jehoz kofenem je a,
pak se jiz nutné musi jednat o minimalni polynom prvku a.
Priklad. U naésledujicich prvka najdéte minimélni polynomy nad Q:

7, 2, i, eF, V2443

Tvrzeni. Bud T < S rozsifeni téles a a € S algebraické nad T. Pak [T(a) : T] =
degmg T, specidlné {1,a,a?, ..., a%®™«T=1} tvorf bazi T(a) nad T.

Poznamka. Plati, ze stupen rozsifeni [T(a) : T| je koneény pravé tehdy, kdyz a
je algebraické nad T.
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Tvrzeni. (klicové) Bud T < S < U rozsifeni téles. Pak [U : T] =[U:S]-[S: TJ.

Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Kli¢ova myslenka bude pomoci analytické geometrie pfenést geometrické konstrukce
do teci algebry. Pfi konstruovani pomoci pravitka a kruzitka mame v zékladni
konfiguraci dané néjaké body by, bs,... Uvazujme jejich soufadnice by = [z1, 1],
by = [z2,y2],... v kartézské soustavé soufadnic. Ozna¢me T nejmensi rozsifeni
Q obsahujici vSechny tyto soufadnice neboli To = Q(z1,y1,22,¥2,- .. ). Piiddnim
bodu X = (u1,v1) pomoci konstrukce pravitkem a kruzitkem dostaneme nové téleso
T; = To(u1,v1) obsahujici vSechny soufadnice bodu. Podobné pfiddnim dalsiho
bodu dostaneme téleso Ty = T (uz,v2). Takto postupné mizeme tvofit posloup-
nost rozsifeni téles To < Ty < Ty < T3 <--- <T,, az po kone¢ném poctu kroku
skonéime.

Tvrzeni. Pfi znaceni z predchoziho odstavce plati, ze stupen rozsiieni [T,, : To]
je mocninou 2.

Piiklad. (duplikace krychle) Zacindme-li s body [0,0] a [1,0] v roving, pak neni
mozné konstrukci pomoci pravitka a kruzitka vytvofit bod [v/2,0].

Diikaz. Nechf existuje konstrukce pomoci pravitka a kruzitka takova, ze /2 € T,.
Pii znaceni z predchoziho odstavce pak Q = Ty < @(\3/5) < T,. Z ptedchozich
piikladii vime, ze [Q(4/2) : Q] = 3. To je nicméné spor s piedchozim tvrzenim a
faktem, ze [T, : Q] = [T,, : Q(v/2)]-[Q(¥/2) : Q], protoze 3 nedéli Zadnou mocninu 2.
Priklad. (trisekce thlu) Existuji thly, které nelze pomoci konstrukce pravitkem a

kruzitkem roztietit.

Diikaz. (ndznak) Chceme-li roztfetit ihel «, pak je tloha ekvivalentni konstrukei
bodu se soufadnici cos (§). Pomoci Moivreovy véty plati

cos(a) = 4 cos® (%) — 3cos (%) .

Pro volbu a = 60° stac¢i ukazat, ze polynom 8x2 — 62 — 1 je ireducibilni nad Q.

Piiklad. (kvadratura kruhu) Konstrukei pravitkem a kruzitkem nelze k zadanému
kruhu sestrojit ¢tverec se stejnym obsahem.

Dikaz. (ktery vlastné neni dtikaz) Zaéneme-li bez (jmy na obecnosti s kruhem
o obsahu 1, pak chceme sestrojit bod se soufadnici /7, resp. 7, protoze vzdalenosti
umime konstrukci pravitkem a kruzitkem nésobit. Cislo 7 je ale transcendentni a
tedy stupen rozsiteni [Q(7) : Q] je nekoneény, coz je spor. Tato skutecnost byla
ukazana roku 1882 panem Lindemannem a pfesahuje ramec této prednasky.

Literatura a zdroje

[1] David Stanovsky: Zdklady algebry, text o télesovych rozsitenich.
[2] Libor Barto a Jifi Tama: Linedrni algebra, skripta MFF UK.
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Spiralni podobnost

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. Prednéaska seznamuje s vlastnostmi spiralni podobnosti a ukazuje pouziti
v prikladech olympiddni geometrie.

Spiralni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny. Pfi spravném

thlu pohledu umi elegantné vytesit i spoustu tézsich, tézkopadnéjsich problémi. My
se ji v této prednasce naucime hledat a nachézet.

Definice. Spiralni podobnost je geometrické zobrazeni vzniklé sloZzenim otoceni a
stejnolehlosti podle téhoz stfedu. Je urceno stfedem spiralni podobnosti O, oriento-
vanym thlem otoceni W a koeficientem stejnolehlosti k£ > 0. Znacéime ji S(O, ﬁ, k).

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (zdkladni vlastnosti) Pro spirdlni podobnost S(O, &, k) plati:

(i) Spiralni podobnost je podobné zobrazeni — obrazem primky je piimka, obra-
zem Ctverce je Ctverec, obrazem stredu tsecky je stfed obrazu tusecky, obecné
obrazem utvaru je jemu podobny tutvar.

(ii) Uhel mezi pfimkou a jejim obrazem je tihel otoceni o .

(iii) Pomeér délky tsecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti k.

Tvrzeni 2. (specidlni pfipady) Spirdlni podobnost S(O, o, k) se pfi specidlnich
hodnotach & a k redukuje nésledovné:

(i) Pro W = 0 dostavame stejnolehlost se stredem O a koeficientem k.
(ii) Pro W = 180° dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem —k.
(iit) Pro k = 1 dostdvame otoceni kolem O o tihel .
(iv) Prok=1a W = 180° dostdvame stredovou soumérnost se stiedem O.
v) Zadna kombinace O, W, k ndm ned4 posunuti nebo nepiimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (spirdlni podobnosti chodi po dvou) Necht spiralni podobnost se stfe-
dem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost, ktera
pievadi A — B a C +— D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se miize lisit.
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Tvrzeni 4. (existence a jednozna¢nost) V roviné jsou dany body A, B, C, D
takové, ze ABDC (v tomto poradi!) neni rovnobéinik. Pak existuje pravé jedna
spiralni podobnost, ktera prevadi A — C, B+ D.

Lemma 5. (spirdlni podobnost jednoznaéné uréend trojuhelnikem OAA’) Bud
S(0, o, k) spiralni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati nasledujici:

(i) Pro rizné body A jsou vsechny trojithelniky OAA’ podobné.

(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urc¢uje spirdlni podobnost

S(0, W, k).

Tvrzeni 6. (konstrukce stfedu a existence) Bud ABB’A’ ¢tyfiihelnik takovy, ze se
pfimky AB a A’B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy priise¢ik O kruZnic opsanych
trojuhelnikim QAA’ a QBB' je stfed spirdlni podobnosti

o JAB|
$<0,<A0A, |A’B’|>’

ktera zobrazuje A — A', B+ B’.

Tvrzeni 7. (prisecik ¢tyf kruznic) Bud ABCD ¢étyiiihelnik s riznobéznymi pro-
téjsimi stranami. Prisecik pfimek AB a C'D oznacme @, prisecik piimek AD a BC'
ozna¢me R. Potom stied spiralni podobnosti M, ktera zobrazuje A +— D a B — C,
je priisecikem kruznic opsanych trojihelnikiim ADQ, BCQ, ABR a CDR.

Bod M z tvrzeni 7 se pak oznacuje jako Miqueliv bod Ctyttuhelniku ABCD.
M4 spoustu zajimavych vlastnosti, ale k jeho peclivéjsimu prozkouméni bychom
potfebovali dalsi pfednasku.
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A jde se na to!

Uloha 1. V roviné jsou dany riizné velké, stejné orientované, podobné trojihelniky
ABC a AgByCy. Stiedy tisecek AAg, BBy, CCy ozna¢me po fadé Ay, By, C;. UkazZte,
Ze i trojuhelnik Ay B1C1 je podobny piedchozim trojthelnikam.

Uloha 2. Po tfech rtiznobéznych piimkach se pohybuji rovnomérné body A, B a
C. Dokazte, ze pokud jsou ve dvou riuznych casech trojahelniky ABC podobné, pak
jsou podobné v kazdém okamziku.

Uloha 3. V roviné jsou dané dva étverce ABCD a AgByCyDy. Oznaéme A;, By,
C1 a D; postupné stiedy tsecek AAg, BBy, CCy a DDgy. Dokazte, ze Ay B1C1D; je

Ctverec.

Uloha 4. Je dan trojthelnik ABC a bod P lezici na tom oblouku BC' kruznice
opsané trojuhelniku ABC, na kterém nelezi vrchol A. Paty kolmic z bodu P ke
strandm BC a AC oznaéme po fadé X a Y. Je-li M stfed tsecky AB a N stied
usecky XY, dokazte, ze plati |<M N P| = 90°.

Uloha 5. Nechf ABCD je konvexni étyfthelnik, ve kterém |<CAB| = |[<CDA| a
|<BCA| = |<ACD)|. Déale necht M znadi stied usecky AB. Dokazte, ze |[<BCM| =
|<DBA|. (Italie 2010)

Uloha 6. (Ptolemaiova véta) Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik. Oznacime-li
délky jeho stran AB, BC, CD, DA po fadé a, b, ¢, d a délky thlopticek AC, BD
po fadé e, f, pak plati ac+ bd = ef.

Uloha 7. (Simsonova pfimka) Bud ABCD tétivovy étyfthelnik. Oznaéme paty
kolmic z D postupné na piimky AB, AC, BC jako P, Q a R. Dokazte, ze P, Q a R
lezi na jedné primce.

Uloha 8. Necht ABCD je ¢tyftihelnik a necht E, F jsou body postupné na
strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru, tedy |AE|:|ED| =
|BF| : |FC|. Pfimka EF protind pfimky BA a C'D postupné v bodech S a T. Do-
kazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim SAFE, SBF, TCF a T DE maji spoleény
bod. (USAMO 2006)

Uloha 9. Necht je ABC ostrothly trojihelnik s viskou AD. Body X a Y lezi po
fadé na kruznicich opsanych trojuhelnikim ABD a ACD tak, ze body X, D, Y lezi
na jedné pfimce a body X, D, Y, B jsou po dvou razné. Oznacme déile M stied
strany BC a M’ stfed tsecky XY . Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.
(PraSe 27-3-8)

Uloha 10. Stranam AB a BC trojuhelnika ABC pfipiSeme zvenéi podobné pra-
vothelniky! BKLC a M N BA. Ukaite, ze piimky NC, ML a AK prochézeji jednim
bodem.

IPravothelnik je obdélnik nebo étverec.
85



SPIRALNI PODOBNOST

Uloha 11. Uhlopticky étyfiuhelniku ABCD se protinaji v P. Oznaéme O; a O
stfedy kruznic opsanych trojihelnikim ADP a CBP. Body M, N a O jsou postupné
stfedy tsecek AC, BD a O10,. Ukaite, ze O je stfed kruznice opsané PM N.

Uloha 12. Je déan pétithelnik ABCDE takovy, Ze jsou si trojuhelniky ABC,
ACD, ADFE podobné. Ozna¢me T prisecik pfimek BD a CFE. UkaZte, Ze piimka
AT je kolma na spojnici stfedit S; a So kruznic opsanych trojihelnikim ABC a
ADE.

Uloha 13. Bud ABCDE konvexni pétitihelnik takovy, Ze jsou si trojuhelniky
ABC, ACD, ADE podobné. Uhlopticky BD a CFE se protinaji v T. Ukazte, ze
primka AT pili stranu CD. (IMO Shortlist 2006)

Uloha 14. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C.
Ozna¢me M stfed piepony a D takovy bod odvésny BC, ze plati |CD| = |CM]|.
Necht déle P znaéi prisecik kruznic opsanych trojuhelnikim CM B a BDA, P # B.
Ukazte, ze pfimka BP je osou tthlu ABC. (1KS 7-G1)

Uloha 15. Necht ABCD je tétivovy &tyfuhelnik, P je prisecik jeho thlopticek a
body E, F jsou po fadé paty kolmic z bodu P na strany AB, C'D. Necht bod K je
stfed strany BC a L stfed AD. Dokazte, Ze pfimky EF a KL jsou kolmé.

(USA TST 2000)

Uloha 16. Stied kruznice opsané tétivovému ¢tyithelniku ABCD ozna¢me O.
Uhlopiicky AC a BD se protinaji v bodé P. Kruznice opsané trojuhelniktim ABP
a CDP se protinaji v bodech P a Q). Pfedpokladejme, Ze jsou body O, P a @ ruzné.
Dokazte, ze |[<OQP| = 90°. (Cina 1992)

Uloha 17. Na strané BC daného ostrotihlého trojihelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |[<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
primkach AP a AQ), pficemz bod P je stfedem tsecky AM a bod @ je stfedem tsecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a CN se protinaji na kruznici opsané trojuhelniku
ABC. (IMO 2014/4)

Uloha 18. Na stranich a, b, ¢ trojthelnika ABC zvolime postupné body Aj,
By, C1. Kruznice opsané trojuhelnikim AB,Cy, BC1A1, C A1B; protnou kruznici
opsanou podruhé v bodech Ay, By, Cs. Body As, Bs, C3 jsou stfedovymi obrazy
bodu A;, By, C1 postupné podle stiedt stran a, b, c. Ukazte, ze trojuhelnik A, BoCo
je podobny trojuhelniku A3B3Cj. (IMO Shortlist 2006)

Navody

2. Uvaz stfed spiralni podobnosti O, ktery pfevadi ty dva trojihelniky na sebe.
3. Najdi stied spiralni podobnosti O, ktery na sebe ¢tverce prevadi. Dokaz, ze je
to stfed spiralni podobnosti i pro A1 B1C1D;.

86



ADELA KAROLINA ZACKOVA

4. Najdi vhodnou spiralni podobnost a vyuzij fakt, ze chodi po dvou.

5. Najdi spiralni podobnost a dotuhli.

6. Prikresli si bod P na uhlopfi¢ce BD tak, aby |<BAP| = |<CAD|. Vyjadii si
poméry podobnych trojihelniki.

7. Existuje spirdlni podobnost se stfedem v D, kterd zobrazi AC' na PR. DokaZ,
ze @ lezi na pfimce PR.

8. Najdi spiralni podobnost zobrazujici A — B a D +— C' a vyuZij tvrzeni o kon-
strukei stfedu.

9. Najdi vhodnou spiralni podobnost a vyuzij Thaletovy kruznice ze zadéni.

10. Vezmi vhodnou spirdlni podobnost a zobraz na sebe kruznice opsané nasim
pravouhelniktm.

11. Vzpomen si na prvini motivacni piiklad.

12. Vezmi spirdlni podobnost, kterd zobrazuje AABC na ANADE.

13. Oznac¢me Q prisecik BD a AC, R pruseéik DA a EC. Diky Cevové vété staci
ukdzat |AQ| : |QC| = |AR| : |RD|. Ctytahelniky ABCD a ACDE si odpovidaji ve
spiralni podobnosti, tedy i jejich priseciky thlopricek, a jsou tak zachovany potiebné
pomeéry.

14. Ukaz shodnost ACPD a AMPA.

15. Zobraz bod P v osové soumérnosti podle C'D a uréi vhodnou spiralni podob-
nost. Z vlastnosti podobnych zobrazeni 1ze uvazovat vhodny deltoid.

16. Dokresli body S a S, stiedy thlopticek AC a BD.

17. Uvaz trojuhelnik AB,C; takovy, ze strana BC' je jeho stfedni pfi¢kou. Troju-
helnik ANC je spirdlné podobny s BBy M s tihlem otoceni |[<<BAC| — 180°.

18. Postupné:

(i) Pomoci znalosti priniku kruZnic jako stfedu spiralni podobnosti ukaz, Ze
ANA;BC ~ NA>C1 By,
(ii) Oznaé stiedy tsecek b, ¢, AAs postupné Sy, S, Saa,. UkaZ ASsa,S:Sp ~
NA>BC.
(iii) Pomoci tvrzeni odivodni AAsC1 By ~ ASAa,S:Sy ~ ANAC5Bs.
(iv) Ukaz shodnost odpovidajicich thlt v AA;BsCy a AA3B3Cs.
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