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Algebraické triky neboli. . . figle

Fiip CERMAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje fadu algebraickych triki, které se hodi pti feseni p¥i-
kladt nebo jejich ¢asti. Velkym zdrojem trik, které ¢lovek vice ¢i méné Casto pouzije,
byvaji nerovnosti a velkym zdrojem k FeSeni nerovnosti je zase seridl MKS od Michala
Rolinka a Pavla Saloma, kterj najdete na nasich strankach!. Ten tedy doporuéuji
precist kazdému, kdo mé pocit, Ze se potiebuje v algebraickych manipulacich zlepsit.
Umluva. Ulohy jsou v tomto pifspévku oznaceny slovem P¥iklad, pokud patii
mezi ty snazsi, a slovem Uloha, pokud patii mezi ty naroénéjsi.
Poznamka. (Symetrie a cykliénost) Vyraz v nékolika proménnych je symetricky,
pokud se nezméni prohozenim libovolnjch dvou z nich. Pak mtizeme BUNO piedpo-
kladat, ze proménné jsou v ndmi vybraném potadi (napf. od nejvétsi po nejmensi).
Vyraz je cyklicky, pokud se nezméni po cyklické zdméné (napf. x za y, y za z
a zaroveii z za x). Poté mtizeme BUNO piedpokladat napiiklad to, Ze jedna z pro-
ménnych je nejvétsi. Tyto tvahy Casto zkrati sepisovani feseni alespon na polovinu.

Dosazeni
Méme-li soustavu rovnic, ¢asto stac¢i jednu proménnou vyjadrit a dosadit.

Priklad 1. Soucin realnych ¢isel z, y, z je jedna. Uréete vSechny mozné hodnoty

vyrazu
1 1 1

+ + .
l4+z+zy 14+y+yz 142422
Priiklad 2. Pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati

a? —b% = be, b2 — ? = ca.

Ukazte, ze pak plati i a® — ¢ = ab.

Rozklady na soucin

Maji-li se v tloze najit vSechna prvocisla urcitého tvaru, zpravidla se snazime pfi-
slusny vyraz rozlozit na soucin, protoze pak je snadné fici, kdy pijde o prvocisla
(jen jeden z ¢initeld je rtizny od +1). Ale umét rozkladat na souéin se hodi i jindy.

Uhttp://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
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Piiklad 3. Najdéte dvé ¢tyimistna ¢isla, jejichZ soudinem je 4% + 68 + 98,

Piiklad 4. Najdéte viechna celd ¢isla n, pro néz je n* — 3n2 4+ 9 prvodislo.
(MO 61-111-1)

Uloha 5. Dokaite, Ze existuje nekoneéné mnoho kladnych celjch &isel a takovych,
7e pro zadné n € N neni n* + a prvoéislo. (IMO 1969)

Uloha 6. Najdéte nejmensi trojciferné ¢islo n, pro néjz mé soustava
Bty e =n
P+ +r+y=n+1

pouze celociselnd feseni.

Substituce xyz = 1

Mame-li na proménné podminku zyz = 1, ¢asto pomtze substituce

a
nga y=-, z2=—.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze tuto substituci opravdu miZeme pouzit, tedy Ze pro
kazda x,y, z spliujici tuto podminku existuji vhodna a, b, c.

Priklad 7. Opét vyteste Priklad 1.

Priklad 8. Kladn4 ¢isla a, b, ¢ spliiuji abec = 1. Dokazte

1+a20+ 1+ b%a n 1+c%
eb+c) alc+a) bla+b) —

Uloha 9. Pro kladna a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

a b ¢
—+-+—->a+b+ec.
b ¢ a
(MO 52-111-6)

Substituce 2’ =z + ¢

Jesté jednodussi substituce je pouhy posun vsech proménnych o konstantu, casto ale
vyfesi celou tlohu.

Priklad 10. Najdéte vSechna redlnd x spliujici
(2% + 3z + 2) (2% — 22 — 1)(2® — 7o +12) + 24 = 0.
V nasledujicim prikladu budeme vyuzivat jedno zajimavé tvrzeni o polynomech

(jinak ale pro nasi pfednasku nedilezité).
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Véta. (Eisensteinovo kritérium) Méjme polynom P(x) = ap,z"™ +a, 12" 1+ +
ag s celociselnymi koeficienty a prvocislo p tak, ze

(i) ptan,
(i) p|a;,Vie {0,...,n—1},
(iii) p?f ao.
Potom je polynom P(x) ireducibilni nad Q (tedy neexistuji nekonstantni polynomy
s racionalnimi koeficienty, jejichZ soucin by byl rovny P).

Priklad 11. Nechf p je prvoéislo. S pomoci Eisensteinova kritéria dokazte, ze
polynom P(z) = 2P~! + 2P=2 4+ ... + 1 je ireducibilni nad Q.

Uloha 12. Jsou dana realna ¢&isla x, v, z, ktera splituji
TH+y+z=12 2?4y + 22 =54

Ukazte, ze alespon jedno z Cisel z, y, z je nejvySe rovno tfem a alespoinl jedno je vétsi
nebo rovno péti. (MO 60-I11-3)

Linearita proménné

Mame-li vyraz, ktery je v nékteré proménné linearni, pak bude nabyvat svych ex-
tréma pro jeji krajni hodnoty. To llohu mnohdy velmi zjednodusi nebo Gplné vyftesi.

Piiklad 13. Jsou déna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1). UkaZte nerovnosti
6 >3abc+4(1—a)(1—-0)(1—¢c)+a+b+c>1.

(MKS 28-7-6)

Priklad 14. Naleznéte minimum a maximum vyrazu
a(l—=>5)+b(1—c)+c(1—a),

v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).

Piiklad 15. Pro z,y € R a z € (—2,2) ukazte nerovnost
22 + y2 > TYZ.

Priklad 16. Necht n>2,0<z; <1,7i=1,2,...,n. DokaZte nerovnost

n n n
in - Z$i$i+1 < {gJ ;
i=1 i=1

kde 5,41 = 1. (Vybérové soustiedéni 2016)
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Homogenita

Definice. (Homogenita) Vyraz V(a,b,c) nazveme homogenni stupné «, pokud
existuje a € R takové, ze pro kazdé ¢ > 0 plati

V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c).
Méme-li homogenni nerovnost, mizeme si pomoci tim, ze si pfiddme néjakou
podminku (jejiz splnéni mzeme zarucit pravé pomoci ¢ v pfedchozi definici).
Piiklad 17. Proa,b> 0 a s > r dokaizte

1

(ar_’_br),r > (as+bs)

|=

[

Priiklad 18. Pro a,b > 0 ukazte
a* + 2b* > a?b% + 2abd.
Uloha 19. Dokazte Cauchy-Schwarzovu nerovnost: n € N, déle uy, us, ..., u, € R

a vi,vs,...,0, €R. Pak

(uf +uld 4+ Fud) (Wl F o+ 02) > (ugvg + ugve + - F up)?

(Ne)rovnost

Mame-li néjakou rovnici nebo soustavu rovnic, mtizeme si nékdy pomoci tim, ze
ukazeme, Ze jedna strana je vétsi nez druhd, a vyuZijeme, Ze vime, kdy v nami
pouzité nerovnosti nastava rovnost.

Uloha 20. V oboru reélnjch &isel feste soustavu rovnic
ot +y? +4=5yz,
yt + 2% + 4 = bz,
2P 2% +4 =5y,
(MO 61-111-6)

Uloha 21. Uréete vSechny trojice (a, b, c) kladnych redlnych ¢isel, které jsou fese-
nimi soustavy rovnic
avb—c=a,

bvc —a =1b,
cva—b=c.
(CPS 2010)
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Polynomy
Priklad 22. Mgjme redlna ¢isla z, y, z, pro ktera plati

r+y+z=0,
zy +yz + zx =0.

Dokazte, ze t =y = z = 0.

Priklad 23. Ukazte, Ze pokud pro nenulova redlné éisla a, b, ¢ plati rovnost

a—b b—c c—a
+ +

=0
c a b ’

tak se dvé z téchto tii ¢isel rovnaji.

Priklad 24. Jakych hodnot miiZze nabyvat vyraz

(a+b—c)? (b+c—a)? (c+a—b)?
(@—ab-0  Gb-alc—a)  (a—b)(c—0)

pro vSechny mozné trojice po dvou ruznych realnych éisel a, b, c?
(Vybérové soustiedéni 2013)

Uloha 25. Nechf a, b, ¢, d, e, f jsou pFirozena ¢isla. Oznaéme S = a+b+c+d+e+f.
Plati, ze S déli vyrazy abc 4+ def a ab + bc 4+ ca — de — ef — fd. Dokazte, ze S je
sloZené. (IMO shortlist 2005)

Algebra? Ne, geometrie!

Uloha 26. Dvojice nekone¢nych posloupnosti celych ¢isel a1, ag, ... a by, ba, ...
spliiuje pro n > 3 vztah

(an - an—l)(an - an—?) + (bn - bn—l)(bn - bn—2) =0.

Ukazte, Ze existuje ptirozené k takové, Ze ar = ax12016- (iKS 5. ro¢nik, A5)

Uloha 27. Vyfeste ulohu 12, tentokrat geometricky.
Trikové Gpravy
Uloha 28. Cela éisla x, y, z splituji vztah

(@ —9) + (y—2)*+ (2 — 2)* = 2y

Dokazte, ze vyraz 23 + y> + 22 je délitelny = + y + 2 + 6.
7



ALGEBRAICKE TRIKY NEBOLI... FIGLE

Uloha 29. Nechf existuje n > 0 realnjch ¢isel x1, 29, ..., 2,, kterd pro kazdé
i=1,...,n spliuji
1 1 1 1 1
T; = + + ot + + -+ .
T; — 1 Ty — T2 Ti — Ti-1 Ti — Tit1 Ti — Tn
Navic plati 23 + 23 + - - - + 22 = 45. Urcete n. (MKS 27-1-8)

Uloha 30. Pro libovolné nezaporna realné ¢éisla a a b dokaZte nerovnost

a n b S a+b
VB2+1 Va2+1 7 Vab+1

a zjistéte, kdy nastane rovnost. (MO 63-111-6)
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Navody

1. Dosadte z = Iiy a zlomky zjednoduste a sectéte.

2. Z prvni rovnice dosadte za ¢ do druhé a tieti. Nyni m4a z druhé rovnice plynout
tfeti. VSimnéte si, Ze druhou rovnici lze vydélit a, a potom ji vytknéte ze treti
rovnice.

3. Piictéte 6%, abyste mohli vyuzit vzorecku, a pak ho opét odectéte a vyuzijte
jiného vzorecku. Ovéite ¢tyfmistnost obou c¢isel.

4. Prictéte a odectéte 9n? a s pomoci dvou vzorecki rozlozte na souéin.

5. Zvolte a = 4m* pro m > 1 a rozlozte na soudin.

6. Oznadte a = z? + 3%, b = x + y, odvodte a = n,b = 1, Vyfeste kvadratickou
rovnici a odvodte v jakém tvaru musi byt n. Vysledek by mél byt 113.

7. Tady se fakt neda nic nového radit :D. Udélejte substituci a upravte (sectéte
zlomky).

8. Udélejte substituci a pouzijte AG-nerovnost (jde to i rovnou bez substituce, ale
po substituci je to 1épe vidét).

9. Po substituci nerovnost vynasobte tfemi a rozlozte ji na soucet tii cyklickych
AG-nerovnosti.

10. Rozlozte kvadratické trojcleny na soucin, zvolte y = x — 1 a nésledné z = y2.
Vyfteste kubickou rovnici v z natipovanim kofent.

zP—1

11. Polynom sectéte na P(x) = Z—, uvazte polynom Q(z) = P(x+1) a dokazte,
ze je ireducibilni. Uvédomte si, ze P je pak také nutné ireducibilni.

12. Pro prvni ¢ast uvazme zr =a+3,y=b+3, z=c+ 3. Prodruhouz =5 —a

atd.. Potom uz staci fict, ze je jedno z a, b, c nekladné.

13. Staci rozebrat osm moznosti, kdy a, b, c € {0,1}. Diky symetrii vyrazu mtzete

navic predpokladat a > b > ¢ a rozebirat jen ¢tyfi moznosti.

15. Diky linearité v proménné z stacéi rozebrat pripady z = +2.

16. Vyuzijte linearitu a predstavte si n kulicek na kruznici, kde nékteré jsou cerné

a nékteré bilé. Co pocita vyraz na levé strané?

17. BUNO piedpokladejte a” +b" = 1. Pak 1 > a,b > 0, a tedy a” > a® a b" > b°.

18. BUNO piedpokladejte b = 1 a polynom rozlozte na souéin tipovanim kofenti.

19. Nejprve vyuzijte homogennost v uy, ..., u, a BUNO predpokladejte u? + - - -+

u2 =1 a pak jesté stejnou tivahu zopakujte pro vy, . . ., v,. Nakonec vyuzijte odhady

%uf + %vf > UiV > — (%uf + %vf)

20. Vyuzijte odhad 422 < 2* + 4 a jeho cyklické zamény a ziskané nerovnosti

seCtéte.

21. BUNO piedpokladejte, ze a je nejvétsi a dokazte postupné b < 4,¢ >4 ac < b.
9
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22. Uvazte polynom tfetiho stupné s kofeny x,y,z a pomoci Vietovych vztahi
odvodte, Ze je tvaru t3 + ¢ = 0.

23. Vynasobte abc a uvazujte jako polynom v a. Dokazte, Ze se rovna polynomu
(b—c)(a—Db)(a—rc).

24. Ogznaéte vyraz ze zadani jako vyraz V(a) v nezndmé a s parametry b, c. Uvaite
polynom P(a) = V(a)(a—b)(b—c)(c—a), ukazte, Ze je druhého stupné a b i ¢ jsou jeho
kofeny (pozor, to neni jasné, protoze V (a) neni polynom!). Stejné jako v pfedchozim
prikladu rozloZte polynom P(a), kdyZ znéte jeho kofeny.

25. Uvazte polynom P(z) = (z 4 a)(x + b)(x + ¢) — (x — d)(x — e)(x — f).

26. Uvazujte body v roviné X,, = (an, b, ). Rozmyslete si, Ze trojihelnik X,,, X, _1,
X,,_o mé pravy thel u vrcholu X,,. Z Pythagorovy véty odvodte, Ze vzdalenosti mezi
po sobé jdoucimi body se nezvétsuji, a vyuzijte celociselnosti.

27. Uvédomte si, Ze soustava rovnic definuje kruznici v prostoru. Tu rozdélte na
Sest ¢asti (vzdy ziskate dva body pfi praniku kruznice s rovinou danou dvéma osami)
a pro kazdou ¢ast si rozmyslete, jakych hodnot v ni nabyvaji jednotlivé souradnice.

28. Vyuwzijte vzorecek a® + b3 + ¢3 — 3abc = (a+ b+ c¢)(a® + b + ¢ — ab— be — ca).
29. V souctu druhych mocnin nahradte vzdy jedno x; pomoci vztahu v zadani.

30. Roznéasobte, upravte, aby na obou stranach byl rozdil odmocnin, a netradi¢nim
zptisobem vyuzijte vztah 22 — % = (x — y)(x + y).

Literatura a zdroje

Obrovsky dik patii Stépdnu Simsovi od néhoz byl pifspévek (skoro beze zmén) pie-
vzat.
[1] Stépan Simsa: Algebrické triky, Lipova-lazné, 2016.
[2] Michal ,Kenny* Rolinek: Algebraické legrdcky, Blansko-Obirka, 2011.
[3] Michal ,Kenny“ Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti,
lhttp://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
[4] Martina Vavackovéa: Rozklady na soucin, Hojsova Straz, 2011.
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Zbytky a mocnéni

Fiip CERMAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje navod na feSeni olympiddnich tloh pomoci kongru-
enci a také uvadi zakladni véty z teorie ¢isel: malou Fermatovu vétu, Wilsonovu vétu
a Eulerovu vétu. Je zde také spousta piikladi na procviceni.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, pracujeme s celymi éisly.

Definice. Skutecnost, ze a = bk, tedy a je nasobek b, zapisujeme b | a a Fikdme
b déli a®.

Definice. Skutecnost, ze n | a — b, zna¢ime a = b (mod n) a fikdme ,a je kongru-
entni s b modulo n“.

Tvrzeni. Méjme a nesoudélné s n, ddle méjme ¢isla b a ¢, pak ab = ac (mod n) je
ekvivalentni b = ¢ (mod n).

Definice. Mnozinu ¢isel nazyvame uplnou sadou zbytku modulo n, pokud kazdy
zbytek modulo n je kongruentni s alespon jednim prvkem z dané mnoziny.

Tvrzeni. Plati rovnost mnozin {0,1,...,p—1} ={a-0,a-1,...,a-(p — 1)} pro
a#0 (mod p).

Véta. (Malg Fermatova) Bud p prvoéislo a a ¢islo s nim nesoudélné, potom
a?” ' =1 (mod p).
Véta. (Wilsonova) Prirozené ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz

(p—1!'=-1 (mod p).

Véta. (Eulerova) Bud a nesoudélné s n a ¢(n) pocet ¢isel mensich nez n nesou-
délnych s n. Potom
a?™ =1 (mod n).

Tvrzeni. Eulerovu funkci p(n) lze spocitat nasledovné: pokud n = p{*---pi*,

- -1
pak p(n) = (pr — 1)pi* "+ (pe — o
Definice. Rdd c¢isla a modulo n nazveme nejmensi nenulové &islo r takové, ze
a” =1 (mod n).

11
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Tvrzeni. Z Eulerovy véty plyne, Ze fad déli p(n).

Definice. Zavedme mnozinu Z; obsahujici vSechny zbytky modulo n nesoudélné
s n. Jeji velikost je tedy rovna p(n).

Tvrzeni. (Bezoutovo lemma) Necht jsou a a b celd ¢isla, jejichz nejvétsi spolecny
délitel je d. Pak existuji cela c¢isla x a y, tak zvané Bezoutovy koeficienty, takova, ze
ax + by = d. Tyto koeficienty Ize nalézt pomoci Euklidova algoritmu.

Tvrzeni. (Existence inverzu) Pro kazdé a nesoudélné s n existuje inverzni prvek
x, tedy z definice ¢islo spliujici ax = 1 (mod n), ekvivalentné ax + yn = 1. Z Bez-
outova lemmatu a nesoudélnosti n a a plyne, ze takova x, y existuji, navic je také x
nesoudeélné s n, takze také patii do Zy,.

Poznamka. Inverzni prvek k a v Z;, budeme znacit +.

Tvrzeni. Existenci % muzeme nahlédnout z FEulerovy véty, protoze jde o prvek

a?(™ =1, Konkrétné pokud je n prvoéislo, pak je prvek a"~2 jeho inverzem. S témito
zlomky miizeme pracovat obdobné jako s normalnimi racionalnimi ¢isly: jsou-li b a d
nesoudeélna s n, pak v Z, plati

a ¢ ad+bc 1

-+ == = (ad + bc)—.

R A B ¥
Ulohy
Uloha 1. Najdéte pro n vétsi nez 1 a celé ¢islo 2 vSechna feSeni (n — 1)! = x
(mod n).

Uloha 2. V zavislosti na a urcete zbytek (p ;1) modulo p.

Uloha 3. Necht P(z) = 5212 4 132° + 9az. Najdéte nejmens{ a takové, ze P(z) je
deélitelné 65 pro kazdé . (Irsko 2000)

Uloha 4. Najdéte vSechna kladné n, pro ktera je n! + 5 ¢tverec.

Uloha 5. Necht p > 5 je prvocislo a ¢islo a je tvofeno p — 1 jednickami v soustavé
o zékladu p + 6. Dokazte, Ze p | a.

Uloha 6. Najdéte viechna prvoéisla p a ¢ takova, ze p+q = (p — q)® .
(Rusko 2001)

Uloha 7. Dokazte, Ze existuji pravé tii nejvyse n-ciferné pfirozené ¢isla a takova,
7e a®> = a (mod 10™). (MKS-24-5-5)

Uloha 8. Ukaite, Ze pro riizna prvodisla p a ¢ plati
pT 4¢Pt =1 (mod pq).

Uloha 9. Necht p a ¢ jsou prvoéisla. Dokaite, ze pP(?~1) — 1 neni délitelné &islem

(p?' —1)q.
12



FILIP CERMAK

Uloha 10. Zjistéte, pro ktera pfirozena n plati, ze n | 3™ — 2"\

(MKS 17-7-4)
Uloha 11. Uvazujme posloupnost aj, as, ... definovanou vztahem a,, = 6™ + 3" 4
+2™ — 1. Urcete vSechna prirozena cisla, ktera jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem této
posloupnosti. (IMO 2005)

Uloha 12. Dokaite, Ze pro kazdé = a kazda vy, z, w lich4 plati 17 | oV g
(Irsko 2005)

Uloha 13. Najdéte vSechna prvoéisla p, pro ktera je vyraz

(p)2+ (p)2+...+( § )
1 2 p—1

délitelny p>. (CPS 2008-3)
Uloha 14. Pro liché prvoéislo p dokazte

1”2+2p2+...+(

(iKS 2012/N3)
Uloha 15. Dokazte, Ze pro kazdé sudé piirozené n plati, ze n® — 1 d&li 2 — 1.
Uloha 16. Dokaite, Ze pokud je 4" + 2" + 1 prvoéislo, potom je n mocnina t¥i.

Uloha 17. Uréete hodnotu vyrazu 1-2714+2-371+.. .+ (p—2)-(p—1)"! (mod p)
pro libovolné p. (MKS 24-5-7)

Uloha 18. Existuje pfirozené ¢islo n s pravé 2015 prvodiselnymi déliteli takové, ze
n|2™+17? (IMO 2000)

Uloha 19. Definujme a; = 2, a,, = 2%-1. Dokazte, Ze pro vSechna n > 1 plati
n|ap, — ap_q. (iKS 2012/N5)

Uloha 20. Necht je a liché pFirozené ¢islo. Dokazte, Ze jsou a® + 22" a a? + 22
pro vSechna pfirozena n # m nesoudélna.

13
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Navody

7. Pron =1 mame 1, 5, 6. Prvni krok mame, co takhle pokracovat indukci?

9. Zkuste ten levy vyraz rozlozit.

10. Podivejme se, jak vypadd Eulerova funkce.

11. Jelikoz n mtze byt libovolné pfirozené ¢islo, co kdyby to bylo tieba p — 2 pro
prvocislo p.

13. Diilezité je, ze viechny ¢leny jsou délitelné p?, pak uz staéi dokézat jen délitel-
nost p, navic (p — k)! = (=1)PFk(k+1)---p.

14. Kde jen uZ jsme to a?~2 vidéli? Taky je docela fajn umét séitat 1 + 1 = 2, pak
se to d& hezky rozlozit binomickou vétou.

15. Asi zase ta Eulerova funkce.

16. 22+ x+ 1|2 + 2™+ 1, pokud 31 n.

17. Miuzou byt néjaké dva cleny toho souctu stejné modulo p?

18. Pro n = 9 to plati, pak muizete zase zkusit néjakou indukci. Pokud totiz
n|2"4+1,p| 2"+ 1 a zaroveii p { n, pak np | 2" + 1, napf p; = 19 vypads,
ze funguje.

20. Pro spor jsou soudé€lné a jejich spoleény délitel obsahuje prvocislo p. Potom
tedy chceme zkoumat fad § (mod p).

Literatura a zdroje

[1] Kuba Svoboda: Zbytky a mocnénd, Staré Mésto, 2015.
[2] AoPS, |http:/artofproblemsolving.com/community
[3] Staré ro¢niky iKS, |http:/iksko.org/problems.phy
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Pellova rovnice a kvadratické okruhy

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva slavnou Pellovou rovnici a souvisejicimi (redlnymi)
kvadratickymi okruhy. Ukazeme si dukaz existence jejich netrividlnich feSenich vycha-
zejici z tzv. diofantickych aproximaci, popiSeme grupovou strukturu jednotek v redl-
ném kvadratickém okruhu a projdeme nékteré zajimavé ulohy a aplikace.

Pod piivlastkem ,,Pellova® je zndma diofantické rovnice?

22 —dy? =1,

kde d je prirozené ¢islo, které neni ¢tvercem celého ¢isla. V teorii ¢isel si vyslouzila
vyjimeéné postaveni, nebot se za jejim jednoduchym zadanim skryva velmi zajimava
struktura a spousta souvislosti s mnoha zajimavymi oblastmi matematiky.

Okamzité jsou vidét dvé feseni Pellovy rovnice: (z,y) = (£1,0). Tato dvé feseni
budeme nazyvat trividlnimi a vétsinu casu se o né nebudeme moc zajimat. Dokazeme
nasledujici: Pellova rovnice mé vzdy nekoneéné mnoho netrividlnich feseni, z nichz
viechna jsou generovana? jedinym z nich.

Kvadratické okruhy
Definice. Kwvadratickym okruhem rozumime mnozinu
ZIVd) = {a+bVd | a,b e 7},

kde d € 7Z neni ¢tvercem celého ¢isla, opatfenou operacemi séitani a nasobeni ob-
vyklym zpiisobem. Mnozina Z[+v/d] tedy obsahuje vechny vyrazy tvaru a + bv/d pro
a, b cela cisla.

Pokud d > 0, nazjvame Z[\d| redlngm kvadratickym okruhem, pokud d < 0,
nazyvame jej komplexnim kvadratickym okruhem. Pokud v této definici vSude na-
piseme Q namisto Z, dostaneme kvadratické téleso Q(v/d).

Obecné komutativnim okruhem rozumime mnozinu R, ve které umime scitat,
odéitat a nasobit podle vSech obvyklych pravidel (a vysledky téchto operaci jsou

1To znaéi, ze hledame pouze celo¢iselné feseni.
2Co presné je timto slovickem minéno, naleznes dale v piispévku.
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PELLOVA ROVNICE A KVADRATICKE OKRUHY

opét prvky R). Télesem pak rozumime takovy komutativni okruh, ve kterém navic
umime délit kazdym prvkem kromé nuly.

Cviceni. Rozmyslete si, ze kvadraticky okruh je komutativni okruh.

Cviceni. Co se stane, kdyz d = m? pro né&jaké m € Z?

Cvi€eni. Kdy plati Q(v/d1) = Q(vd2)?

Cviceni. Rozmyslete si, 7e pokud pro a1, by, as, bs € Q plati a;+b1Vd = as+baV/d,
pak uz nutné a; = as a zaroven by = bs.

V této prednasce se budeme zabyvat hlavné redlnymi kvadratickymi okruhy, avsak
intuice a motivace za uvedenou definici je dost podobna zavedeni komplexnich cisel.
Tréapi nas kvadratickd rovnice 22 — d = 0, pro kterou neméme v oboru celych (resp.
racionélnich) ¢isel feSeni. No tak si ho prosté zavedeme pod jménem Vd a zatneme
s nim poéitat. Jediné, co pii tom pozadujeme, je (vd)? = d.

Definice. Pro kazdé ¢islo A = a + bv/d € Z[V/d] (resp. Q(v/d)) definujeme jeho
sdruZené cislo jako
X=a—bVd

a jeho normu jako B
N =X -\ =a®—dy>

Cvigeni. Rozmyslete si, ze 0 je jedingm prvkem Q(+/d) s normou 0.

Cviceni. Nechf d =1 (mod 4). Rozmyslete si, Ze mnozina

Z 1+ Vd :{a+b~1+\/a‘a,beZ}

2 2

tvori komutativni okruh, jehoz prvky maji celoc¢iselné normy.

Sdruzené ¢islo nAm déva zptisob, jak z A = a + bv/d € Q(v/d) vytdhnout jeho
racionalni a iracionalni ¢ast — plati
A+ A=A
2 2vd
Stejné tak ndm norma pomitiZe rozepsat

1 A a b
A N\ a2—dp? aLdb?ﬁ'

a

Cviceni. Rozmyslete si, ze kvadratické téleso je téleso.

Nyni uz je vidét, pro¢ jsme si zavedli kvadratické okruhy. Pokud pojmenujeme w =
z 4+ yv/d, mizeme Pellovu rovnici jednoduse prepsat jako® N (w) = 1. Kvadratické
okruhy nam davaji zajimavou algebraickou strukturu ,,pod“ Pellovou rovnici.

3Trividlni feSeni pak odpovidaji w = +1
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Cviceni. Rozmyslete si, 7e (o - 3) = a - .
Dusledek. Norma je tiplné multiplikativni, neboli N(af) = N(a)N(5).

V kvadratickém okruhu mutzeme délat vétsinu véci, které muzeme délat v celych
¢islech. Ted se zaméfme na délitelnost a moduleni. Pro a, § € Z[v/d] fekneme, 7e a
déli B (piseme « | B), pokud existuje v € Z[/d] spliiujici § = « - . Pro nenulové a
je to ekvivalentni tomu, Ze g € Z[Vd). Déle

a=L4 (modN)

znadi, ze A | (a — ).

Cvieni. Dokaite, 7e v Z[/d] existuje pfesné |N(\)| zbytkovych t¥id mod A.
Lemma. Pokud N(a)= N(f)=Fk # 0 a zdroveil a =  (mod k), pak uz a | 5.
Poznamka. (stéZejni trik) Redlné kvadratické okruhy maji nésledujici super vlast-
nost: jejich prvky jsou realna &isla. Takze a¢ vétSinu Gasu s &isly a + bv/d zachazime
jako s dvojicemi (a,b), miZzeme je kdykoliv zaéit porovnavat ¢i fadit jako redlna
¢isla. Na rozdil od komplexnich kvadratickych okruhti se také N () nijak pfimocate
neodviji od |[\|. Mame tedy dvé riizné ,velikosti® ¢isla A € Z[/d]: jednak jeho ab-
solutni hodnotu || jakozto redlného ¢isla, ale taky jeho normu N()), a tyto dvé
,velikosti“ davaji dvé zcela odlisné informace.

To hlavni

Postupné ukazeme, Ze dokud d € N neni ¢tverec celého ¢isla, tak Pellova rovnice méa
netrivialni feseni. Po cesté se bude hodit Dirichlettv princip.

Véta. (Dirichletova o diofantickych aproximacich) Necht je o redlné ¢islo a t pri-
rozené &islo. Potom existuji p € Z, q € {1,...,t} takovd, Ze |qa — p| < 1.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro nectvercové d € N je mnozina Z[\/&] husta v R,
tedy Ze mezi kazdymi dvéma rtznymi realnymi éisly lezi néjaky prvek Z[v/d].
Lemma. Necht je a € R iracionalni. Pak existuje nekoneéné mnoho zlomkii %

v zékladnim tvaru takovych, Ze ’a — %‘ < q%.

Lemma. Necht o = v/d a necht je % zlomek popsany v predchozim lemmatu.
Potom |N(p + qV/d)| < 2v/d + 1.
Véta. Pellova rovnice ma netrivialni reseni.

Dikaz. Predchozi dvé lemmata ndm dohromady vytvarii nekoneéné mnoho cisel

\ € Z[Vd], z nichz kazdé m4 celoéiselnou normu splijici |[N(\)| < 2v/d + 1. Mno-

7ina celych ¢isel v absolutni normé mensich nez 2v/d + 1 je ale koneéna, takze musi

existovat celé k takové, Ze existuje nekoneéné mnoho \ € Z[v/d] spliiujicich N(\) = k;

toto k musi byt nenulové, nebot jen 0 m4 normu 0. Stejné tak zbytkovych t¥id mod
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k je v Z[\/d] jen koneéné mnoho (konkrétné k?), takze alespoii jedna z nich obsahuje
nekone¢né mnoho prvkd s normou k. Mame tak nekoneé¢nou podmnozinu Z[\/E],
jejiz prvky maji vSechny stejnou normu a jsou kongruentni modulo tato norma. Pro
libovoln4 dvé takova A1, Az pak tedy Az | A1, neboli w = 4t € Z[Vd]. Z multiplikati-
vity normy ale nutné N(w) = 1. KdyZ vezmeme ¢tyfi riznd A1, A2, Az, Ag, pak jsou
A2 Az 5 Ag

32, 52 a gt po dvou rizna, takze alespon jedno z nich neni +1 a predstavuje tak

netrividlni feseni Pellovy rovnice. (]

S pomoci stézejniho triku svedeme dokonce dokazat, Zze z jediného netrividlniho
feseni Pellovy rovnice uz umime vygenerovat vSechna feseni.

Véta. (grupova struktura) Existuje wo € Z[Vd] takové, 7e w € Z[v/d] spliuje
N(w) = 1 pravé tehdy, pokud w = +wf pro néjaké k € Z. Takové wy nazyvime
fundamentalnim fesenim prislusné Pellovy rovnice.

Cviceni. Rozmyslete si, ze predchozi véta plati i tehdy, pokud namisto N(w) pi-
geme |N(w)].4

Cviceni. Nechtd =1 (mod 4). Rozmyslete si, Ze pfedchozi véta i pfedchozi cviceni
plati i tehdy, pokud namisto Z[v/d] piseme Z [%}

Zakladni dlohy

Umluva. Cislo a nazvéme c¢tvercem v mnoziné S, pokud existuje b € S spliujici
a = b?. Neni-li fedeno jinak, mluvme o &tvercich v Z.

Piiklad 1. Reste v celjch éislech 22 + 3% — 1 = 4xy.

Definice. Trojuhelnikovd cisla definujme jako T, = "("TH)

Priklad 2. Najdéte vSechna n, pro ktera je T,, ¢tverec.

Priklad 3. Najdéte vsechny dvojice m,n € N spliujici T,, — T, = mn.
Piiklad 4. DokaZte, ze pokud 3n + 1 a 4n + 1 jsou ¢tverce, pak 56 | n.

Priklad 5. Definujme posloupnost Fibonacciho ¢isel vztahy Fy = 0, F} = 1 a
Foio = Fo11+ F, pron > 0. Dokazte, ze pro z € N je alespon jedno z cisel 5x2+4
Ctverec, pravé pokud je x Fibonacciho ¢islo.

Jina konstanta
Obcas se ndm miize stat, ze dostaneme rovnici
2 —dy? =c¢

pro jiné c nez 1. Témto rovnicim se obecné ¥ika rovnice Pellova typu a i v jejich feSeni
nam pomizou redlné kvadratické okruhy. Pfipad ¢ = —1 (Casto se mu ¥k zdpornd

4Samoziejmé pak muzeme dostat odlisné wo.
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Pellova rovnice) jsme uz vlastné potkali — vime, Ze feSeni rovnice |[N(w)| = 1 maji
grupovou strukturu, takze pokud zaporna Pellova rovnice mé néjaké nejmensi reSeni
wo, miizeme viechna dalsi vygenerovat jako +w, kde ¢ je liché celé ¢islo.

Priklad 6. Najdéte vSechna n € N, pro ktera existuje ptirozené k < n spliiujici

(") =20+ ()

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud je wp nejmensi feSeni zdporné Pellovy rovnice,
pak uZ je w? fundamentaln{ feseni obycejné Pellovy rovnice.

Piiklad 7. Dokazte, Ze pokud je T’ZJ{l + 4 c¢tverec, pak uz je to nutné 9.

Piiklad 8. Necht je p liché prvocislo. Ukazte, Ze rovnice 22 — py? = —1 mé feSent,
pravé pokud p =1 (mod 4).

Obecné pro vSechna ¢ muzeme z jednoho feseni dostat nekone¢né mnoho dalsich:
pokud N(A) = ¢, pak i N (w™\) = ¢ pro libovolné n, kde w je fundamentélni feseni
Pellovy rovnice. Pozor si ale musime dat na to, ze to nemusi byt vSechna reseni —
mize existovat vice takovychto ,rodinek“.

Definice. Budiz wy fundamentalni feseni Pellovy rovnice a pojmenujme mnozinu®

U = {£w{ | n € Z}. Orbitou nazvéme kazdou mnozinu L, ktera je tvaru
L=U)N={w)|weU}.

Orbité vzdy pfifkneme (spole¢nou) normu vsech jejich prvkd.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze riznych orbit dané normy k je jen koneéné mnoho
(napf. uréité ménd nez k?).

Ptiklad 9. Najdéte viechna feseni rovnice 22 — 3y% = 13.

Pfiklad 10. Necht je p = 3 (mod 4) prvodislo. Dokazte, Ze pravé jedna z rovnic
2% — py? = +2 ma Fedeni.

Cviéeni. (dvojky jsou fajn) Rozmyslete si, ze vzdy existuje nanejvys jedna orbita
normy 2 (resp. —2). Z toho pokud je w fundamentalni feSeni Pellovy _Tovnice, pak
nejmensi feSeni rovnice N(A) = 2 (resp. N(\) = —2) spliiuje A = wA (resp. A =
—w), neboli A? = 2w (v obou piipadech).

Ctverce v Z[\/d]

Cvigeni. Pokud ¢ je racionélni &islo a zaroveii ¢tverec v Q(v/d), pak je v Q budto
Ctverec, nebo d-nasobek ¢tverce, a to podle toho, zdali je zéklad tohoto ¢tverce ryze
racionalni, nebo ryze iracionalni.

5Pro fajnsmekry grupu.
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Priklad 11. Dokazte, Ze pokud je m = 2+2+v/28n2 + 1 celé ¢islo pro né&jaké n € N,
pak uz je m ¢tvercem celého dcisla.

Piiklad 12. Dokazte, Ze pokud je n? rozdilem t¥etich mocnin dvou po sobé jdou-
cich prirozenych ¢isel, pak uz je 2n — 1 ¢tverec v Z.

Priklad 13. Sefadme v rostouci posloupnost ag, a1, ... vSechna nezaporna éisla
an, pro ktera jsou a,, + 1 i 3a, + 1 ¢tverce. Dokazte, Ze pro libovolné ptirozené n je
1+a,_1a, ctverec.

Prvocisla a valuace

Véta. (binomickd) V libovolném komutativnim okruhu plati
n n n—1 n n—=k n
(z+y)" =a" +nx y+~~+<k)x Yy

Cvigeni. Necht n € N a prvoéislo p déli d. Potom pokud a + bvd = (z + y/d)" a
zéroveli pt x, p | y, pak® v,(b) = v,(y) + vp(n).
Priklad 14. Najdéte vSechna n takové, ze 3" — 2 je ¢tverec.

Cviceni. Budiz p prvocislo. Dokazte, Ze pouze pro koneéné mnoho n je p™ — 2
Ctverec.

Lemma. Necht je w fundamentélni FeSeni Pellovy rovnice. Potom m4 pro |n| > 1
iracionalni slozka w™ prvociselného délitele, ktery nedéli d.

Piiklad 15. Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych &isel (z,n), pro néz je

splnéna, rovnice 3 - 2% + 4 = n2.

Priklad 16. Najdéte vSechna celodiselna feSeni rovnice 5¢ — 3% = 2.
Véta. (Stgrmerova) Budiz P kone¢nd mnozina prvocisel. Pfirozené ¢islo nazvéme

hladkym, pokud jsou vsichni jeho prvociselni délitelé z P. Pak existuje pouze kone¢né
mnoho parta po sobé jdoucich hladkych cisel.

Cvic€eni. Dokazte, Ze existuje jen koneéné mnoho pari hladkych ¢isel lisicich se
o 2.

80, (n) zde znadi p-valuaci ptirozeného n, tedy nejvétsi nezdporné celé éislo splitujici pvr(n) | n.
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Navody

1. Substituce z = x — 2y, potom grupova struktura.

3. Dfisledné uprav na ¢tverce. Obdrzis Pellovu rovnici s d = 8.

4. Vzorefky pro raciondlni a iraciondlni ¢dst daji 7 | n. Z kvadratickych zbytki
mod 8 vymlat 8 | n.

5. Necht ¢ = 1+27\/5 Indukci dokaz vzoreéek F,, = %(gp” —(®)™) a nésledné vyuzij
grupové struktury jednotek v Z[y].

7. Ekvivalentné: zdporné Pellova rovnice 22 —(m? —4)y? = —1 mé feseni pouze pro
m = 3. Rozlis dva pfipady podle parity, vZdy odhadni z malych ptipadi explicitni
konstrukci pro néjaké reseni prislusné kladné Pellovy rovnice a zkoumej, kdy mize
toto feseni byt ¢tvercem v Z[v'm?2 — 4].

8. Vezmi fundamentélni feseni kladné Pellovy rovnice a pouzij jeho minimalitu.
9. Ujisti se, ze mas vSechny orbity. Pomtize stézejni trik.

10. Vezmi fundamentalni feseni Pellovy rovnice a pouzij jeho minimalitu.

11. Vyjadfi z grupové struktury a pouzij predchozi cviceni.

13. Vyjadii z Pellovy rovnice pro d = 3. Zatni zuby a poupravuj ziskany humus

2n

2
—2n . 7 7 ¥ v ’
na (%) , kde w je fundamentalni Feseni.

14. Uprav v Z[/3], porovnej 3-valuace iracionalnich &asti a hod na to stézejni trik.

16. Substituci z =3+ 1,y = 3°2°5°%" obdrzis Pellovu rovnici s d = 15. Najdi
spor pomoci nezadouciho prvocisla v iracionalni ¢asti.

Literatura a zdroje

[1] Anh Dung ,Tonda“ Le: Pellova rovnice, Lipovi-lazné, 2016.
[2] Edward J. Barbeau: Pell’s Equation, Springer, 2003.
(3]

3] Dusan Djukié: Pell’s equation, |https://pdfs.semanticscholar.org/6079/b9735/81e071]

[ pdl
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Koulitko a rovinitko

VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Konstrukéni tlohy trochu jinak? Misto roviny prostor, misto pravitka
rovinitko, misto kruzitka koulitko.

Na prednasce si procvi¢ime prostorovou predstavivost fesenim konstrukénich tloh
ve tfech dimenzich. Oproti klasickym nastrojim rovinné geometrie budeme mit k dis-
pozici rovinitko (umozni ndm prolozit rovinu t¥emi body, které nelezi v jedné pfimce)
a koulitko (z daného bodu opiSe sféru s uréenym polomeérem).

Pri feSeni mnohych tloh napovi, predstavis-li si podobnou konstrukci v roviné.
Napriklad hned prvni Gloha je ,stejna“ jako konstrukce rovnostranného trojuhelnika.
Jen mé o dimenzi vic.

Piiklady

Priklad 1. Sestroj pravidelny ¢tytstén.

Reseni. Zvolime si v prostoru dva libovolné body A a B. Usecka AB (jeji délku
ozna¢ime a) bude hranou naseho ¢tyfsténu. Zabodneme koulitko postupné do bodi
A a B az obou opiSeme sféru o poloméru a. Prinik téchto sfér je kruznice, fikejme ji
k. Kdekoliv na k si zvolime dalsi bod C. Z bodu C opét nakreslime sféru o poloméru
a, ta protne k ve dvou bodech. Libovolny z téchto bodt je ¢tvrty vrchol naseho
CtyTsténu.

Priklad 2. Je dana pfimka p a bod B, ktery na ni nelezi. Sestroj rovinu kolmou
na p a prochézejici bodem B.

Priklad 3. Je déna rovina o a pfimka p. Sestroj rovinu 7, kterd je kolmé na o
a soucasné v ni lezi primka p.

Priklad 4. Mgjme rovinu o a bod B mimo ni. Sestroj piimku p prochézejici bodem

B a kolmou na o.

Priklad 5. Sestroj pfimku ¢ rovnobéznou s danou pfimkou p a prochézejici danym
bodem B nenélezejicim p.
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Priklad 6. Sestroj sféru opsanou danému ¢tyfsténu.
Priklad 7. Sestroj rovinu, kterd prochazi danym bodem a je rovnobézna k dané
rovineé.

vvey

Priklad 8. Sestroj ¢tyfstén, jsou-li zadana tézisté jeho stén.
Priklad 9. Sestroj sféru vepsanou danému ¢tyfsténu.

Priklad 10. Necht jsou ddny body S, Sag, Sgp, Scp, které nelezi v jedné roviné.
Sestroj ¢tyistén ABCD takovy, ze S je stfed sféry jemu opsané a Sap, Sgp, Scp
jsou po fadé stiedy hran AB, BD, CD.

Priklad 11. Sestroj sféru, ktera prochazi danymi dvéma body a dotyka se danych
dvou sfér.

Priklad 12. Necht jsou ddny nekolinearni body T4, V4, Tc, piimka p mimobé&Zna
s piimkou T4V a tsecka délky d. Sestroj ¢tyfstén ABCD takovy, Ze T4, resp. T¢,

BCD, bod B lezi na piimce p a vzdalenost |CVy4| je rovna d.

Priklad 13. Sestroj krychli pouze koulitkem jsou-li ddny délky sténové a télesové
thlopficky.

Literatura a zdroje

Cely piispévek je bezostysné zkopirovan od Rado vana Svarce, ktery ho bezostysné
zkopiroval od Alc¢i Skdlové, kterd jej vytvorila pro soustfedéni v Blansku-Oburce
(2011) a které timto dékuji.
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Geometrické mnoziny bodt

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. Prfispévek shrnuje zakladni geometrické mnoziny boda a obsahuje fadu
prevazné snadnych tloh, k nimz jsou na konci uvedeny stru¢né postupy a vysledky.

Tvrzeni. Mnozina bodu, které maji

(i) danou vzdalenost r od daného bodu S, je kruznice k(S, ).

) danou vzdélenost od dané piimky p, je dvojice pfimek rovnobéznych s p.
(iii) stejnou vzdalenost od dvou danych bodi A, B, je osa tsecky AB.
(iv) stejnou vzdélenost od dvou danych piimek p, q, je dvojice pfimek, které jsou
osami thld vytvofenymi primkami p, q.

S

p
-
/ p—— o o \/
A B /\
q
Véta. (Véta o obvodovém tihlu) Mnozina bodu, z nich je dand tsecka AB vidét
pod danym uhlem ¢, je dvojice kruznicovych obloukt symetrickych podle piimky

AB s krajnimi body A, B. Specialné pro ¢ = 90° je hledanou mnozinou kruznice
nad prumérem AB.

Lehounké dlozky

Priklad 1. Jsou dany rovnobézné piimky p, g. Najdéte mnozinu stfedi tsecek AB
takovych, Ze bod A lezi na p a bod B na q.

Piiklad 2. Je déna kruznice k a bod O. Urdete mnozinu st¥edt vSech tsecek OP,
kde P probihé kruznici k.

Priklad 3. Jsou dany body A, B. Najdéte vSechny pfimky p, jejichz vzdalenost
od A je stejnd jako od B.

Piiklad 4. Je déna tisec¢ka AB. Uréete mnozinu obrazit A’ bodu A v osové sou-
mérnosti podle libovolné pfimky prochézejici bodem B.
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Priklad 5. Uvniti kruznice k se stfedem O je ddn bod P. Urdete mnozinu st¥edil
vsech tétiv AB kruznice k, které prochézeji bodem P. Co kdyby bod P lezel vné
kruznice k7

Priklad 6. Polem vede rovné cesta, po které se rozjel autobus.

(i) Kde musi ¢lovek stét, aby autobus dostihnul, pokud bézi stejnou rychlosti,
jakou autobus jede?
(ii) Co kdyby ¢lovék vyrazel o minutu diiv?
(iii) Co kdyby byl ¢lovék dvakrat pomalejsi?

Priklad 7. Po ramenech VX, VY pravého tthlu XVY se pohybuji body A, B tak,
ze usecka AB mé konstantni délku d. Urdete mnozinu stfedt M tsecek AB.

Priklad 8. Je ddna tsecka AB. Uvazme vSechny dvojice kruznic k, I, které se
dotykaji useCky AB postupné v bodech A, B a navic maji samy vnéjsi dotyk v T
Urcete mnozinu bodu 7.

Bé&Zné priklady

Priklad 9. Jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech A a B. Na kruznici
k zvolime bod C a ozna¢ime D druhy priiseéik pfimky BC s . Uréete mnozinu vepsist
trojihelniku ACD.

Priklad 10. Na usecce AC je dén bod B. Urcete mnozinu druhych pruseéika X
shodnych kruznic, z nichz jedna prochéazi body A, B a druha body B, C.

Priklad 11. Osa thlu ABC protne stranu AC trojuhelniku ABC v bodé D. Na-
jdeme bod E v polorovingé uréené piimkou BC' ve které nelezi bod A, tak, aby
|<BCE| = |<BAC| a |CE| = |AD|. Dokazte, ze stfed tsetky DE lezi na BC.

Priklad 12. Urcete mnozinu stied vsech tsecek AB, jejichz krajni body lezi na
dané pilkruznici .
Priklad 13. Bod C probihd pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Urcete

mnozinu opsist, téZist, ortocenter a vepsist vsech takovych trojuhelnika ABC.

Priklad 14. V roviné je dana kruznice k se stfedem S a bod A # S. Urcete
mnozinu opsist trojuhelnikit ABC), jejichz strana BC' je primérem kruznice k.
(MO 56-A-1-5)

Priklad 15. Je déna kruznice k s tétivou AC, jez neni primérem. Na jeji tecné
vedené bodem A zvolime bod X # A a oznacime D prusecik kruznice k s vnititkem
usecky XC (pokud existuje). Trojahelnik ACD doplnime na lichobé&znik ABCD
vepsany kruznici k. Uréete mnozinu prusecikii pfimek BC a AD odpovidajicich
vSem takovym lichobéznikim. (MO 59-A-II14)
Priklad 16. Bod C probiha pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Ozna¢me
P patu kolmice vedené stfedem M strany BC' na pfimku AC'. Urcete mnozinu bodiu
P.
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Piiklad 17. Uvnitf trojihelnika ABC je dan bod O tak, ze |[<OBA| = |[<OAC|,
|[<BAO| = |<OCB]| a |<BOC| = 90°. Urcete pomér |AC| : |OC].
(Moskva 2011)

Priklad 18. V trojuhelniku ABC plati |[<ABC| = 120°. Ozna¢me D, E, F
prusec¢iky os vnitinich thld u vrchold A, B, C s protéjsimi stranami. Ukazte, Ze
|[<DEF|=90°.

Navody

1. Nakreslete piimky vodorovné. Jak vysoko lezi stied? (Vyjde osa pasu uréeného
piimkami p, g.)

2. Stejnolehlost. (Vyjde ,poloviéni“ kruznice vzhledem k bodu O.)

3. Konstuujte tecny ke stejné velkym kruznicim se stfedy v A a B. (Vyjdou rov-
nobézky s AB a pfimky skrz stfed AB.)

4. Ukazte, ze AABA’ je rovnoramenny. (Vyjde kruznice o stfedu B a poloméru
|BA|.)

5. Tétiva je kolméa na spojnici svého stfedu se stfedem kruznice. (Vyjde Thaletova
kruznice nad OP piipadné jeji oblouk.)

6. Mmnozina bod, ze kterych je ¢lovek schopen autobus dostihnout v jistém pevném

bodé X, je kruh. Sjednotte tyto kruhy pfes vSechny pripustné body X. (Vyjde
postupné polorovina, posunuté polorovina, tthel o velikosti 60°.)

7. Vzdalenost stfedu prepony od vrcholu s pravym thlem je rovna poloviné délky
prepony. (Vyjde ¢tvrtkruznice se stfedem V' a polomérem %d)
8. At vnitini spoleénd teéna v T protne AB v M. Pak |[MA| = |MT| = |MB]
(stejné dlouhé te¢ny). (Vyjde kruznice nad pramérem AB bez bodid A, B.)
9. Dokreslete svrky M a N trojthelniki ACB a ADB. (Vyjde kruZnice opsand
trojuhelniku M NB.)
10. Uhly <XAB a <BCX jsou obvodové k téze tétivé ze stejné velkych kruznic,
takze maji stejnou velikost. (Vyjde osa usecky AC'.)
11. Ozna¢me A’ obraz A podle osy <ABC. Pak A’D a CFE jsou stejné dlouhé a
sviraji tyz thel s BC, tedy D je ,nad“ BC' pfesné o tolik, o kolik je E ,pod“.
12. Vyjde vnitfek pulkruhu bez ptlkruhi nad priméry uréenymi koncovymi body
t a jejim stfedem.
13. Vyjde po fadé bod, ,pfitfetény“ oblouk C' ke stfedu strany AB, oblouk nad
AB odpovidajici thlu 180° — ~, oblouk odpovidajici thlu 90° + %’y (resp. oblouk
posunuty tak, aby prochdzel A a B).
14. Mocnost S ke v8em takovym kruznicim je stejnd (|SB| - |SC|), takze druhy
priseéik kruznice opsané trojuhelniku ABC a AS je pevny a mnoZina opsist je
pfimka.
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15. Dokreslete si bod E, prusecik tecen ke k z bodu A, C. Hledanou mnozinou je
sjednoceni vnittkt kratsich oblouktt C'E a AF kruznice opsané trojuhelniku FAC.
16. Ukazte, ze vSechny takové piimky prochazeji stfedem X tétivy kolmé na AB
skrz B. Vyjde pak Thaletova kruznice nad AX.

17. Zacndte od ABOC, nakreslete obraz C’ bodu C pres OB a ukaZte, Ze A je
bod dotyku te¢ny z C' ke kruZnici opsané ABOC’. Z mocnosti vyjadiete hodnotu
pomeéru V2.

18. Ukazte, ze D a F jsou piipsisté trojuhelniki AEB a ECB.

Literatura a zdroje

Chtéla bych podékovat Stépdnovi Simsovi, jehoz piispévek jsem téméf beze zmén
prevzala, jenz podékoval Pepovi Tkadlecovi, jehoz prispévek témér beze zmén pre-
vzal.
[1] Nathan Altschiller-Court: An Introduction to the Modern Geometry of the
Triangle and the Circle, Dover Publications, New York, 2007.
[2] V. V. Prasolov: Zadachi po planimetrii, MCCME, Moskva, 2006.
[3] lhttp://www.problems.ry
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Aritmetické vlastnosti polynomii

DANIL KOZEVNIKOV

ABSTRAKT. V této pfedndsce si pfedstavime trochu netradi¢ni pohled na polynomy.
Budeme je zkoumat nikoliv jako funkce, ale jako objekty s operacemi scitani a naso-
beni. Jedna se o velmi uzitecny néstroj nejen ve vysokoskolské algebre, ale i v olym-
piadni teorii ¢isel.

Uvod

Nehledé na to, Ze se budeme zabyvat hlavné polynomy s celo¢iselnymi koeficienty,
bude se ndm obcas hodit brat koeficienty z jiné mnoziny (typicky Z,,Q, R nebo
C). Obecné ale dévaji takové vyrazy smysl nad libovolnou strukturou, kde mizeme
s¢itat a nasobit rozumnym zptisobem. Takové struktury nazyvame okruhy®.

Definice. Je-li R okruh, pak polynomem nad R myslime vyraz ag+ajx+---+a,z"
pro a; € R. Mnozinu vSech polynomt nad R v proménné x znacime R|x].

Definice. O a € R fekneme, Ze je korenem polynomu p, pokud p(a) = 0.

Definice. Je-li p € R[z] polynom p(z) = ag+ - -+ anz™ a a, # 0, pak n nazveme
stupném p, coz lze psat jako deg(p) = n. Specidlné definujeme deg(0) = —oo.

Polynomy miizeme scitat nebo nasobit mezi sebou, takze budou rovnéz tvorit
okruh. Casto se také hodi zkoumat délitelnosti polynomii:
Definice. Pokud p = gr pro r € Rz], pak fikdme, Ze q déli p (pro p,q € R[z]),
a zapisujeme stejné jako u &isel: ¢ | p.

Obzvlast dobie se polynomy chovaji nad télesy, tj. okruhy?, kde miiZeme nenu-
lovymi prvky i délit. Takze napiiklad Q, R a Z, jsou télesa, zatimco Z nebo Z,, pro
sloZzena n nikoliv.

Tvrzeni. (déleni se zbytkem) Pro u,v € F[z],v # 0 existuji polynomy q,r € F|x]
takové, ze u = qu + r a deg(r) < deg(v).

Tvrzeni. « € F je kofenem p(x) € F[x] pravé kdyz x — « | p(z).

LObecny okruh budeme znacit R, od anglického ring.
20becné téleso budeme znacit F, od anglického field.
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Dusledek. Polynom p € Flz] stupné n > 0 m4 nejvyse n kofent.

Uloha 1. Rozmyslete si, Ze predchozi dvé tvrzeni plati i pro Z[z], pokud se v déleni
se zbytkem prfidd podminka, Ze v je monicky.

Uloha 2. Najdéte polynom p ¢ Z[z] takovy, Ze p(x) € Z pro vechna x € Z.
Uloha 3. (Bézoutova véta) Definujme nejvétsiho spoleéného délitele polynomii

nad télesem stejné jako pro celd ¢isla. Dokazte, Ze pro libovolné p, ¢ € F[z] existuji
a,b € Flz] takové, ze NSD(p(z), q(z)) = a(z)p(x) + b(x)q(x).

Uloha 4. Pokud p € Z[x] nabyva hodnoty —1 ve tfech rtiznych celych é&islech, pak
p nema celociselny koten.

Délitelnosti

Nyni se pojdme soustfedit na vlastnosti polynomi spojené s celymi ¢isly. Bezesporu
nejdulezitéjsi je nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Pokud a # b € Z ap € Z[x], pak plati a — b | p(a) — p(b) (délitelnost je
myslena nad Z).

Alternativné lze totéz Fict i pomoci kongruenci:

Tvrzeni. Polynomy s celo¢iselnymi koeficienty jsou periodické (mod n) pro libo-
volné prirozené n, tj. p(x + n) = p(x) (mod n) pro celd x.

Pokud se v tloze vyskytuji polynomy a délitelnost, tak se vam nejspis alespon
jednou bude dané tvrzeni hodit.

Celkem dost se toho da Tict i o racionalnich kofenech celociselnych polynomd, a to
predevsim diky nasledujicimu tvrzeni:
Tvrzeni. (Rational Root Theorem) Pokud NSD(p,q) = 1 az = % je korenem
celoc¢iselného polynomu f(x) = a,a™ + - - - + ag, pak plati p | ag, ¢ | ap.
Dusledek. Vsechny racionélni kofeny monického polynomu ze Z|x] jsou celé.

Obecné jsou ulohy, které tvrdi néco o souvislostech mezi polynomy a prvocisly,
velmi té7ké (vétsina z nich stale ztistava bez odpovédi). Nésledujici tvrzeni poskytuje
drobny, ale zase velmi uzite¢ny vhled do této problematiky:

Tvrzeni. (Schurova véta) Pokud je mnoZina prvociselnych déliteli hodnot p(x)
konecnd (pro p € Zlz],x € Z), pak p je konstantni polynom.

Uloha 5. Existuje polynom sudého stupné s lichymi koeficienty, kterj mé racio-
nalni koren? (MKS 34-6-4)
Uloha 6. Pokud ax® + bx? + cx + d € Z[x] a ad je liché, zatimco be je sudé, tak
nemuzou byt vSechny koreny tohoto polynomu racionélni.
Uloha 7. Pokud p € Z[z],a,b,c € Z, tak p(a) = b,p(b) = ¢,p(c) = a nastane
jediné pokud a = b = c.
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Uloha 8. Jsou-li p,q € Z[r] nesoudélné, monické polynomy, pak posloupnost
an, = NSD(p(n), ¢(n)) je periodicka.

Uloha 9. Mgjme p € Z[z] se stupném alesponi dva. Ukazte, Zze potom existuje
dvojice pfirozenych éisel (m,n) takova, Ze kongruence p(x) = m (mod n) nemé
celociselné feseni.

Ireducibilita®

Podobné jako nam rozklad na prvocisla muze ledacos prozradit o celych ¢islech, tak
se i u polynomi obcas vyplati zkoumat rozklady na soucin. Obdobou prvocisel se
pak stavaji tzv. ireducibilni polynomy.

Definice. O polynomu p € R[z]| fekneme, Ze je ireducibilni nad R[z], pokud ho
nelze napsat jako sou¢in dvou nekonstantnich polynomi z R[z].

Pozor: je vidycky nutné uvadét, nad jakym okruhem myslime ireducibilitu! Na-
piiklad diky zékladni vété algebry jsou ireducibilni polynomy nad C[z] prévé ty se
stupném nejvyse jedna, zatimco ireducibilni polynomy nad Z[z] tvoi{ mnohem kom-
plikovanéjsi strukturu. Nasledujici tvrzeni vSak ukazuje, Ze ne vzdy je rozdil tak
drasticky.

Tvrzeni. (Gaussova véta) Polynom p(z) = anx™ + - -+ + ag € Z[z] je ireducibilni
nad Z[z] pravé tehdy, je-li ireducibilni nad Q[x].

Obecné je ireducibilitu néjakého polynomu pomérné obtizné dokazat. Nasledujici
tvrzeni ale ukazuje, jak lze Sikovné pouzit Zy[z].

Tvrzeni. (Eisensteinovo kritérium) Méjme polynom f(z) = apz™+---+ag € Z[x]
a prvocislo p, které splnuji:

(1) ptan,
(2) pla; proi=0,...,n—1,

(3) p*f ao.
Pak je f ireducibilni nad Z[x].

Uloha 10. Které z nasledujicich polynomt jsou ireducibilni nad Q[x]?
x4+2x+2, m4+18x2—|—24, x3—9, x3+m2+x+1, x4+1, zt+4
Uloha 11. Pro rtiznd ai,...,a, € Z dokazte, 7e (v — a1)(x — az) ... (r —a,) — 1

je ireducibilni nad Z[z].
Uloha 12. Pro prvoéislo p dokazte, ze je 2P~! +2P~2+. . .41 ireducibilni nad Q[z].
Uloha 13. Pron > 1 ukaite, ze je 2™ + 52"~ + 3 ireducibilni nad Z[z].

(IMO 1993-1)

3Cesky nerozlozitelnost, kdyby se to roztomilou¢kym, chlupatouckym tulenitim $patné etlo.
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Uloha 14. Jsou-li f,g € Z[z] dva monické polynomy ireducibilni nad Z[z], pro
které navic maji ¢isla f(n) a g(n) shodné mnoziny prvoéiselnych délitelii pro vSechna
dost velka n, pak nutné plati f = g.

Priklady na procviceni

Uloha 15. Ukazte, Ze pro libovolny monicky polynom p € Z[z] se stupném ale-
spoli 2 existuje nekoneénd rostouci posloupnost celych ¢isel (x,) takovd, Ze

p(xn) | p(Tnt1)-

Uloha 16. Je-li p(z) = 2" +a,—12" '+ -+a1z+1 € Z[z] polynom s nezdpornymi
koeficienty, splniujici navic a; = a,_; pro vSechna i, pak existuje nekone¢né mnoho
dvojic celych Cisel x <y s z | p(y) ay | p(x). (iKS 2-N5)

Uloha 17. Jsou-li 442+ <124+ ¢42 celd pro celd ésla a, b, ¢, pak |a| = [b] = |].
Uloha 18. Definujme posloupnost (x,,) jako xg = 0, 2,41 = p(z,) pro p € Z[z].
Ukazte, ze pokud z,, = 0 pro néjaké n > 0, pak x125 = 0. (Putnam 2000)

Uloha 19. Definujme posloupnost (z,,) jako z9 = 0, 2,41 = p(z,) pro p € Z[x]
takovou, ze p(n) > n. Pokud pro kazdé m € N obsahuje tato posloupnost néjaky
nasobek m, pak plati p(z) = = + 1. (Irdn TST 2004)

Uloha 20. Je-li p € Z[x] nekonstantni, pak polynom p*(x) —  m4 nejvyse deg(p)
kofentt (p* zna¢i k-ndsobné slozeni). (IMO 2006-5)

Uloha 21. Méjme funkci f : Z — R takovou, ze | f(n)| < p(n) pro néjaky polynom
pak—1] f(k)— f(l) pro vSechna rizné celd k,I. Dokazte, ze existuje polynom
q € R[z] takovy, ze f(k) = q(k) pro vSechna k € Z. (MKS 34-6-8)

Uloha 22. Bud a,b,c,d,e,f €NaS =a+b+c+d+e+ f.Plati-li S | abc+def a
S | ab+bec+ca—de—ef — fd, dokazte, ze S musi byt sloZené. (IMO SL 2005-N3)

Navody

3. Deél se zbytkem.

4. p(z) = (z—a)(z —b)(x —c)q(xz) — 1 pro q € Zlx].

6. Ukaz sporem pomoci Rational Root Theorem.

7. a—"b]pa)—pd).

8. Z Bézouta ap + bq = N pro néjaké ptirozené N; dokaz ann = ap.

9. Kdyby tomu tak nebylo, musi p(z), ..., p(x+n—1) ddvat rizné zbytky po déleni
n pro libovolné z; zvol n = p(z + 1) — p(x) > 2.

13. Zjs a zkus trochu zobecnit Eisensteina (ale opravdu jen trochu, af nevezmes
v8em soucasnym fyziktim préici na sjednocujici teorii).

14. TIreducibilita a riznost vynucuji nesoudélnost, pak Bézout a Schur dokoné¢i

oslavu.
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P(f))‘

16. Funguje-li dvojice (z,y), pak funguje i (y, -

17.  Vezmi polynom s kofeny 7, g, £ a na néj aplikuj Rational Root Theorem.

18. z —vy | p(x) — p(y); vezmi nejmensi x;.

19. z—y|p(x) —p(y).

20. Jsou-li z,y kofeny, pak plati |z — y| = |p(x) — p(y)|; nebo pouzij predchozi
tlohu k tomu, aby stacilo vyfesit jen piipad k = 2.

21. Pomoci toho, ze NSN(n,n—1,...,n—d) > kn?*! pro n&jakou konstantu k > 0,
dokaz, Ze se hodnoty f shoduji s vhodnym polynomem.

22. Zkoumej polynom (z + a)(x + b)(z +¢) — (z — d)(z — e)(z — f).

Literatura a zdroje

[1] T. Andreescu, G. Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press, 2008.
[2] Filip Sladek: Aritmetické vlastnosti polyndmov, Hostétin, 2013.
[3] Art of Problem Solving, |https://artofproblemsolving.coni
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Funkcionalni rovnice

DANIL KOZEVNIKOV

ABSTRAKT. Na prednéasce si pfedstavime zakladni metody feSeni funkcionélnich rov-
nic. Nasleduje pak fada prikladu razné obtiznosti na procviceni.

Par slov Gvodem

Co jsou to vlastné ty funkcionélni rovnice zac¢? Podrobné si to vysvétlime na nasle-
dujicim prikladu:

Uloha. Naleznéte viechny rostouci funkce f : R — R, které pro vSechna z,y € R
splnuji

flx+y) = f(z)+ f(y)

MizZeme si to predstavovat jako feseni soustavy rovnic s nekone¢né mnoha ne-
zndmymi (které jsou oznaceny f(x) pro x € R). Kvili tomu, Ze je neznamych tolik,
nemaji klasické metody na FeSeni soustav moc velkou Sanci fungovat. Naptiklad vyse
uvedens rovnice je ,linedrni“!, takze kdyby se jednalo o konednou soustavu, uméli
bychom ji snadno vytesit. Pfitomnosti nekone¢na vSak mutizeme ziskat mnohem bo-
hatsi strukturu, naptiklad bez pridané podminky . f je rostouci“ by dana rovnice
méla spoustu extrémné divnych a divokych feseni. Potfebujeme tedy pfijit s néja-
kymi novymi metodami, které budou fungovat i na nekonec¢né soustavy. Pojdme si
tedy nékteré z nich predvést a vysvétlit na prikladech!

Substituc¢ni metoda

Nejbéznéjsi metodou feSeni funkcionélnich rovnic je tzv. substituéni metoda. Za
timto sluSivym nazvem se vSak neskryva nic jiného nez ,dosazujeme do rovnice
konkrétni véci a doufame, ze z toho néco vypadne®. Pokud totiz rovnice plati pro
libovolné hodnoty z,y, tak jisté plati naptiklad i pro konkrétni volbu =z = 6, y = 2.
V téch nejjednodussich piipadech mizeme piimo dostat tvar, ve kterém Feseni musi
byt. Obcas dostaneme néjaké informace o jejich hodnotach v konkrétnich bodech.
Nejcastéji vsak zbude néjaka jind funkcionalni rovnice, ktera je s trochou $tésti hezci
nebo jednodussi nez ta ptavodni.

LAt uZ to znamena, co to znamena.
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V tézsich tlohéch se vsak typicky stava, ze postupné dokazujeme riizné vlastnosti
hledané funkce, které jdou dale dobfe vyuzit. Nasleduje vycet uzitecnych vlastnosti
funkci, které je treba mit na paméti:

Definice. O funkci f (do R) fekneme?, Ze je:

= W

)
(2)
3)
(4)
()
(6)
(7)
(®)

sudd pokud f(x) = f(—x),

lichd, pokud f(z) = —f(—x),

prostd (nebo Ze je f injekce), pokud f(z) = f(y) vynucuje z = y,

na (nebo surjektivni), pokud pro kazdé y € R existuje =, pro néz f(z) =y,
bijekce, pokud je prostd i na,

rostouct, pokud f(z) < f(y) pro z < y,

klesagict, pokud f(z) > f(y) pro x <y,

periodickd s periodou p, pokud je z+p v definiénim oboru a f(z+p) = f(z),
omezend, pokud existuje M takové, ze |f(x)| < M.

Existuje n&kolik typt dosazeni, které se hodi obzvlast ¢asto. Patii mezi né napii-

klad:

(®)

Umluva.

z =0 a/nebo y = 0, pfipadné dalsi konstanty, které situaci zjednodusi,
prohodit = a y,

= y a x = —y: zbavi nas jednoho stupné volnosti, napfiklad z toho
vyplyne parita hledané funkce,
néco, co vytvori soustavu rovnic — obcas se muze stat, ze spravna dosazeni
poskytnou napiiklad soustavu linedrnich rovnic v f(A(x,v)), f(B(x,y)),
f(C(z,y)) pro né&jaké vyrazy A, B, C; pak ji (s)prosté vyfeste!
y = f(x) a naopak. Nelze zapominat, Ze f(z) je redlné ¢islo jako kazdé jiné,
takze ho mtzeme do rovnice dosadit.
Dosazeni, kterym vyrovname dva argumenty: napiiklad jestlize na jedné
strané rovnice médme f(y - f(z)) a na druhé f(z), tak se vyrazy pii volbé
y = % vykrati a rovnice znacné zjednodusi.
Krok v dikazu sporem: dokazujete-li napfiklad prostotu f, casto se vy-
plati zkoumat, co by se stalo po dosazeni a # b s f(a) = f(b) za jednu
z promeénnych.
Vytvarfeni symetrie: naptiklad z f(z + f(y)) = f(z) + y plyne po dosazeni
x = f(t) symetrickd rovnice f(f(t)+ f(y)) = f(f(t)) +y, ze které okamzité
plyne f(f(y)) +t = f(f(1)) +v.

Dosazeni hodnot © = a,y = b do funkcionalni rovnice se vétSinou pro

strucnost a pfehlednost znaéi [a, b].

Umluva.

Neni-li v tlloze upfesnén defini¢ni obor ¢i obor hodnot, mini se jim R.

2V téchto definicich chceme, aby vztah platil pro viechna z, resp. y, z definié¢niho oboru f.
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Aplikaci téchto metod si ukdzeme na nasledujicich prikladech:
Uloha 1. f:RT = R*, f(a?) =2+ f(y) — HOR
Uloha 2. f(zy+ 1)+ f(z+y) = (f(z) + 1)(y + 1).
Uloba 3. f(f(x) + f(y)) = f(z) + .
Uloba 4. (varovnd) f(z + f(y)) = F(2) + F(y)?* + 20f(y).
Uloha 5. (téz varovna) f(z? +y) + f(f(z) —y) = 2f(f(z)) + 2y%
Uloha 6. f:R\{0,1} =R, f(z) + f(i%5) ==
Uloha 7. f:R* - R*, (1+yf(z))(1 —yf(z+y)) =1
Uloha 8. f(f(z)) ==, f je rostouci.

Cauchyho rovnice a kamaradi

Jedna se nejspise o nejznaméjsi funkcionalni rovnici. Vyplati se znét ji (i se zptisobem
FeSeni). V TeSeni se totiZz objevuje Fada uziteénych myslenek: indukce, pfechod z Q
do R, ...

Uloha. (Cauchyho rovnice nad Q) f:Q — Q, f(z +15) = f(z) + f(y).

Mitize se zdat, ze by nemélo byt tézké prejit od feSeni nad racionalnimi ¢isly k fe-
Seni nad redlnymi, ale opak je bohuzel pravdou. Existuje totiz spousta patologickych
TeSeni, jejichz pouhy popis je nad ramec pfednasky. Miazeme ale pfidat néjaké pod-
minky, které situaci zachrani:

Uloha. (Cauchyho rovnice nad R) f(z +y) = f(z) + f(y), pfi¢emz znadme jednu
z nésledujicich vlastnosti f:

(1) f je monoténni na néjakém intervalu,
(2) f zobrazuje RT na RT,
(3) f je omezend na néjakém intervalu.
Uloha 9. f(z+y) = f(z)f(y), f je rostouci.
Uloha 10. f:Rt =R, f(zy) = f(2)f(y) a f(z) > 1 pro z > 1.

Uloha 11. Dokazte, Ze identita je jedina realna funkce, zachovéavajici s¢itani i
nésobeni.

Uloha 12. f(z+y)+ f(2)f(y) = f(zy) + f(z) + f(y)- (Bulharska olympiada)

Dalsi tipy a triky

Dfive, nez se vrhnete na feseni prikladd, tak nasleduje jesté par uziteénych tipa:

Tipujte FeSeni

Pii hddani miiZete postupovat bud intuitivné, nebo do rovnice dosazovat obecné
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predpisy (naptiklad) pro konstantni, linedrni, kvadratickou nebo linedrni lomenou
funkci. Pokud uz néjaka feseni znate, tento pristup vam muze vyrazné napomoci:
naptiklad pokud vyhovuje f : R — R, f(x) = 22, nema cenu dokazovat, Ze f je
prosta ¢i monoténni. Nékdy nam miize feseni poradit dobrou substituci: je-li jediné
FeSeni f(x) = x + 1, pak substituce jako g(z) = f(z) — 1 & h(z) = f(z — 1) miZou
rovnici krasné zpfehlednit.

Dbejte definiéniho oboru

Pokud fesite rovnici nad kladnymi ¢isly, nezkousSejte dosazovat nulu (nebo tieba
dvojici (x, —z)). Naopak defini¢ni obor muZe nékdy néco prozradit o feSeni: naptiklad
je-li to R\ {1}, pak muZete ocekdvat jedni¢ku nékde ve jmenovateli.

Meéjte prehled o tom, co uz vite

Pii feSeni funkcionélek budete typicky dostavat spoustu vsemoznych vztaht, o kte-
rych si nemizZete byt predem jisti, jestli viibec k néemu budou. Proto si velmi
kombinovat nové ziskané rovnice s témi pfedchozimi) a pfehledné zapisovat veskery
pokrok, kterého se vam zatim podafilo dosdhnout3.

Postupujte odzadu
Velmi se hodi véas si uvédomit, ze uz naptiklad jenom staci dokazat, ze f je prosta.
USetfite si tim spoustu ¢asu a pokud se vam ndhodou béhem soutéze nepovede danou
vlastnost dokazat, tak mtzete rovnici dofesit s tim, Ze ji budete pfedpokladat. Pokud
se této vlastnosti vyuziva i ve vzorovém FeSeni (nebo ji neni tézké dokazat), tak i za
to dostanete body :).

Délejte zkousku ...

. nebo alespon napiste, ze jste ji udélali. I soutézici na IMO kvili tomu obcas
zbytecné ztraci body. Kdybyste si méli z téhle prednasky odnést jednu jedinou véc,
tak tohle je ta jedind prava. Proc¢ je zapotiebi? V pribéhu feseni typicky odvozujeme
fadu nutnych podminek, které musi funkce f spliiovat. Na konci feseni vsak typicky
nevime nic o tom, jestli jsou tyto podminky i postacujici!

Konecné priklady!

Piiklad 13. f(y —zy) = f(z)y + (z — 1)2f (). (CKMO 2017-3)
Priklad 14. f:RT™ = R*Y, f(z)f(y) = f(y)f(xf(y)) + ﬁ (CKMO 2011-6)
Piiklad 15. f(z? + f(2)f(y)) = o f(z + y). (MEMO 2017-11)

Priklad 16. f:R\ {0} — R\ {0}, f(2?yf(z)) + f(1) = 22 f(x) + f(y).
(MEMO 2015-T2)

Piiklad 17. f:R* 5 RT, f(x + f(y) = yf(zy + 1). (MEMO 2012-11)

3Ne, ze bych to sam délal. Ale jo, fakt to pomiize.
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Piiklad 18. f : Rt — R¥, J;(gw;i]{( Gl = w4 pro Etveiice disel splinjici
Tw = yz. (IMO 2008-4)
Piiklad 19. f(|z|y) = f(z) | f(y)], kde [t] je nejvétsi celé Cislo, které je vétsi
nebo rovno t. (IMO 2010-1)
Priklad 20. f: Q" — QF, f(22f(y)?) = f(z)2f(y). (IMO SL 2018 A1)

Piiklad 21. (f(z) + f(y))(f(u) + f(v)) = f(zu —yv) + f(zv + yu).
(IMO 2002-5)

Piiklad 22. f:Q% — R, splitujici:

(1) flz+y) = fl@)+ fy),
(2) flzy) = f(x)f(y),
(3) f(a) = a pro n&jaké a > 1. (IMO 2013-5)

Piiklad 23. f(f(z)+z+y?) =22+ f(y)> (iKS 4-A6)
Piiklad 24. f:Q — Q, f(z) + f(w) = f(y) + f(2) pro aritmetické posloupnosti
T <y<z<w (iKS 6-A1, USAIMO 2015-4)

Priklad 25. f:RT = R, f(z+ f(2)y) = f(z)f(y).
(Golabova-Schinzelova rovnice)

Navody

13. [z,1], [1 — z,y] a symetrie.

14. [1,y], [z, 1] a pak zkuste vSe vyjadiit s pomoci parametru ¢ = f(1).

15. f m4 kotfen, tak ho dosadte; pak dokaZte prostotu (pro nekonstantni f).

16. Dosazovanim jednicek ukazte |f(1)] = 1, pak substituujte g(x) = 22f(x)
a zkoumejte obor hodnot g.

17. Vyrovnejte argumenty a pak pro y > 1 zvolte z, aby y = xy + 1.

18. f(x)? = f(2?), pak vhodné dosazeni dé& f(z) = x nebo f(z) = 1 pro kazdé z;
pak tfeba zkousky.

19. Dosadte nuly a rozeberte par pripadu.

20. f(2?) = f(x)? a pak dokazte, Ze f(x) je 2"-t4 mocnina racionalniho &isla pro
kazdé n € N.

21. Rizné tam dosazujte nuly, eliminujte konstantni feSeni, pak vyjde f(ab) =
= f(a)f(b), takZe sta¢i monotonie f a lehce obménény piiklad 10.

22. Dokazte, ze funkce nabyva jen nezdpornych hodnot, z toho odvodte, Ze je
rostouci a f(x) > x.

23. Dokazte f(0) = 0, lichost a pak prevedte na Cauchyho rovnici.
24. Pridejte si paty ¢len posloupnosti.
25. Vyrovnejte argumenty.
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Uvod do kombinatoriky

ANNA MLEZIVOVA

ABSTRAKT. Prispévek vysvétluje zakladni kombinatorické pojmy a obsahuje mnoho
leh¢ich prikladu i s vysledky. Neobsahuje zadnou hlubsi teorii.

Kolik rtznych poradi muze mit zavod s péti tcastniky? Kolika zpiisoby si mtzeme
ze skiiné vybrat obleceni pro dnesni den? Jakou nejdelsi abecedu bychom mohli
zakédovat v Braillové pismu?

Na tyto a dalsi otazky spolu budeme hledat odpovédi.

Jak rizné miZeme vybirat

Jednoho krasného dne se seslo pét kamaradi - Waldemar, Xaverius, Yvonna, Zdi-
slava a Zibfid.

Pottfebujeme-li z nich vybrat jednoho, ktery musi splnit supertajny tkol, mame
zjevné pét moznosti, koho zvolit. Pokud méme vybrat dva, déli se nam priklad na
rizné pripady podle toho, jestli nam zalezi na jejich poradi, nebo ne.

V prvnim pfipadé dostanou oba vybrani stejny kol ve stejny cas, nezajima nas,
koho jsme zvolili prvniho a koho druhého. Hleddme tedy pocet dvojic mezi péti
lidmi, pficemz dvojice Zibfida a Zdislavy je stejnd jako dvojice Zdislavy a Zibfida.
To zvladneme spoéitat tieba vi¢tem viech moznosti: k Zibfidovi miizeme pFidat po-
stupné Zdislavu, Yvonnu, Xaveria a Waldemara, ke Zdislavé uz jen Yvonnu, Xaveria
a Waldemara, Yvonna pak s Xaveriem a Waldemarem vytvori dvé dvojice a Xave-
rius s Waldemarem nakonec jednu. Dohromady mame 4 + 3 + 2 + 1 = 10 moznych
dvojic. Ke stejnému vysledku dojdeme, pokud uvazujeme, ze kazdy ma ctyfi rizné
kamarady, s nimiz mutze utvorit dvojici. To by bylo 5 - 4 = 20. Jenze, jak jiz bylo
feceno, je dvojice Zibtida a Zdislavy totozna s dvojici Zdislavy a Zibiida, a tak jsme
tuto (a kazdou dalsi také) dvojici zapocitali dvakrat. Vydélenim dvéma dostaneme
20/2 = 10. MuZeme Fict, Ze jsme pravé spocitali pocet dvouclennych kombinaci z péti
prvki.

Pokud zacneme jednotlivé kamarady mezi sebou rozliSovat, situace se vyrazné
zméni. Nejprve predpokladejme, ze prvnimu vybranému zavazeme o¢i a druhy ho pak
povede po piedem vyznacené trase. Kolik mame mozZnosti provedeni? Pro vybréni
prvniho pét, pro druhého zbyvaji jen ¢tyti, nebof ten vybrany uz méa zavizané oci
a nemuze délat oboji. Jenze co s témi ¢isly ted? Secist, vynasobit, umocnit? Pokud
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slepy bude Zibfid a povede ho Zdislava, je to uplné jiny piibéh, nez pokud Zdislavé
bude ukazovat cestu Zibiid. Tedy pro kazdého prvniho dobrovolnika existuji étyti
druzi dobrovolnici. Mame proto 5-4 = 20 ruznych dvojic slepec — vodi¢, coz je pocet
dvouclennych variaci z péti prvku.

Jesté jiny vypocet pouzijeme, predstavime-li si, ze vybrany kamarad skupince za-
tancéi Cardas a vrati se mezi ostatni. Nasledné vybereme dalsiho, ktery bude chvili
stepovat. Kolika zptisoby se tohle mohlo stat? Jako prvniho taneénika muzeme vy-
brat pét rtznych lidi. A jako druhého také pét, protoze po Zib¥idovi miizeme tento-
krat vybrat znovu Zibfida. A poudeni z pfedchoziho pfipadu tato &isla vynasobime,
protoze pro kazdého z péti prvnich dobrovolniki existuje pét moznych nasledovnik.
Dostaneme 5-5 = 25, neboli pocet dvouclennych variact s opakovdnim z péti prvku.

Jesté se podivame na jinou situaci. Nasi kamaradi hraji nasledujici hru. Na prou-
zek papiru nakresli dvé kyticky a nasledné ¢tyfi svislé ¢arky (do kyticek se necara),
podle kterych prouzek rozstfihnou. Pak si Xavier vezme prvni odstfizenou ¢ast,
Yvonna druhou atd. Zajima je, kolika zptisoby mize hra dopadnout, pokud jim jde
jen o pocet kyticek na jejich papirku. Zamyslime se nad tim trochu jinak. Podi-
vame se na puvodni prouzek. Na ném jsou dvé kyticky a ¢tyfi ¢arky, dohromady
Sest symbolt. Kolika zptisoby mizeme usporadat Sest véci uz umime spocitat, to je
6-5-4-3-2. Jednotlivé ¢arky mezi sebou ale nerozlisujeme. Proto vysledek vydélime
poctem vSech moznych usporadani ¢arek, coz je 4 -3 - 2. Diky dvéma moznym uspo-
rfadanim kyticek jesté podélime dvéma. Vyjde ndm 15, coz je pocet dvouclennych
kombinaci s opakovdnim z péti prvki.

Nékolik matematickych pojma

Ujasnime si nazvoslovi a pravidlo sou¢tu a sou¢inu mimochodem zminéné v pied-
chozim odstavci, definujeme si faktorial a kombinac¢ni éislo a zjistime, k ¢emu je to
dobré.

Tvrzeni. (Pravidlo sou¢tu) Méjme kone¢né mnoziny Ay, As, ... Ay, které jsou po
dvou disjunktni. Potom pocet prvkii mnoziny A1 U Ay U --- U A, je roven souctu
pocti prvki mnozin Aq, Ao, ... A,.

Toto pravidlo pouzivame zcela intuitivné, jak je vidét v néasledujicim prikladu:
Priklad. Na soustfedéni jelo jednim vlakem pét i¢astniktt z Prahy, dva z Liberce,
¢tyTi z Karlovych Vart a jeden z Plzné. Kolik jich jelo celkem?

Tvrzeni. (Pravidlo sou¢inu) Pocet vSech uspoiddanych n-tic takovych, Ze prvni
slozku miizeme vybrat ki zpiisoby, druhou ko zptisoby, ... az n-tou k,, zpiisoby, je
roven ky - kg - ... ky.

Toto pravidlo jsme uz vyuzili pfi vybirani slepého a vodic¢e v pfedchozim textu.
Slepého jsme mohli vybrat péti zptsoby, vodi¢e ¢tyfmi, dohromady tedy 5-4 zptsoby.
Priklad. Kolik je ¢tytcifernych ¢isel délitelnych péti?

Reseni. Namisto tisicti mtizeme vybrat devét cifer (nulu ne), na misto stovek deset,
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na misto desitek také deset a na misto jednotek jen dvé, nulu nebo pétku. Dohromady
mame 9-10-10 -2 = 1800.

Definice. Pojem k-élennd kombinace z n prvki vyjadiuje pocet moznosti, kterymi
mizeme vybrat k prvka z n-prvkové mnoziny, aniz by nam zalezelo na poradi vybéru.
Pojem k-clennd variace z n prvkid znaci také pocet moznosti, kterymi mizeme
vybrat k prvka z n-prvkové mnoziny, ale pokud poradi vybéru zohlednime.
Pojem permutace na n prvcich znaci pocet moznych uspoiradani n prvki.

Definice. Faktoridl n definujeme jako n! =n-(n—1)-(n—2)...2- 1. Specidlné
definujeme 0! = 1.

Tvrzeni. Pocet permutaci na n prvcich se rovna n!.

. L, s . . ny __ n!
Definice. Kombinacni ¢islo (,en nad ka“) definujeme jako (k) = Won—m
Tvrzeni. Pocet k-¢lennych kombinaci z n prvkii vyjadiuje kombinacni ¢islo (Z)

Nejtypictéjsi priklady
Na konci prispévku jsou k prikladim uvedeny navody, které mnohdy pfimo prozra-
zuji vysledek.

Priklad 1. Kolik existuje sudych ¢étytcifernych ¢isel, kterd nejsou délitelnd péti?
Kolik je péticifernych cisel, ktera jsou délitelnéa ¢tyrmi? Kolik je trojcifernych cisel,
v jejichz desitkovém zapise je kazda cislice nejvys jednou? Kolik je Ctyfcifernych
Cisel, v nichz se sudé a liché ¢islice st¥idaji?

Priklad 2. Kolik uhlopfi¢ek mé n-thelnik?

Priklad 3. Jakou nejdelsi abecedu bychom mohli zakédovat pomoci nejvyse ¢ty
tecek ¢i ¢arek? A co v Braillové pismu (nejvyse Sest vystouplych tecek)? (Pismeno
miuze byt zakédované i jako nula tecek a nula ¢arek v morseovce a jako zadna vy-
stoupld tecka v Braillu.) A co v semaforu (ukazuje se rukama do osmi riznych sméri,
pfiGemz ruce nejsou rozlisitelné a nemohou splyvat)?

Priklad 4. K pétadvacatym narozenindm dostala princezna bonboniéru ve tvaru
¢tverce, kde v kazdém fadku i sloupci bylo pét bonboni. Chtéla si jich hned pét
snist, ale tak, aby nevyjedla zadny cely fadek ani sloupec. Kolika zpisoby si mohla
bonbony vybrat? A co kdyby chtéla z kazdého fadku i sloupce snist pravé jeden?

Priklad 5. V krélovské radé tradi¢né zaseda pét lidi. Do voleb se ptihlésilo dvanact
lidi, z toho sedm Slechticti a pét Slechti¢en. Protoze je kralovstvi moderni a podporuje
rovnost muzl a zen, vyzaduje se, aby v radé byli aspon dva muzi a aspon dvé Zeny.
Kolika zptisoby mize volba dopadnout?

Priklad 6. V jiném kralovském poradnim orginu zasedd pfedem neurceny nenu-
lovy pocet lidi. O tuto funkci maji zdjem ¢tyfi muZi a tii Zeny a tentokrat je jedinou
podminkou pro volbu, aby v radé bylo stejné muzt jako Zen. Kolik je moznych
vysledka?
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Priklad 7. Kroketového turnaje se ucastni Sestnédct lidi. Hraji vzdy dvé dvojice
proti sobé. Kolika zptisoby miZzeme vSechny hrace rozdélit?

Priklad 8. Elsa kazdé rdno bezradné kouké do skiiné a nevi, co si obléct. Vzdyt
je tak tézké si vybrat! Ma patery Saty, troje puncochy, ¢tyfi pary strevickid, dvé
spony do vlasti a dva a pil paru nausnic (jednu ztratila). Z kolika moznosti kazdé
rano vybird, kdyz na sobé podle dvorniho protokolu musi mit Saty, puncochy, dva
strevicky, sponu do vlasi a dvé nausnice? V kolika pfipadech na sobé bude mit
sparované stfevicky i ndusnice? (Stievicky jsou levé a pravé, kdeZto dvé ndusnice
z péaru jsou identické.)

Piiklad 9. Dvandct mésicku se z nudy stavélo do fady podle stafi, teploty, mnoz-
stvi uzrdlych jahod a podobnych vlastnosti, az je napadlo: kolika riznymi zptisoby
se za sebe muzou postavit? A v kolika z téchto sefazeni budou stat vedle sebe mésice
ro¢niho obdobi (tj. mezi mésici néjakého roéniho obdobi nebude stat zadny mésic
jiného ro¢niho obdobi)? A kolika zptisoby se muZou sefadit, pokud se ¢erven pohédal
s prosincem a odmitaji stat vedle sebe?

Dalsi priklady

Priklad 10. Uréete pocet obarveni Sachovnice 1 X n péti barvami tak, aby zadna
dvé sousedni policka neméla stejnou barvu. V kolika vyhovujicich ptripadech je Sa-
chovnice dvoubarevna nebo ma alespon jedno policko ¢ervené?

Priklad 11. Vyrobce hodin se rozzlobil na svij nudny sortiment a rozhodl se
vyrabét nové dokonale kulaté ciferniky, na nichz budou ¢isla od jedné do dvanacti
usporadana v kruhu libovolné a napsana tak, aby nebylo poznat, kde je nahote.
Kolikery hodiny bude mit nové v nabidce?

Priklad 12. Milion obyvatel zemé hlasovalo v zemskych volbach o tom, které ro¢ni
obdobi je nejlepsi. Vysledky se udavaji ve tvaru uspoiradané ctvefice ziskanych pocti
hlast v potadi [jaro, 1éto, podzim, zima|. Kolik moznych vysledkt volby maji?

vy

Priklad 13. Na dostihovych zavodech bézi pét koni. Pokud jejich ¢as méfime na
celé vtefiny (tedy pokud dva koné dobéhnou v jednu vtefinu, dobéhli na stejném
misté), kolika riznych poradi koni se mizeme dockat?

Priklad 14. Cisla 1, 2,..., 2017 dame do t¥i barevnjch kyblickt: bilého, modrého
a ¢erveného. Kolika zptisoby muzeme ¢isla rozhazet, pokud zadny z nich neni prazdny
a dvé po sobé jdouci ¢isla nikdy nejsou v témze kyblicku? (PraSe 30—4-4)

Piiklad 15. Kolik vét muZeme vytvorfit z Sestadvaceti pismen abecedy, pokud
kazdé pouzijeme praveé jednou a za vétu povazujeme libovolnou posloupnost pismen
rozdélenou mezerami (priem? mezer muze byt libovolné, ale nikdy ne dvé vedle
sebe)?

Priklad 16. Anna délala zasedaci pofadek na svatbu. Pozvala dvacet ¢tyfi hosti,
z nichz bylo osmnact muzi a Sest dam. Chtéla vybrat nejlepsi posazeni hosti tak,
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aby u kazdého kulatého stolu pro c¢tyti lidi sedéla jedna ddma. Z kolika takovych
vybirala? Kdyz zasedani u stolu jen otocime, povazujeme ho za stejné, podobné
nezalezi na tom, u jakého presné stolu kdo sedi.

V kolika z téchto zasedacich poradka bude Anna vedle svého Zenicha?

Priklad 17. Na velitelském Stabu je 6 generali, 8 plukovnikt a 10 majori. Kolika
zpusoby se z nich muZe sestavit osmicélennd provérkova komise? (V armadeé je dilezita
hodnost, na jméné vitbec nezalezi.) (PraSe 18-5-3)

N2

Priklad 18. Snek se chce dostat z jednoho rohu krychle do protéjsiho, aviak plazit
se chce pouze po hranach, a to nejvyse po péti. Kolik takovych cest ma? Pocitame
i ty, béhem nichz navstivi cil vicekrat. (PraSe 29-3-4)

Priklad 19. V cukrarné méli n sladkosti, ale kazdou bohuzel jen jednou. Ptisli dva
mlsouni a nakoupili nékolik sladkosti, kazdy aspon jednu. Kolika zptsoby to mohli
udélat? (PraSe 25-5-4)

Priklad 20. Do leto$ni matematické soutéze Naboj se v Praze v kategorii Seniofi
zaregistrovalo 99 tymu. Organizatori nyni fesi problém, jak je rozdélit do tii uéeben
(M1, F1 a F2). Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze u¢ebny maji neomezenou kapa-
citu. Do kazdé ucebny musi byt umistén lichy pocet tymi, a navic nesmi byt tymy
z tachovského a klatovského gymnézia umistény soucasné do ucebny F2 (z obou
téchto skol je zaregistrovany pravé jeden tym). Kolika zptisoby mohou organizéitofi
rozdélit tymy do mistnosti tak, aby byly vSechny uvedené pozadavky splnény?
(PraSe 32-7-5)

Priklad 21. Slovo DVACETIKORUNY je zajimavé tim, Ze obsahuje vSechny sa-
mohlésky v abecednim potadi. Kolik je vSech usporddéni (tj. permutaci) pismen
takovych, ze
(1) abecedni pofadi samohldsek neni dodrzeno?
(2) pismena U i V pfedchazeji C, D, E?
(3) obsahuji nejvyse dvé samohldsky bezprostfedné za sebou?
(PraSe 18-5-4)

Priiklad 22. Mé&jme ¢tvereckovany papir m x n. Kolika zplusoby muZeme strany
vSech ctvereckidl obarvit pomoci tii barev tak, aby kazdy ¢tverecek mél pravé dveé
strany obarvené jednou barvou a zbyvajici dvé néjakou jinou jednou barvou? Strany,
kterymi se sousedici ¢tverecky dotykaji, povazujeme za totozné. (PraSe 33-1-4)

Priklad 23. Kolika zptusoby se muze posadit deset chlapct a dvanict dévéat na

koloto¢ s dvaceti ¢tyimi sedadly tak, aby mezi kazdymi dvéma chlapci sedélo asponi

jedno dévée? Posazeni, kterd se lisi jen oto¢enim kolotocCe, povaZzujeme za totozné.
(PraSe 3-6-4)
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Navody

1
2
3
4
5.
6
7
8

9.

10.

9-10-10-4;9-10-10-25:9-9-8:9-5-5-5

n(n—3)
2

20 21 422 423 24,26, 8.7/2
(%) - 10; 5!
GG +6-6)
D GO+G-6C+6 6
16!-(3)*

Do étvefic: 16!/(41), ve ¢tvetici do dvojic: 3, celkem: s

5-3-4-4-2-8 (stfevicky jsou levé a pravé, ndusnice vyctem moznosti); 5-3-4-2-2
121; 41+ (3% 12! — 111 - 2
54771 (5-4)+(5-4""1 —4.3"71) — (2 4) (dvoubarevné + cervené — dvou-

barevné Gervené)

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.

12!/12 = 11!

1000003!
1000000!3!

4
Sl+al(3) +31(5) +2'(5) +1+3!-5- (7) +21(5);
3. 22016 -6
26!-22° (Mezery se mtizou nebo nemusi d4t na pétadvacet mist v posloupnosti.)
18!; 2. 17!
42
3-5+6
3 —2-2"+1
2.3
13— 71(°3); 21 -3 (*2)81; 6! - 71 - 784
gm+tn  gmn

(5)-(5) -9t 12!
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Teorie her

Viki NEMECEK

ABSTRAKT. V prispévku se budeme zabyvat kombinatorickymi hrami s iplnou infor-
maci pro dva hrace. Vysvétlime si zakladni pojmy, zahrajeme si nékolik jednodussich
her a nauc¢ime se par klasickych triki. Ve druhé ¢asti zavedeme SG-funkci a naucime

Umluva. Budeme se zabyvat pouze hrami, které spliiuji nasledujici podminky:
1) hraji vzdy dva hréci proti sobé a pravidelné se st¥idaji v tazich,

2) pravidla hry uréuji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy,
3) jsou kone¢né a skonéi vitézstvim jednoho z hracy,

4) jsou s tplnou informaci (Z4dné skryté ani simultanni tahy),

5) jsou bez néhody.

(
(
(
(
(

Hra se miiZe ocitnout v koneéném po¢tu riznych stavi! jednoho z téchto typtu:
(1) V — vyhravajici stav = bud existuje takovy tah, ktery zméni stav hry na P,
nebo se jedné o koncovy stav definovany jako vyhravajici,
(2) P — prohrévajici stav = v8echny povolené tahy zméni stav hry na V.
Pocatecni stav je zpravidla jediny, zatimco koncovych mize byt vice a o kazdém by
pravidla hry méla vypovidat, zda je V', nebo P.

Poznamka. Hry, které mtuzou skoncit remizou, vitbec neuvazujeme, ale nebyl by
problém podobné zavést také neprohravajici a nevyhravajici stavy.

Véta. Pravé jeden z hraci ma vyhravajici strategii.

Diikaz. 7 definice stavii V' a P plyne, ze pokud se prvni hra¢ nachézi ve stavu V,
tak mize zahrat takovy tah, Ze soupef bude béhem svého tahu ve stavu P a musi
prvniho hrace dostat opét do stavu V. Protoze je hra konecnd, tak timto opakovanim
prvni hra¢ dosdhne vitézstvi, a ma tedy vyhravajici strategii.

Pokud je ovSem na zacatku hra ve stavu P, tak vSechny tahy prvniho hrace vedou
do stavu V' a druhy hrac se ocita v roli prvniho v pfedchozich tvahach, a ma tedy
vyhravajici strategii.

U kazdé z nasledujicich her rozhodnéte, ktery z hra¢t ma vyhravajici strategii.

IStav je jednoznaéné popsan pozici hry a hracem, ktery je na tahu.
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Piiklad 1. (LAméani ¢okolady) Cokoldda o m x n étvereécich se smi lamat rovné
po vyznacenych carach. Hrac, ktery je na tahu, si vybere néktery z kousku a jednou
ho rozlomi. Hra¢, ktery nemtze nic rozlomit, prohral.

Casté postupy

U her, v nichz prohraje hrac¢, ktery nemuze tahnout, je jednim z ¢astych trik na-
lezeni ¢i vytvoreni symetrie. V prvnim pripadé hledame vyhravajici strategii pro
druhého hrace. Pokud se nam podafi nahlédnout, Ze je hra v né€jakém smyslu symet-
rické a kazdy tah, ktery prvni hrac¢ udéld, mize druhy hrac zopakovat podle nalezené
symetrie, pak ma druhy hrac evidentné vyhravajici strategii.

V druhém, castéjsim pfipadé sice hra symetrickd neni, ale d4 se na symetrickou
prevést tahem prvniho hrace. Potom je vsak ve chvili, kdy se stala hra symetrickou,
na tahu druhy hrac, tedy nalezena vyhravajici strategie patii zacinajicimu hraci.

Priklad 2. (Laméni ¢okolady podruhé) Stejnd pravidla jako v pfedchozi hie, ale
zaCina se s ¢okoladou 2m x n a nesmi se ulamovat dilky velikosti 1 x 1.

Piiklad 3. (Mince v fad8) V fadé je deset minci rtiznych hodnot. Hrag, ktery je
na tahu, z jednoho konce fady vezme jednu minci. Vyhrava hrac¢, ktery ziska nejvétsi
obnos.

Piiklad 4. (Chomp) Ctvercova tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kos-
ticka v levém hornim rohu je otravend (kdo ji sni, prohraje). Hra¢ si ve svém tahu
vybere kosticku a sni ji, vSechny kosticky od ni napravo, vSechny kosti¢ky od ni dola
a navic vSechny kosticky, které jsou od ni napravo i doli. V zavislosti na rozmérech
urcete, kdo zvitézi.

Piiklad 5. (Mince na stole) Do kruZnice o priiméru jeden metr dva hraéi st¥idavé
kresli neprotinajici se kruhy o prumeéru jeden centimetr. Hra¢, ktery prvni nema svij
kruh kam nakreslit, prohral.

Dalsim castym trikem je kradeni strategii. To lze vyuzit v pfipadé, ze se jeden
(typicky prvni) z hra¢d mize dostat prvnim pohybem do néjaké mnoziny pozic M,
a existuje m € M takové, Ze se z néj muze dale druhy hrac¢ dostat pouze do néjaké
(ne nutné vlastni) podmnoziny M \ {m}.

Potom jsou dvé moZnosti: bud mé hra v pozici m vyhravajici strategii pro hrace,
ktery neni na fadé, ¢imz jsme nasli vyhravajici strategii pro zac¢inajiciho hrace v pu-
vodni hie (za¢ne tahem do pozice m a déle hraje podle této strategie). Ve druhém
pripadé existuje strategie pro hrace, ktery je v pozici m na fadé, a urcité je v ni né-
jak definovany prvni tah. Do stavu, kam vede, se ale evidentné umi dostat zacinajici
hra¢ v ptivodni hie pfimo. Proto mé v takové hie vzdy vyhravajici strategii prvni
hrac.

Priklad 6. (Cisla v lahvi) V lahvi jsou vSechna pfirozend éisla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, vynda z lahve néjaké cislo a vSechny jeho délitele. Prohrava hrac,
ktery nemiize tahnout.
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Priklad 7. (Cokoldda poctvrté) Vyfeste znovu tlohu &slo 4 pro obdélnikovou
tabulku ¢okolady.

Piiklad 8. (Pri¢itani délitele) Zacind se s dvojkou. V jednom kroku hraé pficte
k ¢islu néjakého jeho vlastniho délitele (to je délitel mensi nez ¢islo samotné). Kdo
piekrodi ¢islo 2011, vitézi. Ma zacinajici hra¢ vitéznou strategii? A co kdyby ten,
kdo prekroc¢i 2011, prohral?

Nim

Nim je kombinatorickd hra, na niz je mozné spoustu jinych her pfevést (tuto sku-
te¢nost zde nebudeme dokazovat, ale ve skute¢nosti lze kazda kone¢ns nestranna?
hra na Nim pfevést).

Definice. (Nim) V nékolika hromadkach je urcity pocet kament. Hrac, ktery je
na tahu, musi odebrat z jedné hromadky alespon jeden kdmen. Vyhrava hrac, ktery
odebere posledni kdmen.

Definice. (Nim-soucet) Nim-souctem ¢isel x a y je ¢islo x @y, jemuZ se bézné Fika
binarni xor. Jedna se o binarni s¢itani bez pfenosu. Napt. 2147 = (10101)2@®(111)5 =
= (10010), = 18.

Véta. Ve hie Nim je prohravajici pozice pravé ta, v niz se Nim-soucet velikosti
vSech hromadek rovna nule.

Ndznak dukazu. Je potfeba dokazat celkem t¥i véci. Zaprvé, ze v kazdém koncovém
stavu je Nim-soucet velikosti vS§ech hroméadek roven nule. Zadruhé, ze z kazdého stavu
s Nim-souc¢tem rovnym nule vedou vSechny tahy do stavu s nenulovym Nim-souc¢tem.
A konecné za tieti musime ukazat, ze pokud mame nenulovy Nim-soucet, existuje
tah, ktery ho vynuluje.

Prvni ¢ast dikazu je trividlni, druhou a tfeti si zkuste rozmyslet jako cviceni.
Pokud se vam nebude daftit, mezi ndvody k piikladim najdete radu.

Priklad 9. (Northcottova hra) Pozice ve hie je S8achovnice 8 x 8 s jednou ¢ernou
a jednou bilou figurkou v kazdém fadku. Hra¢, ktery je na tahu, tdhne figurkou
svoji barvy o libovolny pocet poli¢ek vodorovné smérem k figurce soupefe (nesmi ji
preskocit). Prohrava hrac, ktery nemtze tdhnout.

Piiklad 10. (Schody) Na schodisti s 2013 schody je rozmisténo nékolik minci (na
kazdém schodé jich mtize byt vice, ¢i tam nemus{ byt zddnd). V kazdém tahu si hrac
vybere jeden schod a z néj pfesune libovolné mnozstvi minci (nejméné jednu, nejvyse
vSechny) o schod nize. S mincemi, které se po pfesunu z prvniho schodu ocitnou na
podlaze, uz se dal nehraje. Prohrava opét hrac¢, ktery nemize tahnout.

2Hra je nestranna, pokud mozné tahy z dané pozice jsou pro oba hrace stejné. Tedy napiiklad
Sachy nestranné nejsou, protoze jeden hra¢ muize pohybovat jen bilymi figurkami, kdezto druhy jen
Cernymi.
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Scitani her

Pi#iklad 11. (Sachovnice podruhé) V pravém dolnim rohu kazdé z N Sachovnic
o rozmérech ay X by,as X by, ...,any X by stoji figurka. Tou se smi v jednom tahu
pohnout pouze nahoru, vlevo, nebo Sikmo vlevo nahoru, a to bud o jedno, nebo o dvé
policka. Hrac, ktery je na tahu, si vybere Sachovnici a udéla na ni takovy tah, aby
figurka neopustila Sachovnici. Prohrava hrac, ktery nemtze tdhnout.

Definice. (Sprague-Grundyho funkce) Sprague—Grundyho funkci rozumime funkci
g, kterd kazdému stavu v pfifadi nejmensi nezédporné celé ¢&islo n takové, ze n # g(u)
pro vSechny stavy u, do kterych se d&4 dostat tahem ze stavu v.

Tvrzeni. Pokud ve hfe prohrava hrac, ktery nemiize tahnout, potom jsou prohra-
vajici pravé ty stavy v, pro které g(v) = 0.

Diikaz. Stejné jako v dikazu optimalni strategie pro Nim.

Definice. (S¢itani her) Souctem her myslime hru, v niz si hra¢ mize v kazdém
svém tahu vybrat nékterou z dil¢ich her a v ni udélat tah. Pro jednoduchost jej
budeme definovat pouze pro hry, kde prohrava hrac¢, ktery jiz nemutze tahnout.

Véta. (Sprague, 1936; Grundy, 1939) Pfisouc¢tu N her se Sprague—Grundyho funk-
cemi g¢i,...,gn V pocatecnich stavech vi,...,vy ziskame hru s SG funkci

g1, on) = g1(v1) © g2(v2) © - © gn (vn).

Pfiklad 12. (Nim podruhé) Méjme tfi hromadky sirek o 9, 10, resp. 14 sirkéch.
Hrac, ktery je na tahu, si vybere jednu hromadku a odebere z ni nékolik sirek. Z prvni
hromédky je mozné odebrat 1 az 3 sirky, z druhé 1 az 5 a z té posledni 1 az 7 sirek.
Prohréva hrac, ktery nemuiize tdhnout.

Piiklad 13. (Laskertv Nim) Hra je stejna jako obyc¢ejny Nim, ale navic 1ze misto
tahu rozdeélit hromadku na dvé neprazdné hromadky.

N&jaké dalsi priklady

P¥iklad 14. (Ctverecky) Na sachovnici n x m, kde n i m jsou alesponi 5, se dva
hraci stridaji ve vybarvovani poli¢ek. Jeden vzdy vybarvi ¢tverec 2 x 2, druhy libo-
volné orientované L-triomino. Zadné policko nesmi byt vybarveno dvakrat a ten, kdo
nemize tdhnout, vyhral. Ukazte, kdo z hrach ma vyhravajici strategii v zavislosti
na m, n a tom, ktery z hrac¢u zacina.

Piiklad 15. (Ctvercové piskvorky) Hraje se na étvereckovaném papiie 10 x 10. Ve
svém tahu nakresli hra¢ jeden sviij symbol do néjakého préazdného ¢tverecku. Prvni
hrac¢ se snazi utvorit ¢tverec 2 x 2 ze svych symboli a cilem druhého hréace je mu
v tom zabranit.

48



VIKI NEMECEK

Piiklad 16. (Razitka) Zacéina se na Sachovnici 8 x 8. Hri¢, ktery je na tahu, si
vybere prazdné policko a dd na néj razitko. Vybrané policko musi hranou sousedit
s tim predchozim. Prvni hra¢ muaze dat razitko, kam chce. Prohrava hrac, ktery
nemuze tahnout.

P¥iklad 17. (Sachovnice) Na policku (x > 0,y > 0) stoji obycejny Sachovy k.
Hrac, ktery je na tahu, mtize udélat tah koném, ale pouze takovy, pii némz ktn neo-
pusti Sachovnici (z4dné jeho soufadnice nesmi byt zadporna) a soucet jeho soufadnic
klesne. Prohrava hrac, ktery nemuze tahnout. Jak dopadne hra, v niz bude nékolik
koni, kazdy na jiném pocateénim policku, a hra¢ mutze tadhnout, kolika koni chce,
ale vzdy alespon jednim? (MO 60-P-II1-2)
Priklad 18. (Kayles) Dva kuzelkafi stoji pfed Fadou tf¥inacti kuzelek, pfi¢emz
druha kuzelka je jiz shozena. Oba jsou tak Sikovni, Ze svym hodem mohou shodit
kteroukoliv kuzelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrac¢, ktery shodi
posledni kuzelku.
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Navody

1. Zkuste si hru parkrat zahrat s malou cokoladou a pocitejte, kolik tahti bude
celkem hra mit.

4. Prvni hra¢ vybere kosticku rohem sousedici s otravenou kostickou.

5. Je potieba vyftesit problém, ze kruhy, které obsahuji stfed kruznice, nejde kreslit
po dvojicich symetricky podle tohoto stredu.

6. Co se stane, kdyz prvni hra¢ vytédhne jedni¢ku? A co kdyz ne?

7. Policko vpravo dole.

8. Vyzkousejte si prvnich par moznych stavi.

Dikaz strategie na Nim. Pro druhou ¢ast dikazu si vSimneme, Ze pokud jsme
vzali kdmen z hromadky, kde bylo n kamenti a po nasem tahu jich tam ztstalo m,
je Nim-soucet nyni pravé m @ n. Pro tieti ¢ast si stac¢i uvédomit, ze pokud vezmeme
libovolnou hromadku, na niz mé pocet kamenti jednicku na nejvyssim radu, kde mé
jednicku Nim-soucet vSech hromadek, pak je Nim-soucet vSech hromédek kromé této
mensi nez velikost této hromadky, takze ji mtzeme zmensit tak, aby se Nim-soucet
vynuloval.

10. Zkuste si napfed hru vyfesit pro pripad, kdy jsou mince pouze na lichych
schodech.

17. Nejprve si vyreste pro jednoho koné. Dejte si pozor na to, Ze se nejedna o kla-
sicky soucet her, protoze miizeme hrat ve vice hrach soucasné.

Literatura a zdroje

Tato pfednaska byla zkopirovana ze Zasady, kde jsem ji prednasel také ja. Tenkrat
byla vétsina piikladi z tohoto piispévku prevzata od Filipa Hldska, ktery je pripravil
na soustfedéni v Hojsové Strazi v roce 2011 a kterému timto dékuji.
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Chinese dumbass notation

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Co délat kdyz dostanete v olympiddé nerovnost a dojde vam zasoba
trik? Rozndasobit, roznasobit, roznasobit. Vétsina metod na FeSeni nerovnosti dava
kratka elegantni feseni. Toto neni jedna z nich. Metoda CDN (Chinese dumbass no-
tation) je Siroce aplikovatelnd metoda, ktera nerovnosti dokazuje bez velkych trikd.

Definice. Polynom t¥i proménnych z, y, z nazveme homogenni, pokud pro vSechny
Cleny plati, Ze soucet stupnu vsech tii proménnych je konstantni v celém polynomu.

Zapis polynomi v CDN

V této pfednasce se budeme zabyvat zapisem homogennich polynomi ve tifech klad-
nych proménnych. Aby byl cely vyraz piehlednéjsi, zapiSeme si jejich koeficienty do
trojthelnika. Cleny uspoiadame do trojuhelnika o d + 1 fadcich, kde d je stupen
polynomu. V kazdém fadku budou vSechny ¢leny s pevnym stupném proménné z
a tento stupen se snizuje odshora doli. Obdobné vlastnost plati i pro ostatni pro-
ménné — staci si natoc€it trojuhelnik jinym vrcholem nahoru. VSe objasni nasledujici
priklady zapisu polynomt:

(2]

3
. 7 2 7l (2] 2]
(4 ][Z])ﬁ([ () 2] 2]), Pl Ll e e e
’ [

v el | vl B (2] ] foye?] [z

W) %) b s f ’

v [v°2] °2% 2% [

Sc¢itani dvou trojuhelnik, které maji stejnou velikost, funguje po slozkach. Tecky
znaci nuly.

3 3

1 1 1 1 -3 - - =3 -2 1 1 -2
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CHINESE DUMBASS NOTATION

Abychom uméli nasobit trojihelniky mezi sebou, uvédomime si nejdfive, jak se
nasobi trojuhelnikem obsahujicim jen jeden nenulovy ¢len. Cely trojuhelnik zakore-
nime na pozici tohoto ¢lenu a pronasobime jeho velikosti:

’ . 21 —9. ( 1) = 2
(-2) 43 = 23 | . 46
56 456 . 810 12

Na obecné dva trojuhelniky tedy aplikujeme zékladni roznésobovéani:

' 1y 1 . _ .9
<3 2.>'(32)2 32 T3 )T 364
3 9 . . 9 6 .

Cviceni. Zapiste v trojuhelnikovém tvaru:
23 B+ 28,

(z +y+2)°

(@ +y+2)(@° +y* +22),
(x+y+2)(zy +yz + zx),

(@ +y)(y + 2)(z + @),

chc(l' ty-— 2)27

Yeye T(@ +y) (@ + 2),

Doy (2w +y + 2)%,

° > (3 + y)3.

Nerovnosti v CDN

Véta. (Vazena AG nerovnost) Maéme nékolik kladnych ¢isel v trojithelniku a v misté
Jjejich vazeného pruméru méme zéporné jejich soucet (viz ptiklady). Pak hodnota po-
lynomu, ktery tento trojihelnik predstavuje, je nezaporna.

1

1 . . . . .
< - 2 1)’ . . . ’ . -3
. . _ ' 1

r - -1

Véta. (Sudé mocniny) Dalsi Sikovnou, trividlné platnou, nerovnosti je nerovnost
(x—y)?". Pron =1 an = 2 vypadd néasledovné: (1 —2 1), (1 —4 6 —4 1). Prvni jiz
mame pomoci AG dokédzanou, oproti tomu ta druhd pomoci jednoduchého scitani
AG dokazat nelze.
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Véta. (Muirheadova nerovnost) Madme dva symetrické Sestitihelniky. Jeden tvoii
jednicky, druhy minus jedni¢ky a oba maji stejné tézisté (viz prvni dva obrazce).
Pritom Sestitihelnik z minus jednicek je uvnitf konvexniho obalu Sestitihelnika z jed-
nicek. Sestitihelnik miiZe zdegenerovat do trojihelnika dvojek (tieti ukdzka). Pak
hodnota polynomu, ktery tento trojihelnik predstavuje je nezaporna.

Véta. (Schurova nerovnost) Méme tFi stejné velké kosoctverce z jednidek a mi-
nus jednicek, které tvori symetricky utvar jako na obrazku. Kosoctverce se mohou
prekryvat, v prekrytém misté se jejich hodnoty sec¢tou. Hodnota takto vytvoreného
polynomu je nezaporna.

1 1
-1 -1 1

-1 1 - - 1-1 1-1 - -1 1
-1 - - -1 1 1 -1 - -1 - 1
Vs8echny nerovnosti budeme fesit tim zptisobem, Ze se nejdfive zbavime zlomku
vynasobenim vsSech ¢lenil jejich spoleénym jmenovatelem. Pracujeme s nerovnosti,
takze je potfeba si hlidat, jestli to, ¢im nasobime, je kladné nebo zaporné. Pokud
nerovnost neni homogenni, vyuzijeme podminku a tim ji homogenizujeme. ZapiSeme
vSe pomoci CDN a roznasobime. Nasledné prevedeme do tvaru P > 0 a od tohoto

polynomu P od¢itdme zndmé nerovnosti dokud se tim nezbavime vsech zapornych
Clent. AZ se nam to povede, je Gloha dokazéana.

Piiklad. (Nesbittova nerovnost) Pro z,y,z > 0 dokazte:

T Y z
+ +
y+z z+x xT+YyY

3
> —.
-2

Reseni. Roznasobime celou nerovnost vyrazem 2(y + 2)(z + z)(z + y), abychom se
zbavili zlomki, a dostavame:

2) a(e+y)(e+2) 23 +y)(y+2)(z +2).

cyc
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Zapiseme v CDN a roznésobime:

()= 0

2
2 2 11
> >3 ,
.92 . 121
cyc
. 11
2 .
2 2 3 3
> )
2 6 2 - 36 3
2222 -3 3
2
-1 -1
> 0.
-1 0 -1
2 -1 -1 2

Dostali jsme tedy tvar, ktery potfebujeme. Zbyva najit, jak tuto nerovnost zapsat
jako soucet znamych nerovnosti. To udélame postupnym od¢itanim znamych nerov-
nosti. Pokud se timto od¢itanim zbavime vSech zapornych cisel, tak jsme nerovnost
zapsali jako soucet platnych nerovnosti, jinymi slovy plati. Mtzeme rovnou fict, ze
tato nerovnost je pfimo specidlnim pfipadem Muirheadovy nerovnosti, ale ukazeme
si, jak ji dokdzat pomoci AG. Vyuzijeme nasledujici AG k eliminaci jedné minus
jednicky:

l._1§

Tento trojuhelnik symetricky se¢teme. Tim jsme se zbavili vSech Sesti minus jednicek,
takzZe jsme zapsali nalezeny polynom jako soucet nezapornych polynom, tedy i tento
polynom musi byt nezaporny. ]

Cviceni. Dokazte o nésledujicich polynomech, Ze jsou nezaporné:

. 50
4 4 5 230 230
-1 2-1 . 115 160 115
—6 -2 -2 —6 , I , 10 —336 —336 10
-1-2 6-2-1 s T4 115 —336 —714 —336 115
4 2-2-2 2 4 230 160 —336 —336 160 230
4-1-6-1 4 - 50 230 115 10 115 230 50

Ulohy

Poznamka. Ve vSech tlohach predpokladame x,y,z > 0.
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Dokazte néasledujici nerovnosti.

Uloha 1. (z+y—2)(y+z—2)(z+z—y) <ayz.

Uloha 2. (zy +yz + 22)% > 3zyz(x + y + 2).

Uloha 3. y—z+y +T—y_z+y+z

Uloha 4. (z+y+2)2+ wiw;’jz > 4(xy +yz + 2x).

Uloha 5. 2, + 5 + 22, < dgptesso

Uloha 6. yf:z + ;fw + ;TQI > Lg“

Uloha 7. (Cesko-slovensko-polské stietnuti) Tz T T 2 b

Uloha 8.
Uloha 9.

Uloha 10.

Uloha 11.
Uloha 12.

Uloha 13.
Uloha 14.

Uloha 15.
Uloha 16.

Uloha 17.
Uloha 18.

Uloha 19.
Uloha 20.
Uloha 21.
Uloha 22.
Uloha 23.
Uloha 24.
Uloha 25.
Uloha 26.

8(x® + 3 + 2%)% > 9(22 + y2) (v? + 22) (2% + 2y).
S T > 2z 4y + 2),

z
2

z2—2z
chc y+z 20

(T +2y+2)(x +y+2)* >4z +y)(y + 2)(z + 2).

zy+i+7>2e+y+ 1L

s T oy Ty S i@ty te)

Proz+y+z=1:24+y*+2%+6xyz > §

(22y + y22 + 222) (222 + 22y + y?x) > 922y222
(USAMO 1997) 3, bt < L

cyc x3+y3+ayz — zyz®

_1. 7
(IMO 1984/1) Prox+y+z2=1:0<xzy+yz+ 20 —2xyz < 5

(Iran 1996) (zy + yz + Zar)((“ly)2 + (y+12)2 + (ij)z) > 2

Proaty+z=8: L]+t -12>2/T00

-1+

IMO 2002/2) Proazyz=1:(z—1+1)(y—1+

+ <

1
z+y+1 + y+z+1
IMO 2005) Proayz=1:3. L= >0,

cyc P y2+z2 =

IMO 1995) Proayz=1:>, —0s >3

(
(Turnaj mést 1997) Pro ayz=1:
(
( cye T 2 2

A

1 1 1 _ . 1
PIOE+§+;—$+y+z.chc(2m+y+z)2 S 9
Proz+y+z=1:(3+1)(; +1)(;+1)>64

(Japan TST 2004) Proz+y+z=1: 7££ + 1+y +
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CHINESE DUMBASS NOTATION

Navody

12. Pridejte tfeti proménnou a homogenizujte pomoci z = 1.

14. Nahradte podminkou jednicku na pravé strané. Roznasobte a neleknéte se, Ze
nesedi soucet koeficientt.

19. Nahradte 1 = umocnéte na druhou a bijte.

_3
z+y+z’
20. Homogenizujte pomoci (wyz)% = 1. Pokud se désite necelych exponenti, sub-
stituujte 23 = a, y> = b, 2% =c.
21. Homogenizujte pomoci (xyz)% = 1. Pokud se désite necelych exponentii, sub-
stituujte 23 = a, y> = b, 23 = c.

4
3

23. Homogenizujte pomoci (zyz)3 = 1. Substituujte tfeti mocniny. Kdopak by se

24. stupné bal.
24. Zbavte se zlomkt, stupné stran se lisi o 2. Vyuzijte podminku ve tvaru: zy +
Yz + zx = x2yz + xy2z + xyzz.

Literatura a zdroje

[1] Brian Hamrick: The Art of Dumbassing,
https://www.tjhsst.edu/~2010bhamrick/files/dumbassing. pdf

(2] https://www.quora.com/What-is-Chinese- Dumbass-Notation

[3] Evan Chen: Supersums of Square-Weights (SOS) — A Dumbass Perspective,
http://web.evanchen.cc/handouts/SOS_Dumbass/SOS_Dumbass.pdf

[4] Maté&j Koneény: Dvé techniky na nerovnosti, iksko.org/files/sborniks.pdf
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Tézisté v kombinatorice

RADEK OLSAK

zpusob, jak nad takovymi problémy uvazovat.

Kombinatorické alohy, ve kterych mame danymi ttvary pokryt urcitou plochu, lze
elegantneé fesit pomoci obarvovani. Zde se nauc¢ime tytéz tlohy fesit jinak. Vyuzijeme
vlastnosti t€zisté, ¢imz se feseni tllohy pfevede na jiny, jednodussi problém. Uvidime,
ze zpravidla dojdeme k trividlnimu sporu typu ,sudé neni liché“ nebo naopak.

Obvykle se plocha pokryva kostickami, které se odborné nazyvaji k-mina nebo
polymina (napf. trimina, tetramina, pentamina). V néasledujicich tlohach se vyu-
zivaji predevsim tetramina. Tézisté vSech existujicich tetramin jsou znazornéna na
obrazku:

a)
L 2 @
? :
|
A B C D
b) f
P
*
|
0 t&zisti

Vvev

Jedna z hlavnich vlastnosti tézisté, kterou budeme vyuzivat, je

mlOX1++mnOXn = 0,
kde O je tézisté bodu Xi,...,X, s hmotnostmi m,...,m,. V naSem piipadé
body Xi,..., X, predstavuji tézisté tetramin, jez maji ale vSechny stejnou ,,hmot-

nost“, proto plati:
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TEZISTE V KOMBINATORICE

— —
OXi+---+0X,=10.

Jak zacit

My

~vey

kterou pokryvame. Potom si oba objekty ,preskalujeme® tak, aby obé tézisté lezela
v mifzovych bodech (viz obrézek) a diléi malé kosticky obou objektt mély stejny

vvey

Jednotkové vzdalenost bude délka strany malé dil¢i kosticky. Potom soucet vsech
z-ovych i y-ovych soufadnic tézist k-min musi byt roven 0.

Piiklady

Piiklad 1. Ctvercova podlaha je pokryta dlazdicemi typu 2 x 2 a 1 x 4. Jedna
dlazdice se ale rozbila. K dispozici médme dlazdici druhého typu. Ukazte, ze neni
mozné dlazdice preskladat tak, aby podlahu pokryly.

Priklad 2. Dokazte, Ze Sachovnici 10 x 10 nelze pokryt 25 tetraminy typu 7.
Priklad 3. DokazZte, Ze Sachovnici 10 x 10 nelze pokryt 25 tetraminy typu 1.

Priiklad 4. Dokazte, Ze Sachovnici 8 x 8 nelze pokryt 15 tetraminy typu T a jednim
tetraminem typu O.

Priklad 5. Mame Sachovnici n x n bez rohovych poli. Pro jaka n lze Sachovnici
pokryt tetraminy typu L?

Pfiklad 6. (Prasolov) Stfedové soumérny utvar je sloZzeny z n tetramin L a k
tetramin 7. Dokazte, Zze n je sudé.

Piiklad 7. Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnacti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde vsude
muze byt dilek 1 x 17

Pfiklad 8. (Dobosevych) Méme Sachovnici n x n pokrytou tetraminy typu 7.
Necht a, b, ¢, d jsou pocéty tetramin vSech ¢étyf moznych orientaci (dle obr. b) ozna-
Cenych A, B, C, D. Dokazte, ze 4 | (a +b— ¢ — d).

Priklad 9. Lze néjakou stiedové soumérnou plochu pokryt tetraminy typu L a
triminy typu ,roh“? Polymina je zakizano otacet ¢i prevracet.

Literatura a zdroje
Chtél bych podékovat Monce Pospisilove, jejiz prispévek jsem takika beze zmény
prevzal.

[1] Harun Siljak: Centroids and Tiling Problems, Mathematical reflections 5,
20009.
[2] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
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Linearni algebra

TERKA POLAKOVA

ABSTRAKT. Prispévek si klade za cil seznamit ¢tenaie se zékladnimi definicemi a po-
jmy tykajicich se matic.

Prispévek se sice vénuje maticim, ale predtim nez si matice zadefinujeme, podi-
vejme se na piiklad toho, k ¢emu se matice mizou hodit. S jejich pomoci miuzeme
tfeba reprezentovat soustavu lineadrnich rovnic.

Priklad. Soustavu lineirnich rovnic

T+ 2y+ 3z =4,

2z +y=—1,
—x+4+2z=0,
lze reprezentovat matici
1 2 3| 4
2 1 0| -1
-1 0 21 0
Definice. Reélnou (resp. komplexni) matici A typu m X n rozumime tabulku

o m Fadcich a n sloupcich, jejiz policka obsahuji redlnd (resp. komplexni) éisla.
Témto polickum fikdme prvky matice A a prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci
znacime a;;.

Matici je mozné vynasobit libovolnym ¢islem ¢, visledkem bude matice, jejiz prvky
budou rovny ptvodnim prvkim vynasobenym o dané ¢islo t.

Definice. Nulovou matici typu m x n rozumime matici, kterd ma vsechny prvky
rovné 0. Znacime ji Oy x-

Definice. Jednotkovou matici typu m X m rozumime ¢tvercovou matici, kterd ma
na diagondle 1 a mimo diagondlu 0 (diagondlou myslime hlavni diagonélu z levého
horniho rohu). Znaéime ji I,,,.
Definice. (S¢itdni matic) Méjme matice A a B typu m x n. Pak jejich souctem je
matice C typu m X n, pro kterou plati c;; = a;; + by;.
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Definice. Vektory budeme nazyvat matice typu 1 x n, resp. n x 1.

Definice. Mg¢jme vektory vy, vs,...,v,. Pak fekneme, ze vektor w je linedrni kom-
binact téchto vektort s koeficienty ai,as,...,a,, kdyz u = Z?’:l a;v; pro néjaka

realnd cisla a;.

Definice. (Nésobeni matic po prvcich) Mé&jme matici A typu m X n a matici B
typu n x p. Pak soucinem matic A - B rozumime matici C' typu m X p, kde ¢;; =
D=1 @ikDij-
Pro nasobeni matic se pouzivaji jesté nasledujici dva zpusoby:
(1) (Nasobeni matic sloupcovym pohledem) Je-li A = (a;;) matice typu m x n
a B = (b;i) matice typu n x p, pak pro kazdé j = 1,2,...,n plati, ze j-ty
sloupec v sou¢inu AB je linearni kombinaci sloupcti matice A s koeficienty
j-tého sloupce matice B.
(2) (Nésobeni matic fadkovym pohledem) Je-li A = (a;;) matice typu m x n a
B = (bjx) matice typu n X p, pak pro kazdé ¢ = 1,2,...,m se i-ty fadek
v soucinu AB rovné linedrni kombinaci Fadk matice B s koeficienty v i-tém
rfadku matice A.

Cviceni. Nésledujici pfiklady na nasobeni matic spodéitejte s pouzitim vSech t¥i
zpusobtu. Rozmyslete si, kterym zpﬁsobern se Vam nasobi nejlépe.

1 1 15 9 12
(g‘;;’) 8,13 5 10 2 |.(1 2 3)-( 8],
14 5 8 4 3 5 1
12 2 3 1 15 9 12
8 |-(1 2 3) 3 2 5 10 2|-( 8
1 581 4 3 5 1

Lisi se vysledek tretiho a ¢tvrtého prikladu, a pokud ano, jak? Je nasobeni matic
komutativni (ndsobeni dvou matic je komutativni, pokud plati A- B = B - A)?

Tvrzeni. (Asociativita a komutativita séitani matic) Mdme-li matice A, B a C
typu m x n. Potom plati

(1) A+ B=DB+A4,
(2) (A+B)+C=A+(B+C).

Cviceni. Jsou dany nasledujici matice A, B a C

12 45 3 115 153 9 10 0
A=131 23 7 |,B=|54 104 72 |,C=I3=|0 1 0
52 64 4 435 345 35 0 01

Spoctéte A+ B, B— A, A-C,(A-C)+ B.
Tvrzeni. (Asociativita nidsobeni matic) Maéame-li matice A typu m X n, B typu
n X p a C typu p X q, potom plati
(1) (A-B)-C=A-(B-C).
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Cviceni. Co musi spliiovat matice A a B, aby byly definovédny oba souciny A - B
i B - A? Najdéte nékolik riznych dvojic matic A a B, aby navic platila rovnost
A-B=B-A

Soustavy linedrnich rovnic

Nyni se vratime k motivaénimu piikladu ze zacatku

T+ 2y + 3z =4,
20 +y=-1,
—x+22=0.

Levou stranu muzeme reprezentovat matici A, pravou stranu vektorem b. Dohromady
takto celou soustavu reprezentujeme rozsifenou matici soustavy (A|b):

1 2 3| 4
(Ap)=1 2 1 0| -1
-1 0 2, 0
Vyrtesit soustavu linearnich rovnic je potom ekvivalentni s nalezenim vSech vektort
x, které spliuji rovnici A - x = b. Vektor x je v tomto pripadé

T
Tr = y

z

Shrnuto v maticovém zapisu ma nase soustava linearnich rovnic tvar

1 2 3 z 4
2 10 y | =1-1
-1 0 2 2 0

Cviceni. Najdéte vSechny vektory x spliiujici rovnici

1 2 2 0
2 01 z=11
1 1 2 1

Definice. FElementdrni fadkové upravy rozsifené matice soustavy jsou

(1) prohozeni dvou Fadkd matice,
(2) vynésobeni jednoho z fadk matice nenulovym ¢islem,
(3) pficteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému fadku.

ITouto matici rozumime matici A, kterou vpravo rozsifime sloupcem tvofenym vektorem b.
Neboli splacneme dohromady matici A s vektorem b.
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Poznamka. Obdobné tpravy funguji i pro samotnou soustavu rovnic a pro nés je
dilezité, ze neméni mnozinu feSeni soustavy.

Cviceni. Zamyslete se, jestli lze z elementarnich fadkovych tprav slozit algorit-
mus, ktery soustavu vyresi. Pokud ano, jak bude algoritmus vypadat?

Definice. FElementdrni matice je matice, ktera vznikne z jednotkové matice jednou
elementarni fadkovou tipravou.
Cviceni. Zkuste najit elementarni matice F1, Ey, E3 typu 3 x 3 takové, Ze pokud
jimi vynasobime matici A zleva, tak docilime:

(1) prohozeni prvniho a druhého Fadku,

(2) vynésobeni druhého fadku éislem 5,

(3) pri¢teni trojnasobku druhého fadku k tfetimu fadku,

1 23
A=|2 1 0],
-1 0 2
2 10 1 2 3 1 2 3
E.-A=|1 2 3|,B,b-A=[10 5 0|,B5-4=[2 1 0
-1 0 2 -1 0 2 5 3 2

Definice. Linedrni zobrazeni je takové zobrazeni f : R™ — R™, pro které plati
flutv) = f(u)+ f(v) a f(tu) = tf(u) pro redlné éislo t a vektory u a v. Ke kazdému
linearnimu zobrazeni f : R™ — R™ existuje jednozna¢né uréend matice A typunxm
takovd, ze pro vSechny v € R™ plati f(v) = Av.

Cviéeni. Naleznéte matice typu 2 x 2 téchto linedrnich zobrazeni: identické zobra-

zeni, osova soumérnost, stfedova soumeérnost, stejnolehlost. Na co se pfi nich zobrazi
&verec s vrcholy (0,0),(0,1),(1,1),(1,0)?

Cviceni. Naleznéte geometricky vyznam linedrniho zobrazeni uréeného matici

(cxter ~smie)).

Inverzni matice

Definice. Je-li A matice typu m x n, X matice typu n x m, pak X nazyvame
inverzni matict zprava k matici A, pokud plati A - X = I,,, matice A se v tom
ptipadé nazyva invertovatelnd zprava.

Definice. Je-li A matice typu m x n, X matice typu n x m, pak X nazyvame
inverzni matict zleva k matici A, pokud plati X - A = I,,, matice A se v tom pripadé
nazyva invertovatelnd zleva.

Definice. Jsou-li A a X ¢tvercové matice typu n x n, pak X nazyvame inverzni
matici k matici A, pokud plati X - A = A- X = I,, matice A se v tom pripadé
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nazyva invertovatelnd matice. Je-li A invertovatelna matice, pak matici inverzni
k A znadime A1,

Cviéeni. Musi inverzni matice existovat ke kazdé matici A? Je A=! (pokud exis-
tuje) uréena jednoznalné?

Cviceni. Najdéte matici inverzni zprava k matici
1 2 3
4 9 8)°
Cviceni. Najdéte matici inverzni zleva k matici
1 2
3 4
5 6
Cviceni. Najdéte inverzni matici k matici

(25)

Literatura a zdroje

[1] Libor Barto, Jifi Tama: Linedrni algebra
[2] Martin ,E.T.“ Sykora: Matice ze vSech stran, Zésada, 2017.
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Neuronové sité

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. Dnesni svét se stale vice toci kolem machine learningu. Neuronové sité
jsou aktualné nastrojem, ktery dosahuje state-of-the-art vysledkti v mnoha oborech.
V této prednasce si ukdzeme zdklady — jak neuronové sité funguji a pomoci jakych
metod dovedou vstfebévat a zobecnovat obrovské mnozstvi informaci.

Neuron

Co je to vlastné neuronové sit? Neuronové sité jsou inspirovany lidskym mozkem,
ve kterém mame spoustu neuronti — tyto neurony se mohou aktivovat, dostanou-li
spravny impulz od néjaké mnoziny s nimi propojenych neuronti. Je-li neuron akti-
vovan, naopak jiné mnoziné neuront impulz odesle. Pravé timto procesem vznikaji
nesmirné komplexni procesy napf. v lidském téle. Tak pro¢ to nezkusit v pocitacich?

X1 Wy
in=x,w; +xwy +x3w3 — b

1, in>0
X2 out = {

0, in<0

X3

Na obrazku vidime jeden neuron se tiemi vstupy a jednim vystupem. Jak by mohl
prenos informaci fungovat? Dejme tomu, ze kazdy vstup je bud aktivovany, nebo
ne, ¢emuz piitadime binarni hodnotu jednicky a nuly (formélné 1,22, x5 € {0,1}).
Jesté pritadime kazdému propojeni vdhu, ¢imz se snazime vyjadrit, jak moc je toto
propojeni ,silné“ — dileZité pro neuron (wi,ws, w3 € R). Neuron nyni dostane od
vstupll vaZeny prumeér in, ktery zavisi na vstupech a na sile (vize) konexi.

Nyni bychom chtéli rozhodnout, zda-li je tento ,impulz* dostateény pro aktivaci
naseho neuronu. Pfidame neuronu jesté dalsi vlastnost b € R, zvanou bias, kterd
vyjadiuje, jak ,tézké“ je neuron aktivovat. Neuron nyni vysle signél out € {0,1}
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podle toho, jestli se impulzu in povedlo bias pfekonat — pokud ano, neuron vysle
jednicku a je aktivovany.!
Tomuto modelu neuronu se ¥ika perceptron.

Priiklad. Zkusme si z tohoto snadného modelu udélat rozhodovaci proces:

r1 = ,Hedvika by se mnou $la na zmrzku.“

x9 = ,Venku zrovna prsi.“

r3 = ,Zmrzka mi chutna.“
out = ,Pajdu na zmrzku!*

Kazdé z téchto tvrzeni mize byt bud nepravda (0) nebo pravda (1). Urcete vahy
w1, Wwe, w3 a bias b tak, aby se rozhodlo, ze s Hedvikou se rozhodneme jit na zmrzku
vzdycky a bez ni jen tehdy, pokud zmrzka ndm chutna a neprsi.

Struktura neuronové sité

Vidime, Ze uz jeden neuron je schopny délat zajimava rozhodnuti. Co takhle postavit
celou strukturu neuront? Naptiklad na nasledujicim obrazku je vstupni vrstva, kterd
nastavuje neurony v prvni vrstvé. Vystup neurond prvni vrstvy je vstupem druhé
vrstvy neuroni, kterd zase svymi aktivacemi urci aktivaci posledniho vystupniho
neuronu.

Motivaci pro tuto vrstevnatou strukturu (neuronovou sit) je, Ze neurony ve vys-
sich vrstvach by mohly provadét abstraktnéjsi a komplexnéjsi rozhodnuti, jelikoz se
zakladaji na snazsich/elementarnéjsich rozhodnutich v predchozi vrstve.?

IMuzeme si to také predstavit tak, Ze tento neuron ,vazi“ dikazy, které mu vstupy poskytnou,
a podle toho se rozhodne aktivovat ¢i ne.

2P4r upiesnéni: Vstupni vrstvu nepovazujeme za neurony, vystupni vrstvu ano. Ostatnim vrst-
vam Fikdme skryté vrstvy (anglicky hidden layers). Sitim s vice nez jednou skrytou vrstvou se ¥ika
hluboké neuronové sité.
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Priklad. Ukazte, Ze s pomoci vhodné struktury perceptronil lze vyjadiit libovol-
nou logickou funkei f: {0,1}" — {0,1}.3

Vidime, Ze neuronové sité umi modelovat viceméné jakékoliv vypocetni rozhod-
nuti. Jak ale najit spravné vahy a biasy pro velkou neuronovou sit? Ruéné asi tézko.

Dosud jsme se zabyvali perceptrony — jinym typem neuronu je tzv. sigmoid. Tento
neuron nerozhoduje bindrné, ale prozene sviij vazeny vstup funkei o(z) = H%
a tuto hodnotu pogle na vystup.? Prvni znatelnou vyhodou sigmoidu je, Ze jeho
vystup spojité pokryva interval (0, 1), diky ¢emuz se vystupy téchto neurond daji
interpretovat jako pravdépodobnosti jevil. Hlavni vyhoda je ale pravé v jeho spoji-
tosti, diky ¢emuz se neuronové sité slozené ze sigmoidil daji trénovat, coz jde s per-
ceptrony kvili jejich bindrnimu chovani ztuha. Nadéle proto povazujme neurony za
sigmoidy.

Derivace a gradienty

Predstavime si zptlisob, jak neuronovou sit trénovat, tedy jak nastavit vdhy a biasy
neuronové sité automaticky pomoci trénovacich dat. Idea je nasledujici — ukazeme
pocitaci vstupy a o¢ekavané vystupy, napr. spoustu obrazki koc¢ek a spoustu obrazkt
bez kocek. Pomoci téchto dat vhodny algoritmus nastavi vahy a biasy. Poté bude
neuronové sit umét u novych obrazka urcovat, jestli na nich je ¢i neni kocka.
Budeme muset zabrousit do matematické analyzy — jakmile z ni ale vybrousime,

vvvvvv

Umluva. V podéitadich umime &sla vyjadiovat jen do ur¢ité presnosti a derivace
pocitdme numerickymi metodami. Proto bude nasledujici text zpravidla taky ko-
rektni jen do urcité presnosti — teoreticky patologické pripady v pocitaci nejsou pro-
blém, protoze nenastanou. Predpokladejme tedy, ze funkce, se kterymi pracujeme,
jsou dostatecné hezke :).

Piedstavme si funkci f(x), u které chceme najit minimum. Jak na to?

Definice. Smérnici primky myslime tangens thlu, ktery svird s kladnym smérem
osy x. Jestlize ma graf funkce f v bodé x tecnu, pak smérnici této teény nazyvame

derivact f v bodé x a znacime f’(x). Exaktnéji, f'(z) = }llin}) M (pokud je
—

funkce definovana na okoli z a dana limita existuje).

Tvrzeni. Pokud je f diferencovatelna (,derivovatelnd®) v x, pak f'(x) je redlné
cislo takové, ze pro h € R plati f(x+h) = f(x)+ hf'(z) + ha(h) pro funkci o, kterd
spliiuje }llin%) a(h) = 0.

—

Tim padem derivace funkce tzce souvisi s jeji nejlepsi lokdlni aproximaci pfimkou,
protoZze na pravé strané rovnosti mame pravé rovnici pfimky plus zbytek, ktery je
v blizkém okoli x zanedbatelny.

3To znamena, %e perceptron je tzv. vgpocetné univerzdlni soucastka.
4Témto funkcim se obecné ¥ika aktivacni funkce a je jich spousta. Napiiklad perceptron ma
vlastné také svou aktivacni funkci s bindrnim vystupem.
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Derivace ma spoustu zajimavych vlastnosti a existuje par jednoduchych pravidel,
pomoci kterych muzeme zderivovat prakticky cokoliv.

Tvrzeni. Pokud jsou f a g diferencovatelné ve spravnych bodech, tak plati:

) = f'(x) + ¢ (z) (linearita derivace)
(f(x)g(z)) = f(x)g(z) + f(x)g'(z) (derivace soucinu)

(f (9(@))) =g'(@)f (9(x)) (,Fetizkové pravidio®, & = 424

Pro predstavu si ukdzeme, co derivace vyjadiuje. Spolu s predchozim tvrzenim

nam bude stacit linearita derivace a zdkladni pravidlo (z") = nz"~! pro pfirozené
n.

Priklad. Mgjme polynom p(z) = (z — 3)(z + 1)(z + 2). Jaka je jeho derivace a co
z ni miZeme o polynomu zjistit?

Tvrzeni. Jestlize ma funkce f na néjakém okoli bodu = kladnou derivaci, pak je
na néjakém jeho okoli ostre rostouci. Pokud ma naopak derivaci zapornou, je naopak
na néjakém okoli ostre klesajici.

Tvrzeni. Jestlize ma funkce f v bodé x lokalni minimum nebo maximum, pak
derivace v tomto bodé bud neexistuje, nebo je nulova.

Nyni budeme potfebovat zobecnit na funkce vice proménnych. Tuénymi pis-
menky zna¢me tzv. vektory vice proménnych, napt. x = (1,22, ..,Z,). Pro multi-
dimenzionalni funkce plati analogie vySe uvedenych poznatkii.

Definice. Méjme funkci f(x), kde x € R™ je vektor vice proménnych. Parcidini

derivaci funkce f podle jeji i-té slozky znacime %. V podstaté funkci zderivujeme

podle jediné vstupni proménné, pficemz ostatni povazujeme za konstanty.

Parcidlni derivace udévé rychlost ristu/klesani funkce viiéi jedné slozce vstupu.
Pokud v8echny parcialni derivace slozime do jednoho vektoru, dostaneme souhrnnou
informaci o tom, jak se funkce chova ve vSech smérech.

Definice. Gradientem funkce f v bodé x nazveme vektor parcidlnich derivaci
Vf= (ﬂ of of ).

Ox1? Oxg? """ Oz,

Opét si gradient ukazeme na snadném piikladu.
Piiklad. Mg&jme polynom p(x,y) = %xQ + %yQ. Urcete jeho gradient a zamyslete
se nad nim.

Tvrzeni. Stejné jako u derivaci funkci jedné proménné, gradient v bodé a je nej-
lepsi aproximaci funkce f na lokalnim okoli bodu a.

Gradientovy sestup

Pointa metody gradientového sestupu je, ze se vzdy podle gradientu ,posuneme*
smérem, kterym hodnotu funkce nejvice snizime.
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Piiklad. Zndme hodnotu funkce f v bodé a € R™. V tomto bodé zndme i (ne-
nulovy) gradient Vf(a) € R™. Dokazte, Zze smér nejrychlejsiho snizeni funkce f je

—Vf(a).

Loss function
W
z J

v [-té vrstveé, b§ ) jeho bias (dohodnéme se, Ze bias budeme vzdy pri¢itat). Povazujme
L)

Pojdme si neuronovou sif 1épe formalizovat. Oznacéme a;’ aktivaci j-tého neuronu

a(® za vstup a a") za vystup posledni vrstvy neuront, tedy vystup (predikci) celé

fox . . o . « . . - o
sité. Oznadéme n; pocet neuronti v [-té vrstvé. Nechf je wik) véha spojeni neuront

s aktivacemi a,(clfl) aal.

J
o . PR (! o
Jako wvdZeny vstup neuronu s konecnou aktivaci ag) ozna¢me hodnotu

l l -1 1
0 = 5 el )
k

Plati tedy agl) =0 (zj(l)) .

Cely prechod od aktivaci jedné vrstvy k aktivacim druhé vypadad v maticovém
zépise nasledovné: al) = ¢ (W(l)a(lfl) + b(l)).5

Neuronova sit je vlastné jedna velkd funkce f(x) : R™ — R™~ kde x je vstup. To,
co na siti chceme optimalizovat, jsou jeji parametry, tedy vahy w a biasy b. Chtéli
bychom néjakym zptisobem méfit, jak je sit ,dobrd“ vzhledem k trénovacim dattim
(%0,¥0), -5 (Xn_1,¥n_1), kde x jsou vstupy a y spravné vystupy.°

Poiidime si proto tzv. ztrdtovou funkci: C(w,b) = %27;01 ly; — f(x;)]2.7

Tato ztratova funkce porovnava spravny vystup s tim, co spoéitala sit. Cim méné
se predikce shoduji, tim vét$i hodnotu funkce ma. Ztratova funkce tedy doslova
méfi, jak moc jsou predikce neuronové sité na nasich datech (s jejimi soucasnymi
parametry) Spatné, a to se hodi. Pfesné ztratovou funkci totiz chceme optimalizovat.
Staci spocitat zaporny gradient této funkce vzhledem k parametriim sité a posunout
se v jeho sméru — tohle opakujeme, dokud nedosdhneme lokalniho minima.

Zpétna propagace

Zbyvé posledni — jak vlastné spocitat gradient této (vétsinou velmi slozité) funkce
C(w,b)? Jelikoz gradient vii¢i vSem trénovacim datiim ziskdme snadno zpriméro-
vanim gradientti pro jednotliva trénovaci data, ukazeme si, jak spocitat gradient

5Pokud se v argumentu funkce objevi vektor, aplikujeme funkci po slozkach. w(® je dokonce
matice (vektor vektort) sdruzujici vSechny vahy z (I — 1)-ni do [-té vrstvy.

6Tato anotovana data mohou vypadat napt. takto: [(Hedvika chce do kina & prsi & mam rad
zmrzku, 1), (Hedvika nechce do kina & neprsi & nemam rad zmrzku, 0), ... |

"Stejné jako u aktivacnich funkci je dobré zminit, Ze mimo tuto kvadratickou ztratovou funkci
existuje i spousta dalsich v praxi uzite¢nych ztratovych funkeci.
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pro jediny ukézkovy vstup a vystup. Algoritmu na jeho spocitani se fika zpétnd
propagace.
Pro rekapitulaci — gradient funkce C'(w,b) se skldda ze vSech moznych parcial-

nich derivaci 88% a 362%' Abychom tyto hodnoty spoéitali, dava smysl postupovat
Wik J

v neuronové siti ,odzadu“. Nejdfive zjistime, jak ovliviiuje ztratovou funkci vystup
posledni vrstvy neuroni a jak bychom tedy méli posledni vrstvu zménit. Pak re-
kurzivné pokracujeme — jak zménit predposledni vrstvu neuronti, abychom zménili
aktivace posledni vrstvy spravnym smérem? A jak zménit predpfedposledni vrstvu,
abychom zménili aktivace pfedposledni vrstvy spravnym smérem? A tak dal.

Definice. Definujme chybu j-tého neuronu v [-té vrstvé jako

oC
920

J

(O
o;" =

Idea zpétné propagace se poté da shrnout nasledovné.

Véta. (4 rovnice zpétné propagace v maticovém zapisu)

5B = VarC© Ul(Z(L)) (BP1)
5O = (wHNT§HD) @ 5/ (z0) (BP2)
L% — 50 (BP3)
ob;
90 _ 50 (BP4)
ow'l !
ik

Easy, ne?

Prvni dvé rovnice vysvétluji, jak spocitat chybu neuronu pro vSechny neurony.
Druhé dvé vysvétluji, jak to vyuzit k vypoctu gradientu.

(BP1) vyjadfuje chybu posledni vrstvy na zdkladé vlivu aktivaci v posledni vrstvé
na ztratovou funkci — vektor téchto parcidlnich derivaci vaéi vystuptim posledni
vrstvy (gradient) znac¢ime V,i)C . Také je zapotiebi vzit v potaz vliv aktivacni
funkce, kterou hodnota z(“) prochazi.®

(BP2) vyjadfuje chybu [-té vrstvy sité na zakladé chyby (I + 1)-ni vrstvy — zde
provadime maticové nasobeni vahami mezi témito dvéma vrstvami, pfiCemz opét
musime vzit na védomi i vliv aktiva¢ni funkce.’

Pomoci (BP1) a (BP2) tedy dovedeme ,odzadu® spocitat chybu vSech neuront
sité.

(BP3) je dobra zprava — derivace ztratové funkce viéi biasu neuronu je p¥imo
chyba tohoto neuronu.

8Tomu divnému kolecku se ¥ikd Hadamardiv soucin, znamena to nasobeni po slozkach.
9To divné T-cko je tzv. transpozice matice.
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(BP4) je zajimava — derivace ztratové funkce vii¢i vdze propojujici tento neuron
s néjakym predchozim neuronem je imérna aktivaci toho predchoziho neuronu. Jinak
feCeno, z aktivniho neuronu dostaneme silné impulzy na zménu z néj vychazejicich
vah. Naopak, je-li neuron maélo aktivni (tj. jeho aktivace je blizkd nule), je z pohledu
ztratové funkce prislusnd konexe malo duleZitd, proto vznikne jen maly impulz pro
zménu jeji vahy.
Priklad. Dokaz rovnice zpétné propagace pomoci vyse uvedeného tzv. retizkového
pravidla.

Véta. (Univerzalita neuronovych siti) Uz pomoci neuronové sité s jedinou scho-
vanou vrstvou neuront Ize libovolné dobfe aproximovat libovolné slozitou spojitou
funkei.

Zavérem

Proniknout do matiky, na které jsou postavené neuronové sité, nejde nardz. V tomto
prispévku jsou uvedené ty nejzékladnéjsi véci, ale je toho mnohem vic — plejada
ruznych aktivac¢nich a ztratovych funkci nebo jiné architektury. Naptiklad konvoluéni
sité, které jsou pouzivany pro rozpoznavani obrazkt, nebo rekurentni neuronové
sité (LSTM) pouzivané pro zpracovavani lidské feci a pieklad. Doporucuji zkusit si
néjakou neuronovou sit nakddit, viz zdroje :)

Literatura a zdroje

[1] Michael Nielsen: Neural Networks and Deep Learning,
lhttp://neuralnetworksanddeeplearning.con
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Mocnost bodu ke kruZznici

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zakladnimi vlastnostmi mocnosti bodu ke kruz-
nici a ilustruje jeji pouziti v geometrickych tlohach.

Trocha teorie na Gvod

Definice. Je déan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|* — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vnég, resp. uvniti kruznice k, je ¢islo p(M, k) kladné,
resp. zéaporné. Lezi-li bod M na kruZnici k, je p(M, k) = 0.

Poznamka. Necht M a N jsou dva rizné body. Pak p(M,k) = p(N, k), pravé
kdyz |[MO| = |NO|.

Tvrzeni. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak
plati
|MA|-|MB], lezi-li M vné k,
p(M, k) = L e
—|MA|-|MB|, lezi-li M uvnitf k.

Jestlize specialné M lezi vné k a oznacime T bod dotyku tecny ke kruznici k vedené
bodem M, pak p(M,k) = |[MT|>.

Tvrzeni. Necht ABCD je étyfiithelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |MA|-|MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodt X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, [.

Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolma na spojnici jejich
stred.

Tvrzeni. Uvazme tii kruznice ki, ko, k3. Pak jejich vzajemné chordaly prochazeji
jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobézné). Tomuto bodu se Fika potenéni stied
kruznic kq, ko, k3.
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Piiklady

Priklad 1. KruZnice k, [ se stiedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spolecnou te¢nu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T', U, v bodé P.
Pak |PT| = |PU|.

Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy K L kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. Kruznice vepsand trojihelniku ABC se dotyké jeho stran AB, BC,
CA v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y7, Y, Z1, Zs, M st¥edy tseéek F'B, BD,
DC, CFE, BC. Kone¢né bud X = Y1Y> N Z;Z,. Dokazte, ze XM L BC.

Priklad 4. Mséjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC' zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k1, kterd se dotyka AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téz kruznici ks, ktera se dotyka AB v bodé€ B a téz prochazi
bodem D. Ozna¢me E druhy prisecik kruznic k; a ko. DokaZte, ze tthly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisté 2007)

Priklad 5. Teény skrz A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T a U. Bud M stfed
AT. Usecka MU protne k podruhé v bodé X. Dokazte, ze XA =2 - MX.

Priklad 6. Na pifimce p lezi body A, B, C, D v tomto potradi. KruZznice nad
praméry AC, BD se protnou v X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
P¥imka CP protne kruznici nad AC podruhé v bodé M, piimka BP kruZnici nad
BD v bodé N. Ukazte, ze piimky AM, DN, XY prochézeji jednim bodem.

(IMO 1995)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me By, Cy paty prislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla tecnou ke kruznici opsané APACy, a pfimka PC
tecnou ke kruznici opsané APABy. Dokazte, ze AP je kolma na BC'.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ leZi na strandch C'A a AB trojihelnika ABC. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy usecek BP, C(Q) a PQ. Déale predpokladejme, ze pfimka
PQ je teénou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM. Ukazte, ze body P a @ jsou
stejné vzdalené od st¥edu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

Priklad 9. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' s ortocentrem H. KruZnice se stie-
dem ve stfedu strany BC' prochézejici bodem H protne BC' v A;, As. Body By, Ba,
C1, C5 definujeme podobné. Dokaztem ze téchto Sest bodt lezi na kruznici.

(IMO 2008)

Priklad 10. Je dana kruznice k a pfimka p. Bod P se nachéazi na p. Teény z P
ke k se ji dotykaji v T' a U. Uvazme kruznici se stfedem P prochézejici body 7', U.
Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochéazeji dvéma spole¢nymi body.
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Priklad 11. Na strané BC trojihelnika ABC s vyskami BM, CN a kolmistém
H je dan bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly prameéry kruznic
BW N, respektive CW M. Dokazte, Zze body X, Y, H lezi na ptimce. (IMO 2013)

Priklad 12. Necht ABCD je ¢tyiuhelnik vepsany do kruznice k takovy, ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|. (MKS 2005)

Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC' s vepsistém I a opsistém O. Kolmice na AT
skrz I protne BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, ze body A’, B’, C'
lezi na p¥imce kolmé na OI.

Priklad 14. Uhlopiicky nerovnoramenného lichobé&zniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht A; je druhy prusecik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, Dy definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéznik.
(Turnaj mést 2008)
Priklad 15. Osy thlt u vrcholt A, B protnou protéjsi strany trojuhelnika ABC
v bodech D, E a samy sebe v I. Pfimka DF protne kruznici opsanou v M a N.
Dokazte, ze pripsisté 14 a Ig lezi na kruznici MIN. (ARO 2006)
Bod P na polopfimce AG spliuje <CPA = <CAB, bod @ na polopfimce BG
splituje <CQB = <ABC. Dokazte, ze se kruznice AQG a BPG protinaji na AB.
(Kanada 2013)
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Navody

1. Uvazujte mocnost z bodu P.

2. Pouzijte pravouhlé trojihelniky.

3. Uvazujte B, C jako nulové kruznice.

4. Ptimka DFE prochazi stfedem tsecky AB, pouzijte tisekové thly.

5. Dokreslete kruznici opsanou AXU.

6. Hledany priisecik bude potencnim stiedem.

7. Bod P je pruseéik vysky z vrcholu A a Thaletovy kruznice nad BC.

8. Ukazte, ze trojuhelniky M KL a AQP jsou si podobné.

9. Dokazte, Ze na kruznici lezi vzdy dvé dvojice bodd. Mohlo by se jednat o riizné

kruznice?

10. Primka p je chordéla k a néjakého bodu.

11. Protnéte kruznice podruhé.

12. Dokazte, ze MQ je tecnou ke kruznici opsané BDQ).

13. Uvazujte I jako kruznici s nulovym polomérem.

14. Kombinujte ¢tyfi rovnosti ziskané z mocnosti.

15. Dokazte, ze DFE je chordala dvou kruznic.

16. Uhlové podminky pfevedte na tecnosti a tipnéte spravny bod na AB.

Literatura a zdroje

Cerpala jsem z ptispévkil Tondy Le a Veréi Hladikové, kterym timto velice dékuji.
[1] Anh Dung ,Tonda“ Le : Mocnost bodu ke kruznici, Hojsova Straz, 2016.
[2] Verca Hladikova: Mocnost bodu ke kruznici, iKS Strmilov, 2018.
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Ramseyovky

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Pravidelné struktury se v matematice skryvaji véude. I kdyz si vezmeme
nahodné vytvorené objekty, tak casto staci, aby byly dost velké, a mame zajisténou
urcitou pravidelnost. V teorii grafi se timto zabyva pfevazné Ramseyova teorie, jejiz

Véta. (Dirichlettv princip) Pro pfirozend n, k méjme nk + 1 mic¢ku obarvenych k
barvami. Pak musi existovat n + 1 micki stejné barvy.

Uloha. (Motivace) Méjme skupinu 6 lidi, kde se kazdi dva lidé navzajem bud znaji,
nebo neznaji. Ukazte, ze existuje trojice, ve které se kazdi dva znaji, nebo kazdi dva
neznaji.

Véta. (Ramseyova véta — dvojbarevnd) Pro kazd4 pfirozena n, m existuje N ta-
kové, ze kdyz obarvime hrany uplného grafu na N vrcholech ¢ervenou a modrou,
tak vzdy nalezneme cCerveny uplny podgraf velikosti n nebo modry tplny podgraf
velikosti m.

Definice. Nejmensi takovéto ¢éislo N z pfedchéazejici véty se znaci R(m,n).
Tvrzeni. Plati nerovnost R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1).
Poznamka. Podle motivaéni ilohy je R(3,3) < 6. Ukazte, ze skutecné R(3,3) = 6.

Véta. (Ramseyova véta — vicebarevnd) Pro kazdd pFirozend ny, ... ,ny existuje N
takové, ze kdyz obarvime hrany uplného graf na N vrcholech k barvami, tak pro
néjaké 1 < i < k nalezneme tplny podgraf na n; vrcholech, jehoz hrany maji vSechny
i-tou barvu.

Definice. Nejmensi takovéto ¢islo N z predchazejici véty se znadi R(ng,... ,ng).
Tvrzeni. Plati nerovnost R(nq,...,n;) < R(ny,... ,ng—2, R(ng_1,n%)).

Podobna tvrzeni se daji zformulovat i pro nekonec¢né grafy. My se podivame pouze
na nekonecno ,stejné velké“ jako mnozina pfirozenych ¢isel. Vysledky jde zobecniovat
i déle, ale na to uz jsou potieba netriviadlni znalosti z teorie mnozin.

Véta. (Ramseyova véta — nekone¢nd) Méjme nekoneény graf, kde vrcholy tvoii
mnozina prirozenych ¢isel a hrany vSechny dvojice prirozenych ¢isel. Kdyz hrany
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tohoto grafu libovolné obarvime kone¢nym poctem barev, tak vzdy bude existovat
nekonec¢ny jednobarevny uplny podgraf.

Poznamka. Platnost nekone¢né verze Ramseyovy véty implikuje platnost kone¢né
verze.

Klasicka definice grafu ndm pomaha ukazovat vztahy mezi dvojicemi objektia. Co
kdybychom se ale rozhodli zkoumat vlastnosti trojic, ¢tveric, atd.? K tomu bychom
museli klasickou definici grafu rozsitit na strukturu, které se fika hypergraf. Jed-
noduse Teceno za hrany lze povazovat néjakou p-tici vrcholi a ne jenom dvojice.
Formalni definici si uvadét nebudeme, ale vyznam by mél byt jasny z nasledujici
veéty.

Véta. (Ramseyova véta — pro p-tice) Pro kazdd pfirozend n, p, k existuje pfirozené
N takové, aby platilo nasledujici. V tiplném grafu na N vrcholech piifadime kazdé
p-tici vrcholi jednu z k barev, potom vzdy existuje uplny podgraf o n vrcholech,
kde kazda p-tice z danych n vrcholii ma stejnou barvu.

Poznamka. Stejné véta plati i pro nekonecné grafy, ostatné z ni se ¢asto koneéna
véta i vyvozuje.

Perlicky na piirozenych Cislech

Véta. (Van der Waerdenova) Pro libovolnd pfFirozens ¢isla d, k existuje piirozené
N takové, ze kdyz jakkoli obarvime ¢isla 1,... N k barvami, tak vzdy najdeme
jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky d.

Definice. Nejmensi takovéto ¢éislo N z pfedchéazejici véty se znaci W(d, k).
Tvrzeni. W(3,2) <5-(2-25+1).
Tvrzeni. W(3,3)<7-(2-37+1)-(2-37237+) 4 1),

Dtikaz vyse uvedenych tvrzeni vyuziva toho, Zze najdeme dostatek jednobarevnych
(ale navzajem rtzné barevnych) aritmetickych posloupnosti délky 2 mificich do stej-
ného mista. Tim zajistime, Ze ¢islo na tomto misté uz musi dopliiovat jednu z téchto
posloupnosti na jednobarevnou posloupnost délky 3. Stejnou myslenkou ve spojeni
s dvojnasobnou indukci podle délky posloupnosti a poc¢tu barev 1ze dokézat Van der
Waerdenovu vétu i v obecném piipadé. Pro formalni dikaz se hodi uvazovat jedno
zanofen{ indukce navic. Konkrétné pokud bychom chtéli dokdzat koneénost W (d, k),
tak dokazovat, Ze pro vSechna prirozena i < k existuje N takové, Ze libovolné obar-
veni mnoziny {1,..., N} obsahuje jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky
d nebo ¢ rtizné barevnych jednobarevnych aritmetickych posloupnosti délky d — 1
mificich do stejného mista.

Véta. (Schurova véta) Pro kazdé obarveni piirozenych ¢isel dvéma (resp. konec¢né
mnoha) barvami existuji z,y, z € N majici stejnou barvu a splitujici x + y = z.

76



MARTIN RASKA

A jsou tu i n&jaké priklady!

Uloha 1. (Erdés-Szekeres) V posloupnosti (n —1)(m — 1) + 1 riiznych pfirozenych
¢isel vzdy existuje klesajici podposloupnost délky n nebo rostouci délky m.

Uloha 2. Kazdy bod v roviné je obarven bud modfe, nebo cervené. Ukaz, Ze
existuje obdélnik s vrcholy stejné barvy.

Priklad 3. Dokaz, ze dokonce W(3,2) = 9.

Piiklad 4. Dokaz, ze R(k,l) < R(k — 1,1) + R(k,l — 1), pokud jsou obé ¢isla
R(k—1,1) a R(k,l — 1) suda.

Priiklad 5. Dokaz, Ze existuje nekoneénéd mnoZina pfirozenych ¢isel H takova, Ze
pro kazda dveé rtzna ¢isla x,y € H ma ¢islo x +y sudy pocet riznych provociselnych
dalitela. (Staré PraSe — mySmas)
Priklad 6. Dokaz, Ze existuje mnozina H z pfedchoziho piikladu, kterd obsahuje

dokonce po dvou nesoudélnéa ¢isla.

Priklad 7. (Happy ending problem) Dokaz, ze pro kazdé n € N existuje N € N
takové, ze kazda mnozina N bodd v obecné poloze v roviné obsahuje n bodt v kon-
vexni poloze (tj. vrcholy konvexniho n-tihelnika).

Priklad 8. V tplném grafu o 17 vrcholech je kazdd hrana obarvena modfe, ¢ervend,
nebo zelené. Dokaz, Ze v grafu existuje jednobarevny trojihelnik. (IMO 1964)

Priklad 9. (Modularni Velkd Fermatova véta) Ukaz, ze pro kazdé pfirozené n
existuje po takové, ze pro vSechna prvocisla p > py mé kongruence

n

2" +y" =2" (mod p)

feSeni pro néjaka x, y, z € N, kde zyz # 0 (mod p).
Piiklad 10. Existuje funkce f : N> — N takova, Ze pro libovolnou nekoneénou
podmnozinu M ptirozenych ¢isel plati {f(a,b);a,b € M} = N?

Piiklad 11. (t€z81) Obarvéme ¢isla {1,...,1978} libovolné Sesti barvami. Dokaz,
Ze existuji t¥i stejnobarevna ¢isla x, y, z spliujici « + y = 2. (IMO 1978)

Navody
1. Uvazujte dvojice Cisel fikajici, jaké nejdelsi klesajici a rostouci podposloupnosti
na konkrétnich ¢islech v posloupnosti konci.

2. Vezméte si miizku boda s celociselnymi souradnicemi a podivejte se na svislé
trojice bodt.

5. Aplikuj Ramseyovky tfeba na mnozinu ¢isel davajici po déleni 3 zbytek 1.
7. Nejdiiv vySetti piipad pro n = 4.
s
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8. Ke spocetni R(3,3,3) pouzij fakt, ze R(3,3) = 6.

9. Pomoci primitivniho prvku pro p si vSechna ¢isla v Z; napis jako mocninu tohoto
prvku a nasledné je obarvi podle velikosti exponentu modulo n.

10. Neexistuje. Dokonce neexistuje, i kdybychom dvojice pfirozenych ¢isel ,,barvili“
pouze 4 barvami misto vSech prirozenych ¢isel.

Literatura a zdroje

[1] B. M. Landman, A. Robertson: Ramsey theory on the Integers, SML, 2014.
[2] Ben Green, Ramsey Theory and the IMO,
lhttps: //www.jstor.org/stable/362184]
[3] Jongmin Baek: Introduction to Infinite Ramsey Theory, 2017.
[4] Vasek Rozhoit: Uvod do Ramseyovy teorie, Lipova-lazné, 2016.
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Simsonova piimka

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékteré vlastnosti Simsonovy pfimky a fadu tuloh,

k jejichz FeSeni lze Simsonovu pfimku vyuzit.
Véta. (Simsonova piimka) Oznaéme K, L, M paty kolmic vedenych z bodu P
na strany trojuhelnika BC, C A, AB trojuhelnika ABC. Pak body K, L, M lezi
v piimce pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC'. Této
piimce se Fika Simsonova primka bodu P vzhledem k trojihelniku ABC.
Zajimavost. (Sikma Simsonova ptimka) Body leZ na pfimce i pokud v predcho-
zim tvrzeni nahradime kolmice pfimkami, které sviraji s prisluSnymi stranami stejny
tthel (orientovany).

Cviceni. Simsonovou ptimkou vrcholu trojthelnika je vyska na protéjsi stranu.

Cviceni. Simsonovou pfimkou obrazu vrcholu podle stfedu kruZnice opsané je
protéjsi strana.

Tvrzeni 1. Je-li H ortocentrum, pak Simsonova pfimka bodu P piili iisecku PH.
Tvrzeni 2. Je-li S stied kruznice opsané, pak Simsonovy piimky bodi P a Q)
sviraji thel 1|<PSQ)|.

Dusledek. Simsonovy primky protéjsich bodi jsou na sebe kolmé a protinaji se

na Feuerbachové kruznici.

Dutsledek. Maji-li dva trojiihelniky spolec¢nou kruznici opsanou, pak tihel Simso-
novych primek bodu P vzhledem k témto trojihelnikiim nezavisi na volbé bodu P.

Piiklady

Piiklad 1. (Kamarad bodu na kruznici) Pro bod P na kruznici opsané trojihel-
niku ABC plati, Ze obrazy pfimek PA, PB, PC v osovych soumérnostech postupné
podle os thla BAC, CBA, ACB jsou rovnobézné a navic sviraji se Simsonovou
pfimkou pravy thel.

Priklad 2. Na krat$im z obloukt C'D kruznice opsané pravothelniku ABCD
zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD oznacme postupné
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K, L, M. Ukazte, ze tthel <LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je Ctverec.
(MO 58-111-2)

Priklad 3. (Miqueltiv bod) Méjme ¢tyfi pfimky v obecné poloze (Zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné tii se neprotinaji v jednom bodé). Kazd4 trojice z nich definuje
trojuhelnik a uvazime-li kruznice opsané témto ¢tyfem trojuhelnikdim, protinaji se
v jednom bodé.

Zajimavost. (Cliffordav fetizek) Pét Miquelovych bodu definovanych ¢tveficemi
z péti pfimek v obecné poloze lezi na kruznici, Sest téchto kruznic danych vSemi
péticemi piimek ze Sesti primek v obecné poloze se protinaji v jednom bodé atd.

Priklad 4. Na pfimce jsou dany body A, B, C' a mimo ni bod P. Dokazte, ze
bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku tvofenému stfedy kruznic opsanych troj-
thelnikim ABP, BCP, ACP.

Priklad 5. V trojthelniku ABC protina osa thlu BAC protéjsi stranu v bodé D.
Ozna¢me P, @) paty kolmic vedenych bodem D na strany AB, AC. Kolmice na BC'
z bodu D protne PQ v bodé X. Ukazte, ze X lezi na téznici z bodu A.

Priklad 6. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do pulkruZnice se stfedem O
a prumérem AB. Oznaéme P, @, R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, ze velikost ostrého tihlu, ktery sviraji pfimky PQ a RS,
je rovna 1|<XOZ|. (USAMO 2010)

Priklad 7. Nechf kruznice vepsand trojuhelniku ABC m4 stfed I a dotyka se
stran BC, C A, AB postupné v bodech D, E, F. Necht déle M je stied strany BC.
Pak se pfimky EF, DI a AM protinaji v jednom bodé.

Priklad 8. Na kruZnici opsané trojihelniku ABC lezi body P, @ tak, aby
PQ || BC. Paty kolmic z bodti P a @ na AB, respektive AC ozna¢me postupné
X1, Y1, respektive Xo, Y5. Dokazte, ze piimky X; X5 a Y1Ys se protinaji na vysce
na stranu BC.

Priklad 9. UvaZujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rovnobéznik
a BCED je tétivovy ¢tyttuhelnik. P¥imka [ prochézi bodem A, protind usecku DC
v jejim vnitinim bodé F' a pfimku BC v bodé G. Plati-li |EF| = |EG| = |EC],
ukazte, ze [ je osou thlu DAB. (IMO 2007)

Pfiklad 10. Necht ABCD je teénovy ¢tyftahelnik a g je pfimka prochazejici bo-
dem A, kterd protind stranu BC v bodé M a pfimku C'D v bodé N. Oznac¢me I,
I, I3 stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim ABM, MNC a NDA. Ukazte, ze
ortocentrum trojthelnika I;I5 15 leZi na piimce g. (IMO Shortlist 2009, G8)

Priklad 11. Oznaéme H ortocentrum ostrouhlého trojuhelnika ABC a k jeho

kruznici opsanou. Pfimka prochazejici bodem H protne kratsi oblouky AC, BC

kruznice k postupné v bodech M, P. Rovnobézka se Simsonovou pfimkou bodu P

vzhledem k trojuhelniku ABC vedend bodem M protne k v bodé K, rovnobézka
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s BC' vedend bodem P protne k podruhé v bodé (). Ozna¢me J prusecik BC a KQ.
Dokazte, ze trojuhelnik K JM je rovnoramenny. (China TST 2011)

Priklad 12. Necht ABC je ostroihly trojthelnik a w kruznice jemu opsana. Déle
necht ¢ je te¢na kruZnice w a t,, tp, t. jsou po fadé obrazy pfimky t v osové syme-
trii podle primek BC, C A, AB. Ukazte, ze kruznice opsana trojtihelniku uré¢enému
piimkami t,, tp, t. se dotyka kruZnice w. (IMO 2011, 6)

Navody

1. Pro kolmost obrazu pfimky PC uvazte tétivovy ¢tyfuhelnik PCKL.

2. Dokreslete paty kolmic z P na AD a BC. Naleznéte Simsonovy pfimky a uvé-
domte si, ze |[<LKM| = |<APB|.

3. Protnéte dvé z kruznic v bodé P a uvédomte si, ze paty kolmic v jednotlivych
trojuhelnicich definuji stejné primky.

Interpretujte stfedy usecek AP, BP, C'P jako paty kolmic.
Spustte kolmici ze stiedu kratsiho oblouku BC' a pouZijte stejnolehlost.
Vsimnéte si, ze PQ a RS se protinaji na AB.

Pouzij Simsonovu pifimku ze Svrékova bodu.

e B

Dokreslete kolmice z P, @ na BC' a najdéte rovnobézniky.
9. Uvazte Simsonovu pfimku bodu E vzhledem k trojuhelniku BC'D a vyuhlete.

10. Vyuzijte Tvrzeni 1 pro Simsonovu pfimku bodu C' vzhledem k trojuhelniku
I 1513.
11. Oznacte S = M PN BC a uvédomte si, ze staci, aby KSJM byl tétivovy.
12. Ozna¢me T dotyk t s w, A’ prusecik t;, s t. a analogicky B’ a C’.
(i) Body X, Y, Z definujeme jako obrazy T podle BC, C A, AB. Dokazte, ze
lezi v primce.

(ii) Dokazte <(XC,XC") = <«(YC,Y ().

(iii) Oznacte K Miqueltv bod pro piimky A’'B’, B'C’, C'A’, XY .

(iv) Douhlete, ze K je hledany bod dotyku.

Literatura a zdroje

Cely piispévek je bezostysné zkopirovan od Stépdna Simsy, kterému timto dékuji.
[1] Stépan Simsa: Simsonova Primka, Mezimésti, 2017.
[2] Pepa Tkadlec: Simsonova Primka, Hojsova Straz, 2011.

[3] Martina Vavackové: Simsonova Piimka, Zésada, 2014.

[4] www.artofproblemsolving.com
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Kvantové pocitace

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Cilem pfednéasky bude stru¢ny uvod do toho, jak skuteéné funguji kvan-
tové pocitace a co délaji.

Varovani: V tomto pfispévku se bude nachazet jen velmi zfedéné verze piednéasky.
Pokud chcete kvantové pocitace pochopit a nechcete/nemiizete pfijit na prednasku,
projdéte si zdroje uvedené v sekci Literatura a zdroje (doporucuji v pofadi, v jakém
jsou sefazeny).

Téz pocitejte s tim, ze dost véci bude feceno vcelku neformalné. Jestli to chcete
formalnéji, prectéte si zdroje.

Seznameni s qubitem
Tvrzeni. (Churchova-Turingova teze) Pokud néjaky algoritmus sklddajici se z ma-
nipulace symboli umi provést ¢lovék, pocitac to zvladne taky.

Definice. Qubit (Gteme ,kjubit*) je oznaceni pro neurdeny jednotkovy vektor
v R™. Stav qubitu je konkrétni vektor.

Znacéeni. Vektor v takzvaném ket zapisu znaéime |p). Konkrétné ve dvojrozmér-
‘s 1
ném prostoru pouzivame |0) := <0> a|l) = (g)

Piiklad. Kazdy vektor se da zapsat jako linedrni kombinace |0) a |1). Naptiklad

vektor (_0’0628> muzeme zapsat jako 0,6¢|0) — 0,8|1). Takové linedrni kombinaci
fikdme superpozice.

Definice. Amplituda qubitu na néjaké pozici je prislusny koeficient v linedrni kom-
binaci.

Poznamka. To, Ze je qubit vektor jednotkové velikosti, znamend, Ze soucet dru-
hj’ch mocnin absolutnich hodnot amplitud je roven jedné.

Piiklad. Vektor 0,6¢/0) — 0,8|1) mé na pozicich |[0) a |1) amplitudy 0,6: a —0,8.
Toto je skuteéné stav qubitu, protoze |0,64|2+|—0,8]% = 0,62+0,8% = 0,36+0,64 = 1.
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Zakladni kvantové brany a obvody

Definice. Kvantovy drdt nic nedéld, jenom presouvd qubit (kreslime, jako by byl
v prostoru, ale ¢asto je prenos spi§ v ¢ase). D4 se vyjadfit matici

1:(3 ‘1))

Graficky se zna¢i nasledovné:

Definice. Kvantovd NOT brdna (zna¢ime ji obvykle pismenem X) prohazuje stavy
|0) a |1) a na zbytek se linedrné rozsifi. Tedy X|0) = |1), X|1) = |0) a obecné
X (al0) + B[1)) = a1) + B|0). Da se vyjadiit matici

X:<(1) é)

Poznamka. Kvantovd NOT bréana je sama k sobé& inverzni.

x| X— =

Graficky se zna¢i nasledovné:

Definice. Hadamardova brdna (znacime ji obvykle pismenem H) je déna jako

brana, pro kterou plati H|0) = %, H|l) = |0>\;§|l> a na ostatni se rozsifi linedrné.

()

Poznamka. Hadamardova bréna je sama k sobé inverzni.

Da se vyjadrit matici

Graficky se znaci nasledovné:

Odbocka k lingebre

Definice. Pokud A je m x n komplexni matice, kterd ma v i-tém fadku a j-tém
sloupci ¢islo a; j, pak A* je n x m komplexni matice, kterd ma v i-tém fadku a j-tém
sloupci ¢islo aj ;.
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KVANTOVE POCITACE

Definice. Komplexni matici U nazveme unitdrni, pokud plati UU* =1 = U*U.

Cviceni. Rozmyslete si, ze I, X, H a matice Y = ((z) 0i> az = (é _01>
jsou vsechny unitarni.

Definice. Pokud méme vektor |p) v ket zdpisu, pak (¢| := |p)* je takzvany bra
Zapis.

Poznamka. Velikost vektoru |p) se rovna /([|¢).

Véta. Ctvercova matice M je unitarni pravé tehdy, kdyz pro kazdy vektor |p) ma
lp) a M|p) stejnou velikost.

Poznamka. Vsechny brany, kterymi qubit prochazi, musi byt unitarni.
Méreni qubitu

Definice. MeéFici brdana je takova bréna, kterd kdyz do ni pfijde qubit a|0) + 3|1)
zméif 0 s pravdépodobnosti |a|? a 1 s pravdépodobnosti |3]2. Znadi se:

Cviéeni. Na vstupu dostanete bud qubit %, nebo ‘0>\;§|1>. Jak zjistite, ktery

z nich to je?
Dalsi kvantové brany

Poznamka. V systému miZeme mit vic nez jeden qubit. Potom na néj pohlizime
jako jednu velkou superpozici. Napfiklad pro dva qubity, jeden «|0) + 5|1) a druhy
~]0) 441}, s nimi pracujeme jako s jednim qubitem a~y|00) +d]|01) + 3v[10) +55|11).

Definice. Kontrolovand NOT brdna, zkracené CNOT brana, je brana dana tak,
7e a|00) + B]01) + ~|10) + 6]11) pfitazuje «|00) + 5|01) + §|10) + v|11). Obrazek

vypada nasledovné:
L e

4637

Horni qubit se nazyva kontrolni a spodni cilovy. CNOT brana pak vlastné znamena,
7e pokud je horni qubit [1), pak funguje jako NOT brana na cilovy qubit. Jinymi
slovy tak plati |z, y) — |z,x D y).

Cviceni. Pro bazové stavy CNOT neméni kontrolni qubit. Najdéte stav, kdy

CNOT brana zméni kontrolni qubit a nezméni cilovy.
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Poznamka. CNOT brana je unitarni zobrazeni a je sama svym vlastnim inverzem.
Definice. Globdini fdzovd brdna je brana, které pro néjaké redlné o vSechny am-
plitudy vynésobi ¢islem e*®.

Poznamka. Globalni fizové brany nic neovliviiuji a mohou byt ignoroviny. Spe-
cialné muzeme vSechno vyndasobit —1 a vSe bude fungovat uplné stejné.

Tvrzeni. Kvantovy pocita¢ umi spocitat vSechno, co umi spocitat normalni poci-
ta¢, a to v (asymptoticky) stejném nebo lepsim case.

Cviceni. Bréna, kterd ptsobi jako AND bréna, nejde postavit jen za pomoci (uni-
tarnich) jednoqubitovych bran a CNOT bran, které jeden ze zkoumanych qubitl
berou jako kontrolni a druhy jako cilovy.

Definice. Toffoliova brdana je brana se dvéma kontrolnimi qubity a jednim cilovym
qubitem dana na bazovych qubitech tak, ze ptisobi na cilovy qubit jako NOT brana
a kontrolni qubity neméni, pokud jsou oba kontrolni qubity |1), jinak neméni zadny
z qubitt. Jinymi slovy |z,y, z) — |z,y, 2z ® (x A y)). Znadime:

7)) ————— o)

y) ———— v

2) —b—— @Ay @2)

Tvrzeni. Toffoliova bréna lze sestrojit jen z (unitarnich) jednoqubitovych bran a
CNOT bran.

1 . . .
Dikaz. Vezmeme T = ( 0 eig /4> a rozmyslime si, ze funguje toto:
@ I
7] ] = 1

—H| ] 7| 7] | T H ——
Poznamka. Inverz Toffoliovy brany je Toffoliova brana.

VyuZivani superpozice

Definice. Jako wyhleddvaci problém myslime tlohu, pti které mame néjakou mno-
zinu N potenciadlnich feSeni, z nichz pfesné jedno je skutecné feSeni, a program
(budeme mu fikat éernd krabicka), ktery umi o daném potencidlnim feseni posoudit,
je-li skuteénym feSenim.
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KVANTOVE POCITACE

Pri pouziti normélniho pocitace bychom na najiti skuteéného feseni potiebovali

rfadové N pouziti ¢erné krabicky. S kvantovym pocita¢em nadm vétSinou staci @
pouziti.
Znadeni. Reseni uvazovaného vyhledévaciho problému budeme znacit |S). Jako
Cs budeme znacit verzi ¢erné krabicky, ktera funguje jako brana takovym zptsobem,
7e vicerozmérnému qubitu |z)|0) pfifadi |z)|s(z)), kde s(x) = 1, pokud = = S,
a s(z) = 0 jinak.

Definice. Mgéjme kvantovou branu, ktera |2)|0}|0) (potencidlné i s vice nulami na
konci) pritazuje |x)|f(x))|g(z)), kde f(x) je hodnota, kterd nas zajima a g(z) je, pro
nase ucely, pfebytecnd informace. Potom pouzijeme takzvany znepocet, ktery se po-
diva na kazdou branu ve vypoc¢tu, pomoci CNOT brany s nulovym cilovym qubitem
zkopiruje f(x) a pak pomoci inverzi vSech bran z vypoctu pievede |x)|f(z))|g(z))
na |z)|0)]0).

Piiklad. Mame-li |z1), |x2), |x3) a chceme spocitat |x1 A x2 A z3), mizeme to
provést nasledovné:

1) |21)
|2) * |2)
|3) |3)
10) % |21 A 22)
|0) & |z1 A 2o A x3)

To ndm da zbyteény qubit |z1 A x2), kterého se vSak znepoétem muiZeme zbavit:

1) 1)
|z2) |z2)
|z3) |z3)
[0) 0)
|0) 10)
l0) |1 A o A )
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Znacdeni. |FE) vznikne z |0)]0)...|0) aplikaci Hadamardovy brany na kazdy qubit,

¢ili jde o
|z129 - 1)
2 25
x1,T2,...,25,=0,1

Tvrzeni. Brdny na obrazcich pfedstavuji pieklopeni pies |S) a |E).

VyuZivani neurcitosti

Problém. Pfirozené ¢islo N je souéinem dvou prvocisel. Jak je rychle najit?

Definice. Necht ¢ a n jsou nesoudélnd ¢isla. Pak 7dd ¢ vici n (znacime ord,q) je
nejmensi éislo p takové, Ze ¢ = 1 (mod n).

Fakt. Necht n je pevné a ¢ je ndhodné ¢islo s nim nesoudélné. Pak s pravdépo-
dobnosti alesponi % je p := ord,q sudé a n nedéli ani jedno z &isel g% +1, g% — 1.

Umluva. Vicerozmérny qubit budeme znadéit éislem piislusejicim jeho binarnimu
z4pisu, tj. t¥eba [100101) budeme zjednodusené znacit |37).

Fakt. Pokud zméfime néktery qubit, pak vsechny ostatni jsou v nejndhodnéjsi
pozici, ve které mohou byt, aby zméfeny mohl vyjit podle pozorovani.

Definice. Za Fourierovu transformaci rozméru () budeme povazovat transformaci,
ktera |k) priradi %(Z?:O wi*1i), kde w je komplexni Q-t4 odmocnina z jednicky.

Literatura a zdroje

[1] Andy Matuschak, Michael Nielsen: Quantum computing for the very curious,
lhttps://quantum.country/qcvd

[2] Andy Matuschak, Michael Nielsen: How the quantum search algorithm works,
lhttps://quantum.country/searcH

[3] Minutephysics: How Quantum Computers Break Encryption,
lhttps://youtu.be/IvTgbM5Dq4(}

[4] Scott Aaronson: Shor, I'll do it,
lhttps://www.scottaaronson.com/blog/?p=2081

[5] Scott Aaronson: Introduction to Quantum Information Science — Lecture
Notes, |https: //www.scottaaronson.com/qclec/combined.pdf
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Lingvistika

MICcHAL TOPFER

ABSTRAKT. Co budete délat, kdyz se ztratite v Jerevanském metru a nebudete ro-
zumét napisum v arménstiné? No preci zapojite svoje lingvistické schopnosti a budete
hledat podobnosti a souvislosti. Cilem tohoto pfispévku je predstavit lingvistiku jako
védni obor tzce souvisejici s matematikou a schopnosti fesit problémy. Obsahuje né-
kolik lingvistickych tloh pievzatych pfedevsim z Ceské lingvistické olympiady.

Etruska kostka

V této tloze vidite tzv. Toskdnskou kostku — archeologickou pamatku popsanou na-
sledujicimi etruskymi slovy: ci, huth, maz, sa, thu, zal. Kazdé z téchto slov odpovida
jednomu z ¢isel mezi 1 a 6. Rozlozeni téchto slov na siti kostky vidite nize:

ci

thu

max

huth za[

sa

Pii prekladu vychézeli lingvisté z nasledujicich informaci, které poslouzi i vam:

—

3

(1) soudet protilehlych stran dédvé dohromady vzdy 7,
(2) thu, ci a zal oznac¢uji (nikoli nutné v tomto pofadi) ¢isla 1, 2 a 3,
(3) ci, ale nikoli thu a zal, se velmi Gasto objevuji na tzv. Lnéné knize, kterd

byla objevena na obinadle mumie a kterd obsahuje ritualni texty,
(4) nésledujici dvojice slov se vyskytuji v epitafech (ndhrobnich népisech):
thu clan; thu at; thu mezu; thu vinac; thu thuscu; ci clenar; zal clenar;
¢t atr; zal atr; ci mesur; zal mesur; ci vinacr; zal vinacr; ci thuscur;

zal thuscur,

(5) v fadé starovékych stfedomorskych kultur mélo ¢islo 3 zvlastni magicky vy-

znam.

Uloha. Vepiste na spravna mista v siti ¢isla odpovidajici jednotlivym sloviim.

CLO-16/17-1-3
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Arabstina

Piifad k ¢eskym vétam (1-7) jejich arabské ekvivalenty (a-g).

1. Jak se mas? (@) .3dyds) dileidd) \,\j oSl
2. Jim chléb se syrem. (b) o o
3. Kde je syr? (c) tell= as

4. Sedéli jsme pod oknem jednoho domu.  (d) .8 =y lds

5. Zena sedi na zidli. (€) .o 3 5= ST
6. Toto je stary dum. () e X 8 BTJA s
7. Ziji pted novou étvrti. (8) .cw i cov buds

CLO-12/13-1-2

Ztraceni v Jerevanu

Skupinka americkych turist se vydala na vylet do Jerevanu. Zahy se jim ale podafilo
navzajem se ztratit v metru. Posilali si tedy smsky ve snaze zjistit, kde se maji znovu
setkat. Jedna skupinka vystoupila na stanici, jejiz jméno si zapsali jako ,,Shengavit®,
druhd skupinka posilala zpravu z ,Barekamoutyun®, kde vystoupili oni. Ani jedna
ze skupinek vSak nedokazala najit svou stanici na planku metra, protoze neznali
arménské pismo. Dokazete jim pomoci? Praci by vdm mohla usnadnit jména né-
kolika dal$ich stanic, kterd méli turisté zapsana ve svém pruvodci: ,,Gortsaranain®,
,Zoravar Andranik“,  Charbakh“ a ,Garegin Njdehi Hraparak*.
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Uloha 1. Pokud se prvni skupinka z Shengavit vyda spravnym smérem vstiic
zbytku vypravy, jak se bude jmenovat prvni stanice, kterou projedou?

Uloha 2. Kolik stanic musi prvni skupinka ujet z Shengavit, aby se dostala na Ba-
rekamoutyun? (Pfi¢emz néasledujici stanice je jedna, dalsi dvé atd., Barekamoutyun
se také poCita.)
Uloha 3. Piepiste jméno stanice na konci pfipojujici se pétizastavkové linky. (Pis-
meno, které vypada jako S, je ve skutecnosti T!)

CLO-11/12-1-2

Kolik hodin je v Tallinu

Tallin je hlavni mésto Estonska, kde pfiblizné 1 milion lidi mluvi estonstinou, nein-
doevropskym jazykem pribuznym finstiné.

1 1
- - - - - L
/N 7 \\ /N
Kell on {iks. Kell on kaks.  Veerand kaks.
L L vy
SN T 2/

e
- | ~ - ~

~

AR /N /N
Pool neli. Kolmveerand Viis minutit
iiksteist. iiks labi.

Neéktera cisla v estonstiné:
6 — kuus, 7 — seitse, 8 — kaheksa, 10 — kiimme.

Uloha 1. Pfelozte nasledujici ¢asy do estonstiny:

a) 8:45,
4:15,

Uloha 2. Zapiste, jaky ¢as oznacuji nasleduji estonské fraze:
a) Kakskiimmend viis minutit iiheksa l4bi.

b) Veerand neli.

¢) Pool kolm.

d) Kolmveerand kaksteist.

)

e) Kolmkiimmend viis minutit kuus labi.

CLO-14/15-1-2
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O opicich a détech

Jazyk apinayé patii do brazilské jazykové rodiny Ge. V soucasnosti jim mluvi méné
nez 800 lidi, a je tedy vazné ohrozeny.

Nize vidite ukazku Sesti vét ze zminéného jazyka spolu s jejich ceskymi preklady.
V jejich zapisu jsme pouzili i nékteré znaky, které nepatii ani do c¢eské, ani portu-
galské abecedy; abyste vsak tlohu vytesili, nepotiebujete védét, jak se tyto znaky
vyslovuji.

Kukrg kokoi. Opice ji.

Ape kra. Dité pracuje.

Ape kokoi rats. Velka opice pracuje.

Ape mi mets. Dobry muz pracuje.

Ape mets kra. Dité pracuje dobre.

Ape punui mi pinets. Stary muz pracuje Spatné.

Uloha 1. Pfelozte do ¢estiny:

Ape rat$ mi mets.
Kukré rats kokoi punui.
Ape pinets mi.

Uloha 2. Pieloste do apinayé:
Velké dité pracuje dlouho.
Stara opice ji hodné.

Uloha 3. Vysvétlete viznam téchto slov:

rats:
mets:
pinets:

CLO-13/14-1-2
Pocitani v gawrijstiné
Gawrijstina je jednim z asi 30 jazyku severopakistanskych horskych vesnic. Tento
jazyk se fadi do indoarijské vétve indoevropské jazykové rodiny, coz znamena, Ze je
velmi vzdalené pribuzny cestiné.
Prohlédnéte si nasledujici gawrijské cislovky:
5 — paandz, 44 — Corteedubis, 14 — ¢un, 63 — tlaateetldbis, 24 — Corteebis,

72 — baateetldbis, 33 — tlooteebis, 81 — ddkteecorbis, 34 — Cunteebis.
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Uloha 1. Napiste gawrijsky: 13, 52, 61, 94.
Zde je nékolik dalsich gawrijskych cislovek:
55 — paandzkamtlabis, 76 — Corkdmcorbis, 97 — tlaakimpandzbis.
Uloha 2. Napiste gawrijsky: 36, 57, 79, 103.
CLO-17/18-1-2
Lontara

Bugijstina je jazyk z austronéské rodiny, kterym mluvi priblizné 5 miliont lidi v ob-
lasti ostrova Sulawesi.

Ve dvou sloupcich mate zadana slova v bugijstiné v ndhodném poradi. V levém
fadku v pismu lontara, ve druhém v pfepisu do latinky s ¢eskym prekladem.

Pozn.: Apostrof (°) i ,h* oznacuji vgslovnostni variantu predchdzejici samohldsky.

A. 2\:/ 1. batuwa (nactilety)
B. 2’.\"" 2. polisih (policie)
C. v AmA 3. marenu (Stastny)
D. A A 4. polotoh (tuzka)
E. RS~ 5. bata (pochybnost)
F. ~Aal 6 badi’ (tradi¢ni mec)
G. MNAAARA 7. toli (vzdy)

H. s« 8 maleko (ohyb)

1 VRN 9 telepisi (televize)
J. I.O'\f\? 10.  juku’ (ryba)

K. ’\5«'\7\0 11.  goluh (micek)

L. ¢«~e¢~ ’\30 12, malopo (velky)

Uloha 1. Prifadte slova.
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Uloha 2. Zapiste pismem lontara:
lagoh ($vagr), kabusuh (kfeslo), mateh (umfit),

pasarah (trh), purinah (stryc), sikola (bronzovy).
CLO-14/15-1-1

Cinské znaky

V nésledujici tabulce je uvedeno nékolik ¢inskych znakd, jejich foneticky pfepis a
preklad do cestiny.

v v
‘/T ting  pobfrezi ‘/]Z[ wa feka Wu
~N
l]]]( yong zpivat I:IH ju zvykat
i i
}:E‘ tan  kouf ;j;‘ hong grilovat
»
A AN
‘/H ja uplakany I:] /[ chdao mluvit hlasité
A
ll; |
[]T ding kousnout zhu  knot
» \D
) )
‘/—J[[;‘ hong potopa /f qian  meélky
iwp J /'_’
}:// chdo smazit J:A chai  varit
.
I]lj wu ¢ist nahlas I:I/\ héng smat se
N s
)
'/_II_{ zhu nalit HJ\ chai  foukat
Uloha 1. Na zakladé informaci z tabulky ptifadte k témto znakiim ¢esky pieklad:
A
N .
LYK S s Y

a) kiicet b) plavat c) zahrat
Uloha 2. Prifadte ke znakiim jejich foneticky piepis:
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a) ding b) ju c) chao d) wa e) hong
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IrStina

V tabulce niZe vidite seznam irskych slov, jejich foneticky prepis a preklad do Cestiny:

cestina  irsky zapis irska vyslovnost

dité paiste pa:$ta
pes gadhair gajor
lodé baid ba:d
laska searc Sark
krev fuil ful
med meala malo
bude biodh bixy
kniha leabhar laur
byl bhi vi
televize  teilifisean  tilofoson
mistnost seomra Somra

Uloha. Pfepiste vyslovnost téchto irskych slov:

a) teo,
b) bhiomar,
c) Saile,
d) anseo.
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