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AritmetickØ fun kce
Filip Bialas

Abstrakt. V tØto płednÆ„ce si zavede me p o jem aritmetických funkcí, kterØ obvykle
kó dují røznØ Łíselnì teoretickØ informace, a ukÆ¾eme si nìkolik zÆkladních vztahø mezi
nimi. Sp eciÆlnì zavedeme døle¾itý p o jem Dirichletových konvolucí.

De�nice. Aritmetickou funkcí nazveme lib ovolnou funkci z pøirozených do reál-
ných (neb o i komplexních) èísel.

Zdá se, ¾e p o jem aritmetické funkce splývá s p o jme m p osloupnosti (ke ka¾dému
pøirozenému èíslu máme v ob ou pøípadech pøiøazené nìjaké lib ovolné èíslo). Aritme-
tické funkce budeme ale p ou¾ívat v jiném kontextu { klasicky to toti¾ budou funkce,
které vyjadøují nìjakou èíselnì teoretickou vlastnost. Uveïme si ne jdøíve nìkolik
pøíkladù.

(1) ' ( n ): Eulerova funkce udáva jící p o èet pøirozených èísel nesoudìlných s n a
men¹ích neb o rovných n .

(2) � ( n ): PrvoŁíselnÆ funkce udáva jící p o èet prvo èísel men¹ích neb o rovných n .
(3) � ( n ): Po èet dìlitelù èísla n .
(4) � ( n ): Souèet dìlitelù èísla n .

Tvrzení. Pro v„echna n 2 N platí
P

d j n ' ( d) = n .

Dùsledek. Pro ka¾dØ prvo Łíslo p existuje primitivní prvek (płirozenØ a takovØ, ¾e
mo cniny a probíha jí v„echny nenulovØ zbytky p o dìlení p).

Zaveïme si novou aritmetickou funkci de�novanou p onìkud zvlá¹tnì:

De�nice. Möbiovou funkcí � ( n ) nazveme aritmetickou funkci, kte rá je pro b ez-
ètvercové n rovna ( � 1) k , kde k je p o èet prvo èíselných dìlitelù èísla n , a 0 jinak.

Tvrzení. Platí
P

d j n � ( d) = 1 pro n = 1 a
P

d j n � ( d) = 0 jinak.

Tvrzení. Pro v„echna płirozenÆ n platí ' ( n ) =
P

d j n � ( d) n
d .

Dùsledek. Pro v„echna płirozenÆ n platí ' ( n ) = n
Q

p j n

�
1 � 1

p

�
.

Dirichletovy konvoluce

De�nice. Dirichletovou konvolucí (té¾ Dirichletovým souŁinem ) dvou aritmetic-
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ARITMETICKÉ FUNKCE

kých funkcí f , g máme na mysli aritmetickou funkci h de�novanou

h ( n ) =
X

d j n

f ( d) g
� n

d

�
:

Znaèíme h = f ? g .

Pøíklad. Pokud I oznaèíme funkci, která je rovna 1 pro n = 1 a nula jinak, u
konstantní jednotkovou funkci a N identickou funkci, pak platí N = ' ? u , I = � ? u ,
' = � ? N .

Tvrzení. AritmetickØ funkce, kterØ nejsou v jedniŁce rovny 0 , sp olu s Dirichletovou
konvolucí tvołí komutativní grupu.

Dùsledek. (Möbius inversion formula) Pokud pro dvì aritmetickØ funkce f , g a
pro v„echna płirozenÆ n platí

f ( n ) =
X

d j n

g( d) ;

pak pro v„echna płirozenÆ n mÆme:

g( n ) =
X

d j n

f ( d) �
� n

d

�
:

Multiplikativní funkce

De�nice. O aritm etické funkci f øekneme, ¾e je multiplikativní , p okud pro v¹echna
pøirozená èísla m , n taková, ¾e ( m; n ) = 1, platí f ( m ) f ( n ) = f ( mn ) a zároveò není
identicky nulová. Navíc øekneme, ¾e je œplnì multiplikativní , p okud dokonce pro
v¹echna pøirozená m , n platí f ( m ) f ( n ) = f ( mn ).

Pøíklad. Aritmetické funkce ' , � , N , u , I jsou v¹echny multiplikativní. Z nich
p ouze N , u , I jsou úplnì multiplikativní.

Tvrzení. Multiplikativní aritmetickØ funkce tvołí p o dgrupu grupy v„ ech aritme-
tických funkcí sp olu s Dirichletovým nÆsob ením.

Poznámka. Úplnì multiplikativní funkce p o dgrupu netvoøí.

Tvrzení. Pokud je f œplnì multiplikativní, pak f ? ( f � ) = I .

Literatura a zdroje

[1] Tom M. Ap ostol: Introduction to Analytic Number Theory , Springer-Verlag,
1976.

[2] Josef Svob o da, ©tìpán ©im sa: PraSeŁí seriÆl Teorie Łísel 2014 ,
http://mks.m�.cuni.cz/archive/33/uvo d3s.p df
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KruhovÆ inverze
Filip Bialas

Abstrakt. KruhovÆ inve rz e je geometrickØ zobrazení, kterØ umí mìnit kru¾nice na
płímky a naopak. Po dívÆme se, jakÆ þmagieÿ se za tím skrývÆ, a na płíkladech si
ukÆ¾eme, kdy a jakým zp øsob em je vho dnØ inverzi p ou¾ít.

Úmluva. Rovinu roz¹íøíme o jediný b o d 1 , o kte ré m tvrdíme, ¾e le¾í na v¹ech
pøímkách.

De�nice. KruhovÆ inverze je geometrické zobrazení dané kru¾nicí k se støedem O
a p olomìrem r , které b o du X pøiøadí b o d X 0 dle následujících pravidel:

(i) Kdy¾ je X = O , p otom X 0 = 1 .

(ii) Kdy¾ je X = 1 , p otom X 0 = O .

(iii) Jinak je X 0 b o d p olopøímky OX , pro který platí jOX j � j OX 0j = r 2 .

Cvièení. Rozmyslete si následující p ozorování o kruhové inverzi:

(i) Bo dy kru¾nice k jsou samo dru¾né.

(ii) Bo dy, které le¾ely uvnitø kru¾nice, se zobrazí ven a naopak.

(iii) Dvakrát provedená kruhová inverze dle stejné kru¾nice je identita.

Tvrzení. (Konstrukce obrazu) Je dÆna kru¾nice k a b o d X vnì tØto kru¾nice.
TeŁny ke kru¾nici k vedenØ b o dem X se jí dotýka jí v b o dech T , U . Pak obraz X 0

b o du X v kruhovØ inverzi p o dle kru¾ nic e k je stłed œseŁky TU .

Tvrzení. (Tìtivové ètyøúhelníky) Je dÆna kru¾nice k se stłedem O a b o dy A , B
takovØ, ¾e nele¾í na jednØ płímce s O . Oz naŁ me A0, B 0 obrazy b o dø A , B v inverzi
p o dle k . Pak b o dy A , B , A0, B 0 le¾í na jednØ kru¾nici.

Lemma. (Pøep o èítávací lemma) Je dÆna kru¾nice k ( O; r ) a b o dy X , Y . OznaŁme
X 0, Y 0 obrazy b o dø X , Y v inverzi p o dle kru¾nice k . Pak

(i) j^ OX 0Y 0j = j^ XY Oj ,

(ii) jX 0Y 0j = jXY j �
r 2

jOX j � j OYj
.
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Tvrzení. (Stì¾ejní) Uva¾me kruhovou inverzi urŁenou kru¾nicí k se stłedem O .
Pak

(i) obrazem płímky pro chÆzející b o de m O je ona sama,
(ii) obrazem płímky ne pro chÆzející b o dem O je kru¾nice pro chÆze jíc í b o dem O ,
(iii) obrazem kru¾nice pro chÆzející b o dem O je płímka ne pro chÆzející b o dem O ,
(iv) obrazem kru¾nice ne pro chÆzející b o dem O je kru¾nice ne pro chÆzející b o-

dem O .

Cvièení. Jak vypada jí kru¾nice, které kruhová inverze zobrazí na seb e samotné?

Płíklady
Nyní z bývá do dat nìkolik závìreèných rad a následujícím pøíkladùm ji¾ nic nesto jí
v cestì.

(1) V celé øadì úloh nezávisí na p olomìru kru¾nice, dle které se provádí inverze.
Dùle¾itý bývá hlavnì její støed.

(2) Jako støed bývá zpravidla vho dné volit b o d, jím¾ pro chází p o de zøele velké
mno¾ství kru¾nic.

(3) Èasto se vyplatí hledat inverzi, která pøevádí nìjaký ob jekt ze z adání na jiný.

Pøíklad 1. Pøímka p protne kru¾nici k v b o dech A a B . Oznaème S støed jednoho
z obloukù AB . Uva¾me dvì pøímky pro cházející S , které protnou kru¾nici k v b o dech
C a D a pøímku p v b o dech E a F . Doka¾te, ¾e b o dy C , D , E a F le¾í na kru¾nici.

Pøíklad 2. Je dán pravoúhlý tro júhelník ABC s pravým úhlem u vrcholu C . Nech»
D a E jsou b o dy na úseèkách AC a BC . Doka¾te, ¾e paty kolmic vedené z b o du C
na pøímky AB , AE , BD a DE le¾í na jedné kru¾nici.

Pøíklad 3. Kru¾nice vepsaná tro júhelníku ABC se dotýká jeho stran BC , CA a
AB p o øadì v b o dech D , E a F . Nech» X je b o d uvnitø tro júhelníka ABC takový,
¾e kru¾nice vepsaná tro júhelníku ABX se dotýká jeho stran v b o dech D , G a H .
Doka¾te, ¾e b o dy E , F , G , H le¾í na kru¾nici. (IMO shortlist 1995)

Pøíklad 4. Nech» ! je kru¾nice opsaná tro júhelníku ABC . Uva¾me kru¾nici l ,
která se dotýká stran AB , AC a navíc kru¾nice ! v b o dì T . Dále mìjme kru¾nici
pøipsanou tro júhelníku ABC proti vrcholu A , kte rá se dotýká strany BC v b o dì V .
Doka¾te, ¾e j^ BAT j = j^ CAV j .

Pøíklad 5. (Ptolemaiova vìta) Pro ètyøúhelník se standardním znaèením délek
stran a úhlopøíèe k doka¾te, ¾e

ac + bd� ef;

pøièem¾ rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ je ètyøúhelník tìtivový.

Pøíklad 6. Jsou dány dvì p evné kru¾nice k a l , které se protína jí v b o dech A a
B . Nech» m a n jsou kru¾nice, které ma jí s k vnìj¹í dotyk, s l ma jí vnitøní dotyk,
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navíc se samy dotýka jí v b o dì X . Uka¾te, ¾e b o d X le¾í na kru¾nici nezávislé na
volb ì m a n . (MKS)

Pøíklad 7. Nech» 
 je kru¾nice opsaná tro júhelníku ABC . Uva¾ me kru¾nici ! ,
která se dotýká stran AC , BC a navíc má vnitøní dotyk s 
 v b o dì P . Pøímka
rovnob ì¾ná s AB se dotýká ! uvnitø tro júhelníku ABC v b o dì Q . Doka¾te, ¾e
j^ ACP j = j^ QCB j . (EGMO 2013)

Pøíklad 8. Nech» k1 , k2 , k3 a k4 jsou kru¾nice takové, ¾e k1 a k3 ma jí vnìj¹í dotyk
v P a k2 a k4 ma jí rovnì¾ vnìj¹í dotyk v P . Oznaème A; B; C; D druhé prùseèíky
k1 s k2 , k2 s k3 , k3 s k4 a k4 s k1 . Doka¾ te, ¾e platí

jAB j � j BC j
jAD j � j CD j

=
jPBj2

jPDj2
:

(IMO shortlist 2003)

Pøíklad 9. Nech» k a l jsou dvì kru¾nice protína jící se v b o dech A a B . Te èna ke
k vedená b o dem A protne l p o druhé v b o dì C . Teèna k l vedená b o dem A protne
k p o druhé v b o dì D . Nech» E je b o d na p olopøímce AB takový, ¾e jAE j = 2 jAB j .
Doka¾te, ¾e b o dy A , C , E a D le¾í na kru¾nici.

Pøíklad 10. Kru¾nice k1 , k2 a k3 ma jí p o dvou vnìj¹í dotyk. Kru¾nice l 1 má vnìj¹í
dotyk s kru¾nicemi k1 , k2 a k3 v b o de ch K , L a M . Kru¾nice l 2 má s kru¾nicemi
k1 , k2 a k3 vnitøní dotyk v b o dech P , Q a R . Doka¾te, ¾e se pøímky KP , LQ a MR
protína jí v jednom b o dì.

Pøíklad 11. Kru¾nice k1 , k2 a k3 ma jí p o dvou vnìj¹í dotyk. Navíc se v¹echny tøi
dotýka jí pøímky l . Kru¾nice k o p olomìru jedna má vnìj¹í dotyk s k1 , s k2 i s k3 ,
ale nemá ¾ádný sp oleèný b o d s pøímkou l . Jaká je vzdálenost støedu kru¾nice k o d
pøímky l ?

Literatura a zdroje:
Pøísp ìvek byl neotøele zkopírován o d Martina Hory z jarního soustøedìní 2016, kte-
rému tímto dìkuji.

[1] Archiv MKS, http://mks.m�.cuni.cz/archive
[2] http://www.artofproblemsolving.com
[3] http://www.imomath.com/
[4] http://mathcircle.b erkeley.edu/
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Factoring lemma
Filip Èermák

Abstrakt. Factoring lemma je jedno duchØ, ale z Æroveò vel ice u¾iteŁnØ lemma, kterØ
nÆm p omø¾e vyłe„it nìkterØ płíklady z teorie Łísel.

MotivaŁní pł íklad
Mìjme a, b, c, d pøirozená èísla taková, ¾e ab = cd. Doka¾te, ¾e a + b + c + d je
slo¾ené.

Lemma. Nech» a, b, c, d jsou płirozenÆ Łísla, kterÆ splòují ab = cd. Potom existují
płirozenÆ Łísla m , n , p, q takovÆ, ¾e gcd( n; p) = 1 a

a = mn; b = pq; c = mp; d = nq:

Døkaz. Pøepi¹me p o dmínku ab = cd jako

a
c
=

d
b

:

Zlomky a
c a d

b umíme pøevézt do s tejné ho základního tvaru n
p . Pøepi¹me vzniklé

rovnice a de�nujme èísla m a q vztahem

a
n
=

c
p
= m;

d
n
=

b
p
= q:

Zøejmì m a q jsou pøirozená èísla, a tedy m , n , p, q ma jí p o¾adované vlastnosti.
�

Øe„ení. Ná¹ motivaèní pøíklad se tedy bude øe¹it nás ledovnì: Z factoring lemmatu
víme, ¾e exis tují pøirozená èísla m , n , p, q taková, ¾e a = mn , b = pq, c = mp a
d = nq. Poto m

a + b + c + d = mn + pq + mp + qn = ( m + p)( q + n ) ;

co¾ je pro pøirozená m , n , p, q slo¾ené èís lo.
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DiofantickØ rovni ce

Úloha. Mìjme p o dvou nesoudìlná pøirozená èísla a, b, c splòující a2 + b2 = c2 .
Uka¾te, ¾e p okud je navíc a liché, pak umíme nalézt taková pøirozená u , v , ¾e
a = u2 � v2 a b = 2 uv .

Øe„ení. Pøepi¹me si první rovnici jako

b2 = ( c � a)( c + a) :

Díky na¹emu lemmatu víme, ¾e existují pøirozená èísla m , n , p, q taková, ¾e
b = mn = pq, c � a = mp a c + a = nq. Znovu s vyu¾itím lemmatu máme, ¾e
existují pøirozená èísla x , y , z , w taková, ¾e m = xy , n = zw, p = xz , q = yw .

Tedy dostaneme b = xyzw a

a =
nq � mp

2
=

yz
2
( w2 � x 2 ) :

Jeliko¾ víme, ¾e a je liché a navíc w2 a x 2 jsou m o dulo 4 kongruentní s 1 neb o 0, tak
dvo jka dì lí p ouze yz. Av¹ ak p okud se p o díváme na pøede¹lou rovnici, pak yz j 2 a a
zárove ò yz j b = xyzw .

Z toho tedy u¾ nutnì plyne, ¾e yz = 2. Tím je dùkaz hotov.

Pøíklad 1. Mejmì p o dvou nesoudìlná pøirozená è ísla a, b, c splòující rovnici
a2 + b2 = 2 c2 . Doka¾te, ¾e pak existují pøirozená èísla u a v taková, ¾e

a = u2 � v2 + 2 uv;

b = v2 � u2 + 2 uv;

c = u2 + v2 :

Pøíklad 2. Doka¾te, ¾e neexistují tøi pøiroz ená èísla x , y , z taková, ¾e

2( x4 � y4 ) = z2 :

SOS a Z [ i ]

Pøíklad 3. Nech» ( a; b) a ( c; d) jsou dvì rùzné neusp oøádané dvo jice pøirozených
èísel s plòující a2 + b2 = c2 + d2 = k: Doka¾te, ¾e k je slo¾ené.

Lemma 4. Pokud mÆme a; b; c; d 2 Z . Doka¾te, ¾e existují celÆ Łísla m , n , p, q
takovÆ, ¾e

2 a = mn + pq; 2 b = mp � nq; 2 c = mp + nq; 2 d = mn � pq:

Tvrzení 5. Factoring lemma platí takØ v EuklidovskØm okruhu Z [ i ] , co¾ se nÆm
ob Łas mø¾e ho dit.
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Lemma 6. Pokud m Æme a, b, c, d płirozenÆ Łísla splòující a2 + b2 = cd, pak uka¾te,
¾e e xis tují takovÆ celÆ Łísla x , y , z , w , t , aby platilo

c = t ( x 2 + y2 ) ; d = t ( z2 + w2 ) ; a = t ( xz + yw ) ; b = t ( xw + yz) :

Pøíklad 7. Nech» a, b, c jsou pøiroz ená èísla taková, ¾e ab = c2 + 1. Doka¾te, ¾e a
i b mohou být zapsána jako souèet dvou ètvercù.

Pøíklad 8. Doka¾te, ¾e ka¾dé prvo èíslo tvaru 4 k + 1 mù¾e být zapsáno jako souèet
dvou ètvercù.

Teï u¾ jenom p o ŁítÆní : : :

Pøíklad 9. Na jdìte v¹echna celo èíselná øe¹ení rovnice x 2 + 3 y2 = z2 .

Pøíklad 10. Doka¾te, ¾e p okud a, b, c, d jsou pøirozená èísla, N = a2 + 2 b2 =
= c2 + 2 d2 a f a; bg 6= f c; dg, pak N je slo¾ené.

Pøíklad 11. Doka¾te, ¾e ¾ádné ètyøi ètverce nemohou vytvoøit nekonstantní arit-
metickou p osloupnost.

Pøíklad 12. (IMO Shortlist, 1998) Na jdìte v¹echna pøirozená èísla n , pro která
existuje pøirozené m takové, ¾e

2 n � 1 j m2 + 9 :

Pøíklad 13. Mìjme pøirozená èísla a, b, c, d a celé èíslo x , pro které platí
( a + b� x )( a + b + x ) = 2 ab a ac = bd. Doka¾te, ¾e ad + bc je slo¾ené èíslo.

Pøíklad 14. Na jdì te v¹echna c elo èíselná øe¹ení rovnice 7 x 2 + y2 = z2 .

Pøíklad 15. Na jdì te v¹echna pøirozená èísla a, b, c, pro která platí, ¾e a2 + 1 i
b2 + 1 jsou prvo èísla a ( a2 + 1)( b2 + 1) = c2 + 1.

Pøíklad 16. Na jdì te v¹echna prvo èísla p, q taková, ¾e

p2 + 1 = q7 � q:

Pøíklad 17. Mìjme lichá pøiroz ená èísla a, b, c, d, kde a < b < c < d a ad = bc.
Doka¾te, ¾e p okud a + d = 2 k a b + c = 2 m pro nìjaká pøirozená èísla m a k , pak
a = 1.

Pøíklad 18. Pro pøirozená èísla a, b, c, d, r , s platí rab = scd. Doka¾te, ¾e
r ( a2 + b2 ) + s( c2 + d2 ) není prvo è íslo.
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Literatura a zdroje

[1] Iurie Bore ic o, Roman Teleuca: A Factoring Lemma, Mathematical re
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7. Lemma 6.

8. Wilsonova vìta.
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HarmonickØ Łtvełice
Tonda Èe¹ík

Abstrakt. Płísp ìvek seznamuje s konceptem harmoni ckých p omìrø v planimetrii.
UvÆdí tvrzení, díky nim¾ lze harmonickØ kon�gurace nachÆzet v ge ome tri ckých œlo-
hÆch olympiÆdního typu a p ou¾ívat je k Łasto rychlØmu a elegantní mu łe„ení. Ka¾dÆ
kapitolka obsahuje nìkolik œloh k pro cviŁení danØ techniky.

Úmluva. Symb olem AB budeme znaèit tradiènì pøímku pro cházející b o dy A , B
a nìkdy navíc i délku orientovanØ œseŁky s kra jními b o dy A a B .

Dvojp omìr a promítÆní na płím ky
Mìjme pøímku AB a na ní b o d X . Polohu b o du X vzhledem k A a B mù¾eme
vyjádøit tzv. dìlicím pomìrem .

De�nice. Nech» X je b o d na pøímce AB rùzný o d b o dù A , B . Dìlicí p omìr b o du
X vzhledem k b o dùm A a B je èíslo ( AB; X ) = AX

BX :

Cvièení. Rozmyslete si, ¾e pro dané b o dy A; B je p oloha b o du X ho dnotou
( AB; X ) jednoznaènì urèena. Kdy je ( AB; X ) > 0?

Vzá jemnou p olohu ètyø b o dù na pøímce mù¾eme p ops at p o dobnou velièinou.

De�nice. Dvojpomìr b o dù A , B , C , D (v tomto p oøadí) le¾ících na jedné pøímc e
je èíslo

( AB; CD ) =
( AB; C )
( AB; D )

=
AC � BD
AD � BC .

Cvièení. Doka¾te, ¾e

( AB; CD ) = ( CD; AB ) = ( BA; DC ) =
1

( AB; DC )
=

1
( DC; AB )

=
1

( BA; CD ) .

Poslední cvièení nám øíká, ¾e význaèné ho dnoty dvo jp omìru js ou 1 a � 1. Z rov-
nosti ( AB; CD ) = 1 ov¹em plyne, ¾e A = B neb o C = D , tak¾e nás bude více
za jímat ho dnota � 1.

De�nice. Bo dy A; B; C; D le¾ící na pøímce tvoøí harmonickou Łtvełici , p okud
( AB; CD ) = � 1.

Cvièení. Rozmyslete si, jak zhruba harmonické ètveøice vypada jí. V jaké m p oøadí
mohou na pøímce le¾et jejich b o dy?
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Tvrzení. Jsou dÆny płímky p, q a b o d X mimo nì. Bo dem X pro chÆzejí Łtyłi
płímky, kterØ protína jí płímku p p ostupnì v b o dech A , B , C , D a płímku q p ostupnì
v b o dech A0, B 0, C0, D 0. Potom platí ( AB; CD ) = ( A0B 0; C0D 0) .

My budeme toto tvrzení p ou¾ívat hlavnì pro promítání harmonických ètveøic.
Pøíslu¹né ètyøi pøímky tvoøí v tom pøípadì harmonický svazek .

Jak p oznat harmonickou Łtvełici?
To nám velmi usnadní následující tvrzení.

Tvrzení. V nÆsledujících b ì¾ných kon�g uracích se vyskytují harmonickØ Łtvełice:
(i) Pokud M je stłed AB , pak ( AB; M 1 ) = � 1 .
(ii) CeviÆny AD , BE , CF se protína jí v P . OznaŁme D 0 = EF \ BC . Pak

( BC; DD 0) = � 1 .
(iii) Na prømìru AB kru¾nice k se stłedem O je dÆn b o d X . Je-li X 0 jeho obraz

v kruhovØ inverzi p o dle k (tj. platí-li jOX j � j OX 0j = jOAj2 = jOB j2 ), pak
( AB; XX 0) = � 1 .

Tvrzení. (þ Dvì ze tøíÿ) Nech» A , B , C , D le¾í na płímce a P mimo ni. Pak
z lib ovolných dvou nÆsledujících b o dø plyne tłetí:

(i) ( AC; BD ) = � 1 ,
(ii) j^ APCj = 90 � ,
(iii) j^ BPCj = j^ CPDj , kde œhly chÆp eme orientovanì.

A koneènì jsou tady : : :

Úlohy I

Úloha 1. Mìjme tro júhelník ABC , b o d I je jeho vepsi¹tì, b o d I a jeho A -pøipsi¹tì,
D je prùseèík osy úhlu u A a strany BC . Doka¾te, ¾e ( AD; II a ) = � 1.

Úloha 2. Ceviány AD , BE , CF se protína jí v P . Oznaème Q = BC \ EF ,
R = AD \ EF , S = CF \ BR a T = DF \ BR . Uka¾te, ¾e

( QR; EF ) = ( AP; DR ) = ( CS; PF ) = ( BS; RT ) = � 1 :

Úloha 3. Bo dy D , E , F jsou zvoleny p ostupnì na stranách BC , CA , AB tro jú-
helníku ABC tak, ¾e AD \ BE \ CF = K . Pøímka FD protíná pøím ku BE v b o dì
X , P je støed úseèky AK a EP protíná pøímku AB v b o dì Y . Doka¾ te XY k AD .

Úloha 4. Na pøímce p jsou dány b o dy B , D , C v tomto p oøadí. Doka¾te, ¾e v¹echny
b o dy A takové, ¾e AD je osa úhlu BAC , le¾í na p evné kru¾nici (tzv. Apol loniovì
kru¾nici ).

Úloha 5. (Blanchet Theorem) Na A -vý¹ce AD tro júhelníka ABC je dán b o d P .
Oznaème X = BP \ AC , Y = CP \ AB . Doka¾te j^ XDA j = j^ Y DAj .
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Úloha 6. Je dán tro júhelník ABC , b o dy dotyku kru¾nice vepsané se stranami
BC , CA , AB oznaème p ostupnì D , E , F . Bo d X le¾í uvnitø tro júhelníku ABC tak,
¾e kru¾nice vepsaná tro júhelníku XBC se dotýká jeho stran v b o de ch D , Y a Z .
Doka¾te, ¾e E , F , Y , Z le¾í na jedné kru¾nici. (IMO Shorlist 1995)

Úloha 7. V tro júhelníku ABC oznaème D patu osy úhlu u A a I b , I c vepsi¹tì
tro júhelníkù ABD , ACD .

(1) Je-li Q = BC \ I bI c , doka¾ te j^ DAQ j = 90 � . (Sharygin 2013)
(2) Oznaèíme-li prùseèíky I bI c s AB , AC p ostupnì M , N , doka¾te, ¾e MC a

NB se protnou na AD .

Úloha 8. Je dána kru¾nice ! se støedem O a tìtivou AB ( O 62AB ). Bo d C le¾í na
! tak, ¾e AC p ùlí úseèku OB . Oznaème D = AB \ OC a F = BC \ AO . Doka¾te,
¾e jAF j = jCD j .

HarmonickØ Łtyłœhelníky
U¾iteèným nástro jùm ne ní zdaleka konec. Co zkusit promítat na kru¾nice?

Tvrzení. Je dÆn b o d P le¾ící na kru¾nici k a mimo płímku p. Płím ky a, b, c, d
protnou p v A0, B 0, C0, D 0 a k v A , B , C , D . Pak platí

j ( A0B 0; C0D 0) j =
jAC j � j BD j
jAD j � j BC j .

1

De�nice. Øekneme, ¾e tìtivový ètyøúhelník ABCD je harmonický , p okud pro
délky jeho stran platí ac = bd.

Pozorování. S p ou¾ itím płedchozího tvrzení si snadno rozmyslíme, ¾e Łtyłœhelník
ABCD vepsaný do kru¾nice ! je harmonický prÆvì tehdy, kdy¾ pro lib ovolný b o d
P 2 ! tvołí płímky PA , PB , PC , PD harmonický s vazek. 2

Tvrzení. (O harmonických ètyøúhelnících) Buï D b o d na oblouku BC kru¾nice
k opsanØ tro jœhelníku ABC , který neobsahuje b o d A . Pak nÆsledující tvrzení jsou
ekvivalentní:

(i) ¨tyłœhelník ABDC je harmonický.
(ii) Płímka AD je A -symediÆna v 4 ABC (tedy płímka s ym etrickÆ s A -tì¾nicí

p o dle osy œhlu u A ).
(iii) Płímka AD a teŁny ke k skrz B a C pro chÆzejí jedním b o dem.

Cvièení. Úhlopøíèky tìtivového ètyøúhelníku ABCD se protína jí v P . Doka¾te, ¾e
p okud je BP symediána v ABC , pak AP je symediána v ABD .

(Rumunsko TST 2006)

1 Ob ec nìj„í tvrzení b ez absolutních ho dnot takØ platí, ale p otłeb ovali bychom k jeho formulaci
kom pl exní Łísla.

2 Pokud napłíklad P = A , uva¾ujeme místo P A teŁnu k ! v b o dì A .
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Po jïme to vyzkou¹et!

Úlohy I I

Úloha 9. Kru¾nice vepsaná rovnoramennému tro júhelníku ABC ( jAB j = jAC j )
se dotýká AC v E . Pøímka rùzná o d BE vedená b o de m B protíná kru¾nici vepsanou
v b o dech F , G . Pøímky EF , EG protnou BC v K , L . Doka¾te jBK j = jCL j .

(MEMO 2008)

Úloha 10. V tro júhelníku ABC platí jAC j = 2 jAB j . Oznaème P prùseèík teèen
k jemu opsané kru¾nici ! vedených b o dy A a C . Doka¾te, ¾e prùseèík pøímky BP a
osy strany BC le¾í na kru¾nici ! . (ÈR TST 2012)

Úloha 11. Paty kolmic z b o du D tìtivového ètyøúhelníku ABCD na pøímky
BC; CA; AB oznaème p ostupnì P; Q; R . Doka¾te , ¾e jPQj = jQRj právì tehdy,
kdy¾ se osy úhlù ^ ABC a ^ ADC protína jí na úhlopøíèce AC . (IMO 2003)

Úloha 12. V tìtivovém p ì tiúhelníku ABCDE platí AC k DE a støed M tìtivy
BD splòuje j^ AMB j = j^ BMC j . Doka¾te, ¾e BE p ùlí tìtivu AC .

NÆvo dy
1. Vyu¾ijte tvrzení þdvì ze tøíÿ.

2. V¾dy na jdìte správný b o d, z nìj¾ promítat.

3. Na jdì te harmonický svazek vycházející z Y .

4. Dokreslete ètvrtého do party k B , D , C a vyu¾ijte tvrzení þdvì z e tøíÿ.

5. Zkombinujte kon�guraci þ Ceva{Meneÿ a tvrzení þdvì ze tøíÿ.

6. Ètvrtý do party k B , D , C a mo cnost.

7. (1) Kde je ètvrtý do party k I bI c a X = AD \ I bI c ? (2) Pokud ma jí dvì har-
monické ètveøice sp oleèný b o d, pak sp o jnice zbylých tøí o dp ovída jících si dvo jic
pro cházejí jedním b o dem.

8. Doka¾te sp orem(!), ¾e OB k FD .

9. Oznaète zbylé b o dy dotyku, na jdìte harmonický ètyøúhelník a promítnìte ho.

10. Doka¾te, ¾e BX , kde X je prùnik osy BC a ! , je symediána v ABC .

11. Doka¾te, ¾e oba výroky js ou ekvivalentní s tím, ¾e ABCD je harmonický.

12. Zaènìte tím, ¾e AC je symediána v ABD .

Literatura a zdroje
Tento pøísp ìvek je zkrácenou verzí pøísp ìvku Davida Hru„ky , kterému tímto dìkuji.

[1] David Hru¹ka: HarmonickØ Łtvełice , Sb orník MKS, Zás ada 2014
[2] Pepa Tkadlec: Dvoupomìr a polÆry , Sb orník i KS, 2013
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ZÆkladní grafovØ al goritmy
Petr Gebauer

Abstrakt. Na płednÆ„ce se seznÆmíme s nìkolika algoritmy, kterØ nÆm p omÆha jí
udìlat si lep„í płedstavu o struktułe grafu, napł. nÆm jej rozdìlí na ŁÆsti s nìjakou
vlastností, urŁí vzdÆlenosti v nìm neb o nÆm zvolí nejmen„í ŁÆst, kterÆ nìjakým zp ø-
sob em dr¾í graf p ohromadì.

Prosvi„tíme si slov íŁka:

Ne/orientovaný graf, p o dgraf, sled, tah, c esta, délka cesty, ne/orientovaný cyklus,
silná souvislost, slabá souvislost, vzdálenost, strom; asymptotická èasová a asympto-
tická pamì»ová slo¾itost.

De�nice. TopologickØ uspołÆdÆní orientovaného grafu G = ( V; E ) je prosté zob-
razeni t : V ! f 1 ; 2 ; : : : ; jV jg takové, ¾e pro ka¾dou hranu ( u; v ) 2 E je t ( u ) < t ( v ).
Neformálnì se na nìj mù¾eme dívat jako na p oøadí jeho vrcholù.

De�nice. Orientovaný graf G = ( V; E ) je slabì souvislý , p okud je souvislý ne o-
rientovaný graf G0 = ( V; E0), kde f u; vg 2 E 0 , ( u; v ) 2 E _ ( v; u ) 2 E . Dále
øekneme, ¾e G je silnì souvislý p okud pro ka¾dé dva rùzné vrcholy u; v existuje v G
orientovaná cesta z u do v a orientovaná cesta z v do u .

De�nice. Komponenta (silné neb o slab é souvislosti v pøípadì orientovaného grafu)
grafu G = ( V; E ) je takový p o dgraf K = ( V 0; E 0), který je souvislý, ale pro ka¾dý
vrchol v 2 V je ka¾dý p o dgraf obs ahující v¹echny vrcholy mno¾iny V 0 [ f vg nutnì
nesouvislý.

Úmluva. V¹echny grafy, které budeme uva¾ovat, jsou koneèné.

Dekomp ozice a cykl y

Cvièení. Rozmyslete si, ¾e orientovaný graf má top ologické usp oøádání právì tehdy,
kdy¾ neobsahuje (orientovaný) cyklus.
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Algoritmus. (DFS { prohle dávání do hloubky aka Depth-�rst s earch):
Vstup: Graf G = ( V; E ) a p o èáteèní vrchol v0 2 V:

(1) Pro v¹e chny vrcholy v :

(2) stav( v )  nenalezený,

(3) in( v ), out( v )  nede�nováno,

(4) T  0.

(5) Zavoláme DFS-Náv¹tìva( v0).

Pro cedura DFS-Náv¹tìva ( v ):

(1) stav(v)  otevøený,

(2) T  T + 1, in( v )  T .

(3) Pro v¹e chny následníky w vrcholu v :

(4) Je-li stav( w ) = nenalezený, zavoláme DFS-Náv¹tìva( w ).

(5) Stav( v )  uzavøený,

(6) T  T + 1, out( v )  T .

Algoritmus. (DFSr { opakovaná (rep eat) verze DFS):
Vstup: Graf G = ( V; E ).

(1) v0  lib ovolný vrchol G ,

(2) DFS( v0),

(3) Pro ka¾dý vrchol v 2 V :

(4) Je-li stav( v ) = nenalezený, zavoláme DFS-Náv¹tìva( v ).

Poznámka. DFS b ì¾í v èase �( n + m ).

De�nice. Klasi�kujme si hrany p o dle stavu koncových vrcholù v okam¾iku, kdy
DFS hranou p oprvé pro chází.

Hranu ( u; v ) nazveme:

� stromovou , p okud byl v nenalezený - pak in( u ) < in( v ), out( u ) > out( v ),

� zpìtnou , p okud byl v otevøený, pak in( u ) > in( v ), out( u ) < out( v ),

� dopłednou , p okud byl v uzavøený a in( v ) > in( u ), pak out( u ) > out( v ),

� płíŁnou , p okud byl v uzavøený a in( v ) < in( u ), pak out( u ) > out( v ).

Tvrzení. Mìjme acyklický orientovaný graf G (DAG { directed acyclic graph).
Spus»me DFSr na G . Pak sełazení vrcholø sestupnì p o dle out( v ) je top ologickØ
usp ołÆdÆní G .

Cvièení. Mìjme orientovaný graf G . Oznaème G0 graf, jeho¾ vrcholy jsou komp o-
nenty silné souvislosti G a z vrcholu u do vrcholu v grafu G0 vede hrana právì tehdy,
kdy¾ e xis tuje v G hrana vedoucí z komp onenty u do komp onenty v . Rozmyslete s i,
¾e G0 je acyklický.
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De�nice. Komp onentu nazveme zdrojovou , p okud do ní nevede ¾ádná hrana, a
stokovou , p okud nevede ¾ádná hrana z ní.

Tvrzení. Nech» C1 , C2 jsou komp onenty grafu G takovØ, ¾e z C1 do C2 vede
hrana. Pak płi spu„tìní (opakovanØho) DFS na grafu G platí max v2 C1 out ( v ) >
max v2 C2 out ( v ) .

Dùkaz roz b orem p o dle p oøadí pro cházení C1 , C2 .

Cvièení. (lehké) Mìjme graf G . Nech» GT znaèí graf, který vznikne z G oto èením
smìru v¹ech hran. Rozmyslete si, ze GT má stejné komp onenty jako G .

Sp eciálnì tedy vrchol s nejvìt¹ím out( v ) le¾í ve zdro jové komp one ntì.

Algoritmus. (KompSilnéSouvislosti)
Vstup: Orientovaný graf G .

(1) Sestro jíme graf GT s obrácenými hranami.

(2) Z  prázdný záso bník.

(3) Pro v¹e chny vrcholy v nastavíme komp( v )  nede�nováno.

(4) Sp ou¹tíme DFS v GT opakovanì dokud neprozkoumám e v¹e chny vrcholy.
Kdykoliv pøitom op ou¹tíme vrchol, vlo¾íme ho do Z . Vrcholy v zásobníku
jsou tedy setøízené p o dle out( v ).

(5) Postupnì o debíráme vrcholy ze zásobníku Z a pro ka¾dý vrchol v :

(6) Pokud komp( v ) = nede�nováno:

(7) Spustíme DFS( v ) v G , pøièem¾ vstupujeme p ouze do vrcholù s nede-
�novanou ho dnotou komp( : : : ) a tuto ho dnotu pøepisujeme na v.

Výstup: Pro ka¾dý vrchol v vrátíme identi�kátor komp onenty komp( v ).
Uvedený algoritmus na jde komp onenty silné souvislosti v èase �( n + m ).

KrÆtce o nejkrat„ích cestÆch

Cvièení. Na jdì te (neoho dno c ený) graf a dva jeho vrcholy u a v tak, ¾ e pøi nìjakém
p oøadí pro cházení hran v nìm DFS na jde cestu z u do v , která nebude nejkrat¹í.

Algoritmus. (BFS { prohle dávání do ¹íøky aka Breadth-�rst search):
Vstup: Graf G = ( V; E ) a p o èáteèní vrchol v0 2 V .

(1) Pro v¹e chny vrcholy v :

(2) stav(v)  nenalezený,

(3) D ( v ) = ; , P ( v )  ; .

(4) Stav( v0)  otevøený,

(5) D ( v0)  0.

(6) Zalo¾íme frontu Q a vlo¾íme do ní vrcho l v0 .

(7) Dokud je fronta Q neprázdná:
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(8) Odeb ereme první vrchol z Q a oznaèíme ho v .

(9) Pro v¹e chny následníky w vrcholu v :

(10) Je-li stav( w ) = nenalezený:

(11) stav( w )  otevøený,

(12) D ( w )  D ( v ) + 1, P ( w )  v .

(13) Pøidáme w do Q .

(14) Stav( v )  uzavøený.

Cvièení. Rozmyslete si, ¾e B FS b ì¾í v èase �( m + n ).

De�nice. Ohodnocením hran v grafu G = ( V; E ) nazýváme zobrazení d : E !
R . DØlkou cesty p obsahující právì hrany e1 ; : : : ; ek vzhledem k oho dno cení d je
d( e1 ) + � � � + d( ek ). Vzdálenost z vrcholu u do vrcholu v v oho dno cení d je délka
nejkrat¹í cesty z u do v vzhledem k oho dno cení d.

Cvièení. (pro p okro èilé) Mìjme graf G , ve kterém jsou hrany oho dno cené k rùz-
nými nezáp ornými èísly ( k je p omìrnì m alé). Na jdìte algoritmus, který pro dva
rùzné vrcholy u , v z G na jde nejkrat¹í cestu z u do v v èase O ( k � ( n + m )). Jak to
udìlat v èase O (log( k ) � ( n + m ))?

PÆr płíkladø

Cvièení. Upravte DFS tak, aby pro z adaný graf G a jeho hranu e zjistilo, zda se
e nachází v nìjakém c yklu G .

Cvièení. Mìjme orientovaný graf a nìkteré vrcholy v nìm oznaèené. Na jdì te al-
goritmus b ì¾ící v èase O ( n + m ), který zjistí, zda nìkterý z oznaèených vrcholù je
v orientovaném cyklu. Pro è nefung uje pøímo èaré p ou¾ití DFS?

Cvièení. Rozmyslete si, které grafy ma jí jedno znaèné top ologické usp oøádání.

Cvièení. Orientovaný graf nazveme polosouvislým , p okud pro ka¾dé dva rùzné
vrcholy u; v v nìm existuje orientovaná cesta z u do v neb o z v do u . Navrhnìte al-
goritmus, který umí zjistit, zda je zadaný graf p olosouvislý. Pro è nep o¾aduji rozklad
na kom p onenty p olosouvislosti?

MinimÆlní kostry

De�nice. Kostra (neorientovaného) g rafu je jeho p o dgraf, který je strom a ob-
sahuje v¹echny vrcholy. Minimální kostra vzhledem k oho dno cení hran je taková
kostra, kde souèet oho dno cení v¹ech jejích hran je ze v¹ech koster nejmen¹í.

De�nice. Mìjme graf G = ( V; E ). Mno¾inu R � E nazveme łezem , p okud graf
( V; E nR ) není souvislý. Pokud existuje mno¾ina M � V taková, ¾e ka¾dá e 2 R má
jeden konec v M a druhý v V n M , nazýváme R elementÆrním .
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Budeme uva¾ovat p ouze grafy, ve kterých ¾ádné dvì hrany nema jí stejné oho d-
no cení.

Lemma. (øezové) Nech» G je souvislý graf s unikÆtnì oho dno ce nými hranami a
R jeho elementÆrní łez. Pak ka¾dÆ minimÆlní kostra obsahuje nejlehŁí hranu R (tj.
hranu R s nejmen„ím oho dno cením).

Algoritmus. (Jarníkùv)
Vstup: Souvislý graf s váhovou funkcí w .

(1) Pro v¹e chny vrcholy v :

(2) stav( v )  mimo,

(3) h ( v )  + 1 ,

(4) p( v )  nede�nováno,

(5) v0  lib ovolný vrchol grafu,

(6) T  strom obsahujíc í vrchol v0 a ¾ádné hrany,

(7) stav( v0)  soused,

(8) h( v0)  0.

(9) Dokud existují nìjaké sousední vrcholy:

(10) Oznaème u sousední vrchol s nejmen¹ím h ( u ).

(11) Stav( u )  uvnitø,

(12) pøidáme do T hranu f u; p( u ) g, p okud je p( u ) de�nováno.

(13) Pro v¹e chny hrany uv :

(14) Je-li stav( v ) 2 f soused, mimo g a h ( v ) > w ( uv ):

(15) stav( v )  soused,

(16) h ( v )  w ( uv ),

(17) p( v )  u .

Výstup: Minimální kostra T .
Jarníkùv algoritmus s haldou b ì¾í v èase �( m � log( n )).

Cvièení. Rozmyslete si, ¾e minimální kostra grafu s unikátnì oho dno cenými hra-
nami je jednoznaènì urèená.

Literatura a zdroje

[1] Martin Mare¹, Tomá¹ Valla: Prøvodce labyrintem algoritmø , CZ.NIC, 2017
(v dob ì pøedná¹ky dostupné z https://knihy.nic.cz/�les/edice/
pruvo dce labyrintem algoritmu.p df )

[2] Cvièení Vikiho Nìmeèka z ADS a cvièení Martina Mare¹e z programování
na Matfyzu.
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'vrŁkøv b o d
þ madam Verèaÿ Hladíková

Abstrakt. Płísp ìvek shrnuje zÆkladní vlastnosti stłedu oblouku kru¾nic e, tzv. 'vrŁ-
kova b o du. Tento b o d �guruje v m noha geometrických œlohÆch a jeho dobrÆ znalost je
tedy pro œsp ìch płi łe„ení velmi u¾iteŁnÆ. To v„e v płísp ìvku ilustruje łada płíkladø.

Je¹tì ne¾ sto èíme p ozornost ke ©vrèkovu b o du, pøip omeneme si nìkolik základ-
ních vlastností os úhlu, støedu kru¾nic e vepsané a støedù kru¾nic pøipsaných. Poté
zformulujeme a doká¾eme pár u¾iteèných tvrzení o ©vrèkovì b o du a vyu¾ijeme je pøi
øe¹ení úloh.

De�nice a znaŁení

De�nice. Nech» je tro júhelník ABC vepsaný do kru¾nice ! . Støed oblouku BC ,
který neobsahuje A , oznaème �Sa a øíkejme mu 'vrŁkøv bod tro júhelníka ABC vzhle-
dem k A . Bo dy �Sb , �Sc de�nujme analogicky.

V tro júhelníku ABC oznaème ! kru¾nici opsanou, I støed kru¾nice vepsané, �Sa ,
�Sb , �Sc o dp ovída jící ©vrèkovy b o dy, Ea , Eb , Ec o dp ovída jící støedy kru¾nic pøipsa-
ných s p olomìry r a , r b , r c a koneènì AD , BE , CF osy úhlù v 4 ABC , kde D 2 BC ,
E 2 AC , F 2 AB .

Osy œhlu, stłedy kru¾nice vepsanØ a kru¾nic płipsaných

Tvrzení 1. Kolem stłedø kru¾nice vepsanØ a kru¾nic płipsaných jsou œhly

(i) j^ BIC j = 90 � + �
2 a j^ BIF j = 90 � � �

2 ,
(ii) j^ AE aB j = 


2 a j^ BE aCj = 90 � � �
2 .

Tvrzení 2. (O ose vnitøního úhlu)

jBD j
jDC j

=
jAB j
jAC j

:
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ZÆkladní vlastnosti 'vrŁkova b o du

Tvrzení 3. V tro jœhelníku ABC se osa œhlu BAC a osa strany BC protína jí na
kru¾nici ! . Jejich prøseŁíkem je �Sa .

Tvrzení 4. Bo dy B , C , I , Ea le¾í na jednØ kru¾nici se stłedem �Sa . Platí tedy
j �Sa I j = j �SaB j = j �SaCj = j �SaEa j .

Tvrzení 5. (Sho oting lemma) Bo dem �Sa veïme p olopłímky p a q, kterØ protnou
stranu BC p ostupnì v b o dech X a Y a kru¾nici ! protnou p o druhØ p ostupnì v Z
a W . Pak b o dy X , Y , Z , W le¾í na jednØ kru¾nici.

Tvrzení 6. V tro jœhelníku ABC platí j �SaDj � j �SaAj = j �Sa I j2 = j �SaCj2 = j �SaB j2 .

Tvrzení 7. Je dÆn tro jœhelník ABC a kru¾nice ! 1 , kterÆ mÆ vnitłní dotyk s kru¾-
nicí ! v b o dì A a se stranou BC v b o dì D 0. Pak D = D 0.

Płíklady

Pøíklad 8. Je dán tro júhelník ABC . Oznaème O støed kru¾nice opsané tro júhel-
níku BCI . Doka¾te, ¾e j^ OKB j = j^ OLC j , kde K , L jsou b o dy dotyku kru¾nice
vepsané ABC p o øadì se stranami AB , AC . (China girls 2012/5)

Pøíklad 9. Ètyøúhelník ABCD je vepsán do kru¾nice ! . Støe dy sousedních ob-
loukù AB , BC , CD , DA oznaème p ostupnì �Sa , �Sb , �Sc , �Sd . Doka¾te, ¾e pøímky �Sa �Sc

a �Sb �Sd jsou na seb e kolmé.

Pøíklad 10. V tro júhelníku ABC s b ì¾ ným znaè ením uka¾te, ¾e I je orto c entrem
tro júhelníka �Sa �Sb �Sc .

Pøíklad 11. Oznaème �S0
a prùseèík osy vnìj¹ího úhlu u vrcholu A a osy protìj¹í

strany. Uka¾te, ¾e tento þ Anti¹vrkÿ

(i) le¾ í na kru¾nici opsané tro júhelníku ABC ,

(ii) le¾í ve støedu EbEc ,

(iii) jeho vzdálenost o d pøím ky BC je r b + r c
2 .

Pøíklad 12. Je dán tro júhelník ABC se støedem kru¾nice vepsané I a vnitøním
b o dem P . Platí

j^ PBA j + j^ PCAj = j^ PBCj + j^ PCBj:

Uka¾te, ¾e jAP j � j AI j , pøièem¾ rovnost nastává, právì kdy¾ P = I . (IMO 2006)

Pøíklad 13. Nech» jsou AL a BK osy úhlù nerovnoramenného tro júhelníka ABC
( L le¾í na stranì BC , K le¾í na stranì AC ). Osa úseèky BK protne pøímku AL
v b o dì M . Bo d N le¾í na pøímce BK a platí, ¾e LN je rovnob ì¾ná s MK . Doka¾te,
¾e jLN j = jNA j . (Junior Balkan 2010)

22



þ MADAM VER¨Aÿ HLAD ˝KOV`

Pøíklad 14. Kru¾nice ! 1 a ! 2 ma jí vnìj¹í dotyk v b o dì T a ob ì se vnitønì dotýka jí
kru¾nice ! p ostupnì v b o de ch R a S . Buï Q druhý prùseèík RT a ! . Uka¾te, ¾e
j^ QSTj = 90 � . (KMS)

Pøíklad 15. Nech» BC je prùmìr kru¾nice k se støedem O . Dále buï A b o d na k
takový, ¾e j^ AOB j < 120 � , a D buï støed toho oblouku AB , který neobsahuje C .
Rovnob ì¾ka s DA vedená b o dem O protne AC v b o dì I . Osa úseèky OA protne k
v b o dech E a F . Uka¾te, ¾e I je støedem kru¾nice vepsané tro júhelníku CEF .

(IMO 2002)

Pøíklad 16. V tro júhelníku ABC doka¾te pøi zavedeném znaèení následující me -
trické vztahy:

(i) jA �Sa j � j AD j = jAI j � j AE a j = jAB j � j AC j ,

(ii) jIA j � j EaDj = jEaAj � j ID j .

Pøíklad 17. Nech» ABC je ostroúhlý tro júhelník ( jAB j 6= jAC j ). Kru¾nice nad
prùmìrem BC protne strany AB a AC p ostupnì v b o dech M a N . Oznaème O
støed strany BC a R prùseèík os úhlù BAC a MON . Doka¾te, ¾e kru¾nice opsané
tro júhelníkùm BMR a CNR se protína jí na stranì BC . (IMO 2004)

Pøíklad 18. Tro júhelník ABC splòuje vztah jAC j + jBC j = 3 jAB j . Kru¾nice jemu
vepsaná se støedem I se dotýká stran BC a CA p ostupnì v b o dech D a E . Nech»
K , L jsou obrazy b o dù D , E ve støedové soumìrnosti p o dle I . Uka¾te, ¾e b o dy A ,
B , K a L le¾í na jedné kru¾nici. (IMO shortlist 2005)

Pøíklad 19. Je dán tro júhelník ABC se støedem I kru¾nice ve ps ané a kru¾nicí
opsanou �. Pøímka AI protne kru¾nici � p o druhé v b o dì D . Buï E b o d na oblouku
BDC a F b o d na úseèce BC takový, ¾e j^ BAF j = j^ CAE j < 1

2 j^ BAC j . Dále buï
G støed úseèky IF . Doka¾te, ¾e pøímky EI a DG se protína jí na kru¾nici �.

(IMO 2010)

Pøíklad 20. Pøímka ` protíná kru¾nici � v b o dech A , B . Kru¾nic e � 1 a � 2 jsou
vepsané do stejné úseèe urèené pøímkou ` a ma jí vnìj¹í dotyk. Doka¾te, ¾e jejich
vnitøní sp oleèná teèna pro chází p evným b o dem, p ohybují-li se � 1 , � 2 ve vymezené
úseèi. (Prasolov)

Pøíklad 21. Je dán tro júhelník ABC , jeho kru¾nice opsaná ! a b o d D na stranì
BC . Buï ! 1 kru¾nice dotýka jící se úseèky AD v b o dì F , s trany BC b o dì E a
kru¾nice ! v b o dì K . Doka¾te, ¾e støed I kru¾nice vepsané 4 ABC le¾í na pøímce
EF . (Sawayama-Thebault theorem, PraSe 29/my¹ma¹)

NÆvo dy

8. V¹imnìte si, ¾e na p oloze b o dù B , C pøíli¹ nezále¾í, úloha je symetrická p o dle
osy úhlu.
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9. Úhel mezi �Sa �Sc a �Sb �Sd je souèet velikostí obloukù nad �Sa �Sb a nad �Sc �Sd . Jakou
èást kru¾nice tyto oblouky dohromady zabíra jí?

10. Úhel mezi �Sb �Sc a A �Sa je souèet velikostí obloukù nad A �Sc a nad �Sa �Sb . Jakou
èást kru¾nice tyto oblouky dohromady zabíra jí?

11. (ii) Pou¾ijte støední pøíèky v tro júhelníku EaEbEc (pøípadnì kru¾nici devíti
b o dù).

12. Doka¾te, ¾e P le¾í na kru¾nici opsané tro júhelníku BIC , a vyu¾ijte tro júhel-
níkovou nerovnost.

13. Uka¾te, ¾e M je ©vrèkùv b o d nìjakého tro júhelníku, a pak to uka¾te i pro N .

14. Protnìte sp oleènou teènu ! 1 , ! 2 s kru¾nicí ! a doka¾te, ¾e Q je ©vrèkùv b o d
nìjakého tro júhelníku.

15. Bo d A je ©vrèkùv b o d v tro júhelníku CEF , tak¾e s ta èí dokázat, ¾e I le¾í na
kru¾nici se støedem v A pro cházející b o dy E; F . Doka¾te, ¾e jAF j i jAI j je p olo mìr
kru¾nice k .

16. Hledejte p o dobnosti tro júhe lníkù.

17. Uka¾te, ¾e R je ©vrèkùv b o d tro júhelníku AMN .

18. Tipnìte si, kde le¾í støed kru¾nice, a pøeveïte úlohu na p o èítání vzdáleností.

19. Dokreslete Ea , abyste se zbavili b o du G .

20. Pou¾ijte tvrze ní 7, tvrzení 5 a mo cnost b o du ke kru¾nici.

21. Protnìte osu úhlu u vrcholu A s EF (dokreslete i ©vrèkùv b o d) a vyu¾ijte
tvrzení 6. Po vyu¾ití mo cnosti b o du ke kru¾nici a tvrze ní 7 u¾ s taèí jen úhlit.

Literatura a zdroje
Tento pøísp ìvek je z vìt¹í èásti pøevzatý z pøísp ìvku 'vrŁkøv bod o d ©tìpána ©imsy,
jemu¾ tímto dìkuji.

[1] ©tìpán ©imsa, 'vrŁkøv bod , 2015 Staré mìsto,

[2] Martina Vaváèková, 'vrŁkøv bod , http://mks.m�.cuni.cz/library/ ,

[3] Michal Rolínek, Josef Tkadlec: The ' point , www.onlinemathcircle.com .
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P+R
Honza þ Fandaÿ Krejèí

Abstrakt. Cílem tØto płednÆ„ky je ukÆzat, k Łemu jsou dobrØ łady płedev„ím płi
aproximaci funkcí. PłednÆ„ka je płedev„ím zamý„lenÆ jako motivaŁní, te dy nìkterØ
vìci nebudou dokÆzÆny.

Jak u¾ bylo zmínìno v abstraktu, koneèným cílem bude aproximace funkcí na
okolí b o du. Zaèneme tím, ¾e si øekneme nìco o p osloupnostech èísel a pak z aèneme
aproximovat. Uká¾ eme si Taylorùv p olynom a co vlastnì taková vìc umí. Zadaøí-li
se, tak dokonce nìco sami zaproximujem e.

Øady Łísel

Pøíklad. Jak sèítat mo c niny?

(1) Jaký je souèet 1 + 2 + � � � + n ?

(2) A co 1 2 + 2 2 + � � � + n2 ?

(3) Nakonec, v závislosti na prvních k � 1 souètech, jaký je souèet

1 k + 2 k + � � � + nk ?

De�nice. (Posloupnost) Formálnì øeè eno, posloupnost je zobrazení, které ka¾dému
pøirozenému èíslu pøiøadí nìjaké reálné èíslo: n 7! an . Posloupnost také znaèíme
f an g1n =1 . Øekneme, ¾e p osloupnost konverguje k èíslu A , p okud

8" > 0 9n0; tak, ¾e 8n � n0; jA � an j < ":

Neformálnì si lze p osloupnost pøedstavovat jako usp oøádanou mno¾inu prvkù.
Posloupnost pak konverguje k A , p okud pro lib ovolnì ¹iroký inte rval ( A � "; A + " )
na jde me index tak, ¾e ¾ádný prvek z p osloupnosti, který má index vy¹ ¹í ne¾ n0,
z tohoto pásu nevypadne.

Cvièení. Co pro p osloupnost celých èísel znamená, ¾e konverguje?

Pøíklad. (souèet aritme tické a geometrické p osloupnosti) Doka¾te pro a; c 2 R ,
q 6= 1:

(1) a + ( a + c) + ( a + 2 c) + � � � + ( a + ( n � 1) c) = n
2 (2 a + ( n � 1) c),
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(2) a + aq + aq2 + � � � + aqn � 1 = aqn � 1
q� 1 .

Poznámka. Posloupnosti, kte rou sèítáme jako první v pøíkladu vý¹e, se øíká arit-
metickÆ posloupnost a té druhé geometrickÆ posloup nost . Èíslùm c a q se p ostupnì
øíká diference a kvocient .

Pøíklad. Jak jsou na tom s konvergencí p osloupnosti:

(1) f ng1n =1 ,

(2) f 1
n g1n =1 .

(3) geometrická p osloupnost (v závislosti na kvo cientu),

(4)
p

n + 1 �
p

n ?

To je hezké, ale jsou na to i pøíklady v olympiádì?

Pøíklad. Víme, ¾e celá èísla a a b splòují, ¾e pro ka¾dé n je 2 n a + b ètverec nìjakého
celého èísla. Uka¾te, ¾e pak a = 0. (Polské výb ìrko)

Pøíklad. Mìjme reálné p olynomy f a g stejného stupnì. Pro ka¾dé reálné x platí:
p okud f ( x ) je celé èíslo, pak je i g( x ). Doka¾te, ¾e existují celá m , n , pro která
g( x ) = mf ( x ) + n pro v¹echna reálná x . (Bulharská olympiá da)

De�nice. (øada) Mìjme p osloupnost f an g. Symb olem
P 1

i =1 ai oznaèujeme neko-
neŁnou ładu . Dále, vztahem Sn =

P n
i =1 x i de�nujeme n -tý ŁÆsteŁný souŁet této

øady. Øe kne me, ¾e øada S je konvergentní a má souèet M , p okud lim n!1 Sn = M .
Øekneme, ¾ e øada je absolutnì konvergentní , p okud je konvergentní øada

P 1
i =1 jai j .

Vìta. (vztah konvergence a absolutní konvergence) Je-li łada absolutnì konver-
gentní, pak je takØ konvergentní.

Pøíklad. (nutná p o dmínka konvergence øady) Pokud je souèe t øady koneèný, pak
lim n!1 an = 0.

Pøíklad. Jaký souèet má øada
P 1

k=0 ( � 1) k = 1 � 1 + 1 � 1 + : : : ?

Vìta. (rozdíl m ezi absolutní a neabsolutní konvergencí) Mìjme ładu
P 1

i =1 ai .
Konverguje-li łada absolutnì, pak i její lib ovolnØ płerovnÆní konverguje absolutnì a
mÆ stejný souŁet. Pokud łada konverguje , ale nekonverguje absolutnì, pak pro ka¾dØ
Łíslo s 2 R [ f�1g existuje takovØ płeusp ołÆdÆní łady, ¾e její souŁet je roven s.

Øady funkcí
Tak jako jsme zavedli ne/koneèné øady èísel, umíme stejnì zavést øady funkcí. Øada
je pak také funkcí, je jí¾ funkèní ho dnota v b o dì je dána souètem ho dnot funkcí øady
v daném b o dì. Je dùle¾itou otázkou, zda je tato ho dnota vùb ec de �nována (vizP 1

k=0 ( � 1) k ).
Jedno duchým pøípadem (koneèné) øady jsou p olynomy. Vzhledem k tomu, ¾e

p olynom je souèet koneènì mnoha èísel, tak jemu o dp ovída jící øada je de�nována
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na celé reálné pøímce. U øad, kde nemáme p ouze koneènì mnoho nenulových èlenù,
je otázka toho, kdy je souèet øady de �nován, tì¾¹í.

Aproximace p omo cí p olynomø
Motivace. Jednou z dùle¾itých otázek èásti matematiky je, jak aproximovat slo¾itý
ob jekt jedno du¹¹ím. V pøípadì reálných funkcí je to napø. aproximace funkce p omo cí
p olynomù.

Pøíklad. Mìjme danou (dostateènì hladkou) funkci f de�novanou na intervalu
[ � 1 ; 1]. My o ní v¹ak víme jenom to, jak se chová v b o dì 0. Cílem je na jít p olynom
stupnì nejvý¹e n , který co nejlép e aproximuje funkci na okolí b o du 0.

Idea je vcelku jedno duchá. Abychom dosáhli co nejlep¹í aproximace, chceme, aby
se funkèní ho dnota p olynomu v nule sho dovala s funkèní ho dnotou f . Pak budeme
chtít, aby se funkèní ho dnoty p olynomu na okolí daného b o du mìnily stejnì rychle
jako daná funkce (aby nám z nìj neutíkala mo c rychle neb o p omalu). B udem e-li mít
dále volnost, budeme chtít, aby rychlost zmì ny p olynomu byla stejná jako u samotné
funkce, atd. No a nakonec uvidíme, co nám z toho vypadne.

(1) pro n = 0 je s ituace jedno duchá, lep¹í tip ne¾ P ( x ) = f (0) nemáme.

(2) pro n = 1 je situace hor¹í, nicménì dobrou aproximaci nám dává p olynom
P ( x ) = f 0(0) � x + f (0), kde f 0(0) je derivace funkce v b o dì 0. V¹imnìme
si, ¾e platí lim x!0

j f (x )� P (x )j
x = 0.

(3) pro n > 1, lze ukázat, ¾e p olynom s vlastností lim x! 1
2

j f (x )� P (x )j
(x � 1

2 )n = 0 je

Pn = f (0) +
f 0(0)
1

x +
f 00(0)
2!

x 2 + � � � +
f (i )(0)

i !
x i + : : :

f (n )(0)
n !

xn :

K pøíkladu vý¹e se ho dí nìko lik p oznámek. Zaprvé, dostateè nì hladká v tomto
kontextu zname ná, ¾ e derivace v¹ech p otøebných øádù existují a jsou koneèné. Je
dobré si uvìdomit, ¾e pøi derivování p olynomu pøirozenì do chází k tomu, ¾ e vy¹¹í
mo cniny ma jí vìt¹í vliv na ho dnotu ne¾ ni¾¹í, proto¾e pøi jejich derivaci pøed nì
vypadne vy¹¹ í ko e�cient. Pøesnì proto jsou u tìchto derivací ko e�cienty 1

n !, aby
tento efekt p otlaèily.

Dále se naskýtá otázka, zda s rostoucím n je aproximace skuteènì lep¹í. Vzhledem

k tomu, ¾e lim x!a
(x � a)n + k

(x � a)n = 0, je o dp ovìï kladná. Za jímavou otázkou rovnì¾ je,
zda lze na jít jiný p olynom Q stupnì nejvý¹e n , který nem á tvar vý¹e, ale platí pro nìj
lim x!a

f (x )� Q(x )
(x � a)n = 0. Ukazuje se, ¾e ne. Platí-li pro p olynom lim x!a

f (x )� Q(x )
(x � a)n = 0,

pak u¾ Q = Pn . To znamená, ¾e uva¾ujeme-li o þnejlep¹íchÿ aproximacích ve smyslu
lim x!a

f (x )� P (x )
(x � a)n = 0, tak ty jsou urèené jednoz na ènì.

Na závìr bychom také rádi vìdìli, jak dobrou aproximaci jsme na¹li. Dá se
ukázat, ¾e p okud f má v ka¾dém b o dì [ a; x ] koneè nou ( n + 1)-ní derivaci, pak
f ( x ) � Pn ( x ) = 1

(n +1)!f (n +1) ( � )( x � a) n +1 , kde � 2 ( a; x ).
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Vzhledem k tomu, ¾e víme, ¾e pøesnost aproximace roste s e stupnìm p olynomu,
pak dává smysl (pro dostateènì hladké funkce) místo p olynomu de�novat Taylorovu

øadu
P 1

i =0
f (i )(b)

n ! ( x � b) i . Má to jen dva drobné nedostatky { zaprvé ne v¹echny
funkce m a jí derivace v¹ech øádù a za druhé existují funkce, které ma jí derivace
v¹ech øádù, ale nejsou rovny své Taylorovì øadì. Napøíklad funkce f , která je 0 pro
x � 0 a f ( x ) = e

� 1
x pro x > 0.

Exp onenci Æl a, logaritmus a výlet do historie
První z elementárních funkcí je exp onenciální funkce. Motivace pro její p ou¾ití byl
rozvo j ob cho du a �nancí. Pøedp okládejme, ¾e nìkomu p ùjèíme 1 korunu s úrokem
100% na 1 rok. Budem e-li chtít, aby se èástka zúro èila jednou, pak jistì na konci
roku dostaneme dvo jnásob ek p ùvo dní èástky. Nicménì, mù¾eme taky chtít èástku
úro èit 2x p oka¾dé s p olovièním úrokem, tj. chceme (1 + 1

2 )
2 = 9

4 > 2, 3x s tøetinovým
úrokem, tj. (1 + 1

3 )
3 = 64

27 > 9
4 . Nastává otázka, jak se úro èení chová, p okud bychom

chtì li úro èit þsp o jitìÿ, tj. uva¾ovat lim n!1 (1 + 1
n )

n . Ukazuje se, ¾e tento výraz má
limitu, kterou z nedostatku lep¹ích nápadù, oznaèujeme e a je to Eule rova konstanta
( � 2 ; 72). V principu se jedná o funkci její¾ rùst je roven její ho dnotì, co¾ mù¾eme
s p omo cí derivace rovnì¾ z aps at jako x0( t ) = x ( t ), t 2 R , x (0) = 1.

Mù¾eme si zkusit rozmys let, ¾e mo cninná øada
P 1

k=1
x k

k! splòuje tuto diferen-
ciální rovnici. Dá se ukázat, ¾e øada je de�novaná na celé reálné pøímce a øe¹ ení
pøedchozí diferenciální rovnice je jednoznaèné, tedy tato øada je jejím jediným øe¹e-
ním. Nakonec je¹tì p oznamenejme, ¾e existuje je¹tì tøetí m o¾nost, jak exp onenciálu
jednoznaènì de�novat a to p omo cí p o¾adavku ex + y = ex � ey a e(0) = 1.

Dal¹í dùle¾itou funkcí je pøirozený logaritmus. K jeho de �nici do¹lo v souvislosti
s kvadraturou hyp e rb oly. Pøedmìtem s tudia bylo urèit obsah útvaru, který je vy-
tnutý hyp erb olou xy = 1 a p olopøímkami pro cházejícími p o èátkem a protína jícími
hyp erb olu v b o dech ( a; 1

a ), ( b; 1
b ). Ukazuje se, ¾e p okud A ( t ) oznaèíme obsah mezi

b o dy a = 1 a b = t , pak platí A ( tu ) = A ( t ) + A ( u ). Jinak øeèeno, funkce pøevádí ná-
sob ení na sèítání. Pro na¹e p otøeby je ov¹em lep¹í de�novat logaritmus jako inverzní
funkci k exp onenciále. Tedy je to funkce de�novaná na kladných reálných èíslech
splòující log ( ex ) = x .

Pøíklad. Sp o èti Taylorovu øadu pro log (1 + x ).

Pøíklad. Aproximuj log 2.
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Generující funkce
Jakub Löwit

Abstrakt. V płednÆ„ce se nauŁíme pracovat s takz vanými generující funkcemi,
kterØ tvołí p evný most mezi kombinatorikou a analýzou. Jejich znalost nÆm dÆ p o-
mìrnì koncep Łní vhled do nìkterých kombinatorických œloh. ZískanÆ intui ce se mø¾e
ho dit neŁekanì Łasto.

MotivaŁní okØnko
Základní my¹lenku generujících funkcí mù¾eme dobøe ilustrovat na následujících
cvièeních.

Cvièení 1. Jaký ko e�cient má p olynom (1 + x5 + x7 ) 20 u èlenu x 17 ?

Cvièení 2. Máme tøi ko¹íky s vejci. V prvním jsou dvì ¾lutá, v druhém dvì mo drá
a ve tøetím tøi èervená vejce. Kolika zp ùsoby lze vybrat 4 vejce?

V prvním pøíkladì si místo þroznásob eníÿ závorek zjevnì situaci chceme p ouze
kombinatoricky pøedstavit, zatímco druhý pøíklad lze pøímo èaøe pøevést na násob ení
tro jic e p olynomù a eliminovat tím mo¾nost chyby. V tuto chvíli by samozøejmì
kdokoli mohl øíct, ¾e jen slovíèkaøíme a p o è ítám e triviality. Koresp ondenci mezi
kombinatorickými a analytickými úlohami lze ale dotáhnout mnohem dál, a v tu
chvíli zaène být pøekvapivì u¾iteèná. Tak vzhùru na to!

Ho dí se vìdìt
Shrneme pár spí¹e jedno duchých vìcí, které se bude ho dit mít na pamìti.

Tvrzení. Pro lib ovolnØ x 2 R , n 2 N0 platí 1 + x + x 2 + � � � + xn = x n +1 � 1
x � 1 .

Tvrzení. Pro lib ovolnØ x 2 R , n 2 N platí
� n

0

�
+

� n
1

�
x +

� n
2

�
x 2 + � � � +

� n
n

�
xn =

= ( x + 1) n .

Jediný nekoneèný souèet, který budeme do zaèátku p otøeb ovat znát, je souèet
nekoneèné geometrické øady. 1

Tvrzení. Pro v„echna x 2 ( � 1 ; 1) platí 1
1 � x =

P 1
n =0 xn .

1 Samozłejmì se ho dit i dal„í; my si ale u¾ ijeme dost zÆbavy i tak.
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V pøípadì x = 0 v pøedchozím tvrzení pøitom p ou¾íváme konvenci 0 0 = 1. A kdy¾
u¾ jsme se dostali k tìm nekoneèným souètùm, bylo by dobré vìdìt, co taková
nekoneèná øada

P 1
n =0 an xn vlastnì je. Na takovou øadu se lze dívat dvìma zp ùsoby.

Pøednì se na
P 1

n =0 an xn mù¾eme dívat jenom jako na formÆlní ładu , tj. p osloupnost
jejích ko e�cientù a0; a1 ; a2 ; : : : , za kterými jsou symb oly xn . Takovéto formální øady
si mù¾eme sèítat i násobit jako by to byly p olynomy. To o dp ovídá kombinatorické
stranì na¹í teorie.

Zároveò by se nám ale mo hlo chtít za x dosazovat. Pokud by to ¹lo, o dp ovídala
by øada

P 1
n =0 an xn nìjaké funkci f ( x ), která èíslu x pøiøadí onen nekoneèný souèet.

O øadì bychom pak øíkali, ¾e konverguje . To ale b ohu¾el nefunguje v¾dycky { p okud
se ko e�cie nty ai chova jí nep ìknì, takový souèet vùb ec nemusí dávat smysl.

Tvrzení. Konverguje-li łada f ( x ) =
P 1

n =0 an xn pro v„echna x 2 ( � "; " ) pro nì-
jakØ dostateŁnì malØ " > 0 , pak jsou její ko e�cienty jednoznaŁnì urŁeny ho dnotami
funkce f ( x ) .

Ko e�cienty an se pak da jí z re konstruovat p omo cí derivování jako an = f (n )(0)
n ! .

Proto¾e nás ale za jímá spí¹ kombinatorická strana mince, konvergencem i se mo c
zabývat nebudeme. K tomu, aby øada konvergovala na nìjakém ( � "; " ) napøíklad b o-
hatì staèí, aby pro v¹echna n 2 N platilo an < K n pro nìjaké p evné èíslo K . Jakmile
tedy ko e�cienty an rostou dostateènì p omalu, jsou jednoznaènì urèeny funkcí f ( x ).
V takovém pøípadì sèítání a násob ení tìchto funkcí o dp ovídá formálnímu sèítání a
násob ení p ùvo dních øad. 2

De�nice. 3 A» a0; a1 ; a2 ; : : : je p osloupnost reálných èísel. Její generující (èasto té¾
vytvołující ) funkcí rozumíme mo cninnou øadu

1X

n =0

an xn :

Pointa je následující. Máme -li nìjakou p osloupnost èísel, kte rá nás za jímá, mù-
¾eme z ní vytvoøit pøíslu¹nou generující funkci. Tu ale s tro chou ¹tìstí doká¾eme
vyjádøit v uzavøeném tvaru, tøeba tak jako to umíme udìlat pro nekoneèné geo-
metrické øady. Kombinatorické èi algebraické vlastnosti p ùvo dní p osloupnosti jsou
pak uschovány ve velmi kompaktním tvaru, ve kterém s nimi umíme jedno du¹e ma-
nipulovat { a p okud pøíslu¹né øady konvergují, umíme se kdykoli b eztrestnì vrátit
zp ìt.

2 Pokud Tì łady za jíma jí, urŁitì se o nich do Łte„ v ka¾dØ kní¾ce o matematickØ analýze.
3Lze uva¾ovat i jinØ druhy generujících funkcí, kterØ se ho dí k jiným œŁeløm { my si ale vystaŁíme

s tìmito.
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SeznÆmení

Cvièení 3. Kolika zp ùsoby lze èíslo n 2 N zapsat jako souèet k celých nezáp orných
èísel, jestli¾e zále¾í na jejich p oøadí?

Cvièení 4. Jakou generující funkci má p osloupnost a0; a1 ; a2 ; : : : , kde an o dp o-
vídá p o ètu zp ùsob ù, jak zaplatit n korun p omo cí korunových, dvoukorunových a
p ìtikorunových mincí? Umíte ji napsat v uzavøe né m tvaru?

Cvièení 5. Mìjme p osloupnos ti a0; a1 ; a2 ; : : : a b0; b1 ; b2 ; : : : a jejich generující
funkce a( x ), b( x ). Doká¾ete p omo cí nich vyjádøit ge nerující funkci p osloupnosti,
její¾ i -tý èlen je si = a0bi + a1 bi � 1 + � � � + ai b0?

Cvièení 6. Posloupnost a0; a1 ; a2 ; : : : má generující funkci g( x ). Jakou generující
funkci pak bude mít p osloupnost èáste èných souètù a0; a0 + a1 ; a0 + a1 + a2 ; : : : ?

Úlo¾ky
Zaèneme nìkolika p ìknými úlohami, které nevyu¾íva jí ¾ádnou komplikovanou teorii
{ jenom trikovou práci s p osloupnostmi a jejich generujícími funkcemi. Aèkoli se mù¾e
ho dit znát p ostupy z dal¹ích èástí pøedná¹ky, právì nyní bychom mohli p o chopit,
o co vlastnì jde, a nauèit se generující funkce intuitivnì p ou¾ívat.

Úloha 7. Pro n 2 N sp o ètìte
P n

i =0 ( � 1) i
� n

i

� 2
.

Úloha 8. Máme pytel jablek, hru¹e k, p omeranèù a banánù. C hc eme vyrobit salát
z n kusù ovo c e, aby

(1) p o èet jablek byl sudý,

(2) p o èet hru¹ek byl dìlitelný p ìti,

(3) byly v nìm nejvý¹e 4 p omeranèe,

(4) byl v nìm nejvý¹e jeden banán.

Kolika zp ùsoby to lze udìlat?

Úloha 9. Hrací kostka je krychle, její¾ stìny jsou p opsané nìjakým i pøirozenými
èísly. Navrhnìte dvo jici kostek, jejich¾ hození je ekvivalentní ho du dvo jicí b ì¾ných
kostek, tj. aby se v¹echny mo¾né souèty se ob jevovaly stejnì èasto. A doká¾ete urèit,
kolik takových dvo jic kostek existuje?

Úloha 10. Pro x 2 R , jxj < 1 doka¾te

1
1 � x

= (1 + x )(1 + x 2 )(1 + x4 )(1 + x8) � � � ;

kde napravo vystupuje nekoneè ný souèin.

Úloha 11. Pøirozená èísla jsme disjunktnì prokryli n aritmetickými p osloupnostmi
s diferencemi r 1 , r 2 , : : : , r n . Doka¾te, ¾e 1

r 1
+ 1

r 2
+ � � � + 1

r n
= 1.
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Úloha 12. Rozkladem èísla m 2 N rozumíme rozlo¾ení èísla m na souèet pøiroze-
ných èísel, jejich¾ p oøadí nás nez a jímá. Doka¾te, ¾e p o èet rozkladù èísla m na rùzná
èísla je stejný jako p o èet rozkladù m na lichá èísla.

Úloha 13. Po celých èíslech skáèe kobylka. Zaèíná v èísle 1 a p oka¾dé se náho dnì
rozho dne zda sko èí na èíslo o jedna me n¹ í è i na èíslo o dvì vìt¹í. S jakou pravdìp o-
dobností se nìkdy dostane do 0?

Úloha 14. Pro sudé n 2 N doka¾te rovnost

n
2X

k=0

( � 1) k
�

n + 2
k

��
2( n � k ) + 1

n + 1

�
=

( n + 1)( n + 2)
2

:

(VJIMC 2014)

Úloha 15. Je dáno rostoucí p osloupnost a0; a1 ; a2 ; : : : v N0 taková, ¾e ka¾dé
m 2 N0 lze vyjádøit právì jedním zp ùsob em jako ai + 2 aj + 4 ak . Urèete a1998 .

(IMO Shortlist 1998)

Úloha 16. Na jdì te v¹echny disjunktní rozklady N0 = A [ B takové, ¾e pro ka¾dé
n 2 N0 má rovnice x + y = n , x < y stejnì øe¹e ní v A � A jako v B � B .

Úloha 17. Existuje p o dmno¾ina pøirozených èísel X taková, ¾e v¹echna dosta-
teènì velká pøirozená èísla lze vyjádøit jako souèet dvo u prvkù z X stejným p o ètem
zp ùsob ù?

Úloha 18. Vrcholy pravidelného n -úhelníku jsou obarveny nìkolika barvami. Vr-
choly ka¾dé barvy navíc op ìt tvoøí pravidelný mnohoúhelník. Doka¾te, ¾e dva z nich
ma jí stejný p o èet vrcholù.

Úloha 19. Doka¾te, ¾e
P � k

n � k

�
= Fn +1 , kde na levé stranì sèítáme pøes v¹echna

smysluplná k a Fi znaèí i -té Fib onacciho èíslo.

Derivace
Jedním ze ¹ikovných zp ùsob ù, jak si ulehèit práci, je derivování a integrování. Jeli
toti¾ øada

P 1
n =0 an xn konvergentní na nìjakém neprázdném intervalu, je jím zderi-

vováním dostanem e øadu
P 1

n =0 ( n + 1) an +1 xn . Zintegrováním p ùvo dní øady naopak
získáme øadu c +

P 1
n =0

1
n an � 1 xn pro nìjaké reálné c.

Úloha 20. Pro n 2 N sp o ètìte ho dnotu
P n

k=0 k
� n

k

�
.

Úloha 21. Pøirozená èísla jsme disjunktnì prokryli n aritmetickými p osloupnostmi
s diferencemi p o øadì r 1 ; r 2 ; : : : ; r n a p o è áteèními èleny p o øadì a1 ; a2 ; : : : ; an . Do-
ka¾te, ¾e a1

r 1
+ an

r 2
+ � � � + an

r n
= n � 1

2 .

Umìt øady derivovat a integrovat se sp oleènì s dal¹ími p ostupy ho dí do cela èasto.
Pøedchozí dvì úlohy tvoøily jen lehkou o chutnávku { v dal¹ích èástech pøedná¹ky
nabyté znalosti znovu vyu¾ijeme.
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Rekurence
Pomo cí generujících funkcí lze pøímo èaøe øe¹it rùzné rekurence. Pro rùzné sp e ciální
druhy rekurencí existují pøehlednìj¹í zp ùsoby øe¹ení, generující funkce lze ale p ou¾ ít
dost ob ecnì.

Úloha 22. De�nujme a0 = 0, ai +1 = 2 ai + 1 pro i � 1. Vyjádøete explicitnì an .

S p o u¾ itím stejného pøístupu a tro chy hrub é síly lze vyjádøit i èleny jiných re-
kurentnì zadaných p osloupností. Èasto je pøitom ale p otøeba rozkládat v¹elijaké
racionální funkce na parciální zlomky. Pøedveïme si to na nìkolika pøíkladech. Aè-
koliv je tøeba tro chu p o èítat, ne ní se èeho bát.

Úloha 23. (Fib onacciho èísla) A» F0 = 1, F1 = 1 a Fn = Fn � 1 + Fn � 2 pro n � 2.
Vyjádøete explicitnì Fn .

Vytvoøující funkce ale zaènou být skuteènì p otøeba, jakmile rekurence pøestanou
být lineární. Samozøejmì p okud øe¹ení umíme tipnout, typicky je triviální øe¹ení
dokonèit indukcí. Takový tip ale vùb ec nemusí být lehký { a generujíc í funkce ho
umí udìlat samy.

Úloha 24. Sp o ètìte explicitnì èleny p osloupnosti splòující xn +2 � 6 xn +1 � 9 xn =
= 2 n + n pro n 2 N0, pøièem¾ x 1 = x0 = 0.

Ponauèením z této è ásti by tedy mìlo být, ¾e p o èítání èlenù mnoha re kurentních
p osloupností jde jedno du¹e pøevést do jazyka ge ne rujících funkcí, které pak øe¹íme
jako þb ì¾né rovniceÿ. Pokud nám pøitom pøeje ¹tìstí a máme zku¹enosti, z vyjádøení
generujících funkcí zvládneme zp ìtnì vyè íst hledanou p osloupnost. A¾ budeme mít
více znalostí, vyøe¹íme si i pár za jímavìj¹ích rekurencí.

Zob ecn ìn Æ binomickÆ vìta

De�nice 25. Pro lib ovolné r 2 R , k 2 N oznaème
� r

k

�
= r (r � 1)���(r � k+1)

k! . Nazý-
váme ho zobecnìnØ kombinaŁní Łíslo .

Tvrzení 26. Pro x 2 ( � 1 ; 1) platí (1 + x ) r =
� r

0

�
+

� r
1

�
x +

� r
2

�
x 2 + � � �

Pro r 2 N je tedy pøedchozí tvrzení b ì¾ná binomická vìta. Pro r 2 Z neb o
ob ecnìji r 2 Q ale dostáváme nové rovnosti, ve kterých na jednou napravo vystupují
nekoneèné øady. Kromì souètu nekoneèné geometrické øady tedy explic itnì známe
dal¹í druh souètu, díky èemu s e umíme mnohem lép e vyp oøádat s nì kte rým i dal¹ími
generujícími funkcem i.

Jakmile tedy pøi výp o ètech dosp ìjeme ke generujíc ím funkcím, kde se výraz y
(1 + x ) r vyskytují ve jmenovatelích èi dokonce v o dmo cninách, u¾ z nich budeme umìt
explicitnì vyjádøit èleny pøíslu¹né p osloupnosti. V mnoha pøípadech se s amozøejmì
dá zob ecnìné binomické vìtì vyhnout, èasto ale p o dstatným zp ùsob em p omù¾e.

Úloha 27. V ko¹íku je 30 mo drých, 40 èervených a 50 bílých míèkù. Kolika zp ùsoby
lze vybrat 70 míèkù?

33



GENERUJ˝C˝ FUNKCE

Úloha 28. Vyjádøete explicitnì souèet 1 2 + 2 2 + � � � + n2 .

Pokud se nudíte, p ostup pøedchozí úlohy lze b ez problému p ou¾ ít na zji¹tìní
souètù tvaru 1 3 + 2 3 + � � � + n3 , neb o i jakékoli vy¹¹í mo cniny, kterou si pøedem
vyb erete.

Úloha 29. S jakou pravdìp o dobností padne pøi ho du 12-ti hrac ími kostkami pøesnì
30?

Úloha 30. Kolik existuje slov z písmen a, b, c, d délky n , ve kterých se nikde vedle
seb e nevyskytují písme na a, b?

Úloha 31. (Catalanova èísla) Máme ètverec n� n rozdìlený na jednotkové ètverce.
A» cn znaèí p o èet cest z levého dolního do pravého horního rohu p ùvo dního ètverce,
které vedou p o hranách men¹ích ètve re èkù smìrem doprava èi nahoru a zùstáva jí
celou dobu p o d diagonálou (mù¾ou se jí dotknout). Sp o ètìte cn .

NÆvo dy
1. Tento ko e�cient se dá kombinatoricky vyjádøit jako

� 20
1

�
�
� 19

2

�
= 20�19 �9

2 = 3420.

2. Násobte (1 + x + x 2 )(1 + x + x 2 )(1 + x + x 2 + x3 ), ko e�cient u x4 je 8.

3.
� n + k � 1

k � 1

�

4. 1
(1� x )(1� x 2)(1� x 5 )

5. a( x ) � b( x )

6. 1
(1� x ) � g( x )

7. Èlen u xn v ( x + 1) n ( x � 1) n .

8. Jsou to ko e �c ienty øady 1
(1� x )2 , salát z n kusù ovo ce lze proto pøipravit n + 1

zp ùsoby.

9. Rozlo¾te p olynom f = x + x 2 + x3 + x4 + x5 + x6 , jak jen to jde. Souèty p o ho du
dvìma kostkami pak o dp ovída jí p olynomu f 2 .

10. Jednoznaèné vyjádøení è ísel ve dvo jkové soustavì.

11. Rozepi¹te do rovnosti geometrických øad, vynásobte ( x � 1) a dosaïte 1.

12. Nahlédnìte, ¾e p o èet rozkladù má generující funkci danou nekoneèným sou-
èinem geometrických øad

Q 1
n =0

1
1 � x n . Pomo cí stejných meto d pøeveïte úlohu na

ovì øe ní nìjaké rovnos ti nekoneèných souèinù.

13. Oznaème ai p o èet p osloupností skokù zaè ína jících v 0, které se dos tanou do 0
p oprvé p o i sko cích. Dále a» bi znaèí stejný p o èet pro p osloupnosti z aèína jící v èísle
3. V¹imnìte si vztahu mezi generujícími funkc emi.

14. Nejprve si v¹imnìte rovnosti 1
(1� x )m =

P 1
j =0

� m + j � 1
m � 1

�
x j . Interpretujte levou

stranu zadání jako nìjaký ko e�cient souèinu dvou vho dných øad.

15. Uva¾te funkci
P 1

i =1 xa i . Zkuste si hrát s dosazením x = y2 k
a nekoneènými

souèiny.
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20. Derivujte binomickou vìtu, dosaïte 1. Vyjde n 2 n � 1 .

21. Zderivujte, dosaïte 1 a p ou¾ijte identitu pro souèet pøevrácených ho dnot dife-
rencí.

22. Vyjde 2 n � 1.

23. Po del¹ ím výp o ètu vyjde (1 + x + x 2 )( x + x 2 + x3 )(1 + x )(1 + x ).

28. Vezmìte geometrickou øadu. Derivujte, derivujte!

31. Nahlédnìte rekurentní vztah cn = c0cn � 1 + � � � + cn � 1 c0, se kterým pak pracujte
v øeèi generujících funkcí.

Literatura a zdroje
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[2] Pavel ©alom: Vytvołující funkce
[2] Rob ert ©ámal: Generující funkce
[3] AoPS Art of Problem Solving
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TeleskopickØ souŁty a souŁiny
Anna Mlezivová

Abstrakt. Płísp ìvek se zabývÆ me to dou teleskopických souŁtø a souŁinø a obsahuje
nìkolik płíkladø na její pro cviŁ ení.

Princip meto dy teleskopických souètù a souèinù je zalo¾en na cíleném roz¹íøení
daného souètu neb o souèinu nì kolika èísel takovým zp ùsob em, aby jej následnì bylo
mo¾né výraznì zjedno du¹ it.

Úmluva. V celém pøísp ìvku budeme p o èítat s n > 1.

Pøi meto dì teleskopických souètù se obvykle sna¾íme ka¾ dý ze sèítancù pøepsat
ve tvaru rozdílu tak, ¾e vìt¹ina èlenù takto upraveného s ouè tu se nakonec navzá jem
o deète.

Úloha. Urèete ho dnotu výrazu
1

1 � 2
+

1
2 � 3

+ � � � +
1

n � ( n + 1)
.

Úloha. Urèete ho dnotu výrazu 1! � 1 + 2! � 2 + � � � + n ! � n .

Pøi teleskopických souèinech chceme jednotlivé èleny upravit tak, aby se jich co
nejvíc zkrátilo a zùstal nám p ouze jedno duchý výraz.

Úloha. Doka¾te, ¾e
�
1 +

1
1 � 3

�
�
�
1 +

1
2 � 4

�
� � �

�
1 +

1
( n � 1) � ( n + 1)

�
< 2.

Úloha. Doka¾te, ¾e
�
1 �

1
4

�
�
�
1 �

1
9

�
� � �

�
1 �

1
n2

�
=

n + 1
2 n

.

Płíklady

Pøíklad 1. Urèete ho dnotu výrazu
1

1 � 2 � 3
+

1
2 � 3 � 4

+ � � � +
1

n � ( n + 1) � ( n + 2)
.

Pøíklad 2. Doka¾te, ¾e platí
1
2 2 +

1
3 2 + � � � +

1
n2 < 1.

Pøíklad 3. Doka¾te, ¾e platí
1

p
1 +

p
2
+ � � � +

1
p
99 +

p
100

= 9.
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Pøíklad 4. Doka¾te, ¾e 1 +
1

1 + 2
+

1
1 + 2 + 3

+ � � � +
1

1 + 2 + � � � + n
< 2.

Pøíklad 5. Doka¾te, ¾e platí
1

1 � 5
+

1
3 � 7

+ � � � +
1

(2 n � 1) � (2 n + 3)
<

1
3
.

Pøíklad 6. Doka¾te, ¾e

�
1 +

1
2

�
1
4

�
1
8

� �
1 +

1
3

�
1
9

�
1
27

�
� � �

�
1 +

1
n

�
1
n2 �

1
n3

�
=

( n + 1) 2

4 n
:

Pøíklad 7. Doka¾te, ¾e
3

1! + 2! + 3!
+

4
2! + 3! + 4!

+ � � � +
2019

2017! + 2018! + 2019!
<

1
2
.

Pøíklad 8. Urèete ho dnotu

r

1 + 1 +
1
4
+

r

1 +
1
4
+

1
9
+ � � � +

s

1 +
1
n2 +

1

( n + 1) 2 .

Pøíklad 9. Zjedno du¹te

1

(1 + 1) �
p
1 + 1 �

p
1 + 1

+
1

(2 + 1) �
p
2 + 2 �

p
2 + 1

+ � � � +
1

( n + 1) �
p

n + n �
p

n + 1
:

Pøíklad 10. Doka¾te, ¾e
2 3 + 1
2 3 � 1

�
3 3 + 1
3 3 � 1

� � �
n3 + 1
n3 � 1

<
3
2
.

Pøíklad 11. Urèete ho dnotu
1X

n =2

Fn

Fn � 1 � Fn +1
.

Pøíklad 12. Urèete ho dnotu
1X

n =2

1
Fn � 1 � Fn +1

.

Literatura a zdroje
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[2] Andreescu, Gelca: Mathematical Olympiad Chal lenges , 2000.

[3] Jaroslav ©vrèek: O teleskopických souŁtech a souŁinech ,
https://is.muni.cz/el/1431/jaro2010/MA572/um/didmat2.p df

[4] Brilliant: Telescoping Series { Sum , https://brilliant.org/wiki/telescoping-
series/
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KoneŁnØ automaty
Viki Nìmeèek

Abstrakt. Jedním z hlavní ch ob jektø, kterØ zkoumÆ teoretickÆ informatika, jsou
Turingovy stro je. Proto¾e o Turingových stro jích je ale za jednu płednÆ„ku obtí¾nØ
dokÆzat cokoli za jímavØho, p o dívÆme se na jejich (o nìkolik stupòø) slab„í brÆ„ky {
koneŁnØ automaty.

V teoretické informatice èasto øe¹íme , jak slo¾ité je pro rùzné mno¾iny øetìzc ù
rozho dnout, který øetìz ec do nich patøí a který ne. Abychom ale mohli mluvit o øe-
tìzcích, musíme nejprve nade�novat te rm inologii.

De�nice. Koneèné mno¾inì znakù budeme øíkat abeceda a budeme ji znaèit �.
Ab eceda mù¾e být napøíklad f a; b; c; : : : ; zg, ale taky tøeba mno¾ina obsahujíc í #,
@, x a !. My v¹ ak budeme nejèastìji p ou¾ívat binární ab ecedu f 0 ; 1 g, èi dokonce
unární ab ecedu obsahující p ouze nulu neb o p ouze jednièku. Prvkùm ab ecedy budeme
øíkat znaky abecedy , neb o prostì znaky . Øetìzec pak bude koneèná (klidnì prázdná)
p osloupnost znakù. DØlkou łetìzce w budeme rozumìt p o èet jeho znakù a budeme
ji znaèit jwj . Øetìzec délky 0 budeme znaèit " . Máme-li øetìzc e u a v , budeme uv
neb o u � v znaèit jejich zøetìzení, tedy øetìz ec w takový, ¾e jwj = juj + jvj a ve
w jsou nejprve v¹echny znaky u v tom samém p oøadí jako v u a p otom ob dobnì
v¹echny znaky v . Po dobnì budeme uk pro k 2 N0 znaèit øetìzec u k -krát zøetìzený
sám z a seb e (tedy napøíklad zápisem 1(10) 3 budeme rozumìt øetìzec 1101010). Pro
øetìzec u budeme uR znaèit te n samý øetìzec p ozpátku. Máme-li øetìzec w , tak pro
k 2 N; k � j wj budeme w [ k ] znaèit k -tý znak øetìzce w .

Dále budeme p otøeb ovat terminologii a znaèení mluvící o mno¾inách øe tìzcù.
Dovolíme si jis tou formální nepøesnost a budeme tam, kde to dává smysl, volnì
zamìòovat øetìzec s jednoprvkovou mno¾inou, která obsahuje právì tento øetìzec. 1

Dovolíme si p o dobnì, jako z øetìzujeme øetìzce, zøetìzovat i mno¾iny. Te dy napøí-
klad f 0 ; 1 g � f 2 ; 3 g = f 02 ; 03 ; 12 ; 13 g. Dále p okud M je mno¾ina øetìzcù, M � budeme
znaèit lib ovolný p o èet opakování nìèeho z M , tedy

M � = f "g [ M [ M 2 [ M 3 [ : : :

Napøíklad � � je tedy mno¾ina v¹ech mo¾ných koneè ných øetìzcù nad ab ecedou � .
f 01 ; 02 g� obsahuje napøíklad " , 01, 01020102, ale ne 010.

1 TakØ budeme zamìòovat znak a łetìzec dØlky jedna obsahující prÆvì tento znak.
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De�nice. Jazykem nad ab ecedou � budeme znaèit mno¾inu L � � � . Jejím prvkùm
budeme øíkat slova jazyka L .

Pøíkladem jazyka nad ab ecedou f 0 ; 1 g mù¾e být napøíklad mno¾ina v¹ech øetìzcù,
které reprezentují ve dvo jkové soustavì èíslo men¹í ne¾ 42. Neb o mno¾ina v¹ech øe-
tìzcù, které reprezentují prvo èíslo. Nyní v¹ak ji¾ koneènì mám e v¹e, co p otøebujeme,
abychom nade�novali koneèný automat.

De�nice. KoneŁný automat je p ìtice ( S; � ; �; s; A ), kde:

� S je koneèná mno¾ina stavù,

� � je koneèná ab eceda,

� � : S � � ! S je pøecho dová funkce,

� s 2 S je p o èáteèní stav,

� A � S je mno¾ina pøijím a jících stavù.

Výp o è et koneèného automatu nad øetìzc em w probíhá následovnì: Automat za-
ène v p o èáteèním stavu s. Poté pøeète první znak øetìzce w [1] a pøejde do stavu
s1 = � ( s; w[1]) (ne nutnì rùzného o d s). Dále pøeète znak w [2] a pøejde do stavu
s2 = � ( s1 ; w [2]). Tak p okraèuje , dokud nepøeète p oslední znak w a nepøejde do stavu
sj w j . Pak øekneme, ¾e automat øetìzec w pøijal, p okud výp o èet ukonèil v pøijíma jícím
stavu, tedy p okud sj w j 2 A .

Jazyk L ( A ) płijímaný automatem A je mno¾ina v¹ech slov z � � , které automat
pøijme.

Prùb ìh výp o ètu si tedy mù¾eme pøedstavit tak, ¾e autom at ète øetìzec znak p o
znaku a do svého stavu si ukládá nìjakou informaci o tom, co u¾ pøeèetl. Ve vìt¹inì
pøípadù s i v¹ak napøíklad nemù¾e ulo¾it celou èást øetìzce, kterou u¾ pøeèetl, proto¾e
jeho stav mù¾e nabývat jen koneènì mnoha rùzných ho dnot, kde¾to øetìzce mù¾ou
být ob ecnì lib ovolnì dlouhé.

Proto¾e takovýto zápis automatu je (obzvlá¹» u vìt¹ích automatù) velmi nepøe-
hledný, èasto se p ou¾ívá ilustrace automatu p omo cí orientovaného grafu, kde vrcholy
o dp ovída jí stavùm automatu a orientované hrany oznaèené znaky ab ecedy pøecho-
dové funkci. Mìjme napøíklad automat nad ab ecedou f 0 ; 1 g, který má mno¾inu stavù
f s0; s1 g,kde s0 je p o èáteèní stav a s1 jediný pøijíma jíc í stav. Pøecho dová funkce øíká,
¾e pøi pøeètení nuly zùstaneme v tém¾e stavu a pøi pøeètení jednièky pøejde do dru-
hého z mo¾ných s tavù. Tento automat by té¾ ¹ el p opsat následujícím obrázkem:
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s0

s1

1

0

0

1

Pøíklad 1. Jaký jazyk automat na obrázku vlas tnì pøijímá?

Pøíklad 2. Nakreslete koneèný automat nad ab ecedou f 0 ; 1 g, který pøijímá právì
ta slova, která reprez entují binární zápis s udého èísla. Co è ísla dìlitelná tro jkou?

Pøíklad 3. Nakreslete koneèný automat nad ab ecedou f 0 ; 1 g, který pøijímá právì
slova se sudým p o ètem nul. Pak nakresle te automat, který pøijímá ta, v nich¾ je p o èe t
jednièek dìlitelný tøemi. Nako ne c na jdìte automaty, které pøijíma jí slova splòující
alesp oò jednu z tìchto vlastností, resp ektive ob ì tyto vlastnosti.

De�nice. O jazyku øe kne me, ¾e je regulÆrní , p okud existuje koneèný automat,
který pøijímá právì tento jazyk.

Pøíklad 4. Doka¾te, ¾e pro lib ovolné dva regulární jazyky L 1 , L 2 nad ab ecedou
� jsou jazyky L 1 [ L 2 , L 1 \ L 2 a � � n L 1 také regulární.

Pøíklad 5. Rozmyslete si, ¾e lib ovolný koneèný jazyk je regulární.

Pumping lemma

Doteï jsme p ouze konstruovali automaty, ale chyb ìly nám prostøedky, jak dokázat,
¾e nìjaký jazyk regulární není. K tomu nám p oslou¾í pumping lemma.

Vìta. (Pumping lemma) Pro ka¾dý regulÆrní jazyk L existují konstanty k a ` ,
takovØ, ¾e pro ka¾dØ slovo u 2 L , kde juj � ` , existují łetìzce w , x a y , takovØ, ¾e:

� u = w � x � y ,
� j w � xj � k ,
� j xj � 1 ,
� pro ka¾ dØ n 2 N0 je slovo w � xn � y takØ v jazyce L .

My„lenka døkazu. Máme-li regulární jazyk, pak existuje kone èný automat, který ho
pøijímá. Tento automat má jSj stavù a je nad j � j -prvkovou ab ecedou, tak¾e p okud
má slovo alesp oò jSj� j � j + 1 znakù, musí se z Dirichletova princ ipu nìjaká kombinace
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èteného znaku a stavu stro je zopakovat (dokonce ji¾ mezi prvním i jSj� j � j + 1 znaky).
Èást slova mezi tìmito opakováními je ale mo¾né vynechat èi naopak lib ovolnìkrát
zopakovat, proto¾e p okud stro j ète tý¾ znak a je v tém¾e stavu, bude se v¾dy chovat
stejnì b ez ohledu na to, co ji¾ pøeèetl.

Úloha. Rozho dnìte, zda jazyk L = f 0 j j j je mo cnina dvo jky g je regulární.

Øe„ení. Jazyk regulární není. Pro sp or pøipus»me, ¾e by regulární byl. Pak existují k
a ` s vlastnostmi ze znìní pumping le mmatu. Na jdeme n takové, ¾e 2 n � 1 > max( k; ` ).
Pak slovo 0 2 n

lze rozdìlit na slova w , x a y p o dle pumping lemmatu. Proto¾e
ale k < 2 n � 1 , tak 1 � j xj < 2 n � 1 , tedy w � y = w � x0 � y je v L , ale souèasnì
2 n � 1 < jw � yj < 2 n , co¾ je ve sp oru s de�nicí L . Jazyk L tedy není regulární.

Pøíklad 6. O následujících jazycích rozho dnìte, zda jsou regulární: (Prostøedky,
které k tomu máte, jsou jednak pumping lemma a jednak uzavøenost regulárních
jazykù na doplnì k, prùnik a sjedno cení.)

(1) L 1 = f 0 p j p je prvo èíslo g,

(2) L 2 = f 0 n � 1 m j n; m 2 Ng,

(3) L 3 = f 0 n � 1 n j n 2 Ng,

(4) L 4 = f 0 n � 1 m j n; m 2 N; n > m g,

(5) L 5 = f 0 n � 1 m j n; m 2 N; n 6= mg,

(6) L 6 = f w � wR j w 2 f 0 ; 1 g�g.

Nedeterminismus
Doteï jsme mìli p ouze koneèné automaty, které v¾dy vìdìly, co ma jí dìlat. Co
kdybychom jim ale dali na výb ìr?

De�nice. Nedeterministický koneŁný automat je p ìtice ( S; � ; �; s; A ), kde:

� S je koneèná mno¾ina stavù,

� � je koneèná ab eceda,

� � : S � (� [ f � g) ! P ( S ) je pøecho dová funkce ,

� s � S je mno¾ina startovních stavù,

� A � S je mno¾ina pøijím a jících stavù.

Výp o è et koneèného automatu nad øetìz cem w probíhá následovnì: Automat za-
ène v nìjakém p o èáteèním stavu ze s. Poté pøeète první znak øetìzce w [1] a pøejde
do nìjakého stavu s1 2 � ( s; w[1]) (ne nutnì rùzného o d s). Pøípadnì mù¾e také
neèíst znak, ale pøejít do nìjakého stavu z mno¾ iny � ( s; � ) (a v pøí¹tím kroku op ìt
èíst první z nak; tomu øíkáme , ¾e automat vyu¾il � pøecho d). Takto p okraèuje ve vý-
p o è tu, dokud nepøeète p oslední znak a pøípadnì je¹tì nevyu¾ije nìjaké � pøecho dy.
Pak øekneme, ¾e automat øetìzec w pøijímá, p okud existuje výb ìr p o èáteèního stavu
a stavù v prùb ìhu výp o ètu takový, ¾ e automat skonèí v nìjakém stavu z A .
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Pokud b ìhem výp o ètu nastane situace, ¾e je automat ve stavu s, ète znak z a
� ( s; z) = ; , výp o èet se p ova¾uje za nepøijíma jící.

Vìta. Pro ka¾dý ne de terminis tický koneŁný autom at existuje deterministický ko-
neŁný automat, který płijímÆ ten samý jazyk.

My„lenka døkazu. Nejprve s i rozmyslíme, ¾ e � pøecho dy umíme o dstranit p o-
mìrnì jedno du¹e. Potom se stro jíme koneèný automat, jeho¾ stavy jsou v¹echny
p o dmno¾iny mno¾iny stavù p ùvo dního nedeterministického automatu. Rozmyslete
si, jak nade�novat pøecho dovou funkci.

Pøíklad 7. Nech» K 1 a K 2 jsou re gulární jazyky. Pak rozho dnìte, zda jsou násle-
dující jazyky regulární (pro ka¾dou volbu K 1 a K 2 ):

(1) L 1 = f w j wr 2 K 1 g,

(2) L 2 = f w� j w 2 K 1 g,

(3) L 3 = K �
1 { tento pøíklad se o d pøedchozího li¹í tím, ¾e v pøedchozím pøípadì

se p o¾aduje, aby w bylo p oøád stejné, zde se za seb e mù¾ou øetìzit rùzná
slova K 1 ,

(4) L 4 = f w � v j w 2 K 1 ; v 2 K 2 g,

(5) L 5 = f w � v j v � w 2 K 1 g.

NÆvo dy
4. Jazyky L 1 a L 2 jsou regulární, tedy máte koneèné automaty, které je pøijíma jí.
Zkuste z nich tedy vyrobit automat, který by pøijímal jazyky L 1 [ L 2 a L 1 \ L 2 .
Bude se vám ho dit rozmyslet si, jak vypadá þkartézský s ouè inÿ dvou automatù.

6. Jazyk L 2 je jediný regulární. V èásti (5) si uvìdomte, ¾e doplnìk L 5 je jazyk
v¹ech øetìzcù, které vypada jí jinak, ne¾ nìjaké nuly a pak jiný p o èet jednièek. Kdyby
ale L 5 byl regulární, je regulární i jeho doplnìk a následnì prùnik jeho doplòku s L 2 ,
co¾ je pøesnì L 3 . V èásti (6) si mù¾eme vzít napøíklad w = 0 n � 1 pro nìjaké dostateènì
vysoké n .

7. Jazyk L 2 není regulární, my¹lenka dùkazu je p o dobná L 6 ze c vièení 6. Ostatní
regulární jsou, p opi¹te konstrukci nedeterministického automatu.
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Jensenova nerovnost
Tomá¹ Novotný

Abstrakt. Jensenova nerovnost je jedním z velmi silných nÆstro jø pro łe„ení nerov-
ností. Její œŁinnØ p ou¾ití je v„ak Łasto zalo¾eno na volb ì sprÆvnØ konvexní Łi konkÆvní
funkce. V płísp ìvku se p o dívÆme na techniky, kterØ lze pro hledÆní tìchto funkcí
vyu¾ít, a pro cviŁí me si je na døkazech ji ných standardních nerovností a nìkolika sku-
teŁných płíkladech.

Konvexní komb inace

De�nice. Nech» x 1 ; : : : ; xn 2 R , � 1 ; : : : ; � n 2 h0 ; 1 i a navíc � 1 + � � � + � n = 1. Pak
èíslo � 1 x 1 + � � � + � n xn nazýváme konvexní kombinací èísel x 1 ; : : : ; xn .

Cvièení. Rozmyslete si, ¾e p okud je x 1 nejmen¹í a xn nejvìt¹í z èísel x 1 ; : : : ; xn ,
le¾í ka¾dá konvexní kombinace tìchto è ísel v intervalu hx 1 ; xn i .

Pro práci s Jensenovou nerovností je klíèové p orozumìt konvexním kombinacím
(b o dù) v rovinì.

De�nice. Nech» [ x 1 ; y1 ] ; : : : ; [ xn ; yn ] jsou souøadnice n b o dù v rovinì, � 1 ; : : : ; � n 2
h0 ; 1 i a � 1 + � � � + � n = 1. Pak b o d o souøadnicích

[ � 1 x 1 + � � � + � n xn ; � 1 y1 + � � � + � n yn ]

nazýváme konvexní kombinací b o dù [ x 1 ; y1 ] ; : : : ; [ xn ; yn ].

Cvièení. Co je mno¾inou v¹ech konvexních kombinací daných dvou (tøí, ètyø, atd.)
b o dù v rovinì? A co v prostoru?

Konvexní a konkÆvní fu nkce

De�nice. Nech» I � R je interval a f : I ! R je funkce. Pokud pro ka¾dou dvo jici
x; y 2 I a ka¾dé � 2 h0 ; 1 i platí

f ( �x + (1 � � ) y ) � �f ( x ) + (1 � � ) f ( y ) ;

øekneme, ¾e f je konvexní na I .
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Duálnì (s opaènou nerovností) de�nujeme konkÆvní funkci. Pokud pro � 2 (0 ; 1)
platí ostrá varianta uvedené nerovnosti, mluvíme o ryze konvexní (resp. ryze kon-
kÆvní ) funkci.

Cvièení. Rozmyslete si, co nerovnost de�nující konvexitu (resp. konkavitu) zna-
mená geom etricky.

Cvièení. Zjistìte, které z elementárních funkcí jsou na nìkterých intervalech kon-
vexní (resp. konkávní). Jaký je vztah mezi konvexností a konkávností funkce f a � f ?

Nyní mù¾e me koneènì pøe jít k samotné ne rovnosti.

Jensenova nerovnost

Vìta. (Jensenova nerovnost) Nech» f je konvexní funkce na intervalu I . Potom
pro lib ovolnÆ x 1 ; : : : ; xn 2 I a � 1 ; : : : ; � n 2 h0 ; 1 i takovÆ, ¾e � 1 + � � � + � n = 1 , platí

� 1 f ( x 1 ) + � � � + � n f ( xn ) � f ( � 1 x 1 + � � � + � n xn ) :

Èasto nám bude staèit sp eciální pøípad, ve kterém jsou si v¹echny � i rovny:

f ( x 1 ) + � � � + f ( xn )
n

� f
�

x 1 + � � � + xn

n

�

.

Cvièení. Interpretujte ob ì strany ne rovnosti geometricky p omo c í konvexních kom -
binací b o dù a uvìdomte si, ¾e tvrzení se tím stává témìø triviálním.

Cvièení. Rozmyslete si, kdy v Jensenovì ne rovnosti nastává rovnost.

Nyní si mù¾eme blahopøát, neb o» jsme témìø zadarmo získali velmi ob ecnì vyhlí-
¾ející nerovnost, která se uká¾e být silnou zbraní. Ke správnému p ou¾ití Jensenovy
nerovnosti je tøeba umìt rozho dnout, zda je daná funkce konvexní (resp. konkávní).
K tomu se v praxi p ou¾ívá následující lemma .

Lemma. MÆ-li funkce f na intervalu I nezÆp ornou (res p. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexní (resp. konkÆvní).

Pokud jste o derivaci (nato¾ nìjaké druhé derivaci) nesly¹eli, nezoufejte. U je d-
no duchých funkcí se dá konvexita/konkávnost dobøe o dhadnout z grafu, pøípadnì
lze p ou¾ít vho dný matematický software. Pøísnì korektní zdùvo dnìní se v tomto
pøípadì nevy¾aduje ani v MO. O jedno duchých funkcích se p ova¾uje za známé, zda
jsou konvexní èi konkávní. Konvexní jsou napøíklad 1

x ,
1p
x na R+ neb o sudé mo cniny

x na R . Typické konkávní funkce jsou
p

x neb o log ( x ) na R+ .
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MotivaŁní pł íklady

Koneènì se dostáváme k úlohám. Zaèneme zlehka:

Pøíklad. Uka¾te, ¾e pro ka¾ dé reálné x > 1 platí:

1
x � 1

+
1
x
+

1
x + 1

�
3
x .

Øe„ení. Pou¾ijeme Jensenovu nerovnost pro funkci f ( x ) = 1 =x, která je konvexní
na R+ , a konvexní kombinaci kladných èísel x � 1, x , x + 1 s ko e�cienty

� 1 = � 2 = � 3 =
1
3

:

Dostáváme

1
3

�
1

x � 1
+

1
x
+

1
x + 1

�
�

1
x � 1

3 + x
3 + x +1

3
=

1
x

)
1

x � 1
+

1
x
+

1
x + 1

�
3
x .

Jistì by vám nedìlalo problém tuto nerovnos t dokázat zcela pøímo èaøe rozná-
sob ením. Zkusíme tedy nìco tì¾¹ího { zástup ce typické skupiny úloh øe¹itelných
Jensenovou nerovností:

Pøíklad. Jsou-li � , � , 
 velikosti úhlù v tro júhelníku, doka¾te

sin � + sin � + sin 
 �
3
p
3

2 .

Øe„ení. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f ( x ) = sin x , která je konkávní
na inte rvalu (0 ; � ). Platí �; �; 
 2 (0 ; � ), tedy

1
3
sin � +

1
3
sin � +

1
3
sin 
 � sin

�
� + � + 


3

�
=

p
3
2 .

U této nerovnosti bychom ji¾ pøímo èaøej¹í pøístup hledali tì¾ko. Jense nova ne-
rovnost je pro dokazování nerovností pro úhly v tro júhelníku èasto u¾iteèná, neb o»
známe jejich souèet (a tedy i tu nejjedno du¹¹í konvexní kombinaci).
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Logaritmus
Ob èas se pøi p ou¾ívání Jensenovy nerovnosti s etkáme s logaritmem. U¾iteèný pro
nás bude zejména tím, ¾e svým zp ùsob em pøevádí násob ení na s èítání a mo cnìní na
násob ení. Pøesnìji o tom hovoøí následující p oznámka.

Poznámka. Nech» je reálné èíslo a > 1. Funkce f ( x ) = log a ( x ) de�novaná na R+

jako inverzní funkce k g( x ) = ax má následující vlastnosti:

(i) f je rostoucí ryze konkávní funkce na R+ ,

(ii) f ( xy ) = f ( x ) + f ( y ),

(iii) f
� 1

x

�
= � f ( x ),

(iv) f ( xy ) = yf ( x ).

Jensenova nerovnost je ve skuteè nos ti velmi silná meto da { lz e s ní napøíklad
dokázat vìt¹inu b ì¾nì p ou¾ívaných nerovností:

Vìta. (tro júhelníková nerovnost) Pro reÆlnÆ Łísla x 1 ; x 2 ; : : : ; xn platí:

jx 1 j + jx 2 j + � � � + jxn j � j x 1 + x 2 + � � � + xn j :

Vìta. (AH nerovnost) Pro kladnÆ Łísla x 1 ; x 2 ; : : : ; xn platí:

x 1 + � � � + xn

n
�

n
1

x 1
+ � � � + 1

x n

:

Vìta. (AG nerovnost) Pro nezÆp ornÆ Łísla x 1 ; x 2 ; : : : ; xn platí:

x 1 + � � � + xn

n
� n

p
x 1 : : : xn :

Vìta. (Cauchy-Schwarzova nerovnost) Pro lib ovolnÆ reÆlnÆ Łísla x 1 ; x 2 ; : : : ; xn ,
y1 ; y2 ; : : : ; yn platí:

�
x 2

1 + � � � + x 2
n

� �
y2

1 + � � � + y2
n

�
� ( x 1 y1 + � � � + xn yn )

2 :

NÆpovìda: Doka¾te nerovnost pro nenulová yi . Rozmys le te si, kdy nastává rov-
nost.
Nyní u¾ víme dos t, abychom se mohli pustit do øe¹ení skuteèných úloh. Nezap omeòte,
¾e Jensenova nerovnost platí pro ka¾dou konvexní (resp. konkávní) funkc i, tak¾e
p okud ký¾ená ne rovnost hned nap oprvé nevyjde, není dùvo d házet Jensena do ¾ ita
{ prostì zkuste jinou funkci. Tak hurá do toho!
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Úlohy na r ozeh łÆtí

Úloha 1. Uka¾te, ¾e pro lib ovolná reálná èísla a; b2 h� 1 ; 1 i platí

p
1 � a2 +

p
1 � b2 �

p
4 � ( a + b) 2 :

Úloha 2. Doka¾te, ¾e pro kladná reálná èísla a, b splòující a + b = 1 platí

�
a +

1
a

� 2

+
�

b +
1
b

� 2

�
25
2 .

Úloha 3. Doka¾te, ¾e pro v¹echna pøípustná x 2 R platí

p
x + 1 +

p
2 x � 3 +

p
50 � 3 x � 12 :

Úloha 4. Pro � , � , 
 úhly v tro júhelníku doka¾te nerovnosti

(i) sin
�
2
+ sin

�
2
+ sin



2

�
3
2 ,

(ii) cos
�
2
+ cos

�
2
+ cos



2

�
3
p
3

2 ,

(iii) tg
�
2
+ tg

�
2
+ tg



2

�
p
3 ;

(iv) sin � sin � sin 
 �
3
p
3

8 .

Úloha 5. Uka¾te, ¾e pro úhly � , � , 
 , � v tìtivovém ètyøúhelníku platí

4 sin
�
4
+ 3 sin

�
3
+ 2 sin



2
+ sin � � 3 + 2

p
2 :

Úloha 6. Pro kladná a, b, c doka¾te

4
p
27 ( a7 + b7 + c7 ) �

4
p

a7 +
4
p

b7 +
4
p

c7 :

Úloha 7. Kladná reálná èísla x , y splòují x + y = 1. Doka¾te

x
1 + y

+
y

1 + x
�

1
1 + 2 xy .
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PołÆdnØ œlohy

Úloha 8. Uka¾te, ¾e v ostroúhlém tro júhelníku platí

a + b + c �
p
2 bccos � +

p
2 ac cos � +

p
2 ab cos 
:

Úloha 9. Pro kladná a, b, c doka¾te

a
( b + c) 2 +

b
( c + a) 2 +

c
( a + b) 2 �

9
4( a + b + c) .

Úloha 10. Pro a; b � 0 doka¾te

a
p

b2 + 1
+

b
p

a2 + 1
�

a + b
p

ab + 1 .

(MO 63{I I I{6)

Úloha 11. Pro a; b; c > 0 doka¾ te
�

a2 + b2 + c2

a + b + c

� a+ b+ c

� aabbcc �
�

a + b + c
3

� a+ b+ c

.

Úloha 12. Pro reálná x 1 ; : : : ; xn � 1 doka¾ te
1

x 1 + 1
+ � � � +

1
xn + 1

�
n

n
p

x 1 � � � xn + 1 .

(IMO Shortlist 1998)

Úloha 13. Pro kladná a, b, c doka¾te

a
p

a2 + 8 bc
+

b
p

b2 + 8 ac
+

c
p

c2 + 8 ab
� 1 :

(IMO 2001)

NÆvo dy

4. V p o dúloze (iv) vyu¾ijte buïto funkci log (sin x ), neb o jen log x a døíve dokázané

tvrzení.

8. Pou¾ijte kosinovou vìtu a substituci a =
p

x + y , b =
p

y + z , c =
p

z + x .

9. Pou¾ijte funkci
1
x 2 .

11. Platí, ¾e f ( x ) = x log x je pro x > 0 konvexní.

12. V¹imnìte si, ¾e pro x i � 1 tvrzení neplatí. Ho dí se substituce yi = log x i .

13. Pou¾ijte funkci
1

p
x .
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Zdroje
Pøísp ìvek je z vìt¹í èásti zalo¾en na døívìj¹ích pøedná¹kách Davida Hru¹ky a Mar-
tina Töpfera. K tì¾¹ím úlohám byly pøidány hinty a zmìnìna byla pøedev¹ím èást
o standardních nerovnostech a goniometrických úlohách.
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AG nerovnost
Marian Poljak

Abstrakt. V płísp ìvku jsou obsa¾ena zÆkladní i p okro ŁilÆ u¾ ití AG ne rovnosti.

Úèinné p ou¾ívání nerovností patøí k základním dovednostem èlovìka úèastnícího
se matematických soutì¾í. Pøes to¾e je tento text zamìøen primárnì na øe¹ení nerov-
ností, soustavy rovnic js ou s jejich p omo cí také èasto hraèka a silné o dhady nezøídka
vyøe¹í i nealgebraickou úlohu. Jednou ze (dvou) stì¾ejních nerovností je ne rovnost
mezi aritmetickým a geometrickým prùm ìrem (zkrácenì AG nerovnost). V této dvo j-
pøedná¹ce se s ní seznámíme a uká¾em e si v¹echny m o¾né nekalé triky, které s ní
mù¾eme provádìt.

Vìta. (AG nerovnost) Pro lib ovolnÆ nezÆp ornÆ Łísla x 1 , x 2 , : : : , xn platí

x 1 + x 2 + � � � + xn

n
� n

p
x 1 � x 2 � � � xn :

Poznámka. Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ x 1 = x 2 = � � � = xn .

Pøíklad.

(1) a2 + b2 � 2 ab;

(2) ( a + b + c)( 1
a + 1

b + 1
c ) � 9 ;

(3) 2 x3 + y3 � 3 x 2 y:

Cvièení. (Základní fígle.) Pro x , y , z kladná doka¾te :

(1) a
b + b

a � 2 ;

(2) x3 + y3 + z3 � 3 xyz;

(3) x 2 + 2
x � 3 ;

(4) x 3

yz + y + z � 3 x;

(5) x
y + y

z + z
x � 3 ;

(6) 2( x + y + z )( x 2 + y2 + z2 ) � x3 + y3 + z3 + 15 xyz;

(7) z
x + x

y+ z + y
z � 2.
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Pøíklad. Nech» a, b jsou kladná reálná èísla taková, ¾e a > b . Na jdìte minimum
výrazu

a +
1

b( a � b)
:

Pøíklad. Na jdìte v¹echna kladná re álná øe¹ení ( a; b; c; d) splòující a + b+ c + d = 12
a abcd = 27 + ab + ac + ad + bc + bd + cd:

SŁítÆní AG nerovností a míchÆní Łlenø
Jak jste si mo¾ná v¹imli, vìt¹ina dosud dokazovaných nerovností mìla sp oleènou
jednu vìc { èle nù na jedné stranì nerovnosti bylo ho dnì, zatím co na druhé s tranì
jeden. To samozøejmì (pøi letmém p ohle du na AG nerovnost) není náho da. Co kdy-
bychom ale chtìli AG utilizovat i pro b o j s následující nerovností?

x3 + y3 + z3 � x 2 y + y2 z + z2 x

Není tì¾ké ovì øit, ¾e nerovnos t (konkrétnì její tro jnásob e k) mù¾eme þnamíchatÿ
souètem nerovnosti 2 x3 + y3 � 3 x 2 y a jejích cyklických zámìn.

Uka¾me si, jak na správné namíchání pøijít!

Pøíklad. Doka¾te, ¾e pro kladná re álná x , y , z platí

x3y + y3z + z3x � x 2 yz + y2 zx + z2 xy:

Cvièení. (Míchací.) Pro x , y , z kladná doka¾te (a urèete, kdy nastává rovnost):

(1) x 2 + y2 + z2 � xy + yz + zx;

(2) x4 + y4 + z4 � x3y + y3z + z3x;

(3) x4y + y4z + z4x � x 2 y2 z + y2 z2 x + z2 x 2 y;

(4) x 2

y + y2

z + z2

x � x + y + z;

(5) x7 + 1 � x4 + x3 ;

(6) x 3

y + y3

z + z3

x � xy + yz + zx:

Poslední cvièení ukázala, ¾e rozlo¾it nepøíjemnou nerovnost na souèet nìkolika
lehèích nerovností mù¾e èasto vést k øe¹ení. Musíme si v¹ak dát p ozor na to, aby
tyto lehèí nerovnosti platily. Po jïme si techniku þ Rozdìl a panuj!ÿ ukázat na rùz-
noro dìj¹ích pøíkladech!

Pøíklad. Doka¾te, ¾e pro kladná re álná x , y , z platí

a3 + b3 + c3 + 6 � 3( a + b + c) :

Pøíklad. Doka¾te, ¾e pro kladná re álná x , y , z platí

( x + y )( y + z )( z + x ) � 8 xyz:
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Pøíklad. Pro a; b; c > 0 doka¾te nerovnost

2
3
( a + b + c) � 3

p
ab + 3

p
bc + 3

p
ca � 1 :

Poznámka. Pomalièku zaèíná pøituhovat a budeme b o jovat se slo¾itìj¹ími výrazy.
Abychom se v úpravách neztratili, vyzbro jíme se znakem tzv. cyklickØ sumy . Funguje
to nìjak takto:

P
cyca = a + b + c,

P
cycxy 2 = xy 2 + yz2 + zx2 : Napøíklad jedno

z prvních cvièení lze zapsat následovnì:

2

0

@
X

cyc
x

1

A

0

@
X

cyc
x 2

1

A �
X

cyc
x3 + 15 xyz:

LehkØ o dhady na tì¾kØ nerovnosti
Asi nejvìt¹í vyu¾ití AG nerovnosti sp o èívá v tvorb ì o dhadù, þmezivýrazùÿ, které
vypada jí rozumnìji ne¾ levá a pravá strana a které se mezi nì proto p okou¹íme
vklínit. Mnohdy je vztah mezi levou a pravou stranou ne rovnosti natolik slabý, ¾e
i ne mo c dobrý o dhad úlohu vyøe¹í. U tì¾¹ích nerovností js ou silné o dhady èasto
nutností (a jejich p ou¾ívání vy¾aduje notnou dávku praxe). Ob o jí si uká¾eme.

Pøíklad. Pro a; b; c > 0 doka¾te nerovnost

X

cyc

1
a3 + b3 + abc

�
1

abc
:

Poznámka. (Nenápadná, ale dùle¾itá.) Pøi dokaz ování neostrých nerovností má
smysl p ou¾ívat p ouze takové o dhady, u kterých se zachova jí pøípady rovnosti.

Pøíklad. Pro a; b; c > 0 doka¾te nerovnost

( a5 � a2 + 3)( b5 � b2 + 3)( c5 � c2 + 3) � ( a + b + c) 3 :

(USAMO, 2004)

AG vs. zlomky
Na úlohy se zlomky je vìt¹inou silnou zbraní Cauchyho{Schwarzova nerovnost (ta
druhá stì¾ejní nerovnost). Nicménì i AG lze na zlom ky p ou¾ít pøekvapivì dobøe
{ staèí seèíst zlom ek s jeho jmenovatelem (funguje zejména u slab¹ích nerovností).
Pøi øe¹ení nezap ome òm e na p oznámku o rovnosti!

Pøíklad. Pro a; b; c > 0 doka¾te nerovnost

a3

bc
+

b3

ca
+

c3

ab
� a + b + c:
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Pøíklad. Doka¾te, ¾e pro ka¾ dá a; b; c > 0 platí

X

cyc

a3

( a + b)( a + c)
�

a + b + c
4

:

Pøíklad. Pro a, b, c kladná doka¾te

X

cyc

a3

b(2 c + a)
�

a + b + c
3

:

VÆ¾enÆ verze AG nerovnosti
K jejímu dùkazu je tøeba vy¹¹ího m atematického aparátu. Ale platí a její ob ecnost
se mù¾e ho dit.

Vìta. (Vá¾ená AG nerovnost) Pro lib ovolnÆ reÆlnÆ nezÆp ornÆ Łísla x 1 , x 2 , : : : , xn

a reÆlnÆ nezÆp ornÆ w1 , w2 , : : : , wn s kladným souŁtem w . Pak platí

w1 x 1 + w2 x 2 + � � � + wn xn

w
� w

q
xw1

1 xw2
2 � � � xwn

n :

Poznámka. Rovnost nastává právì te hdy, kdy¾ v¹echny x i , pro která je wi > 0,
ma jí stejnou ho dnotu.

Poznámka. Pro w1 = w2 = � � � = wn = 1
n dostáváme klasickou AG nerovnost.

Pøíklad. Doka¾te, ¾e pro kladná re álná a, b, c splòující a + b + c = 3 platí

abbcca � 1 :

Úlohy na pro cv iŁení (triviÆln í a¾ stłednì obtí¾nØ)

Úloha 1. Anièka na¹ la 4 kladná reálná èísla { souèet dvou z nich je 42 a souèet
druhých dvou je 4. Jaký nejvy¹¹í mù¾e být souèin v¹ech tìchto ètyø èísel?

Úloha 2. Urèete v¹echna kladná reálná x , y , z splòující x + y + z = 6 a xyz = 8 :

Úloha 3. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené n > 1 platí

�
1
2
+

2
3
+ � � � +

n
n + 1

� n

>
nn

n + 1
:

Úloha 4. Na jdìte minimum výrazu 9x 2 sinx 2+4
x sinx pro 0 < x < � .
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Úloha 5. Doka¾te, ¾e pro kladná reálná x , y , z platí

x 2 + y2 + z2 � x
p

y2 + z2 + y
p

x 2 + z2 :

Úloha 6. Nech» xyz = 32, kde x , y , z jsou kladná reálná. Na jdìte minimum výrazu

x 2 + 4 xy + 4 y2 + 2 z2 :

Úloha 7. Doka¾te, ¾e pro 0 � a � b � c platí ( a + 3 b)( b + 4 c)( c + 2 a) � 60 abc:

Úloha 8. Na ka¾dé stranì ètverce o stranì 1 zvolím e b o d. Tyto b o dy vytvoøí
ètyøúhelník o stranách a, b, c, d. Doka¾te, ¾e platí 2 � a2 + b2 + c2 + d2 � 4 a
2
p
2 � a + b + c + d � 4 :

Úloha 9. Doka¾te, ¾e pro kladná a, b, c platí

1
( a + b) 2 +

1
( b + c) 2 �

1
b2 + ac

:

Úloha 10. Doka¾, ¾e pro kladná a1 , a2 , : : : , an , jejich¾ souèin je 1, platí

a1

1 + a1
+

a2

(1 + a1 )(1 + a2 )
+ � � � +

an

(1 + a1 )(1 + a2 ) � � � (1 + an )
� 1 �

1
2 n :

Úloha 11. Doka¾te, ¾e pro a; b; c > 0 splòující abc = 1 platí

X

cyc

a3

(1 + a)(1 + b)
�

3
4

:

Úloha 12. Doka¾te, ¾e pro a; b; c > 0 platí

�
a
b
+

b
c
+

c
a

� 2

� ( a + b + c)
�
1
a
+

1
b
+

1
c

�
:

Tì¾„í œlohy

Úloha 13. Nech» a; b; c > 0 a abc = 1. Doka¾te, ¾e platí

a4 + b4 + c4 + a + b + c +
2 a

b2 + c2 +
2 b

a2 + c2 +
2 c

a2 + b2 � 9 :

Úloha 14. Uka¾te, ¾e pro ka¾dou tro jici kladných èísel a, b, c splòující abc = 1
platí

X

cyc

ab
a5 + b5 + ab

� 1 :
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(IMO shortlist, 1996)

Úloha 15. Pro a, b, c kladná platí a + b + c = 1. Doka¾te, ¾e

p
a1 � ab1 � bc1 � c �

1
3

:

(Rakousko, 2008)

Úloha 16. Nech» n > 2 je pøirozené èíslo a x 1 , x 2 , : : : , xn jsou kladná reálná èísla.
Uka¾te, ¾e

X

cyc

1
x3

i + x i � 1 x i x i +1
�

X

cyc

1
x i x i +1 ( x i + x i +1 )

:

(6. série A3, 6. ro èník iKS)

Úloha 17. Nech» n > 2 a a2 , a3 , : : : , an jsou kladná reálná èísla splòující p o dmínku
a2 a3 � � � an = 1. Doka¾te, ¾e platí

(1 + a2 ) 2 (1 + a3 ) 3 � � � (1 + an ) n > n n :

(IMO 2, 2012)

Úloha 18. Nech» a; b; c > 0 a a + b + c = 1. Doka¾te, ¾e platí

X

cyc

a3 + bc
a2 + bc

� 2 :

Úloha 19. Uka¾te, ¾e pro ka¾ dé pøirozené n a ka¾dou n -tici kladných reálných
èísel x 1 , x 2 , : : : , xn platí

(1 + x 1 )(1 + x 1 + x 2 ) � � � (1 + x 1 + x 2 + � � � + xn ) �
p
( n + 1) n +1 x 1 x 2 : : : xn :

(35. ro èník MKS, �nální my¹ma¹)

Úloha 20. Mìjme ostroúhlý tro júhelník ABC a je mu opsanou kru¾nici se støedem
O a p olomìrem R . Oznaème D druhý prùseèík pøímky AO s kru¾nicí opsanou BOC ,
E druhý prùseèík pøímky BO s kru¾nicí opsanou AOC a F druhý prùseèík pøímky
CO s kru¾nicí opsanou AOB . Doka¾ te

jODj � j OEj � j OF j � 8 R3 :

Úloha 21. Nech» a; b; c > 0 a abc = 1. Doka¾te, ¾e platí

a
2 b + c2 +

b
2 c + a2 +

c
2 a + b2 �

a2 + b2 + c2

3
:
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Úloha 22. Nech» a; b; c > 0 a platí

a + b + c =
1
a2 +

1
b2 +

1
c2 :

Doka¾te, ¾e platí

2( a + b + c) � 3
p
7 a2 b + 1 + 3

p
7 b2 c + 1 + 3

p
7 c2 a + 1 ;

a urèete, pro které tro jice ( a; b; c) nastává rovnost.

Úloha 23. Nech» a; b; c > 0 a a + b + c = 1. Doka¾te, ¾e platí

X

cyc

p
a2 + abc
c + ab

�
1

2
p

abc
:

NÆvo dy
1. Dvì lehká AGèka, vyjde 441

4 .

2. Kdy nastává pøi AG nerovnosti rovnos t? :)

3. Je to vlastnì AG nerovnost.

4. Substituce a = x sin x , p omù¾e, výsledek je 12.

5. x 2 + ( y2 + z2 ) � : : :

6. ( x + 2 y ) 2 � 8 xy , mìlo by vyjít 96.

7. Po dmínky je tøeba vyu¾ít { zkus p o roznásob ení zmen¹it le vou stranu tak, aby
byl pøíklad ekvivalentní jediné AG nerovnosti.

8. Mù¾e se ho dit 2( a2 + b2 ) � ( a + b) 2 .

9. Roznásobit a dvì AGèka.

10. Doka¾ indukcí, ¾e levá strana je (1+a1)(1+a2)���(1+an )� 1
(1+a1)(1+a2)���(1+an ) :

11. Zkus v AGèku vyru¹it jmenovatele { p ozor, aby nastávala rovnost!

12. Po roznás ob ení se mù¾e ho dit substituce x = a
b .

13. 2 a
b2+ c2 + b2+ c2

2 + a2 � : : : je dobrý zaèátek. :)

14. Pou¾ij o dhad a5 + b5 � a3b2 + a2 b3 :

15. Je tøeba p ou¾ít vá¾enou AG nerovnost.

16. Pou¾ij úlohu 9 na o dhad è lenù levé strany a upravuj.

17. Známá substituce um í o dstranit p o dmínku. Potom napø. ( x 2 + x3 ) 3 = ( x 2
2 +

+ x 2
2 + x3 ) 3 � : : :

18. Po úpravì do tvaru
P

cyc
bc(1� a)
a2+ bc � 1 jde roznásobit.
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19.

(1 + x 1 + � � � + x i ) n � i +2 �
( n � i + 2) n � i +2

( n � i + 1) n � i +1 (1 + x 1 + � � � + x i � 1 ) n � i +1 x i :

20. Doka¾ j OD j
sinj ^ OBD j =

j BC j
sinj ^ BOC j , p ou¾ij vz orec

j BC j
2 sin� = R a tro chu goniometrie.

AGèko je a¾ p oslední krok.

21. Odhadnout jmenovatele, zatnout zuby a nebát se homogenizovat pro a = x9 .

22. a + a +
7b+ 1

a 2
8 � : : : Alternativnì lze øe¹it p omo cí tzv. Hölderovy nerovnosti .

23. Je ekvivalentní

X

cyc
a( a + b)

p
bc( a + c)( a + b) �

1
2
( a + b + c)( a + b)( b + c)( c + a) :

Odhadni o dmo cninu hezkým AGèkem, zatni zuby a p okraè uj.

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolínek, Pavel ©alom: ZdolÆvÆní nerovností , Univerzita J.E. Pur-
kynì, 2012.

[2] Samin Riasat: Basics of Olympiad Inequalities .
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Catalanova Łísla
Martin Ra¹ka

Abstrakt. Catalanova Łísla jsou vedle kombinaŁních Łísel jedny z nejŁastìji se vy-
skytujících p osloupností Łísel v kombinatorice. V tomto płísp ìvku si płedstavíme, co
to vlastnì je, a p o dívÆme se na płekvapivØ mno¾ství œloh, kde hra jí roli.

De�nice. ObdØlníkem m � n rozumíme ob délník ve ètvercové møí¾ce, který je m
p olíèek vysoký a n p olíèek ¹iroký. Cestou v ob délníku pak nazýváme trasu z levého
dolního do pravého horního rohu, která vede p o hranách møí¾ky, a to p ouze doprava
a nahoru.

Cvièení. Doka¾te, ¾e v ob délníku m � n existuje
� m + n

n

�
rùzných cest.

De�nice. ÚhlopłíŁkou ve ètverci n � n nazveme úse èku sp o jující levý dolní roh
s pravým horním.

De�nice. Symb olem Cn budeme znaèit n -té Catalanovo Łíslo , které si de�nujeme
jako p o èet cest ve è tverci n � n , které jsou celé p o d úhlopøíèkou (smí se jí dotýkat).

Tvrzení.

Cn =
�
2 n
n

�
�

�
2 n

n + 1

�
=

1
n + 1

�
2 n
n

�

Døkaz. (náznak dùkazu) Ve ètve rc i n � n sp o èítáme p o èet nevyhovujících cest,
tj. takových cest, které pøekro èí diagonálu, a tento p o èet pak o deèteme o d celkového
p o ètu cest.
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Mìjme lib ovolnou ne vyhovující cestu a p o dívejme se na místo, kde se p oprvé
dostane nad diagonálu. V momentì, kdy p oprvé pøekro èíme diagonálu a ujdeme
krok smìrem nahoru, zbytek cesty pøevrátíme, jak naznaèuje obrázek (z cest na-
horu se stanou cesty doprava a naopak). Novì vzniklá cesta bude obsahovat n + 1
krokù smìrem nahoru a n � 1 krokù smìrem doprava, bude tedy cestou v ob délníku
( n + 1) � ( n � 1). Pøeklop ením nazpátek ve stejném m ístì dostanem e jednoznaènì
urèenou p ùvo dní cestu, tedy toto zobrazení je prosté.

Stejnì tak mù¾eme z lib ovolné cesty v ob délníku ( n + 1) � ( n � 1) analogickým
pøeklop ením získat nevyhovující cestu v ob délníku n � n a toto zobrazení je rovnì¾
prosté. Existuje tedy bijekce me zi cestami ve ètverci n � n pøekraèujícími úhlopøíèku
a ces tami v ob délníku ( n + 1) � ( n � 1), kterých je

� 2 n
n +1

�
. �

Poznámka. Èasto se de�nuje i C0 = 1. Prvních nìkolik Catalanových èísel je
p ostupnì 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, : : :

Pøíklad 1. Kolik existuje rùzných c est v ob délníku m � n , které jsou celé p o d
úhlopøíèkou levého ètverce m � m ?

Rekurentní vzor ec
Tvrzení. Mìjme p osloupnost ( an ) n�0 splòující vztahy

a0 = 1 ;

an +1 =
nX

i =0

ai an � i :

Pak an = Cn :

Úloha. Kolik existuje rùzných triangulací konvexního n -úhelníka 1 ?

Zob ecn ìn í
Vrátíme-li se k p ùvo dní de�nici Catalanových èísel, je pøirozené se zeptat, jaká èísla
dostaneme, p okud da ný ob délník nebude ètverec. To vede k roz¹íøení Catalanových
èísel.

De�nice. De�nujeme C ( n; k ) pro 0 � k � n jako p o èet cest v ob délníku k � n ,
které vedou celé p o d diagonálou levého ètverce k � k . Volb ou k = n dostaneme
právì Cn .

Roz¹íøením prvního dùkazu identity charakterizující Catalanova èísla dostaneme
p o dobný vztah, konkrétnì

1 Rozdìlení na n � 2 tro jœhelníkø, jejich¾ vrcholy jsou vrcholy p øvo dního n -œhelníka.
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C ( n; k ) =
�

n + k
k

�
�

�
n + k
k � 1

�
:

Pøirozená struktura této konstrukce nám dovoluje vytvoøit Catalanùv tro júhelník,
který je znázornìný na obrázku.

1 1 1

2 31

1

2

5

1 1 1 . . .

4

5 9

. . .65

14

42

14

14

132

28

42

20

132

. . .

90

. . .

. . .

48

. . .

. . .

Èíslo C ( n; k ) je v ( n + 1)-ním sloup ci a ( k + 1)-ním øádku. Catalanova èísla jsou
pøesnì na diagonále.

Z faktu, ¾e èísla jsou de�nována jako p o èet cest, není ji¾ tì¾ké pøejít k rekurent-
nímu vztahu C ( n; k ) = C ( n; k � 1) + C ( n � 1 ; k ) pro 0 < k < n . Ten øíká, ¾e èíslo
v Catalanovì tro júhelníku je souètem èísla p o d ním a nalevo o d nìj, co¾ jsou pøesnì
místa o dkud mù¾eme k danému vrcholu do jít námi de�novanými ce stami. Tento
tro júhelník má, stejnì jako ten Pascalùv, mno¾ství p ìkných vlastností. Napøíklad s i
lze v¹imnout, ¾e souèet ka¾dého sloup ce dává Catalanovo èíslo.

KoneŁnì nìjakØ płíklady

Pøíklad 2. Kolik existuje korektních uzávorkování n párù závorek?

Pøíklad 3. Kolik existuje p osloupností délky n splòujících 1 � a1 � a2 � � � � � an

a navíc ai � i ?

Pøíklad 4. Kolika z p ùsoby si mù¾e 2 n lidí p o dat ruce pøes stùl tak, aby se ¾ádné
dva páry rukou nekøí¾ily (ka¾dý èlovìk p o dává právì jednu ruku jinému èlovìku)?

Pøíklad 5. Kolika zp ùsoby lze vyplnit tabulku 2 � n èísly 1 a¾ 2 n tak, aby èísla
v ob ou øádcích i ve v¹ech sloup cích byla rostoucí?

Pøíklad 6. Nech» n je pøirozené èíslo. Kolik existuje cest v kartézské soustavì
souøadnic, které vedou z b o du (0 ; 0) do b o du (2 n; 0), takových, ¾e z lib ovolného
b o du ( x; y ) cesta p okraèuje buï do b o du ( x + 1 ; y + 1), neb o do b o du ( x + 1 ; y � 1)?
Kolik z tìchto ce st nikdy neklesne p o d osu x ?

Pøíklad 7. Kolika zp ùsoby je mo¾né navr¹it mince na hromádku, je-li ve sp o dní
øadì n mincí? Na obrázku jsou v¹echny mo¾né hromádky pro n = 3.
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Pøíklad 8. Kolik existuje binárních stromù 2 na n vrcholech? Rozli¹ujeme þ pravéÿ
a þlevéÿ syny.

Pøíklad 9. Kolik existuje zakoøenìných stromù (rozli¹ujeme p oøadí synù) s n vr-
choly?

Pøíklad 10. Kolika zp ùsoby je mo¾no p ostavit scho di¹tì o n scho dech p omo cí n
ob délníkù? Na obrázku je scho di¹tì o 4 scho dech p ostavené ze 4 ob délníkù.

Pøíklad 11. Kolik je p ermutac í mno¾iny f 1 ; : : : ; ng, které neobsahují kles a jící p o d-
p osloupnost délky vìt¹í ne¾ 2?
(Oznaèíme-li p ermutaci p, pak neexistují i; j; k 2 f 1 ; : : : ; ng takové, ¾e i < j < k a
zárove ò p( i ) > p ( j ) > p ( k ).)

Pøíklad 12. Pro která n je Cn liché?

Pøíklad 13. Polyomino 3 nazveme neklesající , p okud je ka¾dý jeho sloup ec sou-
vislý (tj. není ro zdìlen na více èástí o ddìlených prázdnými ètvereèky), p ozice hor-
ního ètve re èku v ka¾ dé m sloup ci se zleva doprava nesni¾uje a ob dobnì se v ka¾dém
sloup ci nesni¾uje p ozice nejni¾¹ího ètvereèku zleva doprava. Kolik existuje neklesa-
jících p olyomin s obvo dem délky 2 n ? Obrázek zachycuje pøípad pro n = 4.

Pøíklad 14. Kolik existuje úplných párování vrcholù na ¹estiúhelníkové pyramidì
¹íøky n ? Úplné párování na ¹estiúhelníkové pyramidì ¹íøky 4 mù¾e vypadat napøíklad
takto:

2 Pokud ne ví „, co to znamenÆ, neb o j se zeptat płenÆ„ejícího!
3Útvar vzniklý slouŁením nìkol ika jednotkových Łtvercø dotýka jících se hranou.
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NÆvo dy
2. Pøeveï si to na p o èet c est p o d diagonálou neb o rekurzí p o dle první korektní
p o dp osloupnosti.

3. Pøeveï na hledání cest p o d diagonálou { dívej se na vo dorovné hrany.

5. Bijekce na cesty p o d diagonálou. Poøadí p ohybu danými smìry.

7. Rekurze, nejpravìj¹í mezera v druhé vrstvì o dsp o du.

9. Zakó duj si strom p omo cí 1 a 0 (resp. závorek) a pøeveï na pøíklad 2.

10. Dvì rùz ná p olíèka na úhlopøíèc e nemù¾ou být ve stejném ob délníku. Roh.

11. Zaznaè si p ermutac i to tabulky n � n a na jdi p omo cí p ermutace cestu nad/p o d
diagonálou.

12. Pou¾ij rekurentní vztah a indukci.

13. Koukni se na horní a dolní trasu z levého dolního do pravého horního rohu
p olyomina. Poskládej p om o cí nich trasu p o d diagonálou è tverce.

14. Oto è si obrázek o 150 � p o smìru ho dinových ruèiè ek. V ka¾dé vrstvì svislých
hran je na párování p ou¾ita právì jedna hrana. Po oto èení jde vidìt pøirozená bijekce
mezi volb ou tìchto hran a hledání cest p o d uhlopøíèkou.

Literatura a zdroje
Velká èást pøísp ìvku je pøevzatá z pøedná¹ek Martina Hory a Anèi Chejnovské, jim¾
bych tímto chtìl p o dìkovat.
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http://www.geometer.org/mathcircles/catalan.p df
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ExtremÆlní pri ncip
Martin Ra¹ka

Abstrakt. Płísp ìvek obsahuje nìkolik płíkladø vho dných na pro cviŁení jednØ ze
zÆkladních døkazových meto d { extremÆlního principu.

Extremální princip je základní dùkazovou meto dou. Sp o èívá v tom, ¾e nalezneme
nìco, co je v nìjakém slova smyslu maximální (neb o minimální), a zamyslíme se ,
co z toho vyplývá. Velmi èasto kombinujeme extremální princip s dùkazem sp orem.
Napøíklad uvá¾íme nejde l¹í úseèku a uká¾eme, ¾e pak by musela existovat i nìjaká
del¹í, èím¾ získáme sp or. Po jïme si ukázat p ou¾ití extremálního principu na úloze.

Úloha. V nekoneèných rovinatých ta jgách Moravskosle zského kra je rostou v pra-
videlné ètvercové síti zakrslé smrky, pøiè em¾ vý¹ka ka¾dého je prùmìrem vý¹ek v¹ech
ètyø kolem sto jících stromù. Pokud vý¹ky nabýva jí pøirozených ho dnot, uka¾te, ¾e
jsou stromy stejnì vysoké.

Øe„ení. (Náznak) Proto¾e vý¹ky stromù jsou pøirozené, existuje (ne nutnì jeden)
strom s nejmen¹í vý¹kou. Nìjaký takový si vyb erme a oznaème S . V¹ichni ètyøi
jeho sousedi musí mít vý¹ku stejnou neb o vy¹¹í. Kdyby byl ale nìjaký vy¹¹í, vý¹ka
stromu S by nebyla prùmì re m vý¹ek okolních stromù. Proto v¹ichni jeho sousedi
ma jí stejnou vý¹ku jako S . Indukcí pak s nadno uká¾eme , ¾e v¹echny s tromy js ou
stejnì vysoké.

Nyní se mù¾eme pustit do samostatného p o èítání.

Płíklady

Pøíklad 1. Lenièka dokázala, ¾e prvo è ís el je koneènì mnoho. Uka¾te, ¾e se spletla.

Pøíklad 2. Michal ¾ ije v kra ji, kde jsou m ìsta vystavena v takových rozestup ech,
¾e tro júhelník s vrcholy v lib ovolných tøech mìstech má rozlohu men¹í ne¾ 390 000
km 2 . Uka¾te, ¾e v¹echna mìsta se vejdou na plo chu men¹í, ne¾ má Mongolsko. 1

Pøíklad 3. Eva si do s e¹itu nakreslila koneènì mnoho b o dù. Pøi¹li k ní Martin
s Alb ertem a v¹imli si, ¾e ka¾ dá pøímka, která pro chází s krz dva b o dy, pro chází i
nìjakým tøetím b o dem. Uka¾te, ¾e v¹echny b o dy le¾í v jedné pøímce.

1 Poradím, ¾e Mongolsko mÆ rozlohu 1 566 500 km 2 .
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Pøíklad 4. Joná¹ dal Va¹kovi za úkol na jít asp oò jedno celo èíselné øe¹ení rovnice
a2 + b2 = 3( c2 + d2 ). Pomoz te mu a na jdìte dokonce v¹echna taková øe¹ení.

Pøíklad 5. V Pszcz ynie jsou v¹echny silnice jednosmìrné a ka¾dé dvì køi¾ovatky
jsou prop o jeny právì jednou silnicí. Uka¾te, ¾e existuje køi¾ovatka, do které se dá
dostat z ka¾dé jiné buï pøímo, neb o p o dvou silnicích.

Pøíklad 6. Na Petrovì oslavì naroze nin se ka¾dý p ohádal s nejvý¹e tøemi lidmi.
Je mo¾né úèastníky slavnosti rozdìlit do dvou skupin tak, aby ka¾dý mìl ve své
skupinì nejvý¹e jednoho jiného èlovìka, se kterým se p ohádal?

Pøíklad 7. Ondøej, Adam a jejich p ì t kamarádù sedí kolem kruhového stolu.
Ka¾dý pøed seb ou má p ohár s mlékem. Dohromady ma jí mléka tøi litry. Nejdøív
první z nich vs tane a rozdìlí své mléko rovnomìrnì mezi ostatní. Pak p ostupnì
proti smìru ho dinových ruèièek toté¾ udìla jí i zbýva jící sp olusedící. Kdy¾ skonèí,
má ka¾dý z nich tolik mléka, kolik mìl na zaèátku. Kolik to je?

Pøíklad 8. Pepa s Radkem hráli 3D ¹achy a pøitom je napadla otázka, kolik
nejménì vì¾í je p otøeba, aby ohro¾ovaly v¹echna p olíèka ¹achovnic e n � n � n . Kolik
to je?

Pøíklad 9. Mìsta na Kub ì nele¾í na jedné pøímce. Uka¾te, ¾e pak existuje pøímka,
která pro chází jen pøes dvì z tìchto mì st. Platilo by to, i kdyby bylo mìst nekoneènì
mnoho?

Pøíklad 10. Daniel dokázal, ¾e prvo èísel ve tvaru 6 n� 1 je koneènì mnoho. Uka¾te,
¾e s e spletl.

Pøíklad 11. V Praze je n hradù a n studen takových, ¾e ¾ádné tøi s tavby nele¾í
na jedné pøím ce. Adéla s Karolínou se sho dly, ¾e by bylo vho dné ka¾dý hrad sp o jit
s jednou studnou pøímou cestou ani¾ by se cesty køí¾ily. Je mo¾né to provést?

Pøíklad 12. Lucka si na zahrádce stoupla ke ètvereèkovanému záhonu n � n a
rozestavila na nìj kvìtináèe s chryzantémami. Potom pøi¹el Zdenìk a v¹iml si, ¾e
kdykoli máme v záhonu prázdný ètvereèek, tak v øádku a sloup ci, které daný è tve-
reèek obsahují, je dohromady alesp oò n chryzantém. Doka¾te, ¾ e Lucka rozestavila
alesp oò n 2

2 chryzantém .

Pøíklad 13. Po drtivém útoku Hump olce na americký Pentagon byla p o dstava této
budovy zdeformována do tvaru ob ecného konvexního p ìtiúhelníku.
Matìj ukázal, ¾e i tak z ní jde vybrat tøi úhlopøíèky, z nich¾ lze vytvoøit tro júhelník.
Uka¾te to taky!

Pøíklad 14. Tomá¹ tvrdí, ¾e ka¾dý mnohostìn má alesp oò dvì stìny se stejným
p o ètem hran. Petr mu to ale o dmítá vìøit. Kdo z chlap cù má pravdu?

Pøíklad 15. Matej namaloval na rovinné plátno n > 3 pøímek takových, ¾e ¾ádné
dvì z nich nejsou rovnob ì¾né a prùseèíkem ka¾dých dvou pro chází i tøetí pøímka.
Uka¾te, ¾e se pak v¹echny protína jí v jednom b o dì.
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Pøíklad 16. Ostrava se dìlí na obydlené a neobydlené èásti. Honzovi se zdálo,
¾e sp o jíme-li úseèkou dvì obydlené èásti, bude tato úseèka obsahovat i neobydlenou
èást a naopak. Uka¾te, ¾e pak v¹echny èásti le¾í na pøímce . Èás ti vesnice p ova¾ujeme
za b o dy a pøe dp okládáme, ¾e jich je koneènì mnoho.

Úloha 17. Pomozte Ma jdì na jít v¹echna kladná øe¹ení dané soustavy rovnic:

x 1 + x 2 = x 2
3 ; x 2 + x3 = x 2

4 ;

x3 + x4 = x 2
1 ; x4 + x 1 = x 2

2 :

Úloha 18. Lucka si do notýsku napsala kladná èísla taková, ¾e souèet souèinù
v¹ech jejich dvo jic byl roven je dné. Kaèka se pak rozho dla, ¾e ji tro chu p o¹kádlí a
jedno èíslo ¹krtne. Uka¾te, ¾e mù¾e ¹krtnout takové, aby souèet zbylých èíse l byl
men¹í ne¾

p
2.

Úloha 19. Klátra si vzala svých ¹es t oblíb ených kruhù a nakreslila je tak, aby
se v¹e chny protínaly v alesp oò jednom sp oleèném b o dì. Uka¾te, ¾e jeden z tìchto
kruhù obsahuje støed dal¹ího kruhu.

Literatura a zdroje
Tento pøísp ìvek je témìø kopií pøísp ìvku Martina Sýkory z jarního soustøedìní 2017,
za co¾ bych mu chtìl tímto p o dìkovat.

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies , Springer, 1997.

[2] Alèa Skálová: ExtremÆlní princip , Blansko-Ob ùrka, 2011.
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Ap oll on iova kru¾nice
Jáchym Solecký

Abstrakt. Tento płí sp ìvek płedstavuje Ap olloniovu kru¾nici a její vlastnosti . Ob-
sahuje pÆr œloh, kterØ Ap olloniovu kru¾nici vyu¾íva jí, a na konci uvÆdí nìkterØ dal„í
sp o jitosti s b o dy v tro jœhelníku.

Tvrzení. (Osa vnitøního úhlu) Osa vnitłního œhlu u vrcholu A protínÆ protìj„í
stranu tro jœhelníka ABC v b o dì D tak, ¾e platí

jBD j
jDC j

=
jAB j
jAC j

:

Tvrzení. (Osa vnìj¹ího úhlu) Je dÆn tro jœhelník ABC takový, ¾e jAB j 6= jAC j .
Pak osa vnìj„ího œhlu u vrcholu A protínÆ płímku BC tro jœhelníka ABC v b o dì D
tak, ¾e platí

jBD j
jDC j

=
jAB j
jAC j

:

Úloha 1. V kartézské soustavì souøadnic jsou dány b o dy A = [5 ; 0] a B = [20 ; 0].
Na jdìte na pøímce AB dva b o dy, které jsou dvakrát blí¾e k A ne¾ k B . Zkuste na jít
dal¹í b o dy mimo pøímku AB . Dokázali byste je nìjak p opsat v¹echny?

Tvrzení. (Ap olloniova kru¾nice) V rovinì jsou dÆny b o dy A , B . Mno¾ina b o dø
X , pro kterØ je p om ìr jXA j : jXB j roven danØ kladnØ konstantì c 6= 1 je kru¾nice
se s tłe de m na płímce AB .

Úloha 2. Bo dy A , B , C jsou v tomto p oøadí dány na pøímce. Urèete mno¾inu
b o dù X , ze kterých jsou úseèky AB a BC vidìt p o d stejnými úhly.

Úloha 3. V rovinì jsou dány ètyøi rùzné b o dy A , B , C , D nele¾ící na stejné pøímc e.
Sestro jte v¹echny b o dy X , pro nì¾ platí 4 ABX � 4 CDX .

Úloha 4. V rovinì jsou dány ètyøi rùzné b o dy A , B , C , D le¾ící v tomto p oøadí
na jedné pøímce. Sestro jte v¹echny b o dy X , pro nì¾ platí j^ AXB j = j^ BXC j =
= j^ CXD j .

Úloha 5. Je dán tro júhelník ABC a dva rùzné b o dy X , Y takové, ¾e platí
jAX j : jBX j : jCX j = jAY j : jBY j : jCY j . Doka¾te, ¾e pøímka XY pro chází
støedem O kru¾nice opsané tro júhelníka ABC .
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Úloha 6. V rovinì js ou dány b o dy A , B , C nele¾ící na jedné pøímce. Zkonstruujte
kru¾nici k pro cházející skrz b o dy A , B takovou, ¾e teèny z b o du C na ni svíra jí
úhel 60 � .

Úloha 7. Na prùmìru kru¾nice k jsou dány b o dy A , B . Vepi¹te do kru¾nice k
rovnoramenný tro júhelník tak, aby b o dy A , B le¾ely na jeho rùzných ramenech.

Úloha 8. V rovinì jsou dány dvì kru¾nice k1 ( S1 ; r 1 ) a k2 ( S2 ; r 2 ), kde
jS1 S2 j > r 1 + r 2 . Na jdìte mno¾inu v¹ech b o dù X , které nele¾í na pøímce S1 S2
a ma jí tu vlastnost, ¾e úseèky S1 X , S2 X protína jí p o øadì kru¾nice k1 , k2 v b o dech,
jejich¾ vz dále nos ti o d pøímky S1 S2 se rovna jí. (MO 63-A-I I-2)

Úloha 9. V rovinì je dána kru¾nice k a b o d A mimo ni a její støed. Nech» A0 je
obraz b o du A pøes kruhovou inverzi p o dle k . Uka¾te, ¾e kru¾nice k je Ap olloniovou
kru¾nicí kolem b o dù A a A0.

Úloha 10. V rovinì jsou dány b o dy A , B , C nele¾ící v pøímce a je dána kladná
konstanta k 6= 1. Ne ch» m je Ap olloniova kru¾nice de�novaná jako mno¾ina b o dù
X pro které jXA j : jXB j = k a nech» n je kru¾nice opsaná tro júhelníku ABC .
Oznaème T , U b o dy, kde se m a n protína jí. Doka¾te, ¾e te èny na m a n v b o dì T ,
resp. U , jsou na seb e kolmé.

Úloha 11. (Izo dynamické b o dy) V rovinì je dán tro júhelník ABC . Nech» ka je
Ap olloniova kru¾nice kole m b o dù B a C pro cházející b o dem A , tj. mno¾ina b o dù
X takových, ¾e jXB j : jXC j = jAB j : jAC j . Této kru¾nici se øíká A -Apol loniova
kru¾nice . Ob dobnì de�nujme kb a kc jako B -Ap olloniovu kru¾nici a C -Ap olloniovu
kru¾nici. Uka¾te, ¾e ka , kb a kc se p otkáva jí ve dvou b o dech.

Smìs zajímavostí { Izo dynamickØ b o dy, Lemoinova a Bro card ova płímka
Vìt¹inu tìchto z a jímavo stí b ohu¾el nejde snadno dokázat syntetickou geometrií a
k dùkazùm se p ou¾íva jí trilineární souøadnice, ale pøijde mi p ìkné ukázat, jak sp olu
v¹echno v tro júhelníku souvis í.

V p oslední úloze jsme ukázali existenci tzv. izodynamických bodø . Oz naème je S
a S0. Èím jsou tyto b o dy za jímavé?

(1) Vzdálenosti o d izo dynamických b o dù k jednotlivým vrcholùm tro júhelníka
jsou v inverzním p omìru k délkám protilehlých stran, tj. jSAj � j BC j =
= jSBj � j AC j = jSCj � j AB j a jS0Aj � j BC j = jS0B j � j AC j = jS0Cj � j AB j .

(2) Pokud z izo dynamických b o dù s pustíme kolmice na jednotlivé strany tro j-
úhelníku, dostaneme rovnostranný tro júhelník.

(3) Izo dynamické b o dy jsou si navzá jem obrazem pøi kruhové inverzi p o dle
kru¾nice opsané tro júhelníku ABC .

(4) Pokud p omo cí kruhové inverze pøes kru¾nici se støedem v nìkterém izo-
dynamickém b o dì pøevrátíme vrcholy A , B a C , dostaneme rovnostranný
tro júhelník.
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(5) Pøímka, na které tyto b o dy le¾í, se nazývá Brocardova płímka . Na této
pøímce le¾í kromì izo dynamických b o dù také støed kru¾nice opsané a Le-
moinùv b o d (prùseèík symedián tro júhelníka ABC ). 1

(6) Støed úseèky sp o jující oba izo dynamické b o dy je obrazem právì Lemoinova
b o du pøi kruhové inverzi p o dle kru¾nice opsané tro júhelníku ABC .

(7) Proto¾e se v¹echny Ap olloniovy kru¾nice protína jí v izo dynamických b o-
dech, jejich støedy le¾í na jedné pøímce. Tato pøímka se nazývá Lemoinova ,
je kolmá na Bro cardovu pøímku a protíná ji v b o dì p opsaném vý¹e.

(8) Izogonálními kamarády izo dynamických b o dù jsou tzv. Fermatovy body .
Ty jsou za jímavé tím, ¾e p okud z nìkterého z nich p ovedeme pøímky skrz
vrcholy tro júhelníka ABC , tyto pøímky budou svírat úhel 60 � . To taky
znamená, ¾e ten Fermatùv b o d, kte rý je uvnitø tro júhelníka ABC , je b o dem
s nejmen¹ím souètem vzdáleností o d vrcholù tohoto tro júhelníka.

NÆvo dy
2. Pou¾ijte tvrze ní o ose vnitøního úhlu.

3. Známe p omìr délek jedné dvo jice o dp ovída jících si stran p o dobných tro júhel-
níkù.

4. Pou¾ijte dvakrát úlohu 2.

5. Po dívejte s e na obrázek z p ohledu b o dù X a Y .

6. Zkonstruujte nejprve její støed O .

7. Èím bude v takovém tro júhelníku sp o jnice hlavního vrcholu se støedem kru¾-
nice k ?

1 Pokud byste se o symediÆnÆch a Lemoinovì b o du chtìli dozvìdìt více, dop oruŁuji pro Łíst 3. díl
seriÆlu z roku 2016/17 o G eometrii tro jœhelníka (https://mks.m�.cuni.cz/archive/36/uvo d3s.p df ).
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8. Pokud jsou Y1 a Y2 b o dy dotyku s kru¾nicemi k1 a k2 , tak jsou tro júhelníky
XS 1 S2 a XY 1 Y2 p o dobné.

9. Po dívej se do Filip ova pøísp ìvku jak se de�nuje obraz b o du A .

10. Uka¾, ¾e tro júhelníky OTA a OBT (kde O je støed kru¾nice m ) jsou p o dobné .

11. Uka¾, ¾e prùseèík dvou tìchto kru¾ nic le¾í i na té tøetí.

Zdroje a literatur a

[1] Pavel ©alom, Pepa Tkadlec: C�evova vìta, semináø AoPS, 2014.

[2] Kimb erling, Clark: Encyclop edia of Triangle Centers,
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclop edia/ETC.html.
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NÆho dnØ pro chÆzky
Jáchym Solecký

Abstrakt. V tomto płí sp ìvku se seznÆmíme s nÆho dnými pro chÆzkami a do detailø
prozkoumÆme płíklad gamblerovy zkÆzy. Płísp ìvek je my„len jako nadstavba na seriÆl
z roku 2018/19 o pravdìp o dobnosti .

Motivace (a œl oh y na pro cviŁení ;) )

Pøíklad 1. Kobylka skáèe mezi vrcholy tro júhelníku, pøièem¾ ka¾dým skokem pøe-
sko èí na jeden ze zbylých dvou vrcholù se stejnou pravdìp o dobností. Jaká je pravdì-
p o dobnost, ¾e p o n sko cích bude kobylka na tom samém vrcholu, na kterém zaèala?

Pøíklad 2. Na øece mezi dvìma bøehy le¾í 99 leknínù. Na 30 : z nich (p o èítáno
zleva) sedí ¾ába, která ka¾dou minutu pøesko èí na leknín doprava neb o doleva se
stejnou pravdìp o dobností.

(1) Jaká je pravdìp o dobnost, ¾e ¾ába sko èí na levý bøeh øeky døív, ne¾ sko èí
na pravý bøeh?

(2) Jaká je støední ho dnota p o ètu skokù, ne¾ ¾ába na nìkterý bøeh sko èí?

Pøíklad 3. Kolem kruhového jezera se nachází N mìst oznaèených o d 0 do N � 1.
Turista, který se právì nachází ve mìstì 0, se ka¾dou ho dinu pøesune o mìsto p o
smìru neb o proti smìru ho dinových ruè iè ek se stejnou pravdìp o dobností.

(1) Jaká je støední ho dnota doby, za kterou turista pro jde v¹echny mìsta na
jezeøe?

(2) Pro ka¾dé k = 1 ; 2 ; : : : ; N � 1, jaká je pravdìp o dobnost, ¾e mìsto k je
p oslední turistou nav¹tívené?

Pøíklad 4. (Gamblerova zkáza) Gambler opakovanì hra je hru, ve které vyhra je
1 korunu s pravdìp o dobností p a prohra je 1 korunu s pravdìp o dobností q = 1 � p
(nezávisle na ostatních hrách). Kasino opustí, kdy¾ ztratí v¹echny p eníze neb o bude
mít M korun. Jaká je pravdìp o dobnost, ¾e o dejde s prázdnou, p okud má na z aèátku
obnos n korun?
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V¹echny tyto úlohy jsou v principu s te jné a pøedstavují pøíklady ob ec nì j¹ í tøídy
náho dných pro cesù, kterým øíkáme nÆhodnØ prochÆzky 1 . Pøedstavme si blechu, která
se náho dnì p ohybuje grafem. Pøi ka¾dém kroku (neb o skoku) se mù¾e p os unout
na nìkterý jiný vrchol tohoto grafu, p o dle pravidel, které urèují kam a s jakou
pravdìp o dobností se z daného vrcholu mù¾e blecha p osunout. Dùle¾ité je, ¾e tato
pravidla závisí p ouze na tom, kde se blecha nachází právì teï, a nikoliv na jejích
døívìj¹ích p oz icích.

Náho dné pro cházky pak mù¾eme p ou¾ít k mo delování mnoha situací z reálného
svìta, napøíklad p ohybu èástice v plynu neb o kapalinì, cestì zvíøete za jídlem neb o
cenách na burze ka¾dé p ondìlí ráno. Na této pøedná¹ce se p o drobnì p o díváme na
pøíklad 4 : { gamblerovu zkázu.

PÆr de�nic na œvo d

De�nice. Pravdìpodobnostní prostor je usp oøádaná tro jice (
, F , P), kde 
 je
mno¾ina elementárních jevù daného exp erimentu, F je mno¾ina jevù (tj. p o dmno¾in

) a P : F ! h 0 ; 1 i je funkc e, která ka¾dému jevu pøiøadí jeho pravdìp o dobnost.

De�nice. Je dán pravdìp o dobnostní prostor (
, F , P) a A; B 2 F jsou jevy
takové, ¾e P( B ) 6= 0. Podmínìnou pravdìpodobnost jevu A za p o dmínky, ¾e nastal
jev B, de�nujeme jako

P( AjB ) =
P( A \ B )
P( B )

:

Vìta. (O úplné pravdìp o dobnosti) Je dÆn pravdìp o dobnostní prostor ( 
 , F , P)
a disjunktní jevy B 1 ; B 2 ; : : : takovØ, ¾e B 1 [ B 2 [ � � � = 
 a P ( B i ) > 0 pro v„echna
i . Potom pro lib ovolný jev A platí

P ( A ) = P ( A \ B 1 ) + P ( A \ B 2 ) + � � �

= P ( B 1 ) � P ( AjB 1 ) + P ( B 2 ) � P ( AjB 2 ) + � � � :

Této vìtì s e také øíká rozkladová vìta, proto¾e jevy B i tvoøí rozklad mno¾iny 
.

De�nice. Mìjme pravdìp o dobnostní prostor (
, F , P). NÆhodnÆ veliŁina X na
tomto prostoru je lib ovolná funkce z 
 do R . Pak jev f ! 2 
 jX ( ! ) = xg znaèíme
také f x = X g a jeho pravdìp o dobnost P( X = x ).

De�nice. Oborem hodnot náho dné velièiny X myslímì mno¾inu Im X = f x 2
Rj P( X = x ) > 0 g2 .

De�nice. Mìjme náho dnou velièinu X de�novanou pro prostor (
, F , P). Potom
stłední ho dnotou X myslíme výraz

E( X ) =
X

x2 Im X

x � P( X = x ) :

1 Ob Łas taky celkem trefnì p ou¾ívÆme termín opilcova prochÆzka.
2 OznaŁení Im p o chÆzí z anglickØho image.
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Cvièení. Rozmyslete s i, ¾e pro koneènou mno¾inu 
 = f ! 1 ; ! 2 ; : : : ; ! n g tato de�-
nice o dp ovídá de�nici v seriálu, tj. ¾e

E( X ) = P( ! 1 ) � X ( ! 1 ) + P( ! 2 ) � X ( ! 2 ) + � � � + P( ! n ) � X ( ! n ) :

De�nice. Mìjme náho dnou velièinu X de�novanou pro prostor 
. Potom podmí-
nìnou stłední hodnotu X za p o dmínky, ¾e nastal je v B de�nujeme jako

E( X jB ) =
X

x2 Im X

x � P( X = xjB ) :

Vìta. (Rozkladová vìta pro støední ho dnotu) Je dÆna nÆho dnÆ veliŁina X de�no-
vanÆ pro prostor 
 a disjunktni jevy B 1 ; B 2 ; : : : takovØ, ¾e B 1 [ B 2 [ � � � = 
 (tj.
tvołící rozklad prostoru 
 ) a P ( B i ) > 0 pro v„echna i . Potom platí

E ( X ) = E ( X jB 1 ) � P ( B 1 ) + E ( X jB 2 ) � P ( B 2 ) + � � � :

Døkaz.

E( X ) =
X

x2 Im X

x P( X = x )

=
X

x2 Im X

x

 
X

i

P( X = xjB i )P( B i )

!

[dle vìty o úplné pravdìp o dobnosti]

=
X

x2 Im X

X

i

x P( X = xjB i )P( B i )

=
X

i

P( B i )

 
X

x2 Im X

x P( X = xjB i )

!

=
X

i

E( X jB i )P( B i ) :

Gamblerova zkÆza

Pøíklad. Gambler opakovanì hra je hru, ve které vyhra je 1 korunu s pravdìp o dob-
ností p a prohra je 1 korunu s pravdìp o dobností q = 1 � p (nezávisle na ostatních
hrách). Kasino opustí, kdy¾ ztratí v¹echny p eníze neb o bude mít M korun. Jaká je
pravdìp o dobnost, ¾e o dejde s prázdnou, p okud má na zaèátku obnos n korun?

Oznaèíme si tuto pravdìp o dobnost un a p o dle výsledkù první hry mù¾eme díky
vìtì o úplné pravdìp o dobnosti p ozorovat:

un = P(bankrot j výhra v 1. høe) � P(výhra v 1. høe) +

+ P(bankrot j prohra v 1. høe) � P(prohra v 1. høe) :
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Pokud gambler vyhra je první hru, tak díky nezÆvislosti jednotlivých her je nyní
situace stejná jako kdyby gambler zaèínal s obnosem f n + 1 g korun. Po dobnì p okud
prohra je první hru, tak je to stejné jako kdyby zaèínal s obnosem f n � 1 g korun.
Z toho vyplývá, ¾e

un = pun +1 + qun � 1 ;

co¾ platí pro 1 � n � M � 1. Zároveò máme také okra jové p o dmínky u0 = 1 a
uM = 0.

Toto je pøíklad takzvaného rekurentního vztahu druhého stupnì. Na konci této
pøedná¹ky je nastínìný p ostup, kterým se takovéto vztahy øe¹í (je to velm i p o dobné
napø. diferenciálním rovnicím neb o rekurentním p osloupnostem druhého stupnì),
ale to není hlavním pøedmìtem této pøedná¹ky, tak¾e my tento p ostup p ou¾ijeme
jen na ná¹ vztah pun +1 � un + qun � 1 = 0 :

Charakteristická rovnice je v tomto pøípadì

p� 2 � � + q = 0 ;

co¾ se dá roznásobit na
( p� � q)( � � 1) = 0 ;

tak¾e máme � = q
p neb o � = 1.

Pokud p 6= q, tak

un = A + B
�

q
p

� n

pro nìjaké konstanty A a B , které mù¾eme zjistit dosazením okra jových p o dmínek:

u0 = 1 = A + B a uM = 0 = A + B
�

q
p

� M

;

co¾ dává

A = �

�
1 � p

p

� M

1 �
�

1 � p
p

� M ; B =
1

1 �
�

1 � p
p

� M :

Tak¾e

un =

�
1 � p

p

� n
�

�
1 � p

p

� M

1 �
�

1 � p
p

� M :

Cvièení. 3 Zkontrolujte, ¾e pro p = q = 1
2 dostaneme

un = 1 �
n
M

:

3Toto je ŁÆst (1) płíkladu 2 v první kapitole.
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DØlka pro chÆzky

Pøíklad. Jaká je støední ho dnota p o ètu her o dehraných pøed tím, ne¾ gambler
opustí kasino?

Stejnì jako jsme p ou¾ili rozkladovou vìtu pro sestavení rekurentního vztahu pro
pravdìp o dobnost, p ou¾iijeme rozkladovou vìtu pro s tøe dní ho dnotu k sestavení re-
kurentního vztahu pro o èekávanou délku tohoto pro cesu.

Zavedeme si náho dnou velièinu X udáva jící p o èet krokù (v na¹em pøípadì o de-
hraných her) a oznaèíme en støední ho dnotu X , p okud gambler zaèínal s obnosem
n korun. Pak platí

en = p � E( X j výhra v 1. høe) + q � E( X j prohra v 1. høe) :

Zamysleme se teï nad p o dmínìnými støedními ho dnotamy v tomto výrazu. Pokud
v první høe gambler vyhra je , pak odehrÆl jednu hru a následnì je úloha stejná jako
kdyby zaèal s obnosem f n + 1 g korun. Tak¾e dos tane me

E( X j výhra v 1. høe) = 1 + en +1 :

Po dobnì taky
E( X j prohra v 1. høe) = 1 + en � 1 :

Tak¾e dostaneme re kurentní výraz

en = p(1 + en +1 ) + q(1 + en � 1 ) ;

který mù¾eme upravit na

pen +1 � en + qen � 1 = � p � q = � 1

s okra jovými p o dmínkami e0 = eM = 0. V¹imnìme si, ¾e tento výraz je stejný,
jako kdy¾ jsme p o èítali pravdìp o dobnos t, ale není homogenní. Ob ecné øe ¹ení homo-
genní rovnice je tedy ste jné. Po díváme se na pøípad p 6= q, pro který:

wn = A + B
�

q
p

� n

Jako partikulární øe¹ení zkusme vn = Cn (zkou¹et konstantu nem á s mysl, proto¾e
ka¾dá konstanta je øe¹ením homogenní rovnic e), pak máme

pC ( n + 1) � Cn + qC( n � 1) = � 1 ;

tak¾e C = � 1 =( p � q). Dohromady dostáváme

en = A + B
�

q
p

� n

�
n

p � q
:
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Dosazením okra jových p o dmínek zís káme

e0 = 0 = A + B; eM = 0 = A + B
�

q
p

� M

�
M

p � q
;

a p o vyøe¹ení pro A a B dostaneme výsledek

en =
M

p � q
1 � ( q=p) n

1 � ( q=p) M �
n

p � q

pro 1 � n � M � 1.

Cvièení. 4 Na jdì te výraz pro støední ho dnotu o dehraných her v pøípadì p = q = 1
2 .

Do nekoneŁna
Na závìr se p o díváme, co se stane, kdy¾ o deb ereme horní hranici na M . Uva¾ujeme
tedy, ¾e ná¹ gambler opustí kasino jenom tehdy, kdy¾ prohra je v¹echny své p eníze.
Nyní máme náho dnou pro cházku p o celých èíslech zaèína jíc na nìkte ré m n > 0.
Pro jde tato pro cházka nulou, aneb o zùstane done koneèna v kladných èíslech?

Matematicky mù¾eme o debrání této hranice do cílit tak, ¾e uva¾ujeme limitu pro
M jdoucí do ne koneèna. Pak dostaneme, ¾e

un =

8
><

>:

lim
M !1

( q
p )

n
� ( q

p )
M

1 � ( q
p )

M ; pro p 6= q

lim
M !1

1 � n
M ; pro p = q = 1

2

=

( �
q
p

� n
; pro p > q .

1 ; pro p � q.

Po rigorózním zavedení pravdìp o dobnosti mù¾eme dokázat, ¾e tato limita nám
opravdu dá pravdìp o dobnost, ¾e náho dná pro cházka p o celých èíslech pro jde nulou.
To znamená, ¾e pro cházka má nenulovou pravdìp o dobnost, ¾e s e udr¾í v kladných
èíslech, právì tehdy, kdy¾ p > q .

App end ix: Rekurentní vztahy

De�nice. Rekurentní (nebo diferenŁní) vztah k -tØho stupnì má tvar

kX

j =0

aj un + j = f ( n ) ;

kde a0; : : : ; ak jsou konstanty nezávislé na n a a0 6= 0 a ak 6= 0. Øe„ením takového
rekurentního vztahu je p osloupnost ( un ) n�0 splòující vztah vý¹e pro v¹echna n � 0.

4Toto je ŁÆst (2) płíkladu 2 v první kapitole.
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De�nice. Rekurentní vztah je homogenní, p okud f ( n ) = 0.

Pøi øe¹ení rekurentních vztahù musíme nejprve na jít ob ecné øe¹ení ( wn ) n�0 pro
homogenní vztah

kX

j =0

aj un + j = 0 :

Pak na jde me je dno konkrétní, tzv. partikulÆrní , øe¹ení ( vn ) n�0 na¹eho nehomo-
genního re kurentního vztahu a ob ecným øe¹ením tohoto vztahu je pak p osloupnost
un = vn + wn .

Tvrzení. Homogenní rekurentní vztah prvního stupnì

un +1 = aun

mÆ ob ecnØ łe„ení tvaru
un = Aan ;

kde A je kons tanta.

De�nice. Je dán homogenní rekure ntní vztah druhého stupnì un +1 + aun + bun � 1 =
0. Jeho charakteristickÆ rovnice má tvar � 2 + a� + b = 0.

Tvrzení. Je dÆn homogenní rekurentní vztah druhØho stupnì

un +1 + aun + bun � 1 = 0 :

Nech» � 1 ; � 2 jsou kołeny jeho charakteristickØ rovnice. Pokud � 1 6= � 2 , pak mÆ
ob ecnØ łe„ení tvar

un = A� n
1 + B� n

2 ;

kde A; B jsou kons tanty. Pokud � 1 = � 2 = � , pak mÆ ob ecnØ łe„ení tvar

un = ( A + Bn ) � n ;

kde A; B jsou kons tanty.

Pro hledání partikulárního øe¹ení zkus p ostupnì dosadit p olynomy jednotlivých
stupòù. Nejèas tìji vyjde ten se stupnìm o 1 vy¹¹í, ne¾ jaké je ob ecné øe¹ ení homo-
genního vztahu.

Pøíklad. Na jdìte ob ecné øe¹ení rekurentního vztahu

un +1 � 2 un + un � 1 = 1 :

Øe„ení. Homogenní vztah je un +1 � 2 un + un � 1 = 0 s charakteristickou rovnicí
� 2 � 2 � + 1 = 0, která m á jeden dvo jitý koøen � = 1. Tak¾e ob e cné øe¹ení homogenní
rovnice má tvar

( A + Bn )1 n = A + Bn:
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Z partikulárního øe¹ení vidíme, ¾e jakákoliv konstantní i lineární p osloupnost je
automaticky øe¹ením homogenního vztahu, tak¾e zkusíme kvadratickou p osloupnost
vn = Cn2 . Dosazením dostaneme

C ( n + 1) 2 � 2 Cn2 + C ( n � 1) 2 = 1 ;

co¾ dává C = 1
2 . Tak¾e ob ecné øe¹ení má tvar

A + Bn +
1
2

n2 :

NÆvo dy
1. Napi¹ si prvních pár pravdìp o dobností a zkus z toho vykoumat rekurentní vztah
(a pak si ho o dùvo dnit :))

3.1. Jak vypadá mno¾ina nav¹tívených mìst tìsnì p otom, co turista nav¹tíví nové
mìsto?

3.2. Pøed tím, ne¾ turista nav¹tíví mìsto k , musí nav¹tívit buï mìsto k � 1, neb o
k + 1. Co se muselo stát pak?

Literatura a zdroje
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tute, 2018.

[2] Danil Ko¾evnikov, Václav Rozhoò: Pravdìp o dobnost, seriál MKS, 2018/19.
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AsymetrickØ „ifry
Michal Töpfer

Abstrakt. V dne„ní dob ì je naprosto normÆlní, ¾e se p omo cí internetu płihla„ujeme
ke svØmu bankovnictví a uskuteŁòujeme platby. MÆlokdo ale ví, jak tyto vìci opravdu
fungují a jak je mo¾nØ, ¾e se k va„im datøm, kterÆ bance p osílÆte, nedostane nikdo
cizí. Za tím v„ím sto jí matematika, konkrØtnì p o Łítaní s 600 a více cifernými Łísly.
V tomto płísp ìvku se nejprve p o dívÆme na ob ecný œvo d do kryptogra�e a pak se
zamìłíme na protokol RSA a teorii Łí sel, kterÆ za ním sto jí.

Kryptogra�ckÆ primitiva

Pøedstavte si následující situaci: Alice chce Bob ovi p osílat zprávy. Jen¾e v¹echny
zprávy, které Alice p o¹le, si cestou mù¾ e pøeèíst i Eva. Jak to Alice mù¾e zaøídit,
aby Bob její zprávy pøeèetl, ale Eva se nedozvìdìla nic o tom, co se v nich pí¹e ?

Alice bude zprávy ¹ifrovat. Poøídí si tedy nìjaké krabièky E a D . 1 Krabièka E
udìlá z p ùvo dní zprávy za¹ifrovaný tex. Krabièka D naopak ze za¹ifrovaného textu
vyrobí p ùvo dní zprávu. Proto¾e dobrých ¹ifrovacích algoritmù je málo, je vho dné je
parametrizovat klíŁem . Ob ecnì je dobré uchovávat v ta jnosti co nejménì informací,
ideálnì takové, které se da jí snadno zmìnit.

SymetrickØ „ifry

Symetrické ¹ifry vyu¾íva jí pro ¹ifrování i de¹ifrování stejný klíè. Je proto p otøeba si
tento klíè pøedat je ¹tì pøed zaèátkem komunikace nìjakou jinou cestou. Po dstatnou
výho dou symetrických ¹ifer je je jich nízká výp o èetní náro ènost.

Jedno duchým pøíkladem symetrické ¹ifry je Caesarova ¹ifra. Její hlavní princip
sp o èívá v tom, ¾e ka¾dé písmeno zprávy p osuneme o p evný p o èet p ozic v ab ecedì.
Tato ¹ifra samozøejmì není pøíli¹ b ezp e èná, proto¾e je velmi snadné zkusit v¹ech 26
mo¾ných p osunù a jedním z nich zprávu de¹ifrovat.

1 Písmena jsou o dvozena z anglických termínø Encrypta Decrypt.
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AsymetrickØ „ifry
Pro asymetrické ¹ifry platí, ¾e vyu¾íva jí rùzné klíèe pro ¹ifrování a de¹ifrování. ©ifro-
vací klíè je typicky veøejný, tak¾e zprávy mù¾e za¹ifrovat kdokoliv. Naopak de¹ifro-
vací klíè si dr¾íme v ta jnos ti, abychom zprávy mohli de¹ifrovat jen my. V¹imnìte si,
¾e tímto o dpadá nutnos t znalosti sp oleèného ta jemství pro p os ílání zpráv. Dùle¾ité
je, aby z jednoho klíèe ne¹lo efektivnì o dvo dit druhý.

Asymetrické ¹ifry se da jí vyu¾ít i opaènì, èím¾ vznikne p o dpisové schéma. Jeho
cílem není za¹ifrovat zprávu, aby si ji úto èník nem ohl pøeèíst, ale zaøídit, aby ji
cestou nemohl zmìnit. Pøedstavte s i napøíklad, ¾e Alice chce Bob ovi p oslat plán
nìjaké akce. Chceme za jistit, aby Bob dostal plán pøesnì v takové p o dob ì, v jaké
ho Alice p oslala, a aby Eva plán nemohla p o cestì nìjak upravit. Alice proto zprávu
s plánem podepí„e . Po dpis je o dvozený ze zprávy, tak¾e p okud by ji Eva nìjak
zmìnila, tak p o dpis nebude o dp ovídat. Bob tedy doká¾e ovìøit, jestli dostal p ùvo dní
zprávu b eze zmìny.

Pro p o dpisové schéma budeme mít de¹ifrovací klíè veøejný a ¹ifrovací soukromý.
Potom mù¾eme soukromým klíèem za¹ifrovat zprávu a zveøejnit ji. Ka¾dý mù¾e
zprávu de¹ifrovat a tím ovìøit, ¾e jsme ji opravdu za¹ifrovali my. Nikdo jiný ne¾
Alice nezná její soukromý klíè, tak¾e nedoká¾ e zprávu p o depsat jejím jm énem.

He„ovací funkce
He¹ovací funkce umí z lib ovolného vstupu vytvoøit výstup konstantní délky. Dùle¾ité
je, aby z he¹e ne¹lo efektivnì zjistit p ùvo dní zprávu a ani na jít zprávu, která bude
mít stejný he¹ . Kolizím (zprávám se stejným he¹em ) nejde zabránit, neb o» p o èet
mo¾ných výstup ù je omezený a p o èet vstup ù není, ale dùle¾ité je , aby nebylo snadné
je hledat.

Po jïme s e p o dívat na konkrétní pøíklad velmi jedno duché he¹ovací funkce: p o-
slední èíslice ciferného souètu èísla. Z lib ovolnì velkého èísla na vstupu nám jako
he¹ vyjde v¾dy jedna èíslice. Je vidìt, ¾e z he¹e není mo¾né p ùvo dní ho dnotu èísla
zrekonstruovat. Nicmé nì tato he¹ovací funkce je ¹patná, proto¾e hledat kolize je
snadné. Zkuste si nìjaké sami na jít.

Vyu¾ít je mù¾eme k vylep¹ení p o dpisového schématu: Místo zprávy p o depí¹eme
její he¹ a pøip o jíme ho k p ùvo dní zprávì. Jednak tím c elý pro ces p o depis ování zrych-
líme, proto¾e p o èítání he¹e je (z b ez p eènostních dùvo dù p opsaných ní¾e ) daleko
rychlej¹í ne¾ asymetrické ¹ifrování, a jednak nebudeme muset øe¹it, jak celou zprávu
rozdìlit na dostateènì malé èásti, aby je asymetrická ¹ifra zvládla. Navíc je pak
mo¾né p ùvo dní zprávu pøeèíst i b ez nutnosti de¹ifrování.

Kombinace primit iv
Je¹tì zmíníme, jak se da jí kryptogra�cká primitiva kombinovat. Pomìrnì èasté je
sp o jení symetrického a asymetrického ¹ifrování. Symetrické ¹ifry ma jí tu výho du, ¾e
jsou mnohem ménì náro èné na výp o èetní výkon ne¾ asymetrické. Asymetrické zase
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tu, ¾e nep otøebují pøedem doho dnutý ta jný klíè, kte rý by znaly ob ì strany. Dá se
tedy udìlat to, ¾e p omo cí asymetrické ¹ ifry si pøeneseme klíè, který pak vyu¾ijeme
pro ¹ifrování a de¹ifrování zpráv symetrickou ¹ifrou. Pøenesení klíèe nezab ere tolik
èasu, proto¾e jeho délka je obvykle výraznì men¹í ne¾ dé lka zprávy.

Samozøejmì je také è asté kombinovat ¹ifrování a p o depisování. Tím si za jistíme
jednak to, ¾e na¹e zprávy si nikdo nemù¾e pøeèíst, a jednak to, ¾e si doká¾eme p o
pøijetí ovìøit, ¾e je nikdo cestou nezmìnil. Tady je dùle¾ité p ou¾ívat pro ¹ifrování a
p o depisování rùzné klíèe, jinak si vys tavujeme velkému riziku jejich prolomení.

CviŁení

Pøíklad 1. Alice a Bob jsou ubytováni ve stejném hotelu v o ddìlených místnostech,
které nemohou opustit. Jediná mo¾nost, jak si mohou nìco pøedat, je p omo c í p oslíèka
Evy. B ob chce p oslat Alici prstýnek, ale b o jí se, ¾e by ho Eva mohla ukrást. Oba
milenci ma jí na svých p oko jích nìkolik trezorù, visacích zámkù a o dp ovída jících
klíèù. Zamèené trezory mù¾eme p ova¾ovat za nedobytné a navíc víme, ¾e Eva celé
trezory nekrade. Jak to ma jí udìlat, aby se prstýne k b ezp eènì dostal k Alici?

Teor ie Łísel a konstrukce asymetrických „ifer

V této è ásti pøedná¹ky si p ovíme nìco o protokolu RSA. K jeho vybudování ale
nejprve p otøebujeme pár p oznatkù o dìlitelnosti a prvo èíslech.

De�nice. Nejvìt„í spoleŁný dìlitel èísel m a n znaèíme gcd( m; n ).
Pokud gc d( m; n ) = 1, øekneme, ¾e èísla m a n jsou nesoudìlnÆ .

De�nice. Nech» m je pøirozené èíslo. Jestli¾e dvì celá èísla a; b splòují m j a � b,
pak øíkám e, ¾e a a b jsou kongruentní modulo m , co¾ zapisujeme takto:

a � b (mo d m ) :

Pokud jsou dvì èísla kongruentní mo dulo m , tak to znamená, ¾e dáva jí stejný
zbytek p o dìlení èíslem m . Sp eciálnì m j a mù¾eme zapisovat jako a � 0 (mo d m ).
S kong ruence mi se dá a¾ na výjimky pracovat stejnì jako s normálními rovnicemi.

Vìta. (Malá Fermatova) Mìjme prvo Łíslo p a a takovØ, ¾e p - a. Pak

ap� 1 � 1 (mo d p) :

Døkaz. Uva¾me mno¾iny

A = f 1 ; 2 ; : : : ; p � 1 g;

B = f 1 a; 2 a; : : : ; ( p � 1) ag;
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pøièem¾ v mno¾inì B p o èítáme èísla mo dulo p. Proto¾e p - a a pro ¾ádné
b 2 f 1 ; 2 ; : : : ; p � 1 g neplatí p j b, tak ani b � a 6� 0 (mo d p), a tedy ¾ádný prvek
mno¾iny B není 0.

Sp orem uká¾eme, ¾e ¾ádné dva prvky mno¾iny B nejsou sho dné. Pøedp okládejme
ax � ay (mo d p) pro nìjaká x; y 2 f 1 ; 2 ; : : : ; p � 1 g; x 6= y . To znamená p j a( x � y ).
Ale p - a a také zøejmì x � y 6� 0 (mo d p).

Mno¾iny tedy nutnì obsahují právì stejné ho dnoty, a proto i s ouè in jejich ho dnot
je stejný:

1 � 2 � : : : � p � 1 � 1 a � 2 a � : : : � ( p � 1) a (mo d p) :

Zkrácením rovnosti p ostupnì èísly 1 a¾ p � 1 dostáváme p o¾adovanou vlastnost:
1 � ap� 1 (mo d p). �

De�nice. (Eulerova funkce) Eulerova funkce ' ( n ) je de�novaná jako p o èet pøiro-
zených èísel k takových, ¾e 1 � k � n a zároveò gcd( k; n ) = 1 (èísla jsou nesoudìlná).

Cvièení 2. Rozmyslete si, ¾e

(i) ' (1) = 1,

(ii) pro p prvo èíslo je ' ( p) = p � 1,

(iii) pro p prvo èíslo a m 2 N je ' ( pm ) = ( p � 1) � pm � 1 ,

(iv) pro n , m nesoudìlná platí ' ( mn ) = ' ( m ) � ' ( n ).

RSA
Jednou z nejznámìj¹ích a nejp ou¾ívanìj¹ích asymetrických ¹ifer je protokol RSA. Je
p o jmenovaný p o svých autorech, kteøí ho v ro ce 1 978 publikovali. Byli to pánové
Ronald Rive st, Adi Shamir a Leonard Adleman.

Základní my¹lenka je p omìrnì jedno duchá. Protokol vyu¾ívá toho, ¾e násobit
doká¾eme ve lmi rychle, ale pro opaèný p ostup, tedy rozklad èísla na prvo èinitele,
není známý ¾ádný efektivní algoritmus. Pokud máme zadaná èísla n a e, tak je velmi
jedno duché sp o èítat pro m ho dnotu me (mo d n ). Ale udìlat to naopak vùb ec není
snadné. Pokud ov¹em neznáme prvo èíselný rozklad èísla n . Pokud ho známe, pak
mù¾eme ho dnotu m z me (mo d n ) na jít p omìrnì snadno, jak si za chvíli uká¾e me.

FormÆlní zavedení RSA

Generování k líèe
Nejprve si musíme zvolit délku klíèe. V souèasné dob ì se nejèastìji p ou¾íva jí

ho dnoty b = 2048 neb o b = 4096.

(1) Zvolíme si (náho dnì vyge ne rujeme ) dvì velká prvo è ísla p a q (ka¾dé s b=2
ciframi).

(2) Sp o èítáme jejich souèin n = p � q.

(3) Sp o èítáme ho dnotu Eulerovy funkce ' ( n ) = ( p � 1)( q � 1).
81



ASYMETRICKÉ 'IFRY

(4) Zvolíme èíslo e men¹í ne¾ ' ( n ) a nesoudìlné s ' ( n ).

(5) Na jdeme èíslo d, pro které platí ed � 1 (mo d ' ( n )).

Veøejným klíèem je dvo jice P = ( n; e) .
Soukromým k líèem je dvo jice S = ( n; d ) .
V pátém b o dì vyu¾ijeme roz¹íøený Eukleidùv algoritmus na ho dnoty ' ( n ) a e

(kterým souèasnì ovìøíme nesoudìlnost p o¾adovanou v b o dì 4).

Algoritmus. (Roz¹íøený Eukle idùv algoritmus)
Pro daná dvì èísla a, b nalezneme gcd( a; b) a také ko e�cienty x a y , pro které platí
ax + by = gcd( a; b). 2

Budeme p ostupnì p o èítat èleny p osloupností f qi g, f r i g, f si g a f t i g, pøièem¾
chceme zachovat platnost vztahu r i = si a + t i b.

Nastavíme r 0 = a, r 1 = b. Z toho nutnì plyne s0 = 1, s1 = 0, t0 = 0, t 1 = 1.
Dal¹í èleny de�nujeme rekurzivnì:

qi = r i � 2 =ri � 1 (celo èíselné dìlení) ;

r i = r i � 2 � r i � 1 � qi ;

si = si � 2 � si � 1 � qi ;

t i = t i � 2 � t i � 1 � qi :

Tento p ostup opakujeme, dokud r i 6= 0. Ve chvíli, kdy r i = 0, máme výs ledek

gcd( a; b) = r i � 1 = si � 1 a + t i � 1 b:

Po drobnìj¹í rozb or algoritmu naleznete napøíklad v [4].

V pátém b o dì tedy aplikujeme roz¹íøený Eukleidùv algoritmus na ho dnoty ' ( n )
a e, èím¾ dostaneme gcd( ' ( n ) ; e) = 1 = si � 1 � ' ( n ) + t i � 1 � e � t i � 1 � e (mo d ' ( n )).
Vezmeme d � t i � 1 (mo d ' ( n )).

©ifrování

EP ( m ) = me (mo d n ).

De¹ifrování

DS ( c) = cd (mo d n ).

Pøíklad 3. Jistì jste si v¹imli, ¾e v tuto chvíli mù¾eme jako zprávy p osílat p ouze
celá èís la z rozsahu 0 a¾ n� 1. Jak to zaøídit, abychom mohli p osílat lib ovolné textové
zprávy?

2 Tato i dentita je znÆmÆ jako BØzoutova rovnost.
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Døkaz sprÆvnosti
Chceme ovìøit, ¾e DS ( EP ( m )) = m . Umíme p osílat jen zprávy krat¹í ne¾ n , tak¾e
staèí pracovat mo dulo n . Víme, ¾e

DS ( EP ( m )) = DS ( me ) = med (mo d n ) :

Z toho, jak jsme generovali klíè, máme ed � 1 (m o d ' ( n )), tedy existuje nìjaké
k 2 Z tak, ¾e ed = 1 + k � ( p � 1)( q � 1). To mù¾eme dosadit:

med = m � mk(p� 1)(q� 1) = m � ( mp� 1 ) k(q� 1):

Pokud p - m , mù¾eme p ou¾ít Malou Fermatovu vìtu:

mp� 1 � 1 (mo d p) ;

med = m � ( mp� 1 ) k(q� 1) � m � (1) k(q� 1) � m (mo d p) :

V opaèném pøípadì dostaneme triviálnì stejný výsledek: med � 0 � m (mo d p).
Ob dobnì p ostupujeme i pro q:

med = m � mk(p� 1)(q� 1) = m � ( mq� 1 ) k(p� 1) � m (mo d q) :

Nyní máme p j med � m a q j med � m , z èeho¾ nutnì i pq j med � m , proto¾e p a
q jsou nesoudìlná. Tedy

med � m (mo d pq) :

�

UkÆzka p ou¾ití
Nejprve s i vygenerujeme klíèe:

(1) p = 5, q = 11.

(2) n = 5 � 11 = 55.
(3) ' (55) = (5 � 1)(11 � 1) = 40.

(4) e = 3.

(5) gcd(40 ; 3) = 1 = 1 � 40 � 13 � 3 � � 13 � 3 (mo d 40), tedy d = � 13 � 27.

Jako veøejný klíè te dy zveøejníme dvo jici (55 ; 3) a sami si ta jnì uschováme sou-
kromý klíè (55 ; 27).

Øeknìme, ¾e nám chce nìkdo jako zprávu p oslat èíslo 18. Staèí, aby sp o èítal
ho dnotu E(55;3)(18) = 18 3 (mo d 55) = 2. Tím zprávu za¹ifroval a mù¾e nám ji
p oslat.

My dostaneme èíslo 2 a chc eme z nìj de¹ifrovat p ùvo dní zprávu. To udìláme
snadno: D(55;27) (2) = 2 27 (mo d 55) = 18. Tím jsme skuteènì dostali p ùvo dní zprávu
a zároveò si ji cestou nikdo jiný nemohl pøeèíst. 3

3No : : :
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CviŁení
Pøedp okládejte, ¾e mùj ve øe jný klíè je (629 ; 17) a ¾e pro kó dování zpráv p ou¾ívám
ASCI I (tedy napøíklad pís mena A a¾ Z se kó dují p ostupnì na 65 a¾ 90 a mezera se
kó duje na 32).

Pøíklad 4. Za¹ifrujte zprávu þ MKSÿ (p o písmenech).

Pøíklad 5. Zachytili jste za¹ifrovanou zprávu:

247 ; 337 ; 322 ; 463 ; 15 ; 73 ; 440 ; 15 ; 342 ; 323 ; 435 :

Zkuste ji rozlu¹tit.

Bezp eŁnost RSA a mo¾nØ œtoky
Ob ecnì je algoritmus RSA pøi p ou¾ití dostateènì velkého klíèe p ova¾ován za b ez-

p eèný. V dne¹ní dob ì je vho dné p ou¾ ívat minimálnì 2048-bitové klíèe. Bez p eènost
algoritmu je zalo¾ena na tom, ¾e pro rozklad èísel na prvo èinitele není známý ¾ádný
efektivní algoritmus.

Nicménì p okud je algoritmus p ou¾it ¹patnì, existuje hned nìkolik mo¾ností, jak
ho prolomit. Zde zmíníme jen nìkteré z nich:

(1) Pokud je p ou¾ita nízká ho dnota e a nízká ho dnota m , mù¾e se stát, ¾e
výsledek me je men¹í ne¾ n . Pak je de¹ifrování snadné, proto¾e staèí vzít
e-tou o dmo cninu ze za¹ifrovaného te xtu.

(2) RSA je deterministická ¹ifra, tak¾e úto èník mù¾e zkusit ¹ifrovat pravdìp o-
dobné zprávy a p orovnávat je se za¹ifrovaným textem. Také to znamená,
¾e stejné zprávy se za¹ifrují stejnì, tak¾e úto èník mù¾e p oznat, ¾e se zpráva
opakuje.

(3) Platí, ¾e souèin z a¹ifrovaných textù je roven za¹ifrování souèinu p ùvo dních
zpráv: me

1 �me
2 � ( m1 m2 ) e (mo d n ). Je tedy mo¾né provést útok s výb ìrem

p ùvo dního textu. Pokud chceme rozlu¹tit zprávu c = me (mo d n ), mù¾eme
adresáta p o¾ádat o de¹ifrování nevinnì vypada jící zprávy f = cre (mo d n )
pro námi vybrané r . De¹ifrování zprávy f je p otom mr (mo d n ), z èeho¾
u¾ zjistíme i m . Tento typ útoku se zdá na první p ohled úplnì nereálný,
nicménì RSA se p ou¾ívá i pro p o depisování zpráv, tak¾ e mù¾eme ob ìti
zkusit p o dstrèit k p o depsání námi vybranou zprávu. Proto byste nikdy
nemìli p ou¾ívat stejný klíè pro ¹ifrování a p o depisování!

(4) Pokud je s tejná zpráva za¹ifrována p omo cí e neb o více veøejných klíèù se
stejným e, je mo¾né ji rozlu¹tit p omo cí Èínské zbytkové vìty.

Vìt¹inì z tìchto útokù doká¾eme zabránit p omo c í paddingu . Pùvo dní z právu pøed
za¹ifrováním doplníme nìjakými náho dnými bity, tak¾e tøeba dvì stejné p ùvo dní
zprávy dostanou rùzný padding, a tedy se neza¹ifrují stejnì. Paddingové schéma
mù¾e vypadat tøeba takto: 00 02 NAHODNE 00 ZPRAVA. Dvo jka pøed náho dnými
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bity nám zajistí to, ¾e budeme v¾dy ¹ifrovat dostateènì velké èíslo. Poèet náhodných
bitù mù¾eme volit tak, abychom délku celé zprávy zarovnali na námi po¾adovanou
hodnotu.

Návody

4. Mìlo by vám vyjít 247, 75, 440. Pro poèítání hodnot pou¾ijte Wolfram Alpha.

5. 629 = 17 � 37. Pak postupujte jako pøi generování klíèe a následnì de¹ifrujte.
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