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Burnsideovo lemma

ANICKA CHEJNOVSKA

ABSTRAKT. Burnsideovo lemma slouzi k poc¢itani kombinatorickych objektt s ohle-
dem na néjaky pohyb (napiiklad otoceni).

Priklad. Kolika zptlisoby je mozné obarvit poli¢ka ¢tverce 2 x 2 dvéma barvami?
Dvé obarveni pfitom povazujeme za totoznd, pokud lze jedno z druhého dostat
otocenim ctverce.

Tento priklad 1ze samoziejmé Fesit vyctem prvku jako na obrazku.

H B H B B |

Pokud vsak bude ¢tverec vétsi nebo pokud se bude jednat o néjaky jiny objekt,
vycet moznosti prestane pripadat v tivahu. K pocitani takovych véci nam slouzi
Burnsideovo lemma.

Permutacni grupa

Vezmeéme si néjakou mnozinu a ozna¢me ji X. Permutace na mnoziné X jsou vSechna
mozné usporadani prvkl této mnoziny, formalné bijektivni zobrazeni z X do X
(kazdému vzoru je jednozna¢né pfifazeny jeho obraz a naopak).

Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X budeme znagcit S(X). Na kazdé mnoziné
existuje identickd permutace, kterd nechava prvky na misté. Permutace mizeme
sklddat a k dané permutaci mizeme najit inverzni (tj. sloZenim permutace a jejiho
inverzu dostaneme identitu). Tyto vlastnosti ndm staé¢i k tomu, abychom mohli
nazyvat S(X) grupou. Poznamenejme jenom, Ze g o h znadi permutaci vzniklou
provedenim h a pak provedenim g, a tedy obecné go h # hog.

Vezmeéme si jednu podmnozinu S(X) a ozna¢me ji G. Pokud G obsahuje identitu,
s kazdou permutaci i jeji inverz a s kazdymi dvéma permutacemi i jejich slozeni, pak
G nazyvame podrupou grupy S(X).



ANICKA CHEJNOVSKA

Pusobeni permutaci na mnoziné

Pilisobeni permutaci na mnoziné je néjaké hybani s jejimi prvky, jak jsme uz zminili.
Vezmeme si & € X. Pokud budeme na X posilat vSechny permutace z G, mizZe se
nam prvek x nékam posunout. Bod@im, na které se miize x takhle dostat, rikdme
orbita prvku x a znac¢ime ji O,. Mnozinu vSech orbit, tj. orbity vSech prvkd mnoziny
X, budeme znacit O.

Pozorovani. Pro vSechna x,y € X plati bud O, = O,, nebo O, N O, = .

Dikaz. Vezmeme si z € O, N Oy (jinak by byl prinik prazdny a pozorovani by
platilo) a dale 2’ € O,. Pak existuji g1,92,9 € G takové, ze ¢1(z) = z, g2(y) = 2
az’ = g(z). Plati 2’ = g(z) = g(9;7*(2)) = 9(97 *(92(y))). Protoze g,g;*, g2 jsou
prvky G, je i jejich slozeni prvkem G, tedy 2’ € O,. Protoze 2’ jsme zvolili libovolné,
je Oy € O,. Podobné ukdzeme O, C O,. Tedy O, = O,,.

Jesté si zadefinujeme dvé vyznacné podmnoziny X a G. Mnozinu bodi z X, které
vybrana permutace g necha na misté, nazveme mnozinou pevnych bodt g, a znac¢ime
Xg4. Podobné mnozinu permutaci, které nechaji na misté vybrany bod z nazveme
mnozinou stabilizatori x a oznacime ji G,. Formalné miuzeme tyto mnoziny popsat
nésledovné: X, ={z € X | g(z) =z}, G, ={9 € G| g(z) = z}.

Tvrzeni. Plati |0, |G| = |G-

Dikaz. Méjme y € O,. Definujme g, jako prvek G spliujici g(z) = y.

Abychom tvrzeni dokézali, sta¢i ndm dokézat, Ze pocet prvkia G je stejny jako
pocet dvojic (y, f), kde y € O, a f € G,. Tedy chceme najit bijekci mezi prvky
grupy a témito dvojicemi.

Kazdé dvojici takto pfifadime pomoci zobrazeni F' prvek F(y, f) = g,o f. Protoze
gy, f € G, jei(gyof) € G. Ted zbyva dokazat, ze pravé zadefinované zobrazeni je
bijekce, tzn. prosté a na.

Vezmeme si (y1, f1) # (y2, f2). Nejprve uvazujme, 7e y; # y2. Odtud méme
F(y1, f1)(2) = (gy, 0 f1)(@) = y1 a F(y2, f2)(@) = (94, 0f2)(x) = y2, tedy F(y1, f1) #
F(ya, f2). Déle si vezmeme y; = y2, odkud méme f; # fo. Tedy existuje néjaké z € G
takové, Ze f1(z) # f2(2). Pak (gy, o f1)(2) # (g, © f2)(2) = (gy, © f2)(2), tedy opét
dostédvame F(y1, f1) # F(ye, f2), takze F' je prosté.

Ted chceme dokézat, ze F je na. Hleddme y € O, a f € G, pro libovolné | € G
tak, ze F(y, f) = l. Vezmeme si y = l(z) a f = gy_l ol a ovéfime, Ze to funguje:
Fy, f)=(gyof) =gyo (g, ol) =1
Tvrzeni. Méme xz,y € X ay € O,. Pak |G,| = |G,|.

Diikaz. Budeme opét postupovat tak, ze najdeme néjakou bijekci F: G, — Gy.
Pak uz ziejmé |G| = |Gy|. Opét si vezmeme g € G spliujici g(y) = =, pro h € G
polozime F(h) = gohog™'. Tedy pro h € G, je F(h) € G,. Jednoduse ovéiime, Ze
F je bijekce.



BURNSIDEOVO LEMMA

Véta. (Burnsideovo lemma) Podet orbit je priimérny pocet pevnych bodii permu-

taci z G, ¢ili
1
0] = = > 1X-
|G|
geG

Diikaz. Dokazovany vzorec upravime na |O| - |G| = }_ ; |X,[. Déle si vezméme
mnozinu viech dvojic (g, z), kde g € G ax € X, a nazvéme ji A. Budeme postupovat
pocitanim dvéma zpusoby.

Nejdrive budeme postupné brat vsechny permutace a zjistovat, s kolika z € X
mohou vytvofit dvojici patiici do A. Dostaneme [A| =3_ - |X,].

Ted budeme naopak postupné brat vSechny prvky mnoziny X a zjistovat, s kolika
g € G mohou vytvorit dvojici z A. Vezmeme si O € O a xp € O. Za pomoci dfive
dokazangch tvrzeni mame |[A| =Y |Gl = D 5co 1020 |Gaol = 2 0co |Gl =
|O| - |G]. Ted uz staéi pouze dat obé ¢asti dohromady a vyjde ndm pozadovana
rovnost.

Priklady

Priklad. Kolika riznymi zpiisoby, az na otodeni, mizeme obarvit ¢tverec 3 x 3,
kdyz chceme, aby tfi policka byla modra, t¥i Cervena a tfi zelena?

Priklad. Kolika raznymi zptsoby, az na otodeni a prevraceni, miZeme obarvit
¢tverec 3 x 3, kdyz chceme, aby tfi policka byla modra, tii Cervena a tfi zelena?

Priklad. Kolika zpisoby lze sestavit ndhrdelnik ze t¥i ¢ervenych, t¥i zelenych a tii
modrych kulicek?

Priklad. Kolika zptsoby lze ptifadit sténam krychle ¢isla 1,...,67
Priklad. Kolik existuje hracich kostek (tj. kolika zptisoby mtizeme na krychli umis-
tit 1-6 ok) takovych, Ze soucet ok na protilehlych sténach je 77

Priklad. Kolik existuje neizomorfnich graf na ¢tyfech vrcholech?

Piiklad. Urcete pocet riznych neizomorfnich obarveni hran grafu K3 3 pomoci n
barev.

Zdroje

[1] Robert Sdmal: piispévek Burnsideovo lemma aneb kterak ndhrdelniky spoci-
tat.

[2] David Stanovsky: Zdaklady algebry.

[3] prednaska Kombinatorika a grafy 2.



Grafy pod vodou

PETER ,,nTR“ KORCSOK

ABSTRAKT. V tejto prednaske sa budeme zaoberat tokmi: v prvej polovici to budu
toky v sietach, v druhej ¢asti ich zobecnime na Iubovolny graf. Nau¢ime sa, kedy vobec
hladany tok existuje a ako ho n4jst.

Ked ste este boli defmi, urcite ste sa radi hravali na pieskovisku. Okrem stavania
hradov a zahrabavania kamaratov sa v piesku daja vytvarat kdejaké chodbicky, ktoré
sa rozne spajaju a krizia. Teraz sme uZ sice starsi, ale skisme sa trochu vratit v case
a podme sa trochu pohrat s bludiskami z piesku.

Pustite vodu!

Uz dévnejsie sme v garazi nasli hadicu, ktorou otecko polieva zdhradu, a kedze
teraz nie je doma, prirodzene nas napadne vyskusat, ¢o sa bude diat, ked do nasho
bludiska pustime trochu vody. Aby naSa snaha nebola marna, predpokladajme, Ze
voda potecie iba po vytvorenych chodbéach, teda nebude celt stavbu nicif ani do
nej vsakovat :). Volny koniec hadice teda polozime do niektorej chodbicky, na inom
mieste vytvorime otvor, aby voda mohla odtekat, a naplno otvorime kohutik . ..

Definicia. Orientovany graf G je dvojica (V, E), kde V je neprazdna mnozZina
vrcholova E CV x V je mnoZina hran, teda usporiadanych dvojic vrcholov.
Definicia. Siefou budeme rozumiet Stvoricu (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orien-
tovany graf, z,s € V s dva rozne vrcholy (budeme ich oznacovat zdroj a stok)
ac: E— RS‘ je funkcia kapacity jednotlivych hran.

Definicia. Tok v sieti je lubovolna funkcia f : E — Rar , ktora vyhovuje podmien-
kam

(1) pre kazda hranu e € E plati f(e) < c¢(e),
(2) pre kazdy vrchol v € V okrem zdroja a stoku plati

S )= D flv,z)=0.

(z,v)EE (v,x)EE

7
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Nam bude stacit, ked sa obmedzime len na celociselné siete a toky, teda c: E — Ny
a f: E — Nj.

Definicia. Nech f je nejaky tok v sieti S = (G,2,s,¢) a R C V, pricom z € R
a s ¢ R. Potom dvojicu (R, R) (skratene len R) nazveme rezom v sieti S a velkost
toku, ktory nim prechadza vyjadrime ako

FRY= > flay) — > f.).
(z,y)EE (y,z)EE
z€ER, y¢R z€ER,y¢R

Kapacitu rezu ¢(R) dostaneme analogicky.

Tvrdenie. Majme siet (G, z,s,c) a tok f. Potom hodnota f(R) je nezévisld na
reze R.

Hodnotu f(R) z tvrdenia budeme nazyvat velkost toku f a znacit |f]|.
Z druhej podmienky pre tok dostédvame, Ze pre lubovolny rez R plati | f| < ¢(R).
Nasledujica veta nam uréi, kedy nastéva rovnost.

Veta. Pre kazdu siet je velkost maximalneho toku rovny kapacite minimélneho
rezu, teda
ma = min c¢(R).
fto§|f| Rl}ez ( )
Dokaz tejto vety vyuziva algoritmus od panov Forda a Fulkersona, ktory vzdy
vezme nejaky tok a pokisi sa ho po nejakej (neorientovanej) ceste zlepsit. Aby sa to
podarilo, musi tato cesta spliiat tieto podmienky:

(1) pre kazda hranu e orientovant v smere od z k s plati f(e) < c(e),
(2) pre kazda hranu e orientovant v smere od s k z plati f(e) > 0.

Ak takéato cesta existuje, mozeme siefou poslat o nieco vacsi tok, inak sme uz nasli
tok maximalny.

Désledok. Pre kazdi celociselnu siet’ vieme ndjst jej maximélny tok.

A mame zaracha ...

Kym sme si vychutnévali pohlad na bludisko plné vody, prisiel otecko a vodu ndm
vypol. Otvor sa ndm podarilo zaplnif skor, ako voda stihla vytiect von, takZe teraz
stoji v chodbickéch. Uréite by to bolo krajsie, keby aj nadalej prudila. Ale ako to
docielit?

V tejto Casti uz budeme pracovat s neorientovangm grafom — z orientovaného ho
dostaneme napriklad zabudnutim ,smeru® hran a pripadne stotoznenim hran medzi
rovnakymi vrcholmi. Specialne vrcholy pre zdroj a stok uz tiez nebudeme potrebovat
a dokonca mézeme zabudnit aj na kapacitu jednotlivych hran.

8



PETER ,,mTR* KORCSOK

Definicia. Tok v grafe G = (V,E) je dvojica (D, f), kde D je orientacial hran
grafu G a f: E — R{ spliiajica pre kazdy vrchol v € V podmienku

Z f(z,v) — Z f(v,x) =0.

(z,w)EED (v,z)EED

Rezom teraz budeme rozumiet dvojicu (R, R) (skratene len R) pre Iubovolnt
neprazdnu mnozinu R C V, velkost toku prechddzajiceho rezom zadefinujeme ana-
logicky ako pri sietach.

Tvrdenie. Pre Iubovolny tok f a lubovolny rez R plati f(R) = 0.
Déosledok. Nech f je lubovolny tok a e € E je most. Potom f(e) =
Definicia.
(1) Tok f nazveme nikdenulovgm, pokial neexistuje hrana e € E, Ze f(e) = 0.

(2) Celogiselny tok f nazveme k-tokom, ak kazda hrana e € E splia |f(e)| < k.

A na zaver sa pozrime, kedy existuja prave definované toky.
Tvrdenie. Kazdy graf bez mostov ma nikdenulovy tok.

Tvrdenie.

(1) Graf mé 2-tok prave vtedy, ked vSetky jeho vrcholy maji parny stuperi.
(2) Kubicky graf ma 3-tok préve vtedy, ked je bipartitny.

Literatdra a zdroje

Pri pisani tohto prispevku som sa mierne inspiroval prispevkom Vita Musila Toky
v sitich, Hallova véta.

[1] Kniznica MKS, http://mks.mff.cuni.cz/library

[2] Diestel, Reinhard. Graph Theory. 4th el. ed. 2010.
http://diestel-graph-theory.com/index.html

[3] Zhang, Cun-Quan. Integer flows and cycle covers of graphs. New York: Mar-
cel Dekker, 1997.

1Za kazda hranu {z,y} € E pridame do Ep prave jednu z dvojic (z,y) a (y, ).
9



Graf(it)y v metre

PETER ,,mTR“ KORCSOK

ABSTRAKT. V prednaske sa budeme zaoberat kreslenim grafov na rézne plochy, ako
je napriklad sféra alebo torus. Predstavime si spdsob, ako lubovolnt plochu reprezen-
tovat v rovine a ako sa na fu odvolavat. Prechadzku po tychto plochach zakonéime
ich charakteristikami — eulerovsky rod a orientovatelnost — a ukéZeme si metédu na
vytvorenie (takmer) lubovolnej plochy.

Boli ste uz v noci v prazskom metre? Nie? Tak to je skutoc¢ne Sskoda, pretoze v noci
tam nejazdia ziadne vlaky a na steny tunelov si mozete kreslit graf(it)y od vymyslu
sveta :).

Dnes sa uspokojime s jednoduchsimi graf(it)mi — budeme si kreslit body a tie
sa budeme snazif spajat roznymi krivkami, ktoré sa ale navzajom nebudu pretinat.
Viem, keby toto ¢ital nejaky grafifak, hned by protestoval, Ze to ziadne grafity nie
st — preto ich radsej budeme nazjvat grafmi a spominané body a krivky bud ich
vrcholy a hrany. Nakoniec stenou nakresleného grafu budeme rozumiet kazda stuvisla
éast povodného povrchu, ktory nie je pokryty nasim grafom.

Preco ale chodit do metra? To ndm nestadi kreslit grafy pri mesiac¢iku na Karlov
most alebo PraZsky hrad? PretoZe metro ndm umoziiuje nakreslit (samozrejme bez
kriZenia) aj grafy, ktoré napr. na stenu hradu nenakreslime.

Problém 1. (motivaény) Nakreslite graf s vrcholmi A, B, C, a,b, ¢ a hranami spé-
jajacimi kazdy ,velky“ vrchol s kazdym ,malym* na

(a) povrch Karlovho mostu,

(b) steny vestibulu metra.!

BeZte, policajti na obzore . ..

Aby nas nedajboze nechytili policajti a nedali do basy (to by sme prisli o zvysok
sustredenia, a to predsa nechceme :)), opustime Prahu a metro pod jej povrchom si
budeme len predstavovat. Ako ale najlepsie vyjadrif, kam naSe grafy vlastne kres-
lime?

IUvazujte ten najjednoduchsi vestibul — uzavret4 miestnost, ktora ma v strede jeden stlp; kreslit
mozete na podlahu, strop aj povrch stipu.

10
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Definicia. Plochou budeme rozumiet akykolvek objekt, na ktory vieme kreslif
graf, teda okolie kazdého bodu sa chové ako rovina. Plochy A a B budeme povaZovat
za rovnaké (odborne homeomorfné), ak existuje spojita bijekcia f: A — B, ktorej
inverzné funkcia f~! je tieZ spojita.

Funkcia f z definicie potom zobrazuje jednoducht krivku na jednoduchu krivku,
teda ak sa nam podari nakreslif nejaky graf na plochu A bez kriZenia hran, tak sa
nebud krizit ani po zobrazeni pomocou f na plochu B.

Takymi funkciami f st najcastejSie rézne posunutia, otdcania, pripadne zmeny
velkosti a ich kombindcie. D4 sa ukézaft, ze kruh a Stvorec st vlastne rovnaké plochy,
podobne sféra (povrch gule) bez jedného bodu a beZné rovina st v skuto€nosti
rovnaké. Mierne horsie sa to ukazuje na zlozitejsich plochach, napr. torus, preto sa
snazime najst nejaki reprezentaciu Iubovolnej plochy v rovine.

K tomu sa zvykne celd plocha rozdelit na niekolko rovinnych ttvarov. Priklad
takéhoto rozdelenia pre torus najdete na nasledujticom obrazku. Sipky naznacuji
sposob, ako jednotlivé ttvary navzajom susedia.

Nasledne sa tieto utvary znovu pozliepaju tak, aby vytvorili jeden mnohouholnik.
Opit sa zlepuju odpovedajuce si hrany, pricom sa dohliada na ich orientaciu.

F A

11
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Definicia. (Mnohouholnikova reprezentacia plochy) Kazdu plochu je mozné repre-
zentovat pomocou mnohouholnika s orientovanymi a sparovanymi hranami.

Poradie a orient4ciu hran mozeme zapisat za sebou do riadku, pricom X predstavuje
hranu v smere hodinovych ruéi¢iek a X! opaény smer. Reprezentaciu na obrazku
by sme teda zapisali

ABHGF'EJ 'A'G'H 'B'JDKK'D'E~'F.

Uz sme si trochu popisali, ako jednotlivé plochy zapisovat, ale stale nevieme, ktoré
zapisy vyjadruju rovnaké plochy.

Problém 2. Ako vyzeraja plochy reprezentované

a) ,dvojuholnikmi“ AA~! a AA,
b) stvoruholnikmi AA=! %+, ABAB, ABA"'B~!, ABA"'B a AABB?

Ja to stale nechapem! Ako teda porovnam dve r6zne metra?

Pomerne jednoducho — pre kazdt plochu existuje graf a jeho nakreslenie na tejto
ploche, Ze kazdéa jeho stena je homeomorfnd kruhu. Takéto nakreslenie nazveme
bunkovym.

7 vs

Veta. Pre kazdi plochu S existuje celé ¢islo x(S), Ze pre lubovolny graf G, ktory
mé nejaké bunkové nakreslenie na S, plati?

V(G| = [E(G)] + [F(G)] = x(5).

2Mnozinu vsetkych stien tohto nakreslenia budeme znacit F(G).
12



PETER ,,mTR* KORCSOK

Poznadmka. Hodnotu x(S) nazyvame Eulerovou charakteristikou plochy S. Pre-
toze ale vo vicSine pripadov je tdto hodnota zaporna, casto sa nahradza eulerovskym
rodom plochy £(S) := 2 — x(5), ktory je uz nezéporny.

Problém 3. Pre kazda plochu z problému 2 nédjdite jej eulerovsky rod.

Vidime, Ze eulerovsky rod ndm plochy rozdelil do niekolkych skupin. Existuje ale
eSte nejaka dalsia vlastnost plochy, ktord by ndm pomohla rozlisit rézne plochy?

Problém 4. Pokuste sa najst vlastnost uzavretych jednoduchych kriviek, ktora
plati na ploche ABA='B~1, ale na ploche ABA~'B neplati.

Ak ste boli pri rieseni predchadzajiceho problému tspesni, podarilo sa vam za-
definovat orientovatelnost plochy. Ak pouZijeme mnohouholnikovou reprezentaciu,
tak si vystacime s nasledujtcou definiciou.

Definicia. Plocha je orientovatelnd, ak jej mnohouholnikové reprezentéicia neob-
sahuje dvojicu odpovedajucich si hran, ktoré st obe orientované rovnakym smerom.
Speciélne sa teda kazd4 hrana X mnohouholnika vyskytuje v zépise plochy ako X
aj ako X1

Pomaly uz nadisiel ¢as, aby sme odhalili tajomstvo, ku ktorému sme cely cCas
smerovali.

Veta.

(1) Pokial'sa dve plochy zhoduju v eulerovskom rode aj orientovatelnosti, potom
st uz rovnaké.

(2) Kazdé orientovatelnd plocha ma nezaporny parny eulerovsky rod.

(3) Kazdé neorientovatelna plocha mé kladny eulerovsky rod.

A na Uplny zéaver si eSte predstavime metddu, ako sa dé vytvorif plocha s poza-
dovanou orientovatelnostou a eulerovskym rodom.

Definicia.

(1) Pridanim ucha (v angli¢tine handle) k niektorej ploche S budeme rozumiet
odstranenie dvoch disjunktnych kruhov z povrchu S a prepojenie vzniknu-
tych otvorov pomocou ,tunelu“.

(2) Pridanim kriZitka (v angli¢tine crosscap) do niektorej plochy S rozumieme
nahradenie kruhu z povrchu S plochou typu AA.

Lema.

(1) Pridanie ucha nezmeni orientovatelnost plochy a zvysi jej eulerovsky rod o 2.
(2) Pridanim krizitka vznikne neorientovatelnd plocha s eulerovskym rodom o 1
VACSim.
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Literatira a zdroje
[1] zéapisky z prednasky Kombinatorika a grafy II na MFF

[2] Diestel, Reinhard. Graph Theory. 4th el. ed. 2010.
http://diestel-graph-theory.com/index.html
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Dirichlettiv princip

KuBA KRASENSKY

ABSTRAKT. V ptispévku je formulovan Dirichlettv princip a jeho dvé mozné zobec-
néni. Ctendf ma moznost si jeho pouziti vyzkouset na velkém mnozstvi piikladt i p¥i
dtkazu dvou tvrzeni.

Dirichlettv princip (v angli¢tiné Pigeonhole Principle, tedy Holubnikovy princip)
je velmi jednoduché tvrzeni, které lze vyuzit v nejriiznéjsich oblastech matematiky.
Pouziti tohoto néastroje nékdy neni zcela samoziejmé a muize vést k zajimavym a
prekvapivym vysledkam.

Véta. (Dirichletiv princip) Pokud umistime n+1 pfedméti do n piihradek, budou
alespon v jedné prihradce alespon dva predméty.

Jak tuto vétu vyuzit? Predpokladame-li, ze zadny clovék nemda na hlavé vice nez
milién vlasi, a vzpomeneme-li si na hodiny zemépisu, zjistime, ze v Praze nutné
musi zit dva lidé s pfesné stejnym poctem vlast. Jestli totéz dokédzeme i pro Brno,
tézko tici. Praimérny pocet vlasd na hlavé se pohybuje okolo sto ¢tyTiceti tisic.

Podafrilo se nam tedy bez prace dokazat, Ze existuje dvojice lidi s urcitou vlast-
nosti. OvSem Dirichletiv princip ndm nijak neporadi, jak tyto dva lidi najit. Ale tak
uz to v matematice chodi.

Polozme si nyni otazku, kolik lidi se stejnym poctem vlasti bychom urcité nasli
v celé Ceské republice. Odpovéd nam d4 (opét pii dostateénych znalostech realif)
nasledujici zobecnéni:

Véta. (Dirichletiiv princip, obecnéji) Pokud umistime kn + 1 pfedmétii do n pfi-
hradek, bude alespori v jedné prihradce alespori k 4+ 1 predmétii.

Uvedme si jesté dalsi mozné zesileni naseho vychoziho tvrzeni. V tlohach ovSem
vétsinou vystacime s nékterou z predchozich verzi.

Véta. (Dirichlettiv princip, jesté obecnéji) Méjme prirozend c¢isla ny,na,...,ng,
mnozinu X s alespori 1+Zf:1(ni—1) prvky a jeji rozklad na mnoziny X1, Xs, ..., X;.
Potom urcité existuje i takové, ze X; ma alespon n; prvki.

Nyni uz se vrhneme na tlohy, kde budeme toto tvrzeni vyuzivat. Klicové je vzdy
si rozmyslet, co v tomto pfipadé bude prestavovat ,piihrddky“ a co rozmistované
predméty.
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Priklad 1. V zésuvce je celkem 10 ¢ernych, 12 modrych a 8 Sedych ponozek. Kolik
jich musime vytahnout, abychom urcité méli alespon jeden par stejné barvy?

Priklad 2. Dokazte, Ze mezi 82 rtiznymi pfirozenymi ¢isly vzdy najdu dvojici a, b
tak, ze 81|(a — b).

Priklad 3. Ve étverci 6 X 6 cm je ndhodné rozmisténych 37 boda. Dokazte, Ze
vzdy existuje ¢tverec 2 X 2 cm, ve kterém se nachazi alespon pét z nich.
(MKS, 14. ro¢nik)

Priklad 4. Ve ¢tverci 10 x 10 cm je ndhodné rozmisténych 101 bodi. Dokazte,
7e vidy dokéZeme vybrat trojihelnik s obsahem 1 cm?, ktery obsahuje alespoii dva
z nich.

Priklad 5. Mg¢jme skupinu n lidi, z nichZz nékteii se navzajem znaji. UkaZte, Ze
existuji dva lidé, kterfi znaji pfesné stejny pocet lidi.

Priklad 6. Dokazte, Ze pro libovolna celd ¢isla a, b, ¢, d je vyraz
(@ =b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)

délitelny cislem 12.

Priklad 7. Na Sachovnici 8 x 8 poli¢ek mame rozestavénych 33 vézi. Najdeme mezi
nimi pét takovych, které se navzajem neohrozuji? (MKS 20-3-1)

Piiklad 8. Dokazte, Ze kdyz vybereme 53 ¢isel z mnoziny {1,2,...,100}, bude
mezi nimi vzdy dvojice ¢isel s rozdilem presné 12.

Priklad 9. Vybereme-li v rovnostranném trojihelniku o strané a libovolné 10

bodi, pak vzdalenost nékterych dvou vybranych bodi je nejvyse §. Dokazte.

Priklad 10. Ukazte, Ze z libovolné posloupnosti n + 1 riznych pfirozenych ¢i-

sel ag,aq,...,a, dokdzeme vybrat skupinu za sebou jdoucich prvkt tak, aby jejich
soucet byl nasobkem n.

Piiklad 11. Hraci plan hry ,,Clovéce, nezlob se obsahuje 36 poli¢ek usporadanjch

do kruhu. Kolik nejméné figurek musi byt ve hie, abychom vzdy mohli nékterou

z nich vyradit pomoci jiné nezavisle na jejich rozlozeni a vysledku hodu kostkou?
(MKS 20-3-2)

Priiklad 12. Do policek tabulky 10 x 10 zapiSeme libovolné celé Cisla tak, aby se
zadné dveé cisla, ktera spolu sousedi ve stejném fadku nebo sloupci, nelisila o vice
nez 5. Dokazte, ze v tabulce se vzdy najdou dvé stejné ¢isla.

Priklad 13. Dokazte, Ze z libovolné pétice vrcholti pravidelného devitithelniku
umime jeden odstranit tak, aby zbylé ¢tyfi tvorily vrcholy lichobézniku.
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Priklad 14. Dokazte, Ze pro vSechna nesoudélnd cisla a a b je desetinny rozvoj ¢
kone¢ny nebo mé periodu maximéalné b — 1.

v,

Nez se dame do tézsich prikladi, dokdzeme pomoci Dirichletova principu jedno
zajimavé tvrzeni:

Véta. (Erdds — Szekeres) Z kazdé posloupnosti n? + 1 riiznych ¢isel dokazeme
vybrat rostouci nebo klesajici podposloupnost délky alespon n + 1.

Priklad 15. Po stole 1 x 1 m leze 51 much. UkazZte, Ze s pomoci kruhového hrnce

s polomérem % m (a trochou sikovnosti :)) mtZeme chytit alespoii 3 mouchy jednou

ranou.

Priklad 16. New York je kromé jiného zndmy i pravidelnosti svych ulic — méa
151 severojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vzdy po 100 metrech kiizi.
Ve mésté je rozmisténo celkem 11401 telefonnich automati. DokdZeme tam najit dva
automaty, které jsou od sebe vzdalené maximalné 200 metra chize po chodniku?
(MKS 20-3-3)

Priklad 17. Dokazte, ze mezi libovolnymi osmi sloZzenymi piirozenymi ¢isly men-
§imi nez 360 existuji vzdy dvé ¢isla, kterd maji spolecného délitele.
(MKS, 14. ro¢nik)

Priklad 18. Pro libovolnd dané readlna cisla xq, xs, ..., x, existuje realné éislo x
tak, ze vSech n sou¢td x + z1,x + 2, ...,T + x, jsou iraciondlni ¢isla. Dokazte.

Priklad 19. Dokazte, Ze z kazdé (n + 1)-prvkové podmnoziny {1,2,...,2n} lze
vybrat dvé nesoudélné disla.

Piiklad 20. Dokazte, ze z kazdé (n + 1)-prvkové podmnoziny {1,2,...,2n} lze
vybrat dvé ruzna Cisla tak, Ze jedno déli druhé. (MKS 20-3-7)

Priklad 21. Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost s diferenci 60, jejiz
vSechny prvky jsou prvodisla. (MKS 18-1-1)

Priklad 22. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje jeho pfirozeny
nasobek slozeny jen z cifer 0 a 1. Dokéazete toto tvrzeni néjak zesilit?

A zase jedno tvrzeni, vyplyvajici z nasi oblibené véty:

Véta. (Dirichletova o aproximaci) Pro kazdé redlné ¢islo a a kladné ¢islo n existuji
celd ¢isla p, q tak, ze 1 < qg<mn alaqg—p| < H—Ln

Priklad 23. Dokazte, Ze z libovolného Sestnacticiferného ¢isla umime vybrat ne-
prazdnou skupinu za sebou jdoucich cifer, jejiz ciferny soucin je druhou mocninou
celého disla. (MKS 28-5-7)

Ptiklad 24. Sachista ma 11 tydnii na to, aby se pfipravil na turnaj. Rozhodne se

hrat alespon jednu tréninkovou partii denné. Aby se ale pfili§ nevycerpal, stanovi

si, ze béhem zadného kalendainiho tydne neodehraje vice nez 12 partii. Ukazte, zZe
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existuje né€kolik po sobé jdoucich dni, béhem kterych Sachista sehraje dohromady
prévé 21 her.

Priklad 25. V roviné je rozmisténo 2n + 1 bodu tak, Ze zadné z nich netvori
trojuhelnik se vSemi stranami vétsimi nez 1. DokaZte, ze nalezneme n + 1 bodq,
které je mozno uzaviit do jednotkové kruznice.

Priklad 26. Na piimce p lezi postupné 6 tsekd ui,us,...,us s délkami po fadé
di,ds,...,ds, které jsou po dvou disjunktni. V jedné poloroviné urcené piimkou
p sestrojime body Si,S5s,...,Sg tak, ze vrchol S; tvorfi spolu s tiseckou u; rovno-
stranny trojuhelnik (i = 1,2,...,6). Nakonec vytvofime kruhy se stfedy v bodech
S1,S52,...,5¢ a poloméry diy,ds,...,ds. Dokazte, ze neexistuje bod, ktery by lezel

ve vSech Sesti kruzich. (MKS 28-5-6)
Piiklad 27. Méjme v roviné n bodtl z1,. .., 2, v obecné poloze!, pfi¢emZ nékteré

z téchto bodu jsou spojené tseckami. Stupném bodu xj budeme nazyvat pocet spoj-
nic, které z ného vedou. Dokazte, ze pokud zadné dva body stejného stupné nemaji
spole¢ného ,souseda“ a navic je alespon jedna dvojice bodid spojena tseckou, pak
nutné existuje bod, jehoz stupen je 1. (MKS, 14. ro¢nik)

Priklad 28. Ukazte, ze existuje prirozené ¢islo N tak, ze kazdé pfirozené ¢islo
a > N dokazeme ,osekat“ z kraji na pfirozeny nasobek ¢isla 2011.
(Kanadska MO 2011)

Piiklad 29. Ve skupiné 90 déti mé kazdé asponn 30 kamarddi (kamarddstvi je
vzdjemné). Dokazte, Ze je lze rozdélit do ti{ 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité
meélo ve své skupince asponl jednoho kamarida. (Celostétni kolo MO 2011/2012)

Piiklad 30. Ukazte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} ¢tyfmi
barvami tak, aby neslo najit jednobarevnou desetiprvkovou aritmetickou posloup-
nost. (IMO Shortlist 1987)

Priklad 31. Pravidelnému 432-ihelniku bylo 108 vrcholu obarveno ¢ervené, 108
zelen€, 108 modfe a zbylych 108 zluté. Dokazte, Ze je mozné najit 4 shodné trojihel-
niky takové, Ze vrcholy jednoho jsou vSechny c¢ervené, druhého zluté, tiettho modré
a Ctvrtého zelené. (USAMO 2012)

Piiklad 32. Mgéjme v prostoru n bodu (n > 3), pfi¢emz jejich spojnice jsou rtizné

dlouhé a r z téchto usecek je obarvenych. Dokazte, ze potom z téchto obarvenych

spojnic umime vytvoiit tah? délky alespoii [2-], ve kterém délka tiseCek nartistd.

! (MKS 17-2-5)

IMnozina bodi je v obecné poloze, pokud zadné tfi z nich nelezi na piimce.

2 Tah je posloupnost na sebe navazujicich hran, které se neopakuji.

3Symbol [z] oznacuje horni celou édst &isla x, tedy nejblizsi celé &islo y, takové ze x < y.
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Literatura a zdroje

[1] Knihovna PraSatka, http://mks.mff.cuni.cz/library/
[2] Archiv PraSétka, http://mks.mff.cuni.cz/archive/
[3] Internetové férum Mathlinks, http://www.mathlinks.ro
[4] Server Cut The Knot http://www.cut-the-knot.org/
Pfi psani prispévku jsem hojné vyuzival prispévek Petra wtra Korcsoka O hranici
neporiadku, za coz mu timto chci podékovat.
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Bertranduiiv postulat

ANH DuNnG ,, TONDA“ LE

ABSTRAKT. Pfispévek nastifiuje elementarni dikaz Bertrandova postuldtu. Tento
dukaz podal Paul Erdés v roce 1932. V olympiddni matematice se Bertrandiv postulat
pouzivé spiSe malo, ale muze se vdm hodit.

Umluva. Vsechny proménné v dalsim textu jsou z oboru celych ¢isel, nebude-li
feCeno jinak.

Tvrzeni. (Bertrandtiv postulat) Pro kazdé pfirozené n > 1 existuje prvodislo p
takové, ze n < p < 2n.

Uvedme si prostiedky, které budeme pii dikazu pouzivat.

Definice. Dolni celou ¢asti realného cisla = nazveme nejveétsi celé ¢islo n, pro néjz
plati n < z. Znaéime ho |z].
Tvrzeni. Pro kazdé x redlné plati 2|z| < |2z| < 2|x] + 1.

Tvrzeni. Necht n je piirozené ¢&islo a p prvocislo. Potom nejvétsi exponent s ta-

kovy, ze p® | nl, je roven s = 3 L;L—]'J
i>1

Definice. Funkci, ktera pfirozenému ¢islu priradi soucin 1-2---n, nazveme fakto-
rial. Znacime n!. Kombina¢nim ¢islem (Z) budeme rozumét podil ﬁlk),
Tvrzeni. Necht n je pfirozené ¢&islo, p prvocislo a s je nejvétsi exponent takovy,
ze p* | (*"). Potom:
(i) p° < 2n.
(ii) Pokud v/2n < p, potom s < 1.
(iii) Pokud 2n/3 < p <n, pak s = 0.

Tvrzeni. Méjme piirozené n > 2. Potom soucin prvocisel mensich nebo rovnych
n je mensi nez 4", tedy
H p<4”.

p<n
p prvocislo

Umluva. Nejmensi spoleény nasobek piirozenych éisel a, b budeme znacit [a, b].

20



ANH DUNG ,TONDA“ LE

Priklad 1. Dokazte, Ze n! neni druhou mocninou pf¥irozeného ¢isla pro n > 1.

Priklad 2. Dokazte, ze kazdé pfirozené ¢islo se dd napsat jako soudet navzdjem
riznych prvocisel nebo 1.

Priklad 3. Nechf P, znadi n-té prvodislo. Pfedpokladejme, Ze pro n plati
Po<Pi+P+--+P,_1 - 1L
Dokazte, ze
Pn+1 §P1+P2++Pn+1
(Japonsko)

Priklad 4. Najdéte vSechna pfirozend ¢isla n, pro kterd se pocet kladnych déliteli
éisla [1,2,...,n] rovna 2* pro né&jaké piirozené k. (Estonsko TST 2004)

Priklad 5. Ktera pfirozena n jsou délitelna vsemi prvoéisly mensimi nebo rovnymi
V/n?
Priklad 6. Naleznéte vSechny dvojice a, b pFirozenych ¢isel takové, Ze ¢islo

1 1 1 1

a+a+1+a+2+.”+a+b

je rovnéz piirozené. (MKS 30-2-7)

Priklad 7. Mgjme pfirozené ¢islo n. Najdéte nejmensi ¢islo k takové, ze
12,22, ....n%

jsou navzajem nekongruentni modulo k. (AMM 1985)

Literatura a zdroje

Cely tento text je prevzat ze starsiho ptispévku Bertrandiv postuldt Jititho ,Dina“
Kouly, proto dékuji autorovi. Ulohy mtizete nalézt na http://www.mathlinks.ro.
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Funkcionalni rovnice na celych cislech

Vit ,,VEJTEK® MUSIL

Funkciondlni rovnice na celych ¢islech (¢i na podmnozindch) lze Fesit standardnimi
metodami funkciondlnich rovnic, jako je substituce, tvahy o vlastnostech funkei (pro-
stota, nabyvani hodnot, monotonie), symetrické vyrazy, soustavy rovnic atd. Vétsina
uloh vsak tézi z konkrétnich vlastnosti celych ¢i pfirozenych ¢isel. Jmenujme nékteré:
obé tyto mnoziny jsou diskrétni a spocetné, jsou oaritmetizované, lze hovotit o dé-
litelnosti. Mnozina pfirozenych ¢isel je navic dobfe usporddand (kazda podmnozina
m4 nejmensi prvek) a plati pro ni princip matematické indukce. Odtud se odvijeji i
metody FeSeni. Jmenujme opét nékteré z nich.

o Konstruktivni pristup. Nékteré rovnice vybizeji k postupnému konstru-
ovani funkce, ¢asto za pomoci indukce. K tomu vétsinou stac¢i dat do
souvislosti hodnotu f(n) s hodnotou f(n + 1) a znat chovani na za-
¢atku (nebo si jej zvolit). Konstruuji se i nejriiznéjsi bijekce, napiiklad
pro rovnice typu f(f(n)) = g(n).

e Indukce. Rovnice Cauchyova typu a stanovené hypotézy dokazujeme
indukci. Na celych ¢islech musime provadét indukei dvakrat, tj. na obé
strany.

o Extremalni princip. Vyuzivame dobrého usporadani prirozenych Cisel,
kdy z mnoziny ¢isel majicich jistou vlastnost zvolime nejmensi. Toho
se Casto vyuziva v dikazech sporem, nékdy se tento princip zove ne-
konecény sestup.

e Bdze dvojkovd i jiné. N&s desitkovy pohled na véc umi znacné zkres-
lovat.

o Kouknu a vidim. Nékteré rovnice ndam mohou pfipomenout znamy
algoritmus, feSeni je pak nasnadé.

e Pevné body. Vyplati se je hledat.

e Nerovnosti. Specialné se hodi védét, kdy nastava rovnost.

e Nezapomenout na zkousku!

Domluvime se, ze symbol N oznacuje mnozinu vSech kladnych celych cisel, Ny je
znackou pro nezaporna cela ¢isla.

Priklad 1. Naleznéte vSechny funkce f:N — N spliujici pro kazda m,n € N
f(m+ f(n)) =n+ f(m).
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Priklad 2. Naleznéte vSechny funkce f:N — N splitujici pro kazdd m,n € N

F(f(m) + f(n)) =n+m.

Priklad 3. Bud k sudé pfirozené ¢islo. Najdéte pocet vSech funkei f:Ng — Ny
spliiujicich pro kazdé n € Ny

f(f(n)) =n+k.
(variace na IMO 1987)
Priklad 4. Najdéte vSechny funkce f:Ng — Ny spliiujici pro kazda m,n € Ny
fm+ f(n) = f(f(m)) + f(n).
(IMO 1996)
Priklad 5. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici pro kazdé n € N
FF(F@)) + £ (f(n) + f(n) = 3n.
Pfiklad 6. Naleznéte vSechny funkce f:Ng — Ny, pro které plati f(0) =0 a
fCn+1)=f2n)+1=f(n)+1
pro kazdé n € Ny.
Priiklad 7. Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z spliiujici pro kazda m,n € Z
fm+n)+ f(mn —1) = f(m)f(n) + 2.

Pfiklad 8. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici f(1) =1, f(2n) < 6f(n) a

3/(n)f(2n+1) = f(2n)(3/(n) +1)

pro kazdé n € N.
Priklad 9. Naleznéte vSechny funkce f:N x N — N spliujici pro kazda m,n € N

(1) f(na TL) =n,
(ii> f(mvn) = f(n7m)7

(iii) LUpmtn) — metn,

f(m,n) n

Piiklad 10. Naleznéte v8echny funkce f:N — R, pro které plati f(1) #0 a

PP+ 22) + -+ 2 (n) = f(n) f(n +1)
pro kazdé n € N.
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Priklad 11. Naleznéte vSechny funkce f:Z — N spliiujici pro kazdé n € Z
6f(n+3)—3f(n+2)—2f(n+1)— f(n)=0.

Priklad 12. Najdéte vSechny funkce f:N — N splniujici pro kazdé n € N

2n + 2001 < f(f(n)) + f(n) < 2n+ 2002.

(BMO 2002)
Priklad 13. Bud f:N — N funkce spliujici f(n+1) > f(f(n)) pro vSechnan € N.
Dokazte, ze f je identita na N. (IMO 1977)

Literatura

[1] T. Andreescu, I. Boreico, Functional Equations, electronic edition, 2007.

24



Cyklické soustavy rovnic

Vit ,,VEJTEK® MUSIL

ABSTRAKT. Pfispévek se vénuje vybranym partiim ze soustav nelinedrnich rovnic
— cyklickym soustavdm a metodam jejich feSeni. Soucasti prispévku je sada cviceni
s navody.

Bézné sttedoskolské postupy pii feseni soustav casto selhdvaji pro soustavy rovnic
nelinearnich. Presto existuje nékolik metod, které funguji na celou fadu cyklickych

soustav. Pfipomenme si, ze soustavu rovnic v proménnych x1,xs,...,x, nazveme
cyklickou, pokud pfi tzv. cyklické zdméné z; — xo,x2 — x3,...,T, — 1 dostaneme
tutéz soustavu.

Pro cyklickou soustavu tedy trividlné plati, Ze pokud je [t1, ..., t,] jejim FeSenim,

pak kazda cyklickd zaména je rovnéz fesenim.
Zac¢néme prikladem, na kterém si ukazeme hned nékolik metod.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu ve t¥ech proménnych

4y2

Poznamka. Pro tsporu vétsinou nebudeme psat vSechny rovnice, sta¢i ndm znat
prvni a pocet proménnych. VSechny ostatni ziskdme cyklickou zdménou proménnych,
které doplitujeme bud podle abecedy nebo s rostoucimi indexy.

Resend. (Secti a uétvercuj) Vsimnéme si, ze zlomky na pravé strané nabyvaji pouze
hodnot z intervalu (0, 1), feSeni tedy hleddme pravé v tomto oboru. Se¢tenim vsech
t¥{ rovnic dostavame

422 49 422
+ +
1+422  1+4+49%2  1+422

=r+y+z

Prevedenim na jednu stranu a tpravou dostavame

z(2e—1)2  y(y—1)2  2(2z-1)2
1+ 422 1+ 4y2 14422

Na levé strané mame soucet tii nezdpornych ¢isel a vpravo nulu. Rovnost nastava
tehdy a jen tehdy, jsou-li v8echny séitance nulové. Pro  méme dvé moznosti, bud
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z = 0, nebo z = 1/2. Dosazenim do tfeti rovnice spoéitdme hodnotu y a nasledné
z druhé dostaneme z. Celkem méme pravé dvé feseni [z,y,z] = [0,0,0] a [z,y, 2] =
[1/2,1/2,1/2].

Reseni. (Uspotadej — poprvé) Oznacme si f(z) = 422/(1 +42?). Pak f lze upravit

do tvaru )

flx) = —,

odkud je snadno vidét, Ze f je na intervalu (0, 1) rostouci. Mame dvé moZnosti:

(1) x > y. Potom f(x) > f(y), coz je totéz jako z > z. Opét aplikujeme f a

méme f(z) > f(z), neboli y > z. Celkem =z >y > z > z.

(2) = <y. Postupujeme stejné a dokdzeme x <y < z < x.
Musi tedy platit x = y = 2, coz redukuje soustavu na jednu kvadratickou rovnici,
kterou snadno vyfesime.
Resenid. (Usporadej — podruhé) Bud f jako vyse. Snadno se ukaze, ze f(z) < .
Potom aplikaci této nerovnosti na vSechny neznamé obdrzime

> flx)=22fz)=y=fly)==
a nutné x = y = z. Dopocet je nasnadeé.
Reseni. (Substituce) Nahradme x = tan(a)/2, y = tan(3)/2 a y = tan(v)/2 pro
a,B,7 € (0,7/2). Dosadime do zadanych rovnic a vSechny vyndsobime. Pomoci
goniometrickych vzorct upravime do tvaru
tan ovtan 3 tan (1 — sin(2a) sin(23) sin(2v)) = 0,

odkud bud nékteré z ¢isel o, 8 nebo 7 je rovno nule (tomu odpovida feseni x =y =
z = 0), nebo jsou vechna rovna 7/4 (Gemuz odpovida feseni x =y = z = 1/2).

VyfeSme si jesté dalsi priklad, kde misto souc¢ttt budeme sledovat rozdil.
Priklad. V oboru realnych ¢isel Feste soustavu rovnic
z+y’ =y’
Y+ z? =23
(MO 57-A-II1-1)
Resend. (Odecti a rozloz) Odectéme od sebe obé rovnice
(2° —y°) = (¢® =) + (z —y) = 0,
(z—y) (@ +ay+y*—x—y+1)=0.
Druhou zévorku miizeme dale upravit

1 1 1
Pyt —r—y+1l= §(x+y)2+§(:r—1)2+§(yf 1)2.
Vsechny c¢tverce nemohou byt souc¢asné nulové, a proto je druhé zévorka kladna. Musi

tedy byt x = y a soustava degeneruje na jednu rovnici, kterou snadno vyfesime.
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3

Reseni. (Vyjadii a umlat) Z druhé rovnice vyjadiime y = 23 — 2% a dosadime do

prvni. Dostaneme rovnici devatého stupné
29— 328 + 327 — 225 4225 — 2t — 2z =0.

Polozime-li = y, pfejde ptivodni soustava v jedinou rovnici 23 — 2% —z = 0, a

proto polynom na levé strané musi byt délitelny polynomem 2% — 2% — 2. Vydélenim

prejdeme k rovnici
(ms—xz —x)(z6—2x5+2x4—2x3+2w2 —x—i—l) =0,
jejiz druhé zévorka je vzdy kladnd, nebot ji lze napsat ve tvaru

(27 —2?)" 4+ (2 =)+ (2 — )" + §.

3

K dokonéeni tedy stac¢i dopodist piislusné kofeny rovnice z3 — 22 — z = 0.

Reseni. (Uspotadej) Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze x > y. Definujme
f(x) = 23 — 22 — x. Pak f lze psat jako f(x) = x(z — z1)(z — 12), kde z1 je zdporny
kofen a x5 kladny (kreslete si). Mame

r>y=x3—2% tj. 0> f(x)
a stejné
y<z=9’—y> tji. 0<f(y)
Musi tedy byt « € (—oo,21) U (0,22) a y € (21,0) U (x2,00), coz se vzhledem
k pfedpokladu = > y redukuje na
x € (0,22), vy € (x1,0).

To vak neni mozné, nebot pro toto zaporné y je i = y* — y? zéporné.

Pozastavme se nyni u jednotlivych metod trochu podrobné;ji.

»Secti a uctvercuj*

Nadpis jasné fika, co chceme s tlohou délat. Zakladem je naucit se vidét, ze kte-
rych ¢lent ptijdou vyrobit ¢tverce. Znat vzorecky pro druhou mocninu dvojélenu a
troj¢lenu je nutnosti. Ne vzdy mame hned po secteni ve hie vSechny potiebné ¢leny,
obcas je potieba si chytfe néjaké pridat.

Tato metoda se hodi vétsinou na rovnice, ve kterych se vyskytuji sudé mocniny
a ,sudé“ souiny (napf. Nzy).
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Piiklad. Reste cyklickou soustavu ve tfech redlnych proménnych
zt +y? +4 = 5yz.
Ndvod. Nez budeme séitat, upravme rovnice do tvaru
(z* — 42? + 4) + 42% + y* = byz.

Po secteni vSech rovnic dostavame

Z(x2 —2)2 + g Z(ﬂc—y)2 =0.

cycl. cycl.

Druhd suma étverct ¥k, Ze = y = z, prvni pak, Ze jejich hodnota je +v/2.

»0decti a rozloz"
Odecitat budeme dvojice rovnic tak, abychom se nékterych proménnych zbavili. Ty-
picky odecitame rovnici od ji nasledujici a dostavame rovnici pro pouze dvé neznamé.

Vse prevedeme na jednu stranu a hledadme vyhodny rozklad na soucin. Pievazné vy-
tykame rozdily « — y apod. Nésledné diskutujeme nékolik moznosti.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu ve tiech realnych proménnych
% + 2z = .
Ndvod. Secétenim vSech rovnic dostavame
(x+y+2)?=a+y+z,
odkud soucet = + y + z je roven nule nebo jedné. Odectenim druhé rovnice od prvni

ziskame
(x—y)(xz+y—22z—-1)=0.

Nyni jiz sta¢i probrat nékolik moznosti.
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»Usporadej“

Usporadani proménnych jde pouzit pro soustavy rovnic o dvou proménnych nebo
soustavy nejvyse tii rovnic pro tii neznamé. Na vétsi soustavy obecné pouzit nejde,
nebot pro vétsi mnozstvi proménnych existuje velmi mnoho moznych usporadani.
Tento princip se hodi pfevazné pro soustavy, pro jejichz feSeni plati x1 = x9 =
- = x,,. Ze kazda cyklicka soustava takové FeSeni mit nemusi, je vidét z piikladu
26 ve cviceni.
Vétsinu ,usporadatelnych® soustav porazime pomoci jednoho z nasledujicich dvou
lemmat.

Lemma 1. Budte f,g: I — R funkce rostouci na intervalu I C R. Potom pro Feseni
soustavy
f(z1) = g(22)

T g\r2
f(x2) = g(z3)

fxn) = g(x1)

platizi = x9 = - = x,,.
Lemma 2. Budte I C R interval a h funkce neklesajici na intervalu I. Necht
funkce F: I x I — R spliiuje pro kazdé z € I

x<y— F(z,2z) < F(y, 2),

x<y— F(z,z) < F(z,y).

Potom pro fesSeni soustavy

F(z,y) = h(2)
F(ya Z) = h(.ﬁ)
F(Zv$) = h(y)

plati h(z) = h(y) = h(z). Je-li navic h rostouci, je x =y = z.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu v redlnych proménnjch a az z
a® =b+b°.

Ndvod. Polozme f(a) = a® a g(b) = b+ b° a pouZijeme Lemma 1.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu ve tfech redlnych proménnych
(x+y)° =z

Ndvod. Polozme F(z,y) = (x+y)3 a h(z) = 2. Aplikaci Lemmatu 2 dostavame, Ze
T =y = z, a zbytek dopocitame snadno.
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Dalsi tipy

Mezi dalsi metody patifi v ivodu naznacend substituce. Nahrazujeme pro-

ménné ¢i vyrazy takovymi funkcemi, pro které se situace vyrazné zjednodusi.

Pro goniometrické funkce plati mnoho identit, které lze s vyhodou pouzivat

a nékdy mohou byt dobrym voditkem pro volbu substituce.

e Kromeé s¢itani a odecitani rovnic mize byt celné i jejich znasobeni. Predtim
je vsak dobré si rozmyslet, ktery ¢len dat na kterou stranu rovnice.

e Dalsim trikem je pouziti nerovnosti. Mize se ndm podafit ukazat, ze rovnice
plati, pravé kdyz nastava rovnost v nerovnosti.

e Pii pocitani se snazime zachytit okamzik, kdy jiz lze vSechno vypocitat, t;j.
vyjadrit a dosadit.

e Uhodnout feSeni. Podle feseni jde ¢asto poznat metoda feSeni.

e Nikdy nezapominejme na zkousku.

Cviceni

Nebude-li feceno jinak, fesime cyklickou soustavu ve tfech redlnych proménnych.

Piiklad 1. 22 = zy.

Priklad 2. x+ 6 = y5.
22

Priklad 3. 1=2y.
Piiklad 4. z=1+1

Priklad 5. 23+ 1=2y.
Priklad 6. =+ 2y =6z — 1.
Priklad 7. z(z+1) =y(z+1).
Priklad 8. (z+y)*==z.
Piiklad 9. 22 -3y +4=z.
Piiklad 10. 22— 1=y + 2.
Priklad 11. 2% =293 +y—2.
Priklad 12. z,/y —z==z.
Piiklad 13. z*+ 1= 2yz.
Piiklad 14. 23 =y — 12+ 8.
Piiklad 15. /22 —y =2 1.
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Piiklad 16. 2° = 5y3 — 4z.
Priklad 17. 2% +y+2=2.
Priklad 18. e* —e* Y =z, (z, y, z nezdpornd).

Piiklad 19. Reste cyklickou soustavu v nezépornych reélnjch proménnych
az T2013

1+ T+ Vo + Vo + o+ 2%, = 1.
Priklad 20. 2% +9y?+2=2.
Piiklad 21. z+In(z+ V22 +1) =y.
Priklad 22. 222+ 2xy + 1 = 4z.
Piiklad 23. =+ = 5.

y2
Piiklad 24. = + arctan(x +2y) =2 — 7.
Piiklad 25. 22+ 2—1=uy.

Priklad 26. Ovéite, ze cyklickd soustava ve tfech proménnych
iz =Y

m4 FeSeni [x,y, 2] = [2, —1, %] Ukazte dale, Ze tato soustava nemé FeSeni, pro které
by platilo x =y = z.

Priklad 27. Reste cyklickou soustavu v péti redlnych proménnych 23 = x5 + x3.
Priiklad 28. Dokazte prvni lemma.
Priklad 29. Dokazte druhé lemma.

Navody

1. Sectéte, upravte na > (z — y)? = 0, feseni [t,t,t], t € R. 2. Lemma 1, feseni x =
y = z = 2. 3. Sectéte, upravte na > (z — 1)? = 0, feseni x = y = z = 1. 4. Odectéte
a rozlozte na (x — y)(1 — %y) = 0, diskutujte moznosti. Reseni z = y = 2 = £V/2.
5. Lemma 1, tfi feSeni. 6. Lemma 2, feSeni z = y = 2z = % 7. SecCtéte, upravte na
Y(z—y)? =0, feseni [t,1,t], t € R. 8. 2,9,z € Rf, Lemma 2 na F(z,y) = (z+y)*,
fefeni = y = z = 0 nebo 16-1/3. 9. Sectéte, upravte na > (z — 2)? = 0, feSeni
z =y = z = 2. 10. Odectéte a rozlozte na (r — y)(z +y + 1) = 0, diskutujte
moznosti. ReSeni » = y = 2z = 1 &+ 2, nebo [0,0, —1] a cykl. zamény. 11. Lemma 1,
feSeni x = y = z = 1. 12. Lemma 2 pro F(z,y) = 2(\/y — 1), TeSeniz =y =2 =0
nebo 4. 13. Sectéte a upravte na Y (22 —1)2+> (z—y)? =0, feSeni z = y = z = +1.
14. Lemma 1 pro f(z) = 2% + z, feSeni z = y = 2 = 2. 15. 1,5,z € (1,00), Lemma
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2 pro F(x,y) = o + (y — 1)?, h(z) = 2% Refeni x = y = z = 1. 16. Lemma 2,
feSeni [t,¢,t] pro t € {0,+1, £2}. 17. Odectéte a rozlozte na (x —y)(z+y—1) =0,

diskutujte moznosti. Reeni 2 = y = z = —1 4+ /3, nebo [1,1,0], [-1,—1,2] a
cykl. zdmény. 18. Lemma 2 pro ( ) = e"(1 —e7Y), feseni x = y = z = 0.
19. Lemma 1, feSeni x1 = x5 = = x9913 = 0. 20. Odectéte a rozloZte na

(x — 2)(x —|— z — 1) = 0, diskutujte moznosti. Reeni z = y = 2 = %‘/ﬁ, nebo
[1,1,0], [-4 3 %, %} a cykl. zdmény. 21. Lemma 2, feSeni x = y = z = 0. 22. Sectéte
a upravte na > (z +y — 1)2 = 0, fefeni 2 = y = z = % 23. 2 < z—i—% = m%, a
proto z,y,z € (0,1). Pouzijte Lemma 1 na tomto intervalu, feSeni z = y = z = 1.

24. Lemma 2 pro F(z,y) = x + arctan(z + 2y) — 5. ReSeni 2 = y = 2z = ?
25. Secteni dava x2 + y? + 22 = 3, zndsobeni ve tvaru x(zx + 1) = y + 1 dava

(zyz — 1)(x + 1)(y + 1)(z + 1) = 0. Diskutujte moZnosti a vyuZzijte AG nerovnost.

Reseni ¢ = y = z = £1. 27. Ukaite, Ze ; = 23 = --- = x5. Pro spor BUNO
predpokladejte, ze 1‘% je maximalni z levych stran, odtud ukazte, Ze ;1 musi byt
zaporné a 72 < 0. Refeni 71 = 29 = --- = 25 = 0 nebo 2. 28. Piedpokladejte, ze

1 > x9, pak f(x1) > f(x2), coz jest g(xa) > g(x3) a xo > 3. Po n krocich méme
Ty > x1. Stejné pro z1 < zo. 29. BUNO 2 je maximélni. Probereme dvé mozna
uspofadani. Budte > y > z. Mdme F(z,y) = h(z) < h(z) = F(y,2) < F(x,2) <
F(z,y) a h(x) = h(y) = h(z). V pfipadé = > z > y postupujeme obdobné a zbytek
snadno.
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Komplexni Cisla geometricky

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Piispévek zavadi komplexni ¢isla jakozto vektory v roving a na zakladé
této definice objevuje jejich vlastnosti. Dale ukazuje souvislosti se spiralni podobnosti.

Zavedeni komplexnich cisel

Definice. M¢éjme rovinu a v ni danou osu realnych cisel. Této roviné budeme ¥i-
kat komplexni rovina, jeji body budeme nazyvat komplexni ¢isla. Bodu 0 na realné
ose fikdme pocdtek a komplexni ¢isla ztotoziujeme s vektory spojujicimi pocatek a
prislusné komplexni ¢islo jakozto bod v roviné.

Definice. Soucet komplexnich ¢isel definujeme jako soucet pfislusnych vektort.
Dale definujeme soucin komplexnich ¢isel jako takovy vektor, ktery ma délku rovnu
soucinu délek jednotlivych ¢initeld a svira s kladnou realnou polopfimkou thel rovny
souctu orientovanych thld jednotlivych ¢initeld.

a+b

Pozorovani. Operace na komplexnich ¢islech spliuji o¢ekavané vlastnosti.
(i) Na redlné ose funguji jako bézné s¢itani a nasobeni.
(ii) Pri s¢itani nezalezi na pofadi s¢itanci.
(iii) Pfi ndsobeni nezéalezi na poradi ¢initeli.
(iv) Funguje rozndsobovani, tedy a- (b+¢)=a-b+a-c.
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Jak to je s imaginarni jednotkou?

Pozorovani. Existuji pravé 2 komplexni ¢isla, jejichZz druha mocnina je rovna —1.

Definice. Tomu &islu z pFedchoziho pozorovani, které lezi nad reélnou osou', bu-
deme tikat imagindrni jednotka. Znacime ji i.

Pozorovani. Kazdé komplexni ¢islo se da jednoznac¢né napsat ve tvaru x + iy, kde
z,y € R.

Dausledek. (Pythagorova véta) Pro pravothly trojihelnik s odvésnami délek a, b

a pieponou délky c plati a® + b? = 2.

Ndvod. Spoététe dvéma zpusoby (a + ib)(a — ib).

Dusledek. (souc¢tové vzorce) Pro uhly «, 5 plati vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi

cos(a + ) = cos(a) cos(3) — sin(a) sin(fB),

sin(a + ) = cos(a) sin(B) + sin(«) cos(f).

Ndvod. Spoététe dvéma zpusoby (cosa + isina)(cos f + isin f3).

Primérovani
Pozorovani. Vizeny aritmeticky priamér linearnich funkci je linedrni funkce.

Toto pozorovani muzeme geometricky preformulovat.

Dusledek. Mame-li v roviné piimo podobné objekty, pak jejich aritmetickym prii-
mérem bude opét objekt podobny piivodnim.

Jako konkrétni piiklad uvedeme:

Priklad. V rovinég jsou étverce ABC'D, A’B'C'D’, oba znacené po sméru hodino-
vych rudicek. Pak stiedy tiseCek AA’, BB', CC’', DD’ tvofi étverec.

V tlohéch ovSem muZe byt toto pozorovani ponékud schované. :-)

Uloha. (van Aubelova véta) Strandam AB, BC, CD, DA ¢&tyfthelnika ABCD
z vnéjsku pripiseme ctverce a jejich stfedy oznac¢ime postupné U, V, X, Y. Ukazte,
ze tsecky UX a VY jsou na sebe kolmé a jsou stejné dlouhé.

Uloha. (Napoleonova véta) Strandm AB, BC, CA z vnéjsku pfipiseme rovno-
stranné trojuhelniky. Ukazte, ze 3 tézisté téchto trojuhelnikt tvoifl rovnostranny
trojuhelnik.

10no je popravdé jedno, které i-¢ko bereme, ale to nad osou je standardni.
34



MIREK OLSAK

Uloha. Mgéjme v roviné body A a B a uvazme jednu ze dvou polorovin s hrani¢ni
pfimkou AB. Pro kazdy bod C ze zvolené poloroviny sestrojme vné trojuhelniku
ABC ¢étverce ACDoEc a CBFoGe. Dokazte, Ze se vSechny pfimky EcFe (hy-
beme-li s bodem C) protinaji v jednom bodé. (MKS 29-4-5)

Uloha. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABC D se protnou v P. Déle oznaéme
@, R kolmé projekce bodu P postupné na strany AB, C'D a jesté K, L postupné
stiedy usecek BC, DA. Dokazte, ze ¢tyftihelnik QK RL je drak (tedy |KQ| = |KR|
a |LQ| = |LR]).

Uloha. Je dan konvexni étyfthelnik PIVO. Osy stran PI a VO se protinaji v bodé
Y. Probod X uvnitf PIVO plati |[<XVI| = |<XOP| < 90° a |<XIV| = |<XPO| <
90°. Ukazte, ze |[<VYO| =2 |<XIV]. (MKS 26-6-8, IMO Shortlist 2000)

35



TeMno-Hratky

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Teorie mnozin (slangové oznacovand zkratkou TeMno) zkoumad, co vSe
je mozné logicky odvodit, pokud pfipustime existenci nekone¢nych matematickych
objektd. Nabizi témata, kterd nevyzaduji takika zadné znalostni zazemi, pfesto nad
nimi zustava rozum stat. Ptejte se, nac je libo.

Nekonecna Ramseyovka

Neexistuje nekonecéné velky chaos. Presnéji feceno, v kazdém nekonec¢né velkém cha-
osu je nekonecné velky poradek. Snadno aplikovatelné na nejtézsi ilohu predlonského
mysSmase ¢i na problém, jak z nekonec¢né posloupnosti vybrat monoténni podposloup-
nost.

Problém prasatek a kloboukii

Skoro vSechna prasatka (aZ na koneéné mnoho) v nekone¢né fadé si tipnou spravny
klobouk, ackoli nemaji jiné informace nez barvy klobouki pred sebou. Jak to pro-
vedli? A jak to, ze vétsi mnozstvi barev neni prekdzkou?

Spocetno a nespocetno

Jak se daji porovnavat nekoneéné mnoziny? Pro¢ je raciondlnich éisel (zlomk) stejné
jako pfirozenych, ale méné nez realnych?

Russeltv paradox a jak jej obejit
Pokud by existovala mnozina vSech mnozin, mame v matematice spor. Jaky? A jak

jsou postavené zaklady, aby tento problém nenastal?

Hypercisla

Nekonecné velké prirozené ¢islo neni zas takovy nesmysl. Ale co to tedy vlastné je?
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Neaplnost

Kdyby se vam nédhodou povedlo dokazat, ze logickymi matematickymi Gvahami se
neda dostat do sporu, tak mate to stésti jen diky tomu, Zze tam ten spor ve skutecnosti
je.

Banach-Tarského paradox

Jak rozdélit jednu kouli na konec¢né ¢asti a preskladat ji na dvé stejné velké jako ta
puvodni? Ano, objem se opravdu kouzelné zdvojnasobi.

Ordinaly

Jak napocitat do nekoneéna? A k tomu tieba tfikrat? Jak mulZe Zelva dohonit
nekonecéné-krat rychlejsiho zajice? Aneb, nakolik Silené mohou vypadat mnoziny,
na kterych jesté funguje matematickd indukce?

Omega 1

Mix piedchozich dvou témat. Jak sestrojit mnozinu, ktera ma nasledujici vlastnosti?
(i) Je nespocetnd, a to nejmensi nespocetna.
(ii) Kazdy jeji prvek ji rozdéli na spocetné mensich prvkii a nespocetné vétsich.
(iii) Neexistuje v ni nekone¢nd klesajici posloupnost.
(iv) Seberychleji rostouci posloupnost v ni je mozné shora omezit.

Uloha. (Pressing Down Lemma) Kdykoli vhodi gambler minci do hraciho auto-
matu, automat mu vrati nekone¢né minci. Dokazte, ze automat gamblera nakonec
obere o vSechny mince, at hraje gambler jakkoli.

Princip dobrého usporadani

Tohle jiz neni legracka. Je to silny nastroj zaloZeny na nékterych piedchozich mys-
lenkach. Umoznuje dokazat napiiklad:
(i) Je mozné rozdélit prostor na p¥imky tak, ze zadné dvé nejsou rovnobézné.
(ii) Existuje funkce f:R — R, kterd pro libovolna dvé redlna cisla x, y spliuje
f(@)+ f(y) = f(xz +y), ale pfesto neni line4rn.
(iii) Existuje nekonecnda hra, kde oba hra¢i maji Gplnou informaci, le¢ ani jeden
nema neprohravajici strategii.
(iv) Existuje rozdéleni mnozin na dobré a Spatné, potiebné pro sestrojeni hyper-
Cisel.
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Levely a Menelaova véta

ToMAS PAVLIK

Metoda reSeni

Nejdfive si uréime vhodnou pfimku, tu si nakreslime vodorovné. Level bodu viici této
pfimce definujeme jako vzdalenost od piimky a budeme ho znacit malym pismenem.
K feSeni vétsiny tiloh nam bude stacit toto jednoduché lemma.

Lemma. Necht p je pfimka vodorovné a jsou ddny body A, B, C a D tak, ze
A a C lezi na piimce p a zaroveri AB a CD sviraji s p stejny tihel. Pak plati
b:d=|AB|:|CD,|.

Dtkaz plyne hned z podobnosti trojihelnikii. Vyzkousejme si toto lemma na
nasledujicich prikladech.

Priklad 1. Je dén trojihelnik ABC'. Ozna¢me A’ obraz bodu A podle strany BC
a M stied strany AB. Bud P priseéik M A" a BC. Urcete |PA’|, pokud |MP| = 3.

Priklad 2. Usecku AB, ktera se dotyka kruznice k v bodé A, oto¢ime podle stiedu
kruznice k na tsecku A’B’. Ukazte, ze piimka AA’ prochézi stfedem tsecky BB’
(Turnaj mést 2007)

Piiklad 3. Necht ABC je rovnoramenny trojihelnik s |[AB| = |AC/|. Zvolme body
K a L postupné na strandch AB a AC tak, ze |KL| = |BK| + |CL|. Pfimka rov-
nobézna s AC vedend stiedem tsecky KL protne BC v N. Urcete velikost thlu
KNL. (Turnaj mést 2003)

Priklad 4. Je dén trojihelnik ABC'. Na stranidch AB a AC postupné zvolme body
M a N tak, ze |[BM| : |AB| = 2-|CN| : |AC|. Kolmice na M N vedend bodem N
protne BC v bodé P. Dokazte, ze |[<MPN| = |<NPC|. (Rumunsko 2006)

Priklad 5. Stied strany BC trojihelnika ABC ozna¢me M. Na AM zvolme bod K
tak, ze |CK| = |AB|. Ozna¢me L priise¢ik piimek CK a AB. Dokazte, ze trojihelnik
AKL je rovnoramenny.

Priklad 6. Je dan trojuhelnik ABC. Na stranich AB a AC najdeme postupné
body K a L tak, ze |AK|:|AB|=1:3a |AL|: |AC| =1: 4. Bud M stied tsecky
KL. Déle AM protne BC v bodé N. Urcete pomér |[AM|: |AN]|.
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Priklad 7. Necht ABC je trojihelnik. DokaZte, Ze pfimka rovnobézna s osou thlu
u vrcholu A vedend stfedem strany BC' rozdéli obvod trojihelnika na poloviny.

Véta 8. (Menelaova) Je dédn trojihelnik ABC. Body X, Y a Z lezi po fadé na

piimkdch BC, AC a AB tak, ze bud jeden z nich, nebo vSechny t¥i lezi vané NABC.
Pak body X, Y a Z lezi v pifimce pravé tehdy, kdyz plati

|AZ||BX||CY| 1
|BZ||CX||AY|
Dale nasleduji priklady na procviéeni Menelaovy véty. Pro lepsi pochopeni této
véty mizete zkusit vyfesit predchozi priklady.
Priklad 9. Piimka prochazejici tézistém trojihelnika ABC protne strany AB a
AC postupné v bodech M a N. Dokazte, ze

|CN|  |BM| _ 1
INA| | MA] T
Priklad 10. V trojuhelniku ABC zvolme body E a F tak, ze £ € AB, F € AC
a zérovell |AE| = |AF|. Dale bod M je stied strany BC' a EF N AM = Q. Dokaite,
ze
QE| _ JAC]
QF|  |AB|

Piiklad 11. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik s |AC| = |BC|. KruZnice
vepsand se dotyka stran AB a AC postupné v bodech D a E. Bodem B vedeme
pfimku riznou od BE, kterd protne kruznici vepsanou v bodech F' a G. Necht AB
protind pfimky EF a EG postupné v bodech K a L. Dokazte, ze |[DK| = |DL|.
(MEMO 2008)
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KuZzeloseCky

ALCA SKALOVA

,Klasické" definice

Elipsa je mnozina vSech bodid v roviné, majicich od dvou pevné danych rtznych
bodu E, F (ohnisek) konstantni soucet vzdélenosti 2a, kde 2a > |EF| = 2e.
Parabola je mnozina vSech bodt v roviné, majicich od pevné dané fidici primky
d a ohniska F' (F' ¢ d) stejnou vzdalenost. Vzdélenost p = |Fd| se nazyva parametr.
Hyperbola je mnozina vSech bodu v roviné, majicich od dvou pevné danych ruz-
nych bodi E, F (ohnisek) konstantni rozdil vzdalenosti 2a, kde 2a > |EF| = 2e.
Kruznici lze povazovat za specialni pripad elipsy — pokud ohniska E, F' splynou
do jednoho bodu.

Zakladni vlastnosti

V piipadé elipsy nazyvame délkou hlavni poloosy vzdélenost a = |AS|, délkou vedlejsi
poloosy vzdalenost b = |CS|, excentricitou vzdéalenost e = |FS|. Plati a® = b% + €.

V pfipadé hyperboly nazyvame délkou hlavni poloosy vzdélenost a = |BS|, excen-
tricitou vzdalenost e = |E'S|. Kolmice z hlavniho vrcholu B protne asymptotu v bodé
P (viz obréazek). Oznac¢ime-li b = |PB|, plati jednak e = |SP|, jednak ¢ = a? + b?.
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Osova afinita

Pravothla osova afinita v roviné je zobrazeni uréené pfimkou o (osou) a pomérem
k > 0. Obrazem bodu X ¢ o je bod X’ v poloroviné oX, pro ktery je | X'o| = k| Xo|.
Body osy o jsou samodruzné.!

Obrazem kruznice v pravouhlé osové afinité je elipsa.

KuZelosecky jako rezy na kuzelové plose

Pfi fezu rotacni kuzelové plochy rovinou, které neprochazi vrcholem kuzelové plochy,
obdrzime vzdy elipsu, parabolu nebo hyperbolu. Typ kuzelosecky zavisi na thlu,
pod kterym rovina kuzelovou plochu protina. Oznac¢me « thel, ktery sviraji povrsky
(povrchové pfimky) s rovinou kolmou na osu kuZelové plochy, a 8 thel fezné roviny
a roviny kolmé na osu kuzelové plochy (viz obrazek).

V piipadé
(i) a > B je fezem elipsa,
(ii) « = B je fezem parabola,
(iii) « < B je Tezem hyperbola.

1Samodruzny bod je takovy, ktery se zobrazi sim na sebe.
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Ohniska E a F', popfipadé ohnisko F' paraboly, jsou body dotyku kulovych ploch
k" a k" vepsanych kuzelové ploSe, které se zdroveti dotykaji fezné roviny o.

Predchozim tvrzenim se souhrnné fikda Quételetova-Dandelinova véta. Pro jeji
dtikaz (¢ast o elipse) na pfednasce ndm bude ndpomocen nésledujici obrazek.

Ridici primka kuZelosecky

V klasické” definici kuzelosecek je urcita nejednotnost — v pripadé elipsy a hyper-
boly zkoumame vzdalenost od dvou bodi, kdezto v pfipadé paraboly nas zajiméa
vzdalenost od bodu a pfimky. Pokusme se tuto nejednotnost odstranit a definovat
vSechny tii kuZeloseCky stejnym zpusobem, a to pomoci vzdalenosti od dané 7idici
primky d a ohniska F (F ¢ d). Nutno podotknout, Ze kruznici timto zptsobem
definovat nelze.
Mnozina vSech bodd X v roving, které maji stejny pomér vzdalenosti k (k > 0)
od Fidici pfimky d a od bodu F (tedy k|Xd| = | X F|), je
(i) elipsa, pro k < 1 (z feckého €élleipsis = vynechéni, proto je také v lingvistice
elipsou minéna vypustka),
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(ii) parabola, pro k =1 (pfirovnani),
(iii) hyperbola, pro k > 1 (nadsazka).

Vlastnosti tecen a ohniskové vlastnosti

Privodice bodu M (coz jsou spojnice M a ohnisek) elipsy /hyperboly déli rovinu na
dvé dvojice vrcholovych uhlt. V pripadé€ elipsy nazyvame vnéjsimi uhly privodicid
dvojici thli neobsahujici jeji stfed, zatimco v pfripadé hyperboly naopak dvojici
obsahujici jeji stied.

V pripadé paraboly nazyvame privodic¢i jejtho bodu M dvojici pfimek, z nichz
jedna je spojnice M a ohniska F' a druhé je kolmé na tidici pfimku d a prochézi M.
Vnéjsimi thly pravodi¢d bodu M paraboly nazyvame ty dva vrcholové thly, z nichz
jeden obsahuje vrchol paraboly.

Véta 1. Tecna elipsy/paraboly/hyperboly piili vnéjsi thly privodi¢ii bodu dotyku.

Véta 2. Mnozina bodii soumérnych s jednim ohniskem elipsy podle vsech tecen je
kruznice se stredem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Véta 3. Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tecny je kruznice
se stredem ve stredu elipsy o poloméru a.

Véta 4. Mnozina bodii soumérnych s jednim ohniskem hyperboly podle vsech
tecen lezi na kruznici se stiedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Véta 5. Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tecny lezi na
kruznici se stfedem ve stfedu hyperboly o poloméru a.

Véta 6. Usek te¢ny omezeny asymptotami hyperboly je piilen bodem dotyku.

Véta 7. Tecna hyperboly spolu s asymptotami urcuje trojihelnik, ktery ma kon-
stantni obsah.

Véta 8. Mnozina bodi soumérnych s ohniskem paraboly podle vsech tecen je ridici
primka d.

Véta 9. Mnozina pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji tecny je vrcho-
lova tecna v.

Priklady

Je-li v prikladech déna elipsa, hyperbola ¢i parabola bez blizsiho upfesnéni, mysli se
tim, Ze zname jeji hlavni vrcholy a ohniska, resp. ohnisko a vrchol. Jedinou vyjim-
kou je ptiklad 14, ve kterém je ddna ,pouze“ mnozina bodl z definice elipsy (tedy
specidlné nezndme ani hlavni ani vedlejsi vrcholy).
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Priklad 1. Dokaz, ze uvedené definice kuzelosedek jsou vskutku ekvivalentni.

Priklad 2. Dokaz, Ze fezem rotacni vélcové plochy a roviny, ktera neni rovnobézna
s osou oné valcové plochy, je elipsa.

Priklad 3. Je dana kruznice k a vné pevny bod M. Uréi mnozinu stfedt vSech
kruznic, které se dotykaji k a prochazeji M.

Priklad 4. Uréi mnozinu bodd, které maji od piimky ¢ a bodu M staly soucet
vzdéalenosti.

Priklad 5. Jsou ddny dvé nesoustiedné kruznice k a [ tak, Ze [ je uvnit¥ k. Uréi
mnozinu stfedt vsech kruznic, které maji vnitni dotyk s k a vnéjsi dotyk s [.

Priklad 6. Je ddna kruZznice k a p¥imka p, ktera ji neprotin. Uréi mnozinu stfedii
vSech kruznic, které se dotykaji k a p (pficemz s k maji vnéjsi dotyk).

Elipsa

Priklad 7. Zkonstruuj teény k elipse danym bodem.

Priklad 8. Sestroj elipsu, je-li déno:

(i) hlavni vrchol A, vedlejsi vrchol C, délka hlavni poloosy a,
(ii) hlavni vrcholy A a B, bod elipsy M,
(iii) hlavni vrcholy A, B a tecna t.

Priklad 9. Do trojuhelniku PQR vepi$ elipsu tak, aby dany bod F byl jejim
ohniskem.

Priklad 10. Jsou dény dvé elipsy sdilejici ohnisko. Dokaz, Ze v takovém piipadé
maji nejvyse dva spoleéné body.

Priklad 11. Sestroj pruseéiky piimky p a elipsy zadané hlavnimi vrcholy A, B a
vedlejsim vrcholem C.

Priklad 12. Zkonstruuj teény k elipse danym smérem.

Priklad 13. Dokaz, Ze soucin vzdélenosti ohnisek elipsy od te¢ny je konstantni
(pro kazdou tecénu).

Piiklad 14. Zkonstruuj ohniska elipsy pomoci pravitka a kruzitka.

Hyperbola

Priklad 15. Z daného bodu ved te¢ny k hyperbole.
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Priklad 16. Sestroj hyperbolu, je-li dano:

(i) ohnisko F', asymptota m, smér s druhé asymptoty,

(ii) ohniska F, F', te¢na t,
(iii) ohnisko F, te¢na t; s bodem dotyku T a dalsi te¢na ta,
(iv) ohnisko F', asymptota m, délka hlavni poloosy a.

Piiklad 17. Sestroj rovnoosou? hyperbolu, je-li dan stfed S, teéna t, délka hlavni
poloosy a.

Parabola

Pfiklad 18. Danym bodem ved tecny k parabole.

Priklad 19. Sestroj parabolu, je-li dano:

(i) osa o, bod paraboly M a parametr p,
(ii) osa o, ohnisko F' a tefna t,
(iii) ohnisko F, tefny t1, ts.

Priklad 20. Z bodu P na ridici pfimce d ved teény k parabole. Dokaz, Zze tecny
jsou vzajemné kolmé.

Literatura a zdroje

Cerpala jsem pfevazné ze skript Pavla Pecha KuZelosecky, ve kterych naleznete dii-
kazy ke vSem zminénym vétam a fesSeni nékterych cviceni. Skripta jsou dostupna na

strankach JCU: https://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Kuzelosecky.pdf.

2Rovnoosé hyperbola je takové, pro kterou je délka hlavni poloosy rovna délce vedlejsi poloosy.
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Linearni algebra v kombinatorice

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. Linedrni algebra je bezesporu jednim ze zékladnich kament vysoko-
Skolské matematiky. Velmi dobfe ji vS§ak muZeme uplatnit i v nékterych elementér-
nich kombinatorickych tlohach. Pfispévek stru¢né seznamuje se zdkladnimi linedrné-
algebraickymi fakty a ukazuje typické tlohy, u kterych je mozné tato pozorovani s vy-
hodou aplikovat.

Strucny Gvod do linearni algebry

Ze stfedni Skoly znéame definici vektort jakoZto usporadanych dvojic ¢i trojic realnych
Cisel. Linearni algebra tento koncept zobectiuje dvéma sméry: jednak jako vektory
chapeme prvky libovolného wvektorového prostoru, jednak mize na misté redlnych
¢isel vystupovat libovolné téleso. Obé tyto algebraické struktury jsou pfirozenymi
zobecnénimi — pozadavky na né kladené jsou takové, aby se ,chovaly“ podobné jako
zminény stfedoskolsky priklad. Pro uplnost uvedeme formalni definice.

Definice. Mnozinu F spolu s bindrnimi operacemi + a - a ,vyznacnymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna x,y, z € F plati nésledujici
vztahy:

i)
(i) =+ 0 =z,
(i) z-y=y- =,
(iv) z- 1=z,
v) - (y+z) =z-y+uz-z
(vi) existuje prvek —z € F takovy, ze £U +—x=0,
(vii) je-li @ # 0, pak existuje prvek =1 € F takovy, ze z - 271 = 1.

Béznymi télesy jsou napfiklad racionélni, redlné ¢i komplexni éisla (se standard-
nimi operacemi); jinym piikladem jsou télesa Z, pro p prvocislo, kde se séité a nasobi
modulo p.
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Definice. Necht F je téleso, V libovolnd mnozina, +:V xV -V aFxV -V
binarni operace takové, Ze pro vSechna a,b € F, u,v,w € V plati
(i) existuje prvek o € V takovy, Ze pro vechna v e V jev4+ o=,

(i) existuje w € V takovy, Ze v + w = o, znacime w = —v,

(iii) jev+w=w—+v,

(iv) (u+v)+w=u+(v+w),

(v) a-(b-v)=(a-b)-v

(vi) 1-v=v,
(vii) a- (v+w) =a-v+a-w,

(viii) (a+b)-v=a-v+b-v.

Pak ¢étverici (V, 4+, -, 0) nazveme vektorovgm (¢i linedrnim) prostorem nad F. Prvky
télesa F se n€kdy nazyvaji skaldry.

Pro kazdé téleso F a n € N miizeme ,vybavit mnozinu F" strukturou vekto-
rového prostoru tak, ze s¢itani vektort a nasobeni skalary definujeme po slozkach,
dostaneme tak tzv. aritmeticky vektorovy prostor. Jinymi ptiklady jsou napf. prostor
vSech posloupnosti prvki F ¢i obecnéji prostor vsech funkei z néjaké mnoziny M do
F.!

V nésledujicim bude vzdy V vektorovy prostor nad télesem F.

Definice. Je-li W podmnozinou V, pak nazveme W podprostorem V', pokud pro
libovolnd v,w € V a a,b € F plati av + bw € W.

Pro kombinatorické ivahy (a nejen pro ty) budou kruciélni pojmy linearni (ne)za-
vislosti, generovani a dimenze. Ponofme se tedy opét do svéta definic.

Definice. Necht M je podmnozinou V. Linedrnim obalem M rozumime mnoZzinu
(M) ={ayvy +agva+ -+ apvi | k € Nya; € F,v; € M pro i < k}.

Snadno nahlédneme, 7e (M) je podprostor V; je to nejmensi podprostor V', ktery
obsahuje mnozinu M. Je-li (M) = V|, pak fekneme, ze M generuje V.

Definice. Rekneme, Ze vektory vi,Vva,..., vy € V jsou linedrné nezdvislé, pokud
je splnéna nasledujici podminka: kdykoliv skalary aq,as,...,ar € F spliiuji ay vy +
agvy + -+ + apvy = 0, pak jiz ag = as = --- = a = 0. V opacném pfipadé jsou

vektory linedrné zdvislé. Mnozinu M C V nazveme linedrné nezavislou, pokud je
kazda (konefnd) sada vektort z této mnoziny linedrné nezavisla.

Definice. Mnozinu M C V, kterd je soucasné linedrné nezavisla a generuje V,
nazveme bazi V.

Pozorovani. Mnozina B C V je bazi V pravé tehdy, kdyz kazdy vektor z V lIze

jednoznacné zapsat ve tvaru aivy + asvs + -+ + apvy, kde vi,va,..., v € B a
ay,as...,a; €F.
1Pokud chapeme uspotadané n-tice jako funkce z mnoziny {1,...,n}, pak do tohoto konceptu

zapada i aritmeticky vektorovy prostor.
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Véta. Kazdy vektorovy prostor ma néjakou bazi; presnéji, kazdou linedrné neza-
vislou mnozinu Ize doplnit na bazi. Vsechny baze daného vektorového prostoru maji
stejnou velikost (mohutnost) — toto ¢islo nazveme dimenzi prostoru a budeme znadit
dim V.

Dale uz omezime své ivahy pouze na aritmetické vektorové prostory.

Definice. Skaldrni soucdin vektorti v = (v1,...,v,),w = (w1,...,w,) € F" defi-
nujeme predpisem

VW = 01w + Vw4 -+ + VW

V kombinatorickych aplikacich budeme konfrontovéani zpravidla s vektorovymi
prostory konecéné dimenze (tedy s kone¢nou bazi). V téchto situacich bude ustfednim
nastrojem nasledujici pozorovani:

Pozorovani. Kdykoliv mame sadu vice jak n vektorti z F", pak jsou jiz nutné
linearné zavislé. Na druhou stranu, kdykoliv mame sadu méné jak n vektoru z F",
pak jiz nutné existuje vektor na tyto vsechny kolmy:.

Ulohy

Uloha 1. V obdélnikovém sale s r fadami po s sedadlech (r > s) na néktera
mista zasedli lidé. Dokazte, Ze muZeme vybrat nékteré fady (nejméné jednu) tak,
aby v kazdém sloupci sedadel byl pocet lidi sedicich v téchto vybranych fadach sudy.

Uloha 2. V tabulce 5 x 5 jsou zapsana cel4 é&isla. Je dovoleno vybrat libovolny
¢tverec 3 X 3 nebo 2 x 2 a zvétsit v ném vSechna ¢isla o 1. Je vzdy mozné postupnym
provadénim téchto operaci dostat tabulku, v niz jsou vSechna cisla délitelna 20117

Uloha 3. V fadé je N zarovek ocislovanych postupné 1 az N. Krokem rozumime
prepnuti t¥i zarovek, jejichz éisla a, b, ¢ spliiuji a + ¢ = 2b. Urcete vSechna N, pro
néz l1ze konecnou posloupnosti krokti vsechny zarovky zhasnout nezavisle na jejich

pocéteénim stavu. (1KS)
Uloha 4. Necht a1,as,...,as, by, ba,...,bs jsou ne nutné riizna ¢isla z mnoziny
{1,...,10} takovd, Zze a; > b; pro i < 5. Dokazte, Ze potom existuji celd cisla
a1, ...,as ne vSechna nulova takova, ze

a a1 as a2 as [e%:) ay Qg as a5_1
b) \bo) \bs) \bs) \bs)
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Uloha 5. (Lindstrémova véta, ,baby“ verze) Jsou-li A1, ..., A, podmnoZiny mno-
Ziny {1,...,n} a m > n, pak existuji dvé disjunktn{ mnoziny I;,l> C {1,...,m}
(z nichz je alesponi jedna neprazdna) takové, ze

U&:Um
i€l 1€y

Uloha 6. (Lindstrémova véta) Je-li navic v predchozi iloze m > n+1, pak miizeme
navic pozadovat, aby platilo
(A=) A

ieh iels
Uloha 7. Necht piirozena &isla k, n spliuji & < n a oznaéme S = {1,...,n}.
Necht Aq,..., Ax jsou neprazdné podmnoziny S. DokaZte, Ze je mozné obarvit né-

které prvky S dvéma barvami, ¢ervenou a modrou, tak, aby byly splnény nasledujici
podminky:
(i) kazdy prvek S je bud neobarveny, nebo je obarveny ¢ervené, nebo je obarveny
modfe,
(ii) alesporti jeden prvek S je obarveny,
(iii) kazd4 z mnozin A; (i < k) je bud celd neobarvend, nebo se v ni vyskytuje
alespoii jeden prvek od obou barev. (VJIMC 2009)
Uloha 8. Necht n € Njesudéa Ay,..., A, C{1,...,n} maji viechny sudy pocet
prvki. Dokazte, Ze existuji dvé rznd ¢isla ¢, j < n takova, ze A; U A; ma také sudy
pocet prvku.
Uloha 9. V PraSestanu zije n € N obyvatel. Kolik nejvice obéanskych sdruzeni
mohou zalozit, pokud je legislativa v PraSestanu nasledujici:
(i) kazdé sdruzeni musi mit lichy pocet ¢lent,
(ii) kazd4 dvé sdruzeni museji mit sudy pocet spoleénych ¢lenti?
Uloha 10. Kuviili piili§ striktnim zékontim probé&hl v PraSestdnu krvavy pievrat.
Aby se novy diktator zalibil lidu, vyhlasil pro ob¢anska sdruzeni tato nova pravidla:
(i) kazdé sdruzeni musi mit nové sudy pocet clent,
(ii) kazda dvé sdruzeni museji mit stale sudy pocet spole¢nych ¢lent,
(iii) z4dné dvé sdruzeni nemohou mit tutéz ¢lenskou zakladnu.
Jaky je nejvétsi mozny pocet obcanskych sdruzeni v tomto pripadé?
Uloha 11. Souvisly graf ma 100 vrchol@ a 1000 hran. Kolika zptisoby miiZzeme
néjaké hrany vyhodit tak, aby kazdy vrchol vysledného grafu mél sudy stupen?

Zdroje

(1) Lészlo Babai, Péter Frankl: Linear algebra methods in combinatorics, Dept.
Comput. Sc., University of Chicago, 1992, Preliminary version 2
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Pocitani modulo p

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Pfispévek uvadi Malou Fermatovu vétu, Wilsonovu vétu a nékolik tloh,
v nichz lze s vyhodou uplatnit to, Ze na mnoziné zbytkovych t¥id po déleni prvocislem
1ze nejen scitat, odcitat a nasobit, ale i délit.

Umluva. Nebude-li feceno jinak, jsou vSechny nize uvedené proménné z oboru
celych cisel.

Teorie
Definice. (Délitelnost) Rekneme, 7e &islo a je délitelem ¢&isla b, jestlize existuje
¢islo ¢ takové, Ze a - ¢ = b. PiSeme a | b.

Definice. (Kongruence) Rekneme, 7Ze ¢&isla a, b jsou kongruentni modulo d, jestlize
dévaji stejny zbytek po déleni ¢islem d (tj. jestlize d | a — b). PiSeme a = b (mod d).

Definice. (Z,) Bud p prvoéislo. Mnozinu Z, = {0,1,...,p — 1} nazyvime dplnou
sadou zbytktu modulo p.

Tvrzeni. Prvky mnoziny 7, lze piirozené scitat, odcitat a nasobit.

Tvrzeni. (Stézejni) Bud p prvocislo. Nenulovym nasobkem Z,, je opét Z,. Jinymi
slovy je-li p prvocislo, pak pro kazdé a € Zy, a # 0 plati

{a-0,a-1,a-2,...,a-(p—1)} ={0,1,2,...,p—1}.

Dusledek. (,Zbytky lze délit“) Bud p prvoéislo a a € Z,, a # 0. Pak existuje
pravé jedno b € Z,, takové, ze ab=1 (mod p).

Véta. (Mala Fermatova) Bud p prvodislo a a ¢islo s nim nesoudélné. Pak
a1 =1 (mod p).

Véta. (Wilsonova) Bud p prvocislo. Pak (p — 1)! = —1 (mod p).
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Priklady

Priklad 1. Bud p prvodislo a 0 < k < p.
(i) Ukazte, Ze kombinacni ¢islo (7) je nésobkem p.
(ii) Jaky zbytek déva (¥) po déleni ¢islem p??
Priklad 2. Urdete vSechna kladnd celd ¢isla, kterd jsou nesoudélné s kazdym c¢le-

nem posloupnosti
ap =2"+3"4+6"-1 (n=1,2,...).

(IMO 2005)
Priklad 3. Bud p > 3 prvodislo. Dokazte, ze je-li
RN S SR
1 2 3 p—1 n’
pak m je nasobkem p.
Priiklad 4. Dokazte, Ze jsou-li p, ¢ pfirozend cisla takova, ze
P 1 1 1 1 1
L e e H
7 e t3 1T T B T 31y
pak p je délitelné éislem 1979. (IMO 1979)
Priklad 5. Najdéte vSechna prvocisla p, pro ktera je ¢islo
p 2 p 2 p 2
(1) <) =)
délitelné éislem p3. (CPS 2008)

Priiklad 6. Pro liché prvocislo p dokaZte

p—1\""> 2-2r
5 =

I s (
(iKS 2012, N3)
Piiklad 7. (Wolstenholmova véta) Bud p > 5 prvocislo. Dokazte, ze je-li

1+1+1+ N 1 m
1 2 3 p—1 n

)
pak m je dokonce nasobkem p2.
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Poloménky

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Ukéazka vyuziti polomének (tj. monovarianti1) na pfikladu mnoha tuloh.
Slozitost tloh od trivialni az po starsi IMO.

Ulohy, ve kterych se objevuji invarianty (neboli éesky neménky) jsou celkem Casté.
Ob¢as se ale stane, Ze zadny takovy invariant neexistuje (nebo ho alespoil neumime
najit). V takovych piipadech miZe pomoci pravé monovariant (neboli poloménka).
Jde o veli¢inu, kter4 se sice méni, ale pouze jednim smérem - tj. bud jen kles nebo
jen stoupa.

Je to vidét!

V nékterych tlohidch nam zdravy rozum mize fikat, Zze tvrzeni dlohy je zfejmé.
Exaktni sepsani takovych tloh ale nebyva tplné snadné a monovarianty v ném mo-
hou velmi pomoct.

Priklad 1. V tadé vedle sebe je 100 minci. V jednom tahu muzeme otocit ko-
lik chceme sousednich minci, pokud na té nejlevéjsi z nich byl orel. Ukazte, Ze po
kone¢ném poctu kroku se dostaneme do stavu, kdy budou na vSech mincich panny.

Priklad 2. 2013 lidi je rozmisténo ve 100 pokojich. Kazdou minutu nékdo ptejde
z jednoho pokoje do pokoje, kde je alespon tolik lidi jako v piivodnim pokoji. Ukazte,
ze po kone¢né mnoha krocich budou vsichni v jedné mistnosti.

Priiklad 3. V kaZzdém policku tabulky m X n je napsano realné ¢islo. V jednom
kroku mtizeme zménit znaménka u vsech cisel v jednom fadku nebo v jednom sloupci.
Ukazte, ze lze dosdhnout stavu, kdy bude soucet v kazdém radku i v kazdém sloupci
nezaporny.

Priklad 4. Na nékolika polickédch nekoneéného péasku je dohromady koneéné mnoz-
stvi zetont. V jednom tahu muzeme vzit dva zetony z téhoz policka, jeden posunout
0 1 smérem doprava a druhy o 1 smérem doleva. MiZeme se po koneéné mnoha
krocich vratit do ptuvodniho stavu?
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Preskupovani

Pokud mame ukézat, Ze lze vytvofit néjaky stav (napf. rozdéleni lidi), obcas jde
postupovat tak, Ze vyjdeme z obecného stavu a popiSeme takovou operaci (pfesku-
peni lidi), Ze se pfi ném néjaka veli¢ina (poloménka) vzdy snizi. Pak se uz jednoduse
ukéze, ze az operace nepujde provést, budeme v pozadovaném stavu.

Priklad 5. Na zajezdu mé kazdy turista nejvySe tii nepfatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobusi tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice nez
jednim svym nepfitelem.

Priklad 6. V roviné je dano n modrych a n ¢ervenych bodu tak, ze zZadné t¥i nelezi
v pfimce. Dokazte, Ze lze nakreslit n usecek tak, aby kazdy z 2n bodt byl spojeny
s préavé jednim bodem jiné barvy a zaddné dvé tsecky se nekrizily.

Priklad 7. Mg&jme n lidi, ktefi jsou navzdjem vzdy bud pratelé, nebo nepratelé.
Ukazte, Ze je muzeme rozdélit do dvou skupin tak, aby kazdy byl ve skupiné alespon
s tolika prateli, kolik je tam jeho neptatel.

Ukonceni procesu

V dulohéach, které se nas ptaji, zda néjaky proces skonci, mizeme hledat klesajici
poloménku pfirozenych c¢isel a poté vyuzit trividlniho tvrzeni:

Véta 8. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost prirozenych cisel.

Priklad 9. Vrcholy n-thelnika jsou o¢islované realnymi ¢isly. Budte a, b, ¢, d étyfi
sousedni ¢isla. Je-li (a —d)(b—c¢) < 0, miZzeme vyménit b a c. MiZe byt tato operace
provadéna nekonec¢né dlouho?

Priklad 10. Na nékolika polickach pasku délky 1000 je dohromady koneéné mnoho
zetond. V jednom tahu mtzeme vzit dva zetony z téhoz policka, jeden posunout o 1
smérem doprava a druhy o 1 smérem doleva. Ukazte, ze po konecné mnoha krocich
uz nebudeme moci zadnym Zetonem pohnout.

Priklad 11. Na tabuli je nékolik pfirozenych ¢isel. V jednom kroku muzeme dvé
¢isla nahradit jejich nejvétsim spole¢nym délitelem a nejmensim spoleénym nasob-
kem. Ukazte, Ze nastane situace, kdy na tabuli ztstanou po provedeni popsaného
kroku v8echna éisla stejné. (St. Petersburg, 1996)

Priklad 12. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢islo, soudet vSech
péti ¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétidhelniku jsou z, y a z (v tomto poradi)
a y < 0, muzeme tuto trojici nahradit trojici x + y, —y, y + z. Mize tento proces
probihat nekoneéné dlouho? (IMO 1986-3)

Priklad 13. Ve 123 mistnostech je rozmisténo 1000 muzu a 1000 Zen. Pro pohyb

mezi mistnostmi plati, Ze bud muZz jde z mistnosti s vice muzi nez Zzenami do mist-

nosti s vice zenami nez muzi (poé¢itano pied jeho pohybem), nebo naopak Zena jde
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z mistnosti s vice Zenami nez muzi do mistnosti s vice s vice muZi nez Zenami (po-
¢itano pred jejim pohybem). UkaZte, Ze nastane situace, kdy se nebude moci nikdo
pohnout.

Piiklad 14. Méjme k prepinacu v fadé. Kazdy prepinac¢ ukazuje nahoru, doprava,
doli nebo doleva. Pokud t¥i sousedni pifepinace ukazuji riznymi sméry, jsou vSechny
prepnuty do ¢tvrtého sméru. Ukazte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)

Literatura a zdroje

7 anglické literatury jsem cerpal z

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1998
[2] Zvezdelina Stankova, Tom Rike: A Decade of the Berkley Math Circle, AMS
MSRI, 2008

Z Ceskych zdroji jsem vyuzil materiald k Umeni vidét v matematice a také nékolika
prispévku v PraSeci knihovnicéce o invariantech.
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Tétivové Ctyruhelniky

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Uvodni pfednéaska o tétivovych &tyithelnicich. Hlavni diraz je kladen
na pocitani ahlu. Pfispévek obsahuje znéni vét o obvodovych, stfedovych a tisekovych
thlech a deset uloh.

Zakladni pojmy

Véta. (o obvodovych a stiedovych tthlech) Méjme kruznici se stfedem S, jeji tétivu
AB a libovolny bod M na vétsim oblouku AB. Uhel ASB nazjvame stiedovym a
tthel AM B obvodovym k prislusné tétivé AB. Plati, ze |<ASB| = 2|<AM B|.

Véta. (o tsekovych thlech) Méjme kruznici a na ni tétivu AB. Vedme piimku ¢,

ktera se dotyka kruznice v bodé A. Odchylku AB od t nazveme usekovym thlem
k tétivé AB. Usekovy tihel méa stejnou velikost jako p¥islusny obvodovy tihel.

Definice. Ctyfthelnik je tétivovy, kdyz mu lze opsat kruznici.

K dtikazu tétivovosti ¢tyrithelnika ndm mohou pomoci dvé jeho zakladni vliastnosti
(plynouci trividlné z véty o obvodovém a stiedovém thlu). Ctyithelnik je tétivovy
pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek:

(i) soucet prot&jsich thla je 180°,
(ii) jedna z jeho stran je vidét ze zbylych vrcholii pod stejnym thlem.
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Lehké priklady

Priklad 1. M¢jme trojuhelnik ABC. Osa thlu BC'A protind kruznici opsanou
AABC v bodé S # C. Dokaizte, ze S je stied oblouku AB (ktery neobsahuje bod
).

Priklad 2. Méjme trojuhelnik ABC' s prisecikem vysek H. Dokazte, Ze obrazy H
v osovych soumérnostech podle stran AABC' lezi na kruznici opsané ABC'.

Priklad 3. Oznaéme D, E a F paty vySek ostrouhlého trojuhelnika ABC. Do-
kazte, ze vysky AABC jsou osami uhla ADFEF.

Priklad 4. Necht M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravouhlého trojuhel-

nika ABC. Oznac¢me S, S7 a Sy stiedy kruznic opsanych postupné trojuhelniktim

ABC, AMC a BMC'. Dokazte, ze body M, C, Sy, So a S lezi na jedné kruznici.
(MO 56-A-II-3a)

Dalsi priklady

Piiklad 5. (Simsonova pfimka) Je dén trojihelnik ABC a bod D na jeho kruZznici
opsané. Z bodu D spustime kolmice na strany BC, CA, AB a jejich paty ozna¢ime
P, Q, R. Dokazte, ze P, @, R lezi v pfimce.

Priklad 6. Na krat$im oblouku AB kruznice opsané ¢tverci ABCD je bod P.
Necht PDNAB =X a PC N BD =Y. Dokazte, ze |[<XY B| = 90°.

Priklad 7. Méjme étverec ABCD. Na jeho strané BC je bod P, na strané C'D
bod @ a plati |[<QAP| = 45°. Necht AP N BD = X, AQ N BD =Y. Dokazte, Ze
body X, Y, P, Q a C lezi na jedné kruznici.

Piiklad 8. Mé&jme pravouhly lichobéznik ABCD (AB || CD, ABLAD). Sestrojme
kruZnici k, kterd se dotyka pfimky AB v bodé A a p¥imky CD v bodé D. Déle
sestrojme kruznici . Ta se dotyka piimky AB v bodé B a prochazi bodem C. Necht
kruznice k a [ maji vné&jsi dotyk v bodé P. Dokazte |[<PDC| = |<PCB|.

(MO 52-TI-4)
Priklad 9. Je déna kruZnice nad primérem UV a jeji tétiva AB se stifedem S
takova, ze bod B nelezi na UV. Patu kolmice z B na UV oznacme C. Ukazte, Ze
thel BC'S se nezméni, pokud s tétivou AB zatneme pohybovat po celé kruznici.

(MKS 28-2-6)
Priklad 10. Je dén rovnobéznik ABC D s tupym thlem ABC. Na jeho tihlopfiéce
AC v poloroving BDC zvolme bod P tak, aby platilo |<<BPD| = |<ABC|. Dokazte,
ze pfimka CD je te¢nou ke kruznici opsané trojahelniku BC'P, pravé kdyz usecky
AB a BD jsou shodné. (MO 59-A-11-2)
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Fontenovy véty

MARTINA VAVAGCKOVA

Méjme trojihelnik, jeho kruznici deviti bodt a libovolny bod, z néhoz vedeme
kolmice na strany trojuhelnika. O vlastnostech pruseciku kruznice opsané patam
téchto kolmic s kruznici deviti bodi hovoii tii Fontenovy! véty.

Jednoduchym dasledkem téchto vét je napriklad tvrzeni, ze kruznice vepsana se
dotyka kruznice deviti bodt (v bodé zvaném Feuerbachiv bod), zndmé pod ndzvem
Feuerbachova véta.

Pomocna tvrzeni

Tvrzeni. (Kruznice deviti bodt) Méjme trojihelnik ABC' s ortocentrem H. Pak
stiedy jeho stran, paty vysek a stiedy usecek AH, BH, C'H lezi na jedné kruznici.
Tato kruznice se nazyva kruznice deviti bodi, nékdy téz Feuerbachova kruznice.

Tvrzeni. (Miqueltiv bod ¢tyithelnika) Méjme étyfihelnik ABCD. Oznaéme R
prusecik pifimek AB a CD, S prisecik pfimek BC' a DA. Pak kruznice opsané
trojuhelnikim ADR, ABS, BCR a CDS prochazi jednim bodem. Tento bod se
nazyva Miqueliv bod ¢étyftuhelnika ABCD.

Tvrzeni. (Anti-Steinertiv bod) Méjme trojithelnik ABC' a libovolnou pfimku p,
ktera prochazi jeho ortocentrem. Pak se osové obrazy primky p podle stran AB, BC
a C A protinaji v jednom bodé, ktery lezi kruznici opsané trojuhelniku ABC'. Tento
bod se nazyva Anti-Steinertuv bod piimky p vzhledem k trojihelniku ABC.

LGeorges Fontené (1848-1923) byl francouzsky matematik.
57



FONTENOVY VETY

Fontenovy véty

Véta. (Prvni Fontenova — FV1) Je ddn trojihelnik ABC. Necht Ay, By, Cy jsou
po fadé stiedy stran BC, CA, AB. Zvolme libovolny bod P a ozna¢me As, By, Co
paty kolmic z bodu P na pfimky BC, C'A, AB. Dale ozna¢me X priisecik piimek
B1C1 a B>Cs, Y priisecik primek A1C1 a A>Cs, Z priisecik primek A1By, a AsBs.
Pak plati, Zze piimky AsX, BoY, CoZ se protinaji v jednom z pruseciki kruznic
opsanych trojuhelnikiim A1 B1Cy a A3 ByCl.

Strategie dikazu. Ozna¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC, F prusecik
kruznic nad praméry AO a AP, L prisecik piimky PAs a kruznice nad primérem
AP, @ prusecik pfimky AsX a kruznice opsané trojuhelniku A, B1Ch.
Ukéazeme platnost nasledujicich tvrzeni:
(1) F je Miqueltiv bod ¢tyfuhelnika AC; X Ba,
(2) LA3FQ je rovnoramenny lichobéznik,
(3) kruznice opsané trojihelnikim A; B1C; a A3 B2C5 se protinaji v bodé Q.

Véta. (Druha Fontenova —FV2)  Necht se bod P pohybuje po pevné zvolené pfimce
prochézejici stfedem kruznice opsané trojihelniku ABC'. Pak se poloha priseciku
kruznic opsanych trojihelnikiim A,B1Cy a A3 BoCs neméni.

Strategie dikazu. VsSimneme si, ze ) je Anti-Steineriv bod pfimky OP vzhledem
k trojahelniku A;B1C1.
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Véta. (Tteti Fontenova — FV3) Necht P’ je isogonal conjugate bodu P vzhledem
k trojuhelniku ABC. Pak se kruZnice opsané trojuhelnikim A1B1Ch a AsBoCy
dotykaji, pravé kdyz body O, P, P’ lezi na jedné primce.

Nékteré dasledky

Dusledek 1. (Feuerbachova véta) V libovolném trojihelniku ma kruznice deviti
bodii vnitini dotyk s kruZnici vepsanou a vnéjsi dotyk s kruznicemi pfipsanymi.
Dusledek 2. Necht As, Bs, Cy, X, Y, Z jsou jako v FV1 a necht O’ je stied
kruznice opsané trojihelniku As BoCs. Pak O' je ortocentrum trojihelnika XY Z.

Dusledek 3. Je dan trojihelnik ABC' se stfedem kruznice opsané O a libovolna
piimka prochéazejici bodem O. Jeji priiseciky s piimkami BC, CA, AB ozna¢me po
fadé X, Y, Z. Ukazte, Ze kruznice nad pruméry AX, BY, CZ a kruznice deviti
bodii trojihelnika ABC' se protinaji v jednom bodé.

Zdroje

[1] Linh Nguyen Van: Fontene theorems and some corollaries, ¢lanek ze 30. 4.
2010.

[2] Luiz Gonzalez, Cosmin Pohoata: On the Intersections of the Incircle and
the Cevian Circumcircle of the Incent, Forum Geometricorum, Volume 12
(2012).
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AG Nerovnost

LUKAS ZAVREL

ABSTRAKT. Cilem pfednésky je seznamit posluchade se zakladni, avSak velmi té¢in-
nou zbrani na nerovnosti — AG nerovnosti. Tyto nerovnosti se nau¢ime pouzivat, séitat,
ale i vSelijak jinak upravovat tak, aby se to co nejlépe hodilo nasim potfebam.

Tvrzeni. Pro kazdé z,y € R plati 2% + y? > 2xy.
Diikaz. Snadno spatiime, Ze nerovnost je ekvivalentni nerovnosti (z—y)? > 0, kterd
jisté plati.

Tvrzeni. Pro jakdkoliv kladna d¢isla a,b plati

+ - >2.

SRS}
ISERS,

Diikaz.  Jisté plati
a® + b% > 2ab.

Vydélme tuto nerovnost ¢islem (kladnym, znaménko se tedy nezméni!) ab a ziskdme

+-2>2,

Sl S
ISERS

coz je presné nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

Piiklad 1. Pro a,b,c € RT dokaite

1 1 1
b -+-+-]>0
(a+ +c)<a+b+c) >
Tvrzeni. (AG nerovnost!) Pro libovolna kladn4 ¢isla x4, . .., 2,, n € N, plati

n

Z Yy Ty

INékdy se ji také ¥ika nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym préimérem.
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Piiklad 2. Pro z,y,z € RT dokaite
23 4y + 2% > 32y

Piiklad 3. Pro z,y € R™ dokazte

223 + 12 > 32%y.
Piiklad 4. Pro x € RT dokaZte

%+ g > 3.
x

Cvicéeni 5. Pro kladna x,y, z dokazte
(i) y—z+y+z > 3z,
(it 44 2>3,

) 5
(iii) (x—|—y—|—z)(x +y? + 22)
(iv) 23(z +2y) + 3 (y + 22) >

l\D@

>z —|—y + 23 + 15zyz,
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Pi#iklad 6. Pro z,y,z € RT dokaZte
234yt 28 > 2Py oyt 4 2P
Piiklad 7. Pro kladnd z,y, z dokazte
ac?’y + y3z + 23z > $2yz + y2z:c + zza:y.

Cviceni 8. Pro kladné z, y, z dokazte
(i) 27 +y7 + 27 > 2%y + y522 + 2522,
(i) 2 +y* + 2% > 23y + 32 + 23y,
(iii) (= +y+z)2 > 3(2y/Vz + yv/2T + 2/TY),
(iv) ”b + 2 + >a+b+c
v)
)

(vi

w N

@‘D c—‘@
+
+
\/
IS
+
Sl
+
o
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Priklad 9. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte
a b ¢
T+-+->a+b+ec
b ¢ a
(MO 52-A-II1-6)
Pi#iklad 10. Pro z € RT ukazte
823 + 2% —8x+3>0.
Piiklad 11. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
>+ b+ +6>3(a+b+c).
Priklad 12. Ukazte, Ze pro a,b,c > 0 plati
2
glatb+o)> Vab + Vbe + Yea — 1.

Cyklické sumy

Pro snazsi zapis cyklickych vyrazi definujeme cyklickou sumu, kde sta¢i misto vel-
kého mnozstvi vyrazl zapsat jen vybrané, a pokud vSechny ostatni lze z vybranych
ziskat cyklickou zdménou proménnych, je snadné si domyslet cely vyraz.

V nésledujicich piikladech uvazujme vyrazy ve tiech proménnych a, b, c.
Priklad. Ukézeme nékolik zépisi pomoci cyklické sumy.

(i) Yyea=a+b+c,
(i) > eye a?b = a’b + b*c + ca,
(ii) 9> cyc ava+bc = 9(ava + bc + byvb + ca + cv/e + ab).

Priklad 13. Ukazte, Ze pro vSechny trojice kladnych &isel a, b, ¢ plati

Z;<L
a3 + b3 4+ abec ~ abc’

cyc
(USAMO 1998)
Priklad 14. Ukazte, Ze pro kladnd éisla a, b, ¢ spliujici abc = 1 plati
ab
_ <1
Z a®+b>+ab —

cyc
(IMO shortlist 1996)
Navod: Pouzijte odhad a® + b° > a®b?(a + b).
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AG a zlomky

Priklad 15. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ ukaZte nerovnost

a®> v A2
—+—+—>a+b+c
b c a

Reseni. Podle AG nerovnosti plati %—l—b > 2a. Se¢tenim tii analogickych nerovnosti
ziskdme to, co jsme méli dokazat.

Cviceni 16. Nasledujici nerovnosti dokazte pro kladna ¢isla a, b, c.
3 3 3
a b c

(i) b—2+cf2+¥2a+b+c,
3 3 3

(ii) CLf—|-f—|-cf2ab—&—bc—|—ca.
b c a

Priiklad 17. Pro kladné d¢isla a, b, ¢ dokazte

Z ad >a+b+c
(a+b)(a+c) — 4

cyc

Piiklad 18. Pro a,b,c > 0 ukazte

Z ad >a+b+c
o b(2¢+a) — 3

Piiklad 19. Pro kladné ¢&isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

Z a3 >a2+b2+02
CbeJrQC_ 3 '
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