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Matice

| Kdta Fiserovd

Definice. Matici A typu m x n nad mnozinou M budeme rozumét kazdé obdél-
nikové schéma

ail a2 e Al1n

a1 a9 e aA2n,
A= (aij) = )

am1 Am2 ... Amn,

kde ai; € M.
Uvazujme matice nad stejnym komutativnim okruhem R (napf. nad Z).

Definice. (S¢itani matic) Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu m X n.
Souctem téchto dvou matic budeme rozumét matici C' = (c;;) typu mxn, kde ¢;; =
aj; +by proi =1,2,3,...,maj=1,2,3,...,n. S¢itdni matic nad komutativnim
okruhem je komutativni, asociativni, ke kazdému typu existuje nulovda matice a
tedy existuji matice opacné.

Definice. (Nasobeni matic) Necht A = (a;;) je matice typu p x r a B = (bji) je
matice typu r x s nad okruhem R. Sou¢inem matic A, B (v tomto pofadi) budeme

T
rozumét matici C' = (cii) typu p x s, kde ¢ = > a;jbji, proi = 1,2,...,p a
j=1

k=1,2,...,s. (Prvek ¢ je skaldarnim souc¢inem i-tého Fadku matice A a k-tého
sloupce matice B.) Ndsobeni matic neni komutativni, ale je asociativni.

Definice. (Nasobeni skalarem) Méjme a;; € R™*™ a c € R. Potom cA = (ca;;).

Tvrzeni. Pro skaldry ¢,d a matice A, B vhodného typu plati:

(c+d)A=cA+dA
¢(A+ B)=cA+cB

(cd)A = ¢(dA)

¢(AB) = (cA)B = A(cB)

Definice. (Transponovani matic) Transponovanou matici A7 budeme nazyvat
matici A ,,pfevracenou podle diagonaly“:

A=(ay) typu pxq = AT =(aj;) typu q x p.
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Pozorovani. Pro matice A typu p x ¢ a B typu ¢ x s plati: (AB)?T = BT AT
—_—

pXxs sXp

Okruh R™*™ (Etvercové matice nad okruhem R)

Protoze R ma jednotkovy prvek, ma R™*"™ jednotkovy prvek:

10 ... O
01 ... 0
0 0 ... 1

nxn.
10 0 0 0 0
o i1 1k “ . . _
Existuji netrivialni délitele ,nuly“, napr. (0 0) (0 1) (0 0).
Matice A € R™ X" se nazyva invertibilni, existuje-li matice A~ takova, ze plati
A- A1 = A71. A= E,. Jsouli A, B invertibilni, potom je rovnéz matice A - B
invertibiln{ a plati (AB)~! = B~1A~L

Definice. (Specidlni étvercové matice)
(i) skaldrnia- FE (kde a € R)
(ii) diagondlni
iii) horni trojihelnikova
iv) dolni trojihelnikova
)
)
)

—

i
(v) symetrickd a;; = aj; (A= AT)

(vi) antisymetrickd a;; = —aj; (A= —AT)_
(vii) Hermitovské (nad C) a;; = a;; (AT = A)

Definice. Hodnost matice je maximalni pocet linearné nezavislych fadki matice.
Oznaceni: r(A).

Poznamka. Vektory vi,ve,...,v, jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz rov-

n

nice 0 = Y v; mé pouze trividlni FeSeni, tedy kdyZz v; = 0 pro ¢ = 1,2,...,n.
i=1

Vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz muzeme jeden z nich zapsat jako

netrivialni linearni kombinaci ostatnich.

Pozorovani. Hodnost matice se nezméni
(i) zaménime-li pofadi dvou Fadka
(ii) ndsobime-li kazdy prvek libovolného fadku néjakym nenulovym ¢islem
(iii) pFi¢teme-li c-ndsobek nékterého Fadku k jinému radku
(iv) pfiddme-li nebo vynechame-li fadek, ktery je linearni kombinaci ostatnich
Fadka
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Tvrzeni. Plati r(A) = r(AT), tedy nezdlezi na tom, zda poc¢itdme lineadrné neza-
vislé fadky, nebo sloupce.

Hodnost matice ur¢ujeme pievedenim na odstupiiovany tvar (v ném se pocet
linedrné nezavislych fadkd matice rovnd po¢tu nenulovych fadkd matice) nebo
pfimo na diagonélni tvar (v ném se pocet linedrné nezavislych radkt matice rovna
poétu nenulovych prvkid na hlavni diagonéle).

Soustava n linedrnich rovnic o m neznamych nad télesem 7'

a11r1 + aiers + ... 4+ aimTm = b1
a21x1 + axpr2 + ... 4+ amTm = by
11 + ap2T2 + ... + ApmTm = bn
kde aij,bi,xl,xg, oy xn €T
Ukolem je najit viechny m-tice (21, 2,...,%,,) € T™ , pro které plati vyse
zapsana SLR.
Definice. (Typy SLR)
(i) homogenni SLR: by =by=---=b,=0
(ii) nehomogenni SLR: aspori jedno b; neni rovno nule.
Definice. Necht A = (a;;) je matice soustavy. Pak
ail N A1m b1
(Alb) =
[07%% N Apm, bn
je rozsifend matice soustavy.
SLR lze také zapsat ve tvarech:
ail a2 a1m b1
zi+| ¢ w2t + T =
an1 an2 Anm bn
I b1
A — & A-xT=p"
T by,
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Véta. Necht A je matice typun x m nad T a b € T". Soustava A - xT = b’
je resitelna pravé tehdy, kdyz je sloupec pravych stran linearni kombinaci sloupcii
matice soustavy, tj. r(A) = r(A|b).

Jestlize je soustava A - x = b Fesitelnd, potom ma mnozina vSech jejich feseni
tvar c+W, kde ¢ = (21,2, ..., x,) je libovolné zvolené FeSeni soustavy AxT =pT
a W je podprostor vsech feseni piislusné homogenni soustavy A - xT = 0T. Dale
jedimW =m —r(A).

Je-li r(A|b) = r(A) = n, m4 soustava pravé jedno Fesen.

Definice. Necht A = (a;j) je matice Fddu n nad komutativnim okruhem R (nad
télesem T'). Determinantem matice A nazveme prvek:

det A = Z sgn(m) - Ar(1)187(2)2 " Ax(n)n-
TESy

Determinant je soucet n! s¢itancii tvaru sgn(m) - ar(1)1@r(2)2 * * * Gr(n)n; Kazdy
sCitanec je souc¢inem n prvki matice A, pricemz z kazdého Ffadku a kazdého sloupce
je vzat pravé jeden prvek, a tento soucin je opatien znaménkem prislusné permu-
tace (sgnm = £1).

Mnozina permutaci Ss pro determinant matic tfetiho radu:

(530 G526 1360612650

sgn =1 sgn m=—1 sgnm=—1 sgn =1 sgn =1 sgnm=—1

Tvrzeni. (Sarrusovo pravidlo)

a1 iz a1 11022033 + G21032G13 + A31G12023—
det A373 = det a21 =

22 A23
—a31022013 — 021012033 — 411023032
asp asz2 ass

Motivace. (K ¢emu by mohly byt determinanty dobré) Zkusme upravovat sou-
stavu dvou rovnic o dvou neznamych:

a1121 + a2 = b1 /- ag

a1 + agaxs =bs /- (—ai2)
Po secteni dostaneme aj1a20x1 — G12a2121 = biase — baaq1, z cehoz mame:

birase — baaiz baa11 — biaz:
r =" ry =

, .
a11G22 — G12G21 a11G22 — G12G21
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Tedy:
b1 aio ajl bl
d t( ) det ( )
z:é: ¢ by ao2 x:é: ¢ az1 b
T A det (an a21) T A det (an a21)
a1 Q922 a1 a2

Tvrzeni. (Cramerovo pravidlo) Necht A je reguldrni matice fadu n nad télesem

T. Jediné feSeni soustavy A -x = b (b € T" je libovolné zvoleno) méa tvar:
T, = %,zg = %, e X = A—g‘, kde matice A; vznikne z matice A zaménou

i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.

Zakladni vlastnosti determinantu

Necht A je matice fadu n nad komutativnim okruhem R.

(i) Je-li néktery sloupec matice A nulovy, je det A = 0.
(ii) Je-li A horni (dolni) trojihelnikova, je det A roven souéinu prvki na hlavni
diagonale.
(iii) det AT = det A.
(iv) Vynésobime-li néktery sloupec (fadek) matice A prvkem ¢ € R, pak je
determinant vzniklé matice B roven det B = ¢ - det A.
(v) Mé-li matice A dva stejné sloupce (fadky), je det A = 0.
(vi) Pric¢teme-li k n&jakému Fadku (sloupci) matice A c-ndsobek jiného Fadku
(sloupce), pak je determinant vzniklé matice roven det A.
(vii) Pfehodime-li dva sloupce (fadky) matice, zméni determinant znaménko.

Véta. (O rozvoji determinantu) Necht A je matice fddu n nad komutativnim
okruhem R. Pro kazdé i =1,2,...,n plati:
n
det A = Z a;j - (=1)"*det A;; (rozvoj podle i-tého fddku)
j=1
n
det A = Z aj; - (—1)""7 det A;; (rozvoj podle i-tého sloupce),
j=1
kde A;; je submatice matice A, ktera z ni vznikne vyskrtnutim i-tého radku a

j-tého sloupce.

Poznamka. Clen (—1)"7 det A;; se nazyva algebraicky dopinék prvku a;.



Pravidelna télesa
| Michal Hroch

Pri pripravé svoji prenasky jsem se nechal velmi vyrazné inspirovat starsim
ptispévkem Roberta Kéldyho (sbornik ze soustfedéni ve Valdeku 2000), ¢imz mu
na tomto misté dekuji.

Definice. (Mnohostén)  Mnohostén je koneénd mnozina mnohotihelnikd, v niz
plati:
(1) Mnohotihelniky se stykaji pouze na stranach nebo ve vrcholech.
(2) Kazd4 strana mnohotihelnika se styka s pravé jednou stranou jiného mno-
hotihelnika.
(3) Pro kazdé dva mnohotihelniky existuje cesta mezi jejich vnitiky.
(4) Pro kazdy vrchol V' plati, Ze existuje cesta mezi vnitiky stén k vrcholu V
prilehlych takova, Ze neprochéazi vrcholem V.

Lemma. (Eulerova formule) Pro mnohostény plati
v+s=h+2,
kde v je pocet vrcholii, s pocet stén a h pocet hran.

Poznamka. S toutéz Eulerovou formuli (vztahem) se lze setkat i v teorii grafii a
fika, ze vySe uvedeny vztah plati pro kazdy souvisly rovinny graf. Lze také ukazat,
ze pomoci stereografické projekce lze jakykoli konvexni mnohostén reprezentovat
rovinnym grafem.

Lemma. (Dalsi podminky pro existenci mnohosténu)

3s < 2h, 3v<2h.

Véta. (Steinitzova) Ke kazdé uspofddané trojici pfirozenych ¢isel [s, v, h] pro
které plati s +v = h+ 2, 3s < 2h, 3v < 2h existuje konvexni mnohostén s poc¢tem
stén s, vrcholi v a hran h.

Poznamka. Pokud bychom opét zabrousili do teorie grafu tak zjistime, Zze plati
nésledujici véta: Pro libovolny vrcholové 3-souvisly rovinny graf G (tj. graf, ktery
po vymazani libovolnych 2 vrchola zistava souvisly) existuje konvexni mnohostén,
jehoz grafem je praveé G.
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Pravidelné mnohostény

Definice. (Pravidelny mnohostén) Pravidelny mnohostén je konvexni mnoho-
stén, jehoZ vSechny stény jsou navzajem shodné pravidelné p-thelniky (p > 3)
takovy, ze v kazdém vrcholu se stykd stejny pocet q (¢ > 3) hran a stén. Takovéto
mnohostény téz nazyvame platonska télesa.

Poznamka. Podminku o stejném poctu hran a stén z predchozi definice mizeme
nahradit jednou z nésledujicich ekvivalentnich podminek

(1) mé kouli opsanou

(2) vSechny jeho sousedni stény sviraji stejny thel

(3) v8echny prostorové tuhly tvofené vrcholem a sténami k nému pfilehlymi
jsou shodné

Pozorovani. (Rovnice pro platénské télesa)  Vyjdéme z podminky, Ze ke kazdému
vrcholu priléha stejny pocet stén a oznacme p pocet stran kazdé stény, ¢ pocet hran
stykajicich se v jednom vrcholu. Pak z Eulerovy formule vyplyva:

2pq
2(p+q) — pq

Lemma. Platonskych téles je pouze pét. Pravidelny ¢tyistén, Sestistén (krychle),
osmistén, dvanactistén a dvacetistén.

Pozorovani. (Dualita) U platénskych téles si 1ze v8imnout duality mezi krychli a
osmisténem a mezi dvanactisténem a dvacetisténem. Pravidelny ¢tyistén je duélni
sam k sobé. Projevem této duality je i to, Ze stfedy stran kazdého pravidelného
mnohosténu urcuji pravidelny mnohostén dudlni.

Polopravidelné mnohostény

V definici pravidelného mnohosténu pozadujeme, aby mnohostén byl konvexni,
jeho stény byly navzajem shodné pravidelné mnohothelniky a vSechny vrcholy
mély stejnou valenci — pocet hran/stén z néj vychézejicich. Budou-li nadéale vSechny
stény konvexniho mnohosténu pravidelné mnohotihelniky, mtzeme pravidelnost
porusit dvéma zpisoby. Bud dovolime, aby rtzné vrcholy mely rtiznou valenci,
nebo, aby stény mely rtizné pocty vrchol.

Definice. (Deltaedry) Deltaedry jsou télesa, jejichz stény jsou navzdjem shodné
rovnostranné trojuhelniky. Nemusi spliiovat napf. podminku stejného poctu stén
kolem kazdého vrcholu.
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Konvexnich deltaedrt je 8, 3 z nich jsou platonska télesa. Deltaedry vyhovuji
Hintuitivnim® kritériim platénskych téles, ale nesplnuji zadnou z uvedenych doda-
tecnych podminek.

Definice. (Archimédovskd télesa)  Archimédovské télesa jsou mnohostény, je-
jichz stény jsou ne nutné stejné pravidelné mnohouhelniky a jejichz vrcholy jsou
rovnocenné, tj. zadné dva vrcholy nejdou odlisit.

Archimédovskych téles je 13, nejvétsi z nich ma 96 stén. Kazdé archimédov-
ské téleso lze reprezentovat kombinaci pravidelnych mnohothelniki kolem jednoho
vrcholu. Timto 1ze matematicky dokazat, ze zadné dalsi archimedovské téleso ne-
existuje.

Pokud nebudeme pozadovat rovnocennost vrchold, stoupne pocet vyhovujicich
téles 75, nepocitaje v tom hranoly a antihranoly, jichZ je nekoneéné mnoho.

Uvazujme déle télesa, jejichz stény jsou shodné, ale ne nutné pravidelné mno-
hotihelniky. Mdme dvé moznosti.

Definice. (Romboedry) Stény romboedrt tvori shodné kosoctverce, jejichz délky
tithlopiicek jsou v poméru 1 : /2.

Existuji dva pravidelné romboedry — dvanactistén a ¢tyriadvacetistén.

Definice. (Nastavovana platénska télesa) Na kazdé sténé télesa vztycime pravi-
delny jehlan, jehoz zakladnou je ptivodni sténa platonského télesa.

Protoze vyska onéch jehlanti mtze byt libovolna, mizeme pridat jesté jednu
omezujici podminku navic. Jedna moznost je pozadovat, aby stény byly rovno-
stranné trojihelniky, druhd moznost je pozadovat stejné konvexni tthly mezi sté-
nami. Druhd moznost je vyhodnéjsi v tom, Ze vysledné téleso je vidy konvexni,
tedy na néj muizeme rekurzivné pouzit stejny postup a tvorit pseudopravidelné
mnohostény 0 9 - 3", 24 - 3™ a 60 - 3" trojuhelnikovych sténach.

Literatura a zajimavé odkazy

[1] Robert Kéldy, Pravidelné mnohostény aneb o hledéni dokonalosti
http://mks.mff.cuni.cz/library/pravidelne mnohosteny/
/pravidelne mnohosteny.ps

[2] Michaela Koblizkova, Mnohostény a stiedoskolskd matematika (doktorska
dizertaéni préce), 2004.

[3] http://www.korthalsaltes.com/

[4] http://www.physics.orst.edu/ bulatov/polyhedra/index.html



Retézové zlomky
| Vita Kala

Uvod

Tento prispévek napsal kdysi davno Pavel Podbrdsky. Moje pirednaska bude
vyrazné jednodussi, zdaleka na ni neprobereme vSechno; prispévek ti spiSe ma
poslouzit jako prehled zajimavych vlastnosti fetézovych zlomki. Rozhodné se tedy
nemusi$ bat na prednéasku pfijit, i kdyz mu nerozumis, leccos si (snad) objasnime.

Na této prednasce se budeme zabyvat vyjadienim redlnych c¢isel ve tvaru tzv.
Fetézovych zlomku, tj. vyraz

1
ap + ———— Q@
al + a2~1‘r... ( )

ag € Z, a1, ag, -+ € N.

Tento zlomek muze mit kone¢ny, nebo nekoneény pocet ¢leni. Pokud je fetézovy
zlomek kone¢ny, je jeho hodnota vysledkem koneé¢ného poctu racionalnich tkont
nad ¢isly ag, ai,..., a,. V takovém pfipadé je intuitivné jasné, co minime hod-
notou tohoto fetézového zlomku. Cilem pfednasky bude pojem fetézového zlomku
presnéji zavést i pro pfipad nekonecného zlomku, studovat jeho vlastnosti a ukazat
jeho jednoduché aplikace.

Zavedeni pojmi a znaceni

Zprvu budeme fetézovy zlomek (©) chépat jako funkci v proménnych ap € R
a ai, as,--- € RT.
Pro zkraceni budeme vyraz (©) zapisovat, jako

lao; a1, as,...], (%)

resp.
lao; a1, ag,..., Gyl ()

pujde-li o nekonecény, resp. koneény fetézovy zlomek.

Definice. Usekem fddu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét

S = [a(); ai, ag, ..., ak].
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Zbytkem fdadu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét

Tk = [ak; Qrg1, Qrga,. -]

Pozorovani. Pro konecné fetézové zlomky a 1 < k < n plati

[GJO; ai, az,..., an] = [a0§ ai, a2,..., Qg—1, Tk]-

Sblizené zlomky

Véta. Existuji polynomy P,, @), o n+1 proménnych s celoc¢iselnymi koeficienty,

takové, ze pro kazdé ag € R, a1, as,..., a, € RT plati
) _ P(ag,a1,..., an)
[a()a ai, az,..., an] - Q(G/O ay a )
) 9 n

Definice. SbliZzenym zlomkem Fddu k Fetézového zlomku (&) budeme rozumét
zlomek £, kde pr = Pi(ao,a1, ..., ar) a qr = Q(ao,a1,..., ax) a Py, Qi jsou
polynomy z predchozi véty, které jiz nelze zkratit.

Véta. Pro citatele a jmenovatele sblizenych zlomkii plati rekurence
po=ao, pr=a1a0+1, go=1, 1 =
Pk = QxPk—1 + Pk—2, Gk = Okqr—1 + qr—2

prok > 2.

Poznamka. Nékdy se ndm bude hodit definovat také p_; = 1, ¢_; = 0, rekurence
z predchozi véty pak plati i pro k = 1.

Pozorovani. 7 rekurence pro g; a ze skutecnosti ar > 0 pro k > 0 plyne, zZe
vSechny c¢leny posloupnosti ¢ jsou kladné.

Véta. Pro k > 0 plati

QkPk—1 — PrGr—1 = (—1)*

Dusledek. i
pi-1pe _ (=1)
Q-1 G QRQe-1

10
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Véta. Prok > 1 plati

QkPr—2 — Prear—2 = (—1)" ' ax.

Dusledek.
P2 pe _ (=D 'ay

k-2 dk qkqk—2

Pozorovani. Diky predchozim vétam si miizeme utvorit predstavu o rozlozeni
hodnot sblizenych zlomku. Sblizené zlomky sudého fadu tvoii rostouci posloup-
nost a sblizené zlomky lichého fadu tvori klesajici posloupnost, pfitom libovolny
sblizeny zlomek sudého fadu je mensi, nez libovolny zlomek lichého fadu.

Véta. Pro kazdé 1 < k <n plati

. _ Pk—1Tk *+ Pr—2
[a()a ai, az,..., an] - Qe1Tk +Qk .
-1 —2
Véta. q
k
= [ak; Ak—1, Ak—2,..., al]-
qk—1

Nekonecné Fetézové zlomky

Mame-li nekonecény fetézovy zlomek, jiz jsme nadefinovali nekone¢nou posloup-

nost jeho sblizenych zlomki
Po

s e
g0 q1
Nabizi se nasledujici prirozena definice:

Definice. V piipadé, ze posloupnost sblizenych zlomkii nekonecného fetézového
zlomku ma limitu o € R, fekneme, ze tento retézovy zlomek konverguje a ma
hodnotu «. V takovém pripadé budeme psat

a = lag; a1, az,...].
V opacném pripadé fekneme, Ze dany retézovy zlomek diverguje.
Véta. Konverguje-li nekonecny retézovy zlomek, konverguje také kazdy jeho zby-

tek. Naopak konverguje-li alespon jeden z jeho zbytki, konverguje také cely reté-
zovy zlomek.
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Véta. Hodnota o nekonecného fetézového zlomku vyhovuje pro kazdé k nerov-
nosti

1
TeQrt1

‘ Dk
o — 28
gk

Ret&zové zlomky s piirozenymi prvky

Dale se jiz vyhradné budeme zabyvat fetézovymi zlomky, pro které plati ay € Z
aai, as,--- €N.

Véta. Je-liag € Z a ay, as,--- € N, pak fetézovy zlomek [ag; a1, as,...] kon-
verguje.

Pozorovani. SbliZzené zlomky jsou v zakladnim tvaru (nelze je zkrétit).

Definice. Zlomky vsunutymi mezi 5:1 5:’2

(pro k > 1) budeme rozumét
posloupnost zlomkii

Pk—1+ Pr—2 2pp—1+Pr—2 agpr—1+Pr—2 _ Pk

Q-1+ Q-2 2qp—1+ qu—2 " arqr-1+ Q-2 Q&

Zobrazeni Cisel fetézovymi zlomky

Dale ze svych ivah vyloucime konecné fetézové zlomky, jejichz posledni prvek
mé hodnotu 1.

Véta. Ke kazdému realnému « existuje pravé jeden retézovy zlomek, ktery ma
hodnotu «. Tento Fetézovy zlomek je konecény pravé tehdy, kdyz « je racionalni
cislo.

Sblizené zlomky jako nejlepsi priblizeni

Definice. Zlomek 7, b > 0 nazveme nejlepsim pfiblizenim prvniho druhu k ¢islu
a € R, lezi-li kazdy zlomek s tymz nebo mensim jmenovatelem ve vétsi vzdalenosti
od o nez zlomek % . Jinak feceno: plati-li nerovnost

a

o~ al=]

o — = oa— -
dl — b

pro néjaky zlomek 5 # ¢, pak jiz nutné d > b.

12



Vita Kala: Retézové zlomky

Véta. Kazdé nejlepsi priblizeni prvniho druhu k o € R je jednim ze sblizenych
nebo vsunutych zlomki a.

Definice. Zlomek ;, b > 0 nazveme nejlepsim piiblizenim druhého druhu k «,
pokud je splnéno: Plati-li nerovnost

|do — ¢] < |ba — al
pro néjaky zlomek 5 # ¢, pak jiz nutné d > b.

Véta. Kazdé nejlepsi priblizeni druhého druhu k o € R je néjaky sblizeny zlomek
«a. Naopak neni-li @ = ag+ %, pak je kazdy sblizeny zlomek o nejlepSim priblizenim
druhého druhu k a.

Poznamka. Existuje jesté spousta dalSich zajimavych a uziteénych vét o fetézo-
vych zlomcich, které bych sem mohl napsat. Jelikoz by se délka mého prispévku
stala naprosto netinosnou a jelikoz asi vétsinu z nich na prednaskach nestihneme
ani zminit, nebudu je zde vSechny vypisovat.

Literatura

Vse, co budeme na prednaskach délat a spoustu dalsich véci najdete v knizecce
A. J. Chin¢in, Retézové zlomky, Piirodovédecké vydavatelstvi Praha, 1952
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Multiperiodicka slova
| Vita Kala

Jak jiz ndzev napovidd, na pfednasce se budeme bavit o (multi)periodickych
slovech. Co to je?

Inu, co je slovo, to asi kazdy vi — slovo délky n je jednoduSe posloupnost
n pismen!. Pismena daného slova budeme (zleva) ¢islovat a znadit tieba u =
= aiaqas...a,, kde u je nase slovo a a; jsou pismena.

A co je to perioda, jisté také vi§s — periodou budeme nazyvat libovolné ¢islo p
takové, Ze pro kazdé ¢ (1 < i < n—p) je a; = a;4p. Nas bude zajimat, jaké periody
muze néjaké slovo mit. VSimni si, ze kazdé slovo ma spoustu period — napiiklad
kazdé ¢islo p > n je perioda. Tyto periody ovSem nejsou prilis zajimavé.

Jak nam napovida selsky rozum, jedno slovo nékolik rtznych ,zajimavych“
period mit nemutze. Pfesnéji, d& se cekat, ze ma-li slovo periodu p a ¢, bude mit
také nejvétsi spoleény délitel (p,q) jako periodu. To pro dostateéné dlouhd slova
vskutku plati:

Lemma. (Periodické od pani Finea a Wilfa) Pokud m4 slovo délky aspoii p +
+q — (p, q) periody p a ¢, mé i periodu (p, q).

Nabizi se také otazka, jak je tomu pro vétsi pocet period. Méjme néjakou
(obecné nekone¢nou) mnozinu period P = {p1, p2,ps, ...} a hledejme, jakou nej-
vétsi délku mize mit slovo, které ma vsechny tyto periody, ale nema jejich nejvétsi
spoleény délitel jako periodu. Pro usnadnéni vyjadiovani budeme piedpokladat,?
Ze tento nejvétsi spolecny délitel je 1.

Chceme tedy, aby nase slovo mélo vSechny periody obsazené v P, ale nemélo
periodu 1, coz nefika nic jiného, nez ze mé obsahovat aspon dvé riiznéd pismena.
Pro dané k oznacme [P, k| nejvétsi mozny pocet rtiznych pismen ve slové délky k
s periodami P. Hledané nejvétsi k takové, ze [P, k] > 1, oznacime Lp.

Lemma. Ozna¢me m nejmensi z ¢isel v mnoziné P, at je Q = {p — m;p €
€ P,p # m} U{m}. Pak pro k > m plati [Q, k] = [P,k + m]. Pokud je m > 1, je
[P,2m —1] > 1.

7 tohoto lemmatu uz snadno odvodime nésledujici tvrzeni, které je odpoveédi
na nasi otazku.

INezalezi ndm (samoziejmé?) na tom, z jaké abecedy tato pismena jsou, nejsme tedy omezeni
tim, Ze anglickd abeceda ma 26 znaku, Ceskd asi 41 pismen, dokonce ani tim, ze ¢instina ma jen
10000 znaku.

2Rozmysli si, ze postup a vysledek ptijde snadno zobecnit i na obecny ptipad!
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Vita Kala: Multiperiodicka slova

Véta. Definujme posloupnost Qo = P, Q1, Q2, ..., Qn tak, ze Qi1 = {p —
—mp;p € Qk,p # mi} U{my}, kde my je nejmensi prvek Q. n je nejmensi
takové, ze m, = 1. Pak

Lp=mg+mi+mo+- -4+ mpy_o+2m,_1 — 1.

O takovychto slovech jisté plati spousta zajimavych tvrzeni, naptiklad to, ze
libovolné slovo s periodami P, které méa (maximalni moznou) délku Lp, je palin-
drom (Cte se stejné zepfedu i zezadu).
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Pellova rovnice
| Franta Konopecky

Uvod

Co se skryva pod timto pojmem? Patii to viibec do pohadky?
Jako Pellova rovnice je zndma rovnice

22 — Dy? =1, ©)

kde D > 0 je pfirozené ¢&islo, které neni druhou mocninou. Reseni hledame v celjch

Zobecnénim Pellovy rovnice jsou tzv. Pellovské rovnice tvaru axz? + by? = c.
K feseni konkrétni Pellovské rovnice je potieba riiznych metod, které zvlada napft.
program Mathematica verze 5.0 zadanim pfikazu:

Reduce[f[z,y] && Element[x|y, Integers]]

kde f[z,y] je leva strana zadané rovnice. Tento piispévek se v8ak zabyva vyhradné
feSenim Pellovy rovnice.

Trividlnimi fesenimi Pellovy rovnice jsou dvojice (z,y) € {(1,0), (—1,0)}. Témi
se jiz dale zabyvat nebudeme a automaticky s nimi nebudeme pocitat.

oy v

Jak vypadaji FeSeni

Pro pochopeni, jak Pellova rovnice funguje, je podstatna nasledujici véta. Ne-
Fika nic jiného, nez, ze kdyZ uz jsme nasli néjaké feseni (x,y) Pellovy rovnice, tak
umime pomoci néj najit dalsich nekoneéné mnoho rtznych feseni.

Véta 1. Piedpoklidejme, ze rovnici 22 — Dy? = 1 vyhovuje feseni (z,y) = (p, q),
pro néjakd p,q € N. Pak jsou feSenimi i vSechny dvojice celych (!) ¢isel (x,y) tvaru

T

— (p+q\5)"42-(p—q\/5)" (1)

VD)"—(p—qVD)"
y — (ptq D)Z\/g avD)" (2)

Vzorecky na prvni pohled spadlé z nebe maji jednoduchy dukaz (prostym do-
sazenim (nerozndsobovat na n-tou!)) i jednoduché odvozeni. Odvozeni (a vlastné
i o malicko delsi dikaz) je nasledujici:

Diikaz. Za predpokladu, Ze (p,q) fesi zadanou rovnici, je 1 = p? — Dg¢®> =
= (p+¢V'D)(p—qV/D), z Gehoz nasledné plyne 1 = 1" = ((p+¢v/D)(p—qvV D))" =

16



Franta Konopecky: Pellova rovnice

= (p+ ¢V D)*(p — ¢v/D)". Déle je ziejmé, e existuji pevné dana z,y € N, ze

z+yvVD =@m+q/D)"  (3)
r—yVD ={p—-q/D)" (4)

Pokud totiz roznasobime vyraz (p + ¢v/D)", ur¢ité dostaneme néjaké piirozené
&islo (v naSem znaceni je to &islo ) plus y-nasobek odmocniny v/D. Cisla x, y pak
ziskdme prostym vyfesenim soustavy rovnic (3),(4). To, Ze ndm vyjdou i z vySe na-
psanjch nechutnych vyrazi celd &sla, je ddno ,,pozranim* odmocnin v/D v ¢itateli
zlomk1.

Dalsi véta ika, Ze mnozina FeSeni Pellovy rovnice je maximalné® mnozina dvojic
(p+qvD)"+(p—qvD)" (p+qvD)"—(p—qvD)"
2 ’ 2vD
n = {1,2,3,...} (pokud existuji FeSeni, tak jsou v tomto tvaru a jind FeSeni uz
dand rovnice nem4).

)} pro pevné dand celd ¢isla (p,q) a

Véta 2. Méjme dvé riizné celociselnd feseni (x,y) a (x’,y’) zadané rovnice (1).
Pak existuji cela ¢isla p, q a piirozena ¢&isla k, | takova, e x +yv'D = (p+ qvD)*

az' +y'vVD = (p+qV/D).

Dusledek. Pro kazda dvé rtizné feseni existuje ,spolecny délitel“ téchto feseni.
Z existence minimdlniho feSeni (nejmensiho délitele vSech ostatnich FeSeni) rov-
nice (1) (tuto existenci si kazdy hravé zvladne rozmyslet) pak plyne mnozina feSeni

{(z + yv' D)} ve tvaru {(p+ ¢vD)"}.
Véta 3. Pokud D = d? pro néjaké d € N, pak nem4 Pellova rovnice z2—y%d? = 1
celociselné reseni.

Véta 3 nam bude jasné, kdy? si Pellovu rovnici upravime do tvaru 22— (yd)? = 1
a otazeme se, kdy mitize byt rozdil dvou étvercii* roven jedné.
Véta 4. Pro kazdé D > 0, D # d?, ma4 rovnice (1) alespoti jedno celo¢iselné
feseni.
Dusledek. (Vét 2 a4)  Kazdé4 Pellova rovnice® ma mnoZinu feseni (x,y) presné

(p+q\/5)n.5(p_q@)"’ (p-‘,—q\/ﬁ);\;%)—q\/ﬁ)" )} pro pevné dana ¢isla p, g,

ve tvaru {(
aneN.

3prozatim ,,maximalné“, pozdé&ji ,prave“
4druhych mocnin
5s D # d?
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Zbyva jesté dat navod, jak to prvni, nebo alespon jedno feSeni, najit ... To
bude i naznak dilkazu, Ze toto FeSeni existuje, a tedy i véty 4. Pro tyto ucely si
ujednotime oznaceni.

Znaceni 1.  Retézové zlomky (z Vifovy piednasky) budeme znacit zptisobem

1 1
lao,a1,az,...,a,) = ag + ————— a lag,a1,...] = ap + ———,
ai + P m—— a1 + —
2 T
S .
kde ay, @z, € N.
Znaéeni 2. p,,q, jsou Cisla takovd, Ze nsn(p,,q,) =1 a Z—" = [ag, a1, ..., an]

Nyni si pomiizeme nékolika nedokdzanymi vétami. Zacind Spetka humusu.
Véta 5. Kazdé realné cislo r Ize jednoznacné vyjadrit pravé jednim zpiisobem
ve tvaru r = [ag, a1, as,. .., a,] nebo r = [ag, a1, as,...]. Prvai zpusob je pro ¢isla

racionalni, druhy pro iracionalni.

Véta 6. (Jedind, se kterou se obracejte na Vitu)  Kazdou iracionalni odmocninu

V' D Ize zapsat ve tvaru v D = [ag,a1,az2,...,0,k—1,200] = [ag,a1,a2,...,05_1,
2a0,a1,a2, ey Qk—1, 2a0,a1, .. ]
Véta 7. Koeficienty ag,aq,... acislapg,p1,---;q0,q1,- .. hledame pomoci téchto
rekurentnich vztahu (P,,Q, jsou dalsi pomocné posloupnosti):
P()ZO,Pl:G/(), Pn:a/n—lQn—1+Pn—1
2 D-P?
Q():l) leD—a()) Qn: Qn—f
PTI,
ap = | D], an = [ 2055 ]
Po = ao, p1 = apay +1, Pn = GnPn—1+ Pn—2
q =1, q1 = a, dn = AnGn—1 + qn—2

A na co ndm to vSechno je? Odpovéd neni jednoduchd ;). Ale pomulze nam
v ni jedina véta, dalsi véta ...

Véta 8. Pro cisla zadana rekurenci v predchozi vété plati vztahy:

Pndn—1 — Pn—19n = (71)n+1
P — Dy = (=1)""Quir (W)

Ted s napovédou, Ze pravé pro n = k (pfipomindme, Ze k je délka periody
posloupnosti a,, u fetézovych zlomki) je @Qr = 1, a detailnim shlédnutim identity

18



Franta Konopecky: Pellova rovnice

(%) ndm vyvstane, Ze jakmile najdeme periodu k, tak ¢isla gx—1, pr—1 (poptipadé
G2k—1,P2k—1) jsou nejmensim FeSenim zadané rovnice. Jak tato FeSeni pouzivat
a jestli jsou skutecné feSenimi se dozvite na prednasce (at zbude asponi stiipek
tajemna nad timto krdsnym problémem).

A posledni véta je na zamysleni, jak ndm vyfeseni zakladni Pellovy rovnice
miize pomoct i s dalsimi obecnéj$imi rovnicemi.

Véta 9. Necht existuje néjaké celociselné feseni rovnice x> — Dy? = =+c, pak
existuje téchto feseni nekonec¢né mnoho.

Literatura

Kdo by se chtél dozvédét vic, tak tady je stranka, ze které jsem pfevazné cerpal:
http://mathworld.wolfram.com/PellEquation.html. At vam slouzi.
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Nahodné prochazky

Jiri Koula

Autorem tohoto pfispévku je Sarka Stépanova, s jejimz svolenim jej zde uvadim
a timto ji dékuji.

Zavedeni pojmii

Nejdrive si zavedeme nékolik zakladnich pojmu teorie pravdépodobnosti, nebu-
deme je vSak pfesné definovat (definice lze najit v kazdé zékladni literatuie), jen
si fekneme, co znamenaji, pouzivat je budeme vzdy v souladu s intuici.

(i)

(vii)

pravdépodobnost: viz intuice

jev: néco, co se bud stane, nebo ne

uplny systém jevi: takové jevy, Zze pri daném pokusu vzdy musi nastat
praveé jeden z nich

podminéna pravdépodobnost P(A|B): pravdépodobnost, Ze nastane jev A,
vime-li, Ze nastal jev B

ndhodné veli¢ina X: X je vysledek pokusu (napt. kolik ok padlo na kostce)
stfedni hodnota E X : pramérnd hodnota ndhodné veli¢iny (napf. pii hdzeni
kostkou je E X = 3.5),

EX = ZXi - P(X;),
i=1
kde X je ndhodna veli¢ina, ktera nabyva hodnot X;, kdei=1,...,n.
podminéna stfedni hodnota: (X je ndhodnd veli¢ina jako vyse)

E(X|B) = Zx . P(X = z;|B).

A jesté dvé tvrzeni:

Véta. (o tplné pravdépodobnosti) Méjme uplny systém jevii {Bj,j =1,...,m},
pak plati

m

P(A) =) P(A]|B;)- P(B;).

j=1

Véta. (o Gplné stfedni hodnoté) Méjme uplny systém jevi {B;,j = 1,...,m},
pak plati
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Jifi Koula: Nahodné prochazky

Nahodné prochazky

A nyni koneéné k ndhodnym prochazkam. Co to vlastné je? Obecné lze Fici, ze
to jsou takové tilohy, kde pfedem zname mnozinu moznych stavti a v jednotlivych
krocich se ndhodné z jednoho stavu dostdvame do jiného s urcitou pravdépodob-
nosti. Neni dan pocet ,krokt“, neni to tedy néjaké kombinatorické pocitani moz-
nosti (téch je totiz nekoneéné mnoho). Pocditdme vétsinou pravdépodobnost, ze se
dostaneme do ur¢itého (koncového) stavu, popf. jak dlouho to v préméru bude
trvat. Nejlépe si vSe ukazeme na ptikladech.

Priklad. (Tézky Zivot opilce aneb nejjednodussi ndhodné prochazka) Opilec jde
z hospody tak, ze kazdy krok je bud smérem Sikmo dopfedu a doprava s pravdé-
podobnosti p nebo dopfedu a doleva s pravdépodobnosti 1 — p. Zacind uprostied
nekonecné dlouhé silnice, ktera je Sirokd tak, ze do strany smi udélat jen jeden
krok, dalsi tymZ smérem je uz do piikopu (ze kterého uz nevstane a prochazka
tedy konéi). Jaka je pravdépodobnost, Zze spadne do pravého (do levého) piikopu?
Je vibec jisté, Ze skonéi v pfikopu? Kolik krokt (primérné) stihne udélat, nez
skon¢i v prikopé?

Priklad. (How to gamble if you must aneb opatrnost se ne vzdy vyplaci) Hrac¢
ma 900 K¢, chce ziskat 1000 K¢. Pravidla sédzeni jsou jednoducha: Vsadi-li X,
vyhraje s pravdépodobnosti p ¢astku 2.X, nebo prohraje s pravdépodobnosti 1 —p
a nedostane nic. Hra kon¢i, jakmile vSe prohraje, nebo ma pozadovanou ¢astku
1000 K¢. Jakou ma zvolit strategii? Jakou ma pak pravdépodobnost vyhry?

Priklad. (Tenis aneb alesponi jedna vychovné nezivadna tloha) Hraci A a B
hraji tenis (s trochu zjednoduSenymi pravidly). A ziskd micek s pravdépodobnosti
p, B s pravdépodobnosti 1 — p. Hra kon¢i jakmile jeden z nich vyhraje 4 micky,
podminkou vsak je, ze ma alespor o 2 micky vic, nez ten druhy. Pokud tomu tak
neni, hraji dal, dokud nebude mit jeden z nich o 2 micky vic. Jaka je pravdépodob-
nost vyhry hrace A a jaka hrace B7 Je jisté, Ze hra skonc¢i? Jak dlouho primeérné
budou takovou hru hrat?
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Trojpomér v geometrii

| Ansa Lauschmannovd

Co to ten trojpomér vlastné je?

Definice. Trojpomérem® bodu C piimky AB vzhledem k bodiim A, B nazyvame
céislo (ABC) definované takto:

(i) lezi-li C na tsecce AB, je (ABC) = —14<]

(i) lezi-li C mimo tsecku AB, je (ABC) = :g—a.

Pro pevna A a B je kazdému bodu X # B na pifimce AB pfifazeno ¢islo
(ABX). Naopak, kazdému redlnému ¢islu A # 1 je jednoznaéné pfifazen bod X
na pirimce AB.

Uloha. Trojpomeér je vlastnost usporadanych trojic.
(a) Nakreslete trojici bodf na pfimce takovych, ze (ABC) = 2 a uréete trojpo-
méry (BAC), (ACB), (CAB), (BCA), (CBA).
(b) Urcete hodnoty zbyvajicich péti trojpomért pro trojici bodu A, B, C tako-
vych, ze (ABC) = A. Dokazte, ze pro kazdou uspofadanou trojici riznych bodt
X,Y, Z téze primky plati

(XYZ)- (YXZ)=1

(XYZ)+(XZY) =1

Uloha. Charakterizujte p¥ipad, kdy pro trojpomér plati (ABC) < 0.

Uloha. Zvolte piimku AB za &selnou osu s body A[0], B[1], X [z]. Nacrtnéte
graf funkce y = (ABX).

Uloha. Necht jsou dany body A, B a &slo A = 1. Zvolme libovolnou piimku AJ #
# AB prochézejici bodem A a povazujme ji za ¢iselnou osu, kde bod J odpovida
1. Necht K je ¢tvrty vrchol rovnobézniku JABK. Oznaéme X prisecik piimky
AB s ptimkou K L, kde L je bod pfimky AJ se souradnici A. Ukazte, ze bez ohledu
na volbu bodu J je (ABX) = A.

Uloha. Zkonstruujte pomoci pravitka a kruzitka bod X na piimce AB tak, aby
platilo

6Misto trojpomér se Gast&ji ¥ikd délici pomér, ale trojpomér je kratsi a libi se mi vic.
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() (ABX)=+/3
(b) (ABX)=-4
() (ABX)= L
(d) (BAX) =571

Tvrzeni. (Zachovéani trojpoméru pfi promitani.) Trojpomér kazdé usporadané
trojice ruznych bodu pfimky se zachovava pfi rovnobézném promitani této primky
na kteroukoli jinou pfimku a pfi stfedovém promitani pfimky na piimku s ni
rovnobéznou.

loha. Nakreslete dvé tsecky AB, XY lezici
) na rovnobéznych pfimkach

a
b) na rznobéZnych pfimkach. Zvolte bod C na pfimce AB a pfifadte mu bod

U
(
(
Z pfimky XY tak, aby (ABC) = (XY Z2).

K ¢emu ten trojpomér vlastné je?
Meéjme trojihelnik ABC' a tfi body A’, B’, C' na p¥imkidch a = BC,b = AC,c =

= AB, které nesplyvaji s vrcholy A, B, C. Plati nasledujici tii véty:

Véta. (Menelaova) Body A’, B',C’ lezi na jedné pfimce pravé tehdy, kdyz plati
(BCA")(CAB")(ABC") = 1.

Véta. (Cevova) Piimky AA’, BB',CC’ prochazeji jednim bodem nebo jsou rov-
nobé&zné praveé tehdy, kdyz (BCA')(CAB')(ABC') = —1.

Véta. (Van Aubelova) Necht se piimky AA’, BB',CC' protinaji v bodé P. Pak
plati (AA'P) = (ACB') + (ABC").

Cevova véta méa nejvic jednoduchych dusledkt. Uréité T€ uz nékdy napadlo, Ze
je divné, ze téZnice, vysky i osy thla se vidycky protnou v jediném bodé. S pomoci
Cevovy véty se to da snadno dokézat.

Jak lIze sCitat body?

Definice. Vektor v prostoru si budeme predstavovat jako Sipku, ktera ma dany
smér a velikost, ale miizeme pro ni zvolit libovolny pocatec¢ni bod. Je-li dana néjaka
soustava souradnic, umistime pocatek Sipky do pocatku souradnic. Koncové body
sipky potom urcuji soutadnice vektoru. MiZeme tedy psat v = (vy, ve, v3).
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Dulezité je, ze vektory umime séitat. Pomoci soufadnic se to udéla snadno,
prosté se¢teme jednotlivé slozky, u+ v = (uy + vi, us + v2, uz + v3).” Nakreslime-
li sipku v tak, ze zac¢ind v koncovém bodé Sipky u, je u + v Sipka z pocatecniho
bodu u do koncového bodu v.

Vektory umime také nasobit redlnym &islem® — prosté tim ¢islem vynasobime
jeho délku a zachovame jeho smér. V soufadnicich plati, ze A- v = (Av1, \va, Avs).

Vsimnéte si, Ze vyraz [x1,xe, 3] oznacuje soufadnice bodu X, zatimco vyraz
(21, T2, x3) znaéi souradnice vektoru x.°

Priklad. (Operace s body) Stfed S usecky AB méa soufadnice s; = ‘“’TH”, kde

1=1,2,3,¢li S = AJFTB. Toto je specialni piipad néasledujiciho tvrzeni pfi volbé

1
041:(12:5.

Soustava rovnic

X =aA+ (3B
atB=1
(prvni rovnice je struénym zépisem t¥i rovnosti v soufadnicich), uréuje pfimku
AB. Podobné plati, ze bod X lezi v roviné urcené body A, B a C pravé tehdy,
kdyz existuji ¢isla «, 8, takova, ze
at+f+y=1
X =aA+B+~C.

Tvrzeni. (Zadani bodu jako souc¢tu bod) Zvolme si body A; a ¢isla «y, kde
i =1,...k. Bod definovany rovnosti

X:OélA1+042A2+"'+OékAk
je definovan nezavisle na volbé soustavy soufadnic pravé tehdy, kdyz

ap+as+ - +ap=1.

V ptipadé, ze pro vSechna «; plati 0 < a; < 1, mluvime o konvexni kombinaci
bodu. Zkus si rozmyslet, Ze vSechny konvexni kombinace dvou bodi A a B tvori
usetku AB a vSechny konvexni kombinace tii bodt A, B a C tvoii (vyplnény)

"Misto soudet vektorti ¢asto také fikame linedrni kombinace.

8V tomto kontextu se &islim ¢asto iika skaldry.

9V matematické hatmatilce se prostortim, ve kterjch existuji jak body, tak vektory, ¥ika
afinni prostory.

24



Ansa Lauschmannova: Trojpomér v geometrii

trojuhelnik ABC'. Mnoziné vSech konvexnich kombinaci bodu A; ¥ikdme konvezni
obal téchto bodi; je to nejmensi konvexni tvar, ktery vSechny tyto body obsahuje,
tedy dtvar obsahujici vSechny body, které lezi ,mezi“ zadanymi body A;.

Sé¢itani bodi 1ze velmi vyhodné vyuzit k hledani tézist riznych objektia. Uka-
Zeme si to na dvou jednoduchych piikladech:
Véta. (O tézisti trojihelnika) TézZnice trojihelnika ABC' se protinaji v jednom
bodé T, kterému fikdme tézisté. To déli kazdou téznici v poméru 2 : 1 (poditdno
od vrcholu k jeho protéjsi strané). Plati

_A+B+C

T
3

Véta. (O tézisti Gtyfsténu)  Téznice Ctyisténu ABCD se protinaji v jediném

vvvvvvvv

(pocitano od vrcholu k protéjsi sténé). Plati

_A+B+C+D

T

Tézisté je stredem kazdé tsecky, jejimiz krajnimi body jsou stredy dvou protileh-
Iych hran ctyisténu.

Priklad. (Dalsi operace s body) Vektor z bodu A do bodu B mé soufadnice
vi = b; —a;, Cili AB = B — A. Pfi volbé a3 = 1,as = —1 to je specidlnim

pripadem nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. (Zadani vektoru jako souc¢tu bodt.) Necht A; jsou body a «; jsou éisla.
Vektor definovany rovnosti

v=aA1 +a2ls+ -+ apAi
je definovan nezavisle na volbé soustavy soufadnic praveé tehdy, kdyz

ar+ag+---+a=0.

Uloha. Je dan trojuhelnik ABC. Zapiste pilici bod C* t&nice tc jako linedrni
kombinaci bodi A, B a C.

Uloha. Je dan étytstén ABCD. NapiSte rovnici téZnice ¢ 4.
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Vektorovy pohled na trojpomér

Tvrzeni. (Rovnice bodu s danym trojpomérem.) Necht jsou ddny body A a B a
¢islo A # 1. Potom existuje pravé jeden bod C takovy, ze plati (ABC) = . Lze

jej zapsat ve tvaru

1 A
-~ A2 B
C=134 1

Véta. (O pruseciku vysek) Vysky trojihelnika ABC' se protinaji v jediném bodé
V. Je-li navic O stfed kruznice opsané tomuto trojihelniku, plati

V=0+A-0)+(B-0)+(C-0).

Véta. (O Eulerové piimce) Necht T je té7isté trojihelnika ABC, V a O jako
v piedeslé vété. Pak body O, T a V' lezi na jedné pfimce a plati, ze |OT| : |[TV| =
= 1:2; jinymi slovy, |(OVT)| = %

Literatura

Prvni a druhé ¢ast vychézeji z poznadmek Libora Barta na téma Geometrie
trojuhelnika a ¢tyiuhelnika. Pokud Té zaujala ¢ast tfeti, doporucuji Tvé pozornosti
prednasku Martina Fraase vénovanou barycentru; oba textiky najdes v knihovné
na nasich strankéach.
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Palindromicka cisla
| Michal Rusin

Palindromické ¢islo je ,,stimerné“ ¢islo. Jeho hodnota sa po napisani ¢islic v opac-
nom poradi nezmeni, napr. 11, 22, 3333, ale i 121, 12321, 10201 atd. Zaujimavé st
predovsetkym ¢isla, ktoré maji nejakt znamu vlastnost a naviac st palindromické,
napriklad:

e Palindromické prvodisla: 2, 3, 5,7, 11, 101, 131, 151, ... Zatial najvicSie zndme
palindromické prvoéislo je 10139922 4+ 3761673 - 1095998 4 1, ktoré nasiel Harvey
Dubner (7.11.2004)

e Palindromické stvorce: 0, 1, 4, 9, 121, 484, 676, 10201, 12321, ...
Palindromickym &slam sa niekedy tiez hovori Seherezadine ¢isla (napriklad

101, 1001, 10001, ... )

Formalna definicia

Hoci o palindromickych c¢islach sa najcastejSie uvazuje v desiatkovej stistave,
pojem palindromické &islo moze byt aplikovany na prirodzené ¢isla aj v inych
sustavach.

Definicia. Uvazujme cislo n > 0 v ststave o zaklade b > 2, kde n je zapisané
Standardnym spésobom pomocom k + 1 ¢cislic a; ako

k

kde 0 < a; < b pre vSetky i a ay # 0. Potom n je palindromické prave vtedy, ked
a; = ap_; pre kazdé i.

Alternativna ale rovnocenné definicia: V Tubovolnej stistave s pevnym zédkladom
b je ¢islo n palindromické prave vtedy, ked plati jedna z nésledujucich podmienok:
(i) n pozostéva z jedinej ¢islice
(if) n pozostéva z dvoch rovnakych éislic
(iii) n pozostava z troch alebo viacerych ¢islic, prvé a posledna éislica je rovnaka
a po ich odobrani je ,nova prva* a ,nova posledna® opat rovnaka; postup
mozme opakovat az kym neostane len jedna alebo dve &islice.
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Desiatkové palindromické Cisla

Vsetky jednociferné ¢isla v desiatkovej sastave (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)
st palindromické. Pocet dvojcifernych je 9, trojcifernych je uz 90 atd. Vsetkych
palindromickych ¢isel mensich ako 10n , n > 4 je postupne 199, 1099, 1999, 10999,
19999, 109999, 199999, 1099999, ...

Existuje zaujimavy matematicky postup, ktorym sa d4 dopracovat k palindro-
mickému ¢islu (v desiatkovej ststave): Ak zvolime ¢islo a pripo¢itame k nemu jeho
zrkadlovy obraz (to isté ¢islo napisané v opa¢nom poradi) a tiito operaciu (v anglic-
kej literatire nazyvant 196-Algorithm) budeme opakovat, velmi ¢asto ziskame po
kone¢nom pocte opakovani palindromické ¢islo. Existuju vSak ¢isla, u ktorych sa
nevie, ¢i sa po kone¢nom pocte opakovani algoritmu da k palindromickému ¢islu
dostat. Prikladom st ¢isla 196 (podla ktorého sa algoritmus nazyva), 295, 394,
493 a mnoho dalsich. Pocdet opakovani moze byt rozny, napr. u ¢isla 89 budeme
potrebovat 24 krokov a vysledkom bude ¢islo 8813200023188.

Iné zaklady

Ako sme uz spomenuli, o palindromickych ¢islach mozeme uvazovat aj v inych
¢iselnych sustavach ako v desiatkovej. Napriklad, binarne palindromické ¢isla si:
0,1, 11, 101, 111, 1001, 1111, 10001, 10101, 11011, 11111, 100001, ... tj. 0, 1, 3,
5, 7,9, 15,17, 21, 27, 31, 33, ...

Vseobecne, kazdé ¢islo n vieme zapisat ako palindromické vkazdej ststave so
zékladom b > n+1 (pretoze n je v tychto sustavach jednociferné) a tiez v stistave so
zékladom b = n—1 (zépis n je potom 11,,_1). Mnoho ¢isel mé v8ak palindromicki
reprezentaciu aj v ¢iselnej sustave so zadkladom mensim ako n — 1 (moZe ich byt
aj viac), napr. ¢islo 105 je palindromické v piatich zdkladoch: 12214 = 151g =
7714 = 5529 = 3334. Cislo, ktoré nie je palindromické v ziadnej ststave so zakladom
2 < b < n —1 sa nazyva prisne nepalindromické ¢islo (strictly non-palindromic
number).

v~

Priklad. N&jdite najvacsi stvormiestny palindrém, ktorého druhd mocnina je tiez
palindrémom.
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Vytvorujici funkce

| Zuzka Safernovd

Definice. Necht (ag, a1, az,...) je posloupnost redlnych ¢isel. Potom vytvorujici
funkci posloupnosti rozumime mocninnou fadu

o
a(x) = E a; 2" = ag+ a1x + asx® + ...
i=0

Operace s posloupnostmi a jejich vytvorujicimi funkcemi

Vétsina operaci, které muzeme provést s posloupnostmi, se pfevadi i na jejich
vytvorujici funkce. Napt soucet dvou posloupnosti ¢len po ¢lenu neznamena nic
jiného nez soucet prislusnych vytvorujicich funkci. Zakladni operace shriime pro
strucnost do nésledujici tabulky:

operace s posloupnostmi prislusna vytv. funkce

{an +bn}nlo a(x) + b(x)
{Oéan}zo:o aa(x)
{a"an}; 2, a(ax)
0,...,0,a0,a1,...) z"a(x)
(@n, g1y Gnga, ... ) G(I)*(aoJran:JrangJr...)
(ao,0,...,0,a1,0,...,0,az,...) a(z™)
5 o
{> g aibn—i}nZo a(z)b(x)
{(n+Dant1},2g a' ()
(0,a0, 5a1, a3, ...) Jy a(t)dt

Priklad. (Zakladni) Jakou vytvofujici funkci mé posloupnost (1,1,1,...)?
ReSeni. Zajima nas soucet geometrické fady

o0

Zai:rZ =1l4z+22+...,

i=0
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1

, 7= pro |z| < 1, tudiz vytvoiujici funkce posloupnosti ze samych

ktery je, jak vime

jednicek je 12—.

Zobecnéna binomicka véta

Nejdiive si definujme kombinacni ¢éislo. Necht r je libovolné redlné dislo a k je
nezaporné celé ¢islo. Pak:

AN 1 prok =20
[ r(rfl)..].cgrkarl) pro k>0
Zobecnéna binomické véta ma tvar:
oo r )
1 ks — 2
(1+2) g ()x ,

coz v Te€i vytvorujicich funkci neznamend nic jiného, nez ze vytvorujici funkci
posloupnosti (((), (1), (5),---) je'® funkee (1 +z)".

Fibonacciho Cisla

Piedpokladéam, Ze jste se s Fibonacciho ¢isly uz nékdy setkali (nap¥. pfi mnozeni
kralikii). Jsou ddna rekurentni formulkou

Fn:Fn—1+Fn—Qa

pro n> 2 a pocatecnimi podminkami Fy = 0, F} = 1. Nasim cilem je vyjadrit n-té
Fibonacciho ¢islo explicitné. Jak na to?
(i) Uvazme vytvorujici funkei F(z) =Y, F,2™. Vytvofme si schéma:

0
F(z) =Fy+ Fio+ Fr? +.. 4 Fa" |+...
rF(r) = For+ Fiz?+ ... +| Fo_1a™|+...
2?F(x) = Fox? 4 ... 4| Fp_oa™ | +...
10Pokud je 7 celé zaporné (r = —n,n € N), pak lze kombinaéni ¢&islo (;) upravit na tvar

() - bttt () (1A,

z ¢ehoz snadno plyne
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Diky rekurenci F,, — F,,_1 — F'n — 2 = 0 zbude po odecteni druhého a
tfetitho fadku od prvntho F(z)(1 — z — 2?) = Fy + (F1 — Fo)x, z &ehoz
vzhledem k pocatecnim podminkdm dostavame

x
F(z):71—x—x2'

(i) Jmenovatel 1 —z — 2% vyjadiime ve tvaru (1 — ax)(1 — Bz), coZ se rovna
1—(a+ B)r+aBr?, kde af = —1 a a+ 3 = 1. Z Vietovych vztaht plyne,
Ze a, 3 jsou FeSenim charakteristické rovnice y2 —y — 1 = 0, tedy

1++v5
a, = 2\/_.

(i) Z (ii) plyne, ze F(x) = m, coz rozlozime na parcidlni zlomky.

Tzn. hleddme konstanty A,B tak, aby

x B A n B
—a0)1-B2) (-aw)  (0-pa)
{ tézké ziistit. 7 -1 _ 1 -1 _ 1
Neni tézké zjistit, ze A = o3 = \/g,B, 5= =5

(iv) Po rozkladu na parcidlni zlomky mame F(x) ve tvaru:

1 1 1
F(x):aﬂ(la:c_lﬂz)'

1 : n N
7 je rovna y_a"xz", tedy

1 n mn n
Fla) = o= (X" —5ma"),
z éehoz vzhledem k (i) dostdvame pozadované n-té Fibonacciho ¢islo!!

1 n n
Fn:a ﬂ(a _ﬁ)a

Vytvorujici funkce

po dosazeni konstant «a, [3:

1 ((1+vB\" [1-VB\"
F,=— — .
s\ 2 2
Predchozi priklad ndm dava obecny navod, jak fesit diferencni rovnice tvaru
Agn = Bgnfl + an72~

HPomér FF 11 se nazyva zlaty fez a ma limitu é pro n jdouci do nekonecna.
n
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Kuchaika
Mame rekurentni rovnici tvaru Ag, = Bgn—1 + Cgn—2 a chceme urcit jeji n-ty
¢len.

(i) Ur¢ime kofeny piislusné charakteristické rovnice — ta ma tvar Az? — Bx —
— C = 0. Necht jsou tyto kofeny p,q.

(ii) Hledané feSeni ma tvar Kp™+ Lq", pficem? konstanty K a L ur¢ime z po-
Catecnich podminek gg a g;.

Pocet korektnich uzavorkovani n para zavorek

Korektnim uzavorkovanim rozumime posloupnost délky 2n obsahujici n levych
a n pravych zavorek, kde kazdé levé zavorce odpovida pravé jedna prava zavorka
lezici napravo od ni. Napf. (()())() je korektni uzdvorkovéani, naproti tomu ())(
neni.

Oznacme si b,, pocet korektnich uzavorkovani s n pary zavorek. Uvazujme ko-
rektni posloupnost n part zavorek a jednu dvojici v ni pevné zafixujme. Je evi-
dentni, ze

z ¢ehoz plyne rekurentni formulka:

n—1
bn =Y bibn_1. (@)
=0

Urcime si pocatecni podminky: by =1, by =1, by = 2.
Necht b(z) = >°.°  bpx™. Z pravidla pro nasobeni dvou vytvorujicich funkci

dostavame
b(a)b(z) = < bibn_i> ",
0

n=0 \i=

coz se vzhledem k (V) rovna by + baw + bgx? + ... Takze
xb?(2) = byx + boa® + bz + ...+ by 12" = b(x) — bo,
z ¢eho? plyne xb?(x) — b(z) + 1 = 0. ReSenim dostavame

1+£+v1—-4x

b(x) = 5
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Tato rovnice mé byt splnéna i pro = 0. V prvnim pfipadé dostavame, by = % =
= 00, coz rozhodné neni a ani nikdy nemtize byt jednicka. V druhém pfipadé mame
by = %, coZ je sice neurCity vyraz, ale vzhledem k tomu, Ze rovnice néjaké feseni
mit musi (vime, Ze by = 1), je tohle jedind moznost.

Ze zobecnéné binomické véty plyne:

— (1/2
(174x)%: E </)(1)”22”z"1+01z+02z2+...,
n
n=0

Cn

takze

1—(1+cz+cz?+...) 1 1 &
b(z) = o =73 1+ cow + ezt =—§Zoci+1,

tudiz

bn, = —lc .

n 5Cntl
Podivame-li se, jak jsme si zadefinovali ¢,, zjistime, Ze plati (na prvni pohled
slozit4) rovnost b, = —%(nil)(—l)”“?"”, ktera se viak d4 vcelku pfimocare
upravit na b,, = n+r1 (27?) Témto ¢islim Fikdme Catalanova.
Piiklady

Priklad. Naleznéte vytvorujici funkce nasledujicich posloupnosti:
(i) 1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...
(i) 3,2,3,4,3,8,3,16...
(iii) 1,4,9,16,...

Piiklad. Urcete koeficient u 17 v (2% + 2% + 25 4 ...)3
Piiklad. Urcete koeficient u 1% v (z° + 27 + 2% +...)?
Piiklad. Urcete koeficient u 2° v (2 + 32)%/1 —z
Piiklad. Urcete koeficient u 2? v (1 — z + 222)®

Priklad. Ovéfte rovnost pro k prirozené:

9 4 ok 717502“1
I+2)14+2)1+2% ... (1+2 =z
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Priklad. Vcelaf chce, aby sadaf vysadil 25 novych stromki, pfi¢emz ten ma k dis-
pozici pouze 4 druhy. Sadafova manzelka odmitd ofesdk, neb je velky a zabira
moc mista. (Navic kazdy spravny borec vi, Ze med z ofe$dku se nedd jist :-))
Jabloné jsou ji taky proti gustu, maji jich uz prilis. Naproti tomu bezmezné mi-
luje tfesnovo-svestkovou marmeladu, a tak klade tvrdé podminky — nejvyse jeden
ofesak, nejvyse 10 jabloni, alesporn 6 tfe$ni a alespoii 8 slivoni (slivovice — silnd
motivace) — nebo rozvod. Kolika zpiisoby miZe sadaf zabréanit rozvodu? (Tedy
kolik existuje rtiznych zptisoblt vybéru druhi stromi?)

Pfiklad. V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mickt (micky téze
barvy jsou nerozpoznatelné). Kolik je riznych moznosti, jak z takovéto krabice
vybrat soubor 70 micka?

Priklad. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu 12 kostkami padne dohromady
soucet 307

Priklad. Vyjadfete obecny ¢len posloupnosti uréenych nasledujicimi rekurencemi:

(i) a1 =3, a3 =5, apy2 =4ap41 — 3a, pron=1,2,3...
(ii) ap =0,a1 =1, apt2 = 2an4+1 —4a, pron=0,1,2,3...
(iil) ap =1, ap41 =3a, —2 pron=20,1,2,3...

Piiklad. Reste rekurenci, kde v posloupnosti (ag, a1, az,...) je nasledujici ¢len
aritmetickym primeérem predchozich dvou.

Priklad. Reste rekurenci Gn+2 = +/Gnt+1a, s pocatecnimi podminkami ag =
2,a1 = 8. Napovéda: b,, = loga,.

Priklad. Kolika zptisoby lze vyjit schodisté o n schodech, jestlize kazdym krokem
vyjdeme maximalné dva schody?

Priklad. Spoctéte pocet triangulaci konvexniho n-thelniku.

Literatura

[1] Jifi MatousSek, Jaroslav Nesettil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karoli-
num 2000
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Komplexni Cisla a jejich geometrické

aplikace
| Martin Tancer

Uvod

pak hodi lépe nez praveé Cisla realna. Naptiklad lze pomoci nich snaze fesit nékteré
ulohy. Také se hodi k bodovéni tloh pro PraSatko. Vice si povime na prednasce.

Definice a zakladni vlastnosti komplexnich Cisel

Definice. Komplexnimi ¢isly budeme rozumét vyrazy tvaru z = a+ bi, kde a a b
jsou realna cisla. i pro nas bude pouze symbol. Hodnotu a nazveme realnou c¢asti
¢isla z a budeme znacit Re z, hodnotu b imagindrni ¢asti a budeme znacit Im z.
Mmnozinu komplexnich ¢isel budeme znacit C.

Poznamka. Pokud je a nebo b rovno nule, potom piislusnou ¢ast komplexniho
¢isla nepiSeme, tj. piSeme napiiklad jen 1 misto 1 + 0¢, —i misto 0 + (—1)i nebo 0
misto 0 + 0s.

Poznamka. Vsimni si, Ze se na komplexni ¢isla podle definice lze divat jako na
dvojice realnych ¢isel, to budeme ¢asem pouzivat.

Definice.

(1) Souctem komplexnich ¢isel z = a+ bi a w = ¢+ di rozumime ¢islo z +w =
= (a+¢)+ (b+d)i
(2) Soucinem komplexnich ¢isel z = a+bi a w = ¢+ di rozumime ¢islo z - w =

= (ac — bd) + (ad + be)i.

Poznamka. Vsimni si, ze podle definice sou¢inu je 12 = i-i = —1. Tento vztah byla
hlavni motivace pro zavedeni komplexnich cisel. Myslenka totiz byla rozsirit realna
¢isla tak, aby rovnice 22 = —1 méla feSeni. V komplexnich ¢&islech tato rovnice
tedy FeSeni méa (totiz 4, ale také —i). Nésobeni komplexnich ¢isel mize vypadat
trochu podivné a tézko zapamatovatelné. Nicméné, staci si pamatovat pouze vztah
i? = —1 a potom se uZ intuitivné da odvodit (a+bi)(c+di) = ac+(ad+be)i+bdi? =
= ac — bd + (ad + be)i.
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Jedna z hlavnich sil komplexnich éisel je nasledujici véta (s tézkym dikazem).
Ukazuje, Ze zabyvat se polynomialni rovnici 2 = —1 stacilo.

Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdd rovnice tvaru P(z) = 0, kde P je nekon-
stantni komplexni polynom ma v komplexnich ¢islech reseni.

Definice. Necht z = a + bi. Definujme ¢&islo komplexné sdruzené k ¢islu z jako
Z=a— bi.

Tvrzeni. Necht 21, 2o jsou komplexni ¢isla a P je komplexni polynom, potom

Je-li P realny polynom, potom P(z1) = 0, pravé kdyz P(z7) = 0.

Definice. Necht z = a + bi. Definujme absolutni hodnotu z ¢isla z jako |z| =

=+va?2 +0b2 R

Tvrzeni. z-z=|z|%

Goniometricky tvar komplexnich Cisel

Nyni pfejdeme ke goniometrickému tvaru komplexnich ¢isel, dava geometricky
pohled na komplexni ¢isla a ukazuje jejich dalsi vlastnosti.

Definice. Kazdé nenulové komplexni ¢islo lze vyjadrit ve tvaru r(cos ¢ + isin @),
kde r > 0 je jednoznacné urceno a ¢ € R je jednoznacné urceno az na scitanec
2km, kde k je celé. Tomuto tvaru se rika goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

Jak je vidét z nasledujiciho tvrzeni, vyhoda goniometrického tvaru je, zZe se
v ném dobie nésobi. Na druhou stranu se v ném htire sé¢ita.

Tvrzeni.
r1(cos ¢ + isin @) - ra(cos + isinf) =

=11 -ro(cos(¢ + 0) +isin(¢p + 0)).

Véta. (de Moivre) cosng + isinng = (cos ¢ + isin ¢)".
Na prednéasce si povime jesté o komplexni exponenciele, ktera se hodi k vseli-
jakému pocitani. Déle se budeme vénovat zejména piikladtim - predevsim geome-

trickym aplikacim komplexnich ¢isel.
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Piiklady

Priklad 1. Naleznéte vSechna komplexni feSeni polynomialni rovnice ™ —1 = 0.

Pfiklad 2. Nechf P je realny polynom lichého stupné. DokaZte, Ze mé koren
v realnych ¢islech.

Priklad 3. Spocitejte v zavislostina a € R a kK € N:

sina + sin 2 + - - - + sin ka.

(o)« (5)+ (&)

Priklad 5. Ke kazdé strané daného trojuhelniku pfipiSeme rovnostranny troju-

Vvey

Priklad 4. Sectéte

trojuhelnik.

Priklad 6. Ke kazdé strané daného ¢tyruhelniku piipiseme ¢tverec. Dokazte,
ze stfedy takto vzniklych ¢tvercid tvori ¢tyifthelnik s kolmymi a stejné dlouhymi
thloptickami.

Priklad 7. Necht A; A5 A3 a By B>Bj3 jsou stejné orientované rovnostranné troj-
thelniky. Necht C; je stied A; B;. Dokazte, Zze bud body C1, Cs a Cj5 splyvaji, nebo

tvofi rovnostranny trojihelnik.

Priklad 8. Dokazte Ptolemaiovu vétu, tj. tvrzeni, Ze pro kazdy ¢tyitahelnik plati
|AC[-|BD[ < |AB| - |CD[ + |BC| - |AD|
a rovnost nastane, pravé kdyz je ABCD tétivovy.

Priklad 9. Spocitejte soucet délek vSech tihlopficek v pravidelném n-tthelniku,
ma-li polomér kruznice opsané roven 1.

Priklad 10. Dokazte, ze rovnice a® + b3 = ¢® nema4 feSeni v nenulovych celych
¢islech.
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Teorie mnozin
| Martin Tancer

Uvod

Hlavni ndplni této prednasky bude (jak nazev napovidd) povidani o mnozinach
a jejich vlastnostech. Urcité uz vis, co mnozina je. Na prednasce si ukazeme, ze
intuitivni pohled na pojem mnoziny muze dost ¢asto selhat a vede k mnoha parado-
xum. Naznacime, jak se d& témto paradoxim vyhnout. Posléze se budeme zabyvat
velikostmi mnozin, ukazeme si naptiklad, ze existuji riizné velkd nekonecna.

Intuitivni pojem mnoZiny

Nejprve si zminime intuitivni pojem mnoziny a ukazeme si, co je na ném Spatné.
Intuitivné je mnozina souhrn néjakych prvka, které do ni patii (napfiklad mnozina
pfirozenych ¢isel, mnozina organizatort prasitka nebo prazdnd mnozina).

Paradox. Jak vypadd mnozina A definovand jako mnozina vSech cisel, které lze
popsat nejvyse dvaceti ¢eskymi slovy? Mnozina A je urcité kone¢na, protoze Ces-
kych slov je koneéné mnoho, tedy mé maximalni prvek. Patii do mnoziny A ¢islo

Yy J ) y p y
definované jako ,nejvétsi prvek mnoziny ¢isel sestavajici z prvku, které lze popsat
dvaceti ¢eskymi slovy, zvyseny o jedna“? Vsimni si, Ze jsme pro popis tohoto prvku
pouzili jen 16 slov, coz je méné nez dvacet.

Paradox. Jak vypad4 mnozina vSech mnozin, které neobsahuji sebe sama? Ob-
sahuje sebe sama, nebo ne?

Paradox. Jak vypadd mnozina vSech podmnozin mnoziny vSech mnozin?

PtesnéjSi pojem mnozZiny

Jak je vidét z predchazejicich paradoxt, intuitivni pojem mnoziny mé urcité
nedostatky. Objevuji se v ném mnoziny, které nejsou prili§ dobfe definované. Proto
se matematikové zacali zabyvat tim, jak tyto nedostatky odstranit, jak presnéji fici,
co je to mnozina.

Tyto snahy vyustily v takzvanou axiomatickou definici mnoziny. Zakladnim
principem této axiomatizace je, ze nepouziva zadny prirozeny jazyk, nybrz jen
vyrazy z matematické logiky. Ptirozeny jazyk je totiz ¢asto nejednoznacny nebo
zavadéjici. Princip axiomatizace spociva v tom, Ze se vyjmenuji néjaké vlastnosti
(axiomy), pomoci nichz lze ziskat mnozinu, a objekty ziskané jinym zptisobem
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se za mnoziny nepovazuji. Neziskdme tak napriklad mnozinu vSech mnozin, které
neobsahuji sebe sama.

Do axiomatické definice se v tomto prispévku poustét nebudeme, nicméné na
prednésce si urcité rekneme o néco vice.

Velikosti mnozin

Nyni uz prejdeme k matematickym pojmim a budeme si povidat o velikostech
mnozin. Nagim hlavnim cilem bude ziskat rizné velké nekone¢né mnoziny a naucit
se tato nekonecna porovnavat, popt. zjistovat o nich rtizné zajimavé vysledky. Na
prednéasce si fekneme motivaci, ve sbornicku zminime predevsim definice a tvrzeni.

Definice. Necht A, B jsou mnoziny, jejich kartézskym soucinem rozumime mno-
Zinu A x B definovanou jako mnozinu dvojic (a,b), kdea € A ab € B.

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Funkci f z A do B rozumime podmnozinu
A x B takovou, Ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno f(a) € B, Ze (a, f(a))
patii do této podmnoziny. Méné formalné Feceno: Kazdému a z A piifadime pravé
jednu funkéni hodnotu f(a) z B.

Definice. Funkci f z A do B nazveme

(i) prostou, pravé kdyz plati f(a1) = f(a2) = a1 = as.
(ii) surjektivni(,na“), pravé kdyz pro kazdé b € B existuje a € A, 7e b = f(a).
(iii) bijekci, pravé kdyz je prostd a surjektivni.

Definice. Rekneme, Ze velikost mnoziny A je mensi rovna velikosti mnoZiny B,
zna¢ime A X B, praveé kdyz existuje prosta funkce z A do B. Ekvivalentné, existuje
surjektivni funkce z B do A.

Definice. Rekneme, Ze A a B jsou stejné veliké, pravé kdy# existuje bijekce z A
do B, zna¢ime A ~ B. Dale pouzivejme znaceni A < B v piipadé, ze A < B, ale

neplati A ~ B.

Nasledujici véta vypada velmi intuitivné, nicméné jeji diikaz neni tak jednodu-
chy, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Véta. (Cantor-Berstein)  Jsou-li A a B mnoziny splitujici A < B a B < A, potom
A= B.

Definice. Znac¢me

(1) N mnozinu pfirozenych ¢isel.
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(2) Z mnozinu celych ¢isel.
(3) Q mnozinu racionélnich ¢isel.
(4) R mnozinu redlnych ¢isel.

Definice. Je-li takova A mnozina, ze A < N, potom A nazveme spocetnou. Ostat-
nim mnozinam rikame nespocetné.

Véta. Nx=Z=~Q

Véta. (Cantor) N <R.

Véta. Je-li A nekonecna, potom A x A =~ A.

Definice. Znac¢me

(1) 2 mnozinu {0,1}.
(2) P(A) mnozinu podmnozin mnoziny A.
(3) AB mnozinu vsech funkci z B do A.

Vsimni si, Ze A x A je pfirozené ztotoznitelné s A% a dale P(A) je pfirozené
ztotoznitelné s 24.

Véta. P(A) = A.

Véta. P (N)~R.

Jesté jedna zajimavost

7 pocitani s mnozinami na pfednésce bude patrné, ze koule o poloméru jedna je
nekonecna mnozina a je stejné velika jako mnozina sestavajici ze dvou kouli o témze
poloméru jedna. Nasledujici paradoxni véta ukazuje, ze ve svété matematiky se
stale objevuji tvrzeni, nad kterymi zustava rozum stat.

Véta. (Banach, Tarski) Kouli o poloméru 1 je mozno rozdélit na kone¢né mnoho

mnozin takovych, ze pouhym posouvanim a otacenim téchto mnozin Ize ziskat dvé
koule o poloméru 1.
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Piiklady

Priklad 1. Rozhodnéte, zda lze R rozdélit na nespoc¢etné mnoho nespocetnych

mnozin.
Piiklad 2. Dokaite, ze plati ABXC ~ (AP)C.

Piiklad 3. Rozhodnéte, jestli RY »~ R.

Priklad 4. Dokazte, ze existuje funkce z R do R, kterd na kazdém intervalu

nabyva vsech realnych hodnot.
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Goniometrické substituce
| Marek Tesar

Pouzitie goniometrickych substitdcii

Asi kazdy z vas vie, ¢o je to substiticia. Je to akési nahradenie urcitého vyrazu
inym vyrazom. My sa na tejto prednaske pozrieme na Specidlny typ substiticie a
to na goniometrick substiticiu. To je taka, ze substituovat budeme rozne goni-
ometrické funkcie ako napriklad cos, sin, tg, cotg a pripadne ich kombinacie. Tak
si skiisme uviest jeden kratky prikladik.

Uloha. Nech qa, b st reélne ¢isla také, ze a?4b% = 1. Najdite maximum a minimum
vyrazu a - b.

No asi je kazdému hned jasné, Ze musi platit —1 < a,b < 1. Dalsia vec, ktora
sa da tiez rjchlo vypozorovat je, ze z rovnosti a? + b> = 1 vypljva, Ze existuje
redlne ¢islo o také, Ze a = sino a b = coso. A to je naSa hladana goniometrickéd
substiticia. Teraz si uz len sta¢i uvedomit, Ze a.b = sino.coso 1/2sin20.
A kazdému je asi jasné, ze kolko je hladané maximum a minimum.

Skiiseny riesitel by tento prvy priklad takmer uréite neriesil pomocou goniomet-
rickej substiticie, ale najskoér asi pomocou nejakej AG nerovnosti. Neskor si vsak
ukézeme priklady, kedy takato substiticia, bude najpriamejsi postup k ndjdeniu
rieSenia. Trosku to uz naznacuje aj nasledujuci priklad.

Uloha. Nech a,b,c,d st redlne &sla, ktoré spliujt a2 + b2 = 2 +d? = 1 a
ac + bd = 0. Zistite aké hodnoty moze nadobtudat vyraz ab + cd.

Tak ak by sme pouzili podobnii substitticiu ako v predchéddzajicom pripade
tak by sme mohli substituovat a = sino, b = coso, ¢ = sinf a d = cosf. Potom
dostavame 0 = ac + bd = sinosin @ + coso cosf = cos(c — 0). A teda dostavame,
Ze 0 — 0 = 7/2 + km pre vhodné celé ¢islo k. My ale chceme zistit hodnotu vyrazu
ab+cd = sino coso+sinf cos§ = 1/2(sin 20+cos 26). My vSak vieme, Ze 20 = 20+
+7m+2k7 a teda ab+cd = 1/2(sin(20+7+2k7)+sin 20) = 1/2(sin(20+7)+sin 26).
No a teraz uz nie je tazké ukazat, ze ab + c¢d = 0.

Na zaver si dajme eSte jednu netrividlnu tlohu:

Uloha. Spoéitajte sumu Y00 arctg(1/(1 + n + n?)).

No a ako ste si uz urcite vsimli, tak vyhodou pouzitia goniometrickych substi-
tucii je préve to, Ze pre goniometrické funkcie platia rozne identity (ktoré obecne
pre reélne ¢isla neplatia) a préve v tom je sila tychto substiticii.
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