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Nerovnosti

| Kata Fiserovd

Tento piispévek je az na mensi zmény (a pocesténi) dilem Marka Tesare, kte-
rému timto dékuji za pomoc.

Definice. (Symetrie) Nerovnost je symetrickd v proménnych x1, zo, ... , z,, po-
kud se nezméni, dosadime-li n-tici x1,xs2,...,x, v libovolném poradi.

Definice. (Homogennost) Nerovnost Q(x1,x2,...,z,) > 0 se nazyvd homo-
genni v proménnych x1,ws,... ,T,, jestlize je pro kazdé t € RT ekvivalentni s
nerovnosti Q(txy,trs,. .., txy) > 0. (Nerovnost L > P zapiSeme jako G = L —
-P>0.)

Tvrzeni. (vyuZijeme pii diikazu AG-nerovnosti) Jsou-li z1.72,... ,2, € RT a
r1-Ty-...-xy, =1, pak plati 1 + 22+ - - - + x, > n. Pfitom rovnost nastane, jen

kdyz x1 =xo =---=x, = 1.

Mezi nejpouzivanéjsi nerovnosti pat¥{ nerovnosti mezi harmonickym (H), geo-
metrickym (G), aritmetickym (A) a kvadratickym (K) praumeérem, které vypadaji

nasledovné: Méjme nezdpornd ¢isla z1, xa, ..., 2, a necht
n
H(xy,m2,...,2,) = — T >
Grtemtotz)
G(xhx%"'axn) =\ ($1$2"'(En),

(x1+x2++xn)

Az, 22, ..., 2n) = " ,
2 2 2

rft+ry+---+2x

1 2 n
K(ml,xz,...,xn)—\/ - ,

potom plati
H<G<ALK.

7 nerovnosti mezi témito primeéry je asi nejpouzivanéj$i nerovnost mezi aritme-
tickym a geometrickym priamérem zvané téz AG-nerovnost. Tu si i dokdZeme.
Dalsi nerovnosti, kterou se budeme zabyvat, bude CebySevova nerovnost.

Vé&ta. (Cebysevova nerovnost) Méjme redlnd &isla 1 < 19 < ... < 2, ay; <
<ys <...<wy, pron prirozené. Potom plati

(w1+ae+-+an) W1 +y2+-+yn) <n-(ziyr +T2y2 + - + TpYn).

Dalsi neméné znamou je Cauchyho nerovnost (nékdy zvana také Buiiakovského
nebo Schwarzova).
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Véta. (Cauchyho nerovnost) Méjme redlnd cisla x1, 2, ..., T a Y1, Y2, - .- ,
Yn Pro n prirozené. Potom plati

(@1y1 + @22+ 2nyn)® < (@ + 23+ o) (U Hy5 + o )
S témito zdkladnimi nerovnostmi bychom si méli vystacit. Budeme se také

snazit pomoci nich vytesit néjaké piiklady (vétsinou samé jednoduché, aby nam
to p&kné vychézelo ;-) ).



Kruznice opsana a vepsana ctyrahelniku

| Jaroslav Han¢l

Uvod

Celkem bézné se v geometrii a pfedevsim v olympiadach vyskytuji ilohy o ¢tyt-
thelnicich a jejich pfislusnych kruznicich. V této pfednasce se nejprve sezndmime
s teorii, nasledné se naucime kresli obrazky a nakonec vyfesime par prikladd a
nauc¢ime se hledat spravné cesta k feseni.

Obvodové dhly

Definice. Obvodovy thel na kruznici je takovy tihel, jehoz vrchol lezi na kruznici
a obé jeho ramena jsou secnami kruznice. Stfedovy thel v kruznici je tihel, jehoz
vrchol je ve stiedu kruznice a jehoZ ramena prochazeji stiedem kruznice.

Véta. Obvodové thly sestrojené nad touz tétivou maji shodnou velikost, ktera

N

je rovna poloviné stfedového tthlu pfislusici k dané tétive.

KruZnice opsana

Definice. Tétivovy ¢tyrihelnik budeme nazyvat takovy konvexni cCtyrthelnik,
ktery je vepsan do kruznice.

Jedné se tedy o kruznici opsanou danému konvexnimu ¢tyithelniku.

Véta. Ctyrthelnik je tétivovy pravé tehdy, je-li splnéna podminka: Soucet pro-
téjsich uhla ctyiihelniku je 180°.

V%

Véta. Uhlopiicky tétivového étyfiihelniku rovnéz spliuji tzv. Ptolemaiovu vétu:
|AC||BD| = |AB||CD| + |AD||BC|

Priklad 1. Mame zadané t¥i kruZnice k, I, m prochazejici jedingym spoleénym
bodem P. Dalsi priniky kruznic k, [, kruznic [, m a kruznic k, m ozna¢me postupné
A, B,C. Nyni zvolme na kruznici k£ bod K rtzny od A, P,C. Pfimka K A protne
kruznici [ v bodé L a primka LB protne kruznici m v bodé M. Dokazte, Zze bod
C lezi na pfimce K M.

Priklad 2. Necht kruznice k prochézi stfedem kruznice a. Zvolme na kruznici
k bod Z a vedme timto bodem teény ke kruznici a. Priniky téchto teden s kruznici
k ozna¢me A a B. Dokazte, ze ptimka AB je kolma na stfednou kruznic k a a.
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KruZnice vepsana

Definice. Tecnovy cétyftuhelnik budeme nazyvat takovy konvexni ¢tyriihelnik,
ktery je opsan kruznici.

Jedna se tedy o kruznici, kterad se dotyka vsech stran ¢tyrihelniku neboli kruz-
nici vepsanou danému konvexnimu ¢tyrihelniku.

Véta. Kazdy tecnovy ma tu vlastnost, ze soucet délek dvou protilehlych stran
je roven souctu délek zbylych dvou protilehlych stran.

Priklad 3. Necht ABCD je te¢novy étyfthelnik. Dokazte, Ze kruznice vepsané
trojuhelnikim ABC a ADC maji vnéjsi dotyk.

Piiklady

Priklad 4. Je déan tétivovy ¢tyfahelnik ABCD. Ozna¢me S prusecik jeho th-
lopficek a paty kolmic z bodu S na pfimky AB a C'D oznatme FE a F. Dokazte,
Ze osa useCky EF prochazi stfedy stran BC a DA.

Priklad 5. Je déan ostrothly trojuhelnik ABC. Jeho strandm AB a BC jsou
vné piipsané shodné pravoihelniky ABMN a LBCK, kde |AB| = |LB|. Doka’te,
ze primky AL, NK a MC prochézeji jednim bodem.

Priklad 6. Nechf kruznice k s primérem AB protind kruznici [, jejiz stfed je
v bodé A v bodech C a D. Uvazujme bod M rtzny od bodia C a D, ktery lezi
na kruznici /. Ozna¢me P a ) po fadé pruseciky primek CM a DM s kruznici k.
Dokazte, ze M PBQ je rovnobéznik.

Priklad 7. Je zadan ¢tyiuhelnik takovy, Ze existuji postupné body E a F na
priniku AB,CD a AD, BC. Dokazte, Ze kruznice opsané trojihelnikim ABF,
CDF, ADE a BCE prochazeji spoleénym bodem.

Priklad 8. Dokazte, ze stiedy kruznic ABF, CDF, ADFE a BCFE z pfedchoziho
prikladu lezi na jedné kruznici.
Priklad 9. V daném trojuhelniku ABC ozna¢me X a Y paty kolmic spusténych

z vrcholu A na osy vnitinich hla u vrcholi B a C. Dokazte, ze pfimky BC a XY
jsou rovnobézné.



Pocitani tecek
| Vita Kala

Urcité ses uz mockrat potkal(a) s néjakym takovymto ptrikladem: Urdi, jaky
obsah mé& mnohothelnik nakresleny na obrazku! A vedle zadani byl nakresleny
néjaky ten mnohothelnik, pfi¢emz vSechny jeho vrcholy byly takzvané mriZovée
body, neboli body s celodiselnymi soufadnicemi. Obvykle bylo potieba obrizek
rozdélit na nékolik ¢tvercili, trojihelnik a obdélnikl a secist jejich obsahy. To
ale muze byt pékné otrava, a tak pan Georg Pick v roce 1899 vymyslel mnohem
chytfejsi metodu.

Pickova formule ¥ika, ze obsah jednoduchého! mnohotihelniku s vrcholy v mii-
zovych bodech (fikejme mu tieba m#iZovy mnohothelnik) mizeme spoéitat takto:
Oznaéme V pocet mifzovych bodt, které jsou uvniti mnohotihelniku, a H bud
pocet mrizovych bodi, které jsou na jeho hranici. Hledany obsah je pak roven
V+H/2-1.

To je prekvapeni, co? Jak by mohlo jit spocitat obsah néceho, co muze byt
kdovijak slozité, tak jednoduse? Jaktoze vzorec vibec nezohlednuje tvar mnoho-
thelniku? Na tom piece taky zalezi, ne?

Af se nam to libi nebo ne, Pickova formule plati. Pro¢ tomu tak je, si vysvétlime
na prednésce, zde uvedme jen, kudy se dikaz zhruba ubira:

(i) Plati-li Pickova formule pro né&jaké dva polygony? se spole¢nou ¢asti ob-
vodu, plati i pro polygon, ktery dostaneme, kdyz je spojime.
(ii) Vzorecek plati pro jednotkovy étverec, a tedy i pro libovolny obdélnik.
(iii) Vzorecek plati i pro jakykoli trojuhelnik.
(iv) Pickova formule plati pro vSechny mnohothelniky.
Nu, a je to (: Nejen, ze ted mize$ hravé pocitat obsahy, ale Pickova formule
se hodi i feseni nejriznéjsich prikladi. Zkus si rozmyslet nasledujici problémky:

Priklad 1. Plati néjakd obdoba Pickovy formule i v prostoru?

Priklad 2. Dokaz, Ze kazdy mnohotuhelnik s vrcholy v miiZovych bodech méa
raciondlni obsah. (Kazdy znamend opravdu kazdy, tedy i nejednoduchy!)

Priklad 3. Pulbodem nazyvejme libovolny bod o soutfadnicich (k/2,1/2), kde
k a l jsou cela cisla. Kazdy pulbod urcité jde vyjadrit jako stfed usecky spojujici
dva mrizové body mnoha riznymi zpusoby.

Priklad 4. Predstav si, Ze mas ptlbod lezici uvnit¥ néjakého miizového mno-
hotihelniku. Dokaz, Ze jej mizeme dostat jako stred tsecky spojujici dva miizové
body, které samy leZi uvnitr tohoto mnohouhelniku.

1Jednoduchy obrazec poznidme podle toho, Ze jeho obvod neprotina sebe sama.
2Polygon neni nic jiného nez piejaty vyraz pro mnohothelnik.



Povidani o matematice
| Vita Kala

Matematika je vgplodem chorych mozki.
—Prof. RNDr. Toméas Kepka, DrSc.

Na prednasce si budeme povidat o tom, pro¢ vlastné matematika vypada tak,
jak vypada. V tomto prispévku rozhodné neni zachycen obsah prednasky a nej-
dilezitéjsi myslenky v ni obsazené, ale jen uvedeno matematické tvrzeni, které na
pfednésce pouzijeme jako ilustraéni priklad.?

Véta. (o pevném bodu)  Necht je f : [0,1] — [0, 1] spojitd funkce. Pak m4 f
aspoil jeden pevny bod, tedy existuje x € [0, 1] takové, ze f(x) = x.

Jak uvidime na prednasce, toto tvrzeni je témér ziejmé a da se dokézat jednim
obrazkem. Je ale takovy obrazek korektnim dikazem? Co to vlastné znamena, ze
funkce je spojita? Aby o tom matematici mohli néjak poradné mluvit, vymysleli
spoustu divnych novych pojmi a nepochopitelnych definic znamych véci:*

Definice. (spojitd funkce) Necht je f : [0,1] — [0,1] funkce. Tuto funkci na-
zveme spojitou, jestlize Vx € [0,1]Ve > 036 > OVy € (x —d,z+0) : | f(z) — f(y)| <
<eb

Definice. (supremum a infimum mnoziny) Bud M neprdzdnd mnozina realnych
cisel. Nejmensi ¢islo s (redlné nebo nekonecno) takové, ze Vo € M : s > x nazveme
supremem M. Obdobné nejvétsi ¢islo i (realné nebo minus nekonecno) takové, Ze
Vo € M : i < x nazveme infimem M5

Véta. Kazda neprazdna mnozina ma supremum a infimum.

Vic osklivych pojmt bychom na pfednasce potfebovat neméli, tak se rozlou-
¢ime a na dobrou noc si povime par prikladt, které s prednaskou sice opét viibec
nesouvisi, ale vyskytuji se v nich spojitost a supremum a infimum. Nenech se moc
znechutit netispéchy snahy o jejich vyfeseni. Pro nékoho, kdo se s témito pojmy
potkava poprvé, mohou tyto ptriklady byt dost tézké.

3A kromé tohoto tvrzeni je v pfispévku spousta poznamek pod &arou, skoro vic nez normal-
niho textu (:

4Ty definice jsou FAKT divné, viibec se tedy nenech znepokojit tim, Ze jim viibec nerozumis
— ja také ne (; Na prednasce si vSe dilezité dukladné vysvétlime a nedulezité peclivé vynechame.

5To je sila, co? (:

6Kdyz si ¢lovék definici trosku rozmysli, mtize si v§imnout, Ze supremum a infimum jsou v
podstaté jen zobecnénim obvyklych a zndmych pojmd maximum a minimum. Problém je, ze
zatimco spousta mnozin maximum nebo minimum nema, supremum a infimum existuje vzdy.
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Priklad 1. (Darbouxova vlastnost spojité funkce) Necht je f : R — R spojita
funkce, kterd v néjakém bodé nabyva hodnotu a a v néjakém hodnotu b (ajb).
Dokaz, ze pro kazdé y € (a,b) existuje = takové, ze f(z) =y.

Priklad 2. Dokaz, ze kazda neprazdnd mnozina ma supremum a infimum.

Priklad 3. (Jesté té7zsi nez ostatni pfiklady) Necht je f : [0,1] — R funkce.
Dokaz, ze tato funkce nabyva maxima, tedy ze 3z € [0,1)Vy € [0,1] : f(x) > f(y).



Geometricka zobrazeni
| Franta Konopecky

Geometricka zobrazeni jsou nadherna kapitola matematiky, do které kdyz pro-
niknete, tak uz neuniknete. Pro lepsi pfedstavu v tomto prispévku najdete strucny
prehled, co geometricka zobrazeni jsou, jaké maji vlastnosti a priklady na né. Roz-
lisujeme tii zakladni skupiny zobrazeni — shodnd, podobni a jina.

Definice. Zobrazeni f je ddno, je-li k libovolnému bodu X (prvku dané mnoziny,
napf. roviny) urden jednoznacné bod X' = f(X) jako jeho obraz.

Shodna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu o se nazyva shodné zobrazeni, praveé
v . s o ¢ . o ee X'y
kdy7 pro libovolné riizné body X,Y roviny o a jejich obrazy plati <+~ = 1.

Shodnymi transformacemi jsou posunuti (véetné identity), otoceni (véetné stie-
dové soumérnosti), osovd soumérnost a posunutéd soumérnost. Piedpokldddm sa-
moziejmost téchto pojmil, proto se s jejich vykladem nebudeme zdrzovat.

Véta. Trojihelnikem XY Z a s nim shodnym trojiihelnikem X'Y'Z' je uréena
shodna transformace roviny.

Véta. Libovolné shodné zobrazeni roviny je bud osovou soumérnosti, nebo je lze
rozlozit na nejvyse tii osové soumérnosti.

CviCeni. V jedné poloroviné s hranici m jsou dany body A, B. Sestrojte na
pfimce m takovy bod X, aby lomené ¢ara AX B byla co nejkratsi.

Cviceni. Sestrojte ¢tyituhelnik ABC D, jehoz thlopticka BD je ¢asti osy uhlu
ABC, jsou-li dany délky jeho ¢tyt stran a, b, ¢, d.

Cviceni. Je dédn tthel AV B s vnitinim bodem D. Sestrojte vSechny kruZnice,
které prochazeni bodem D a dotykaji se ramen thlu AV B.

Cviceni. Jsou dany body A, B, C lezici v tomto pofadi na pfimce p a pfimka ¢
kolméa k primce p v bodé C'. Sestrojte na pfimce g takovy bod X, aby z ného byla
vidét tsecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

Cviceni. V roviné zbyly z trojuhelniku ABC jen osy thli 3, a bod A. Zrekon-
struujte trojahelnik ABC.

CviCeni. Je dan ostry thel AV B a bod X jeho vnitiku. Sestrojte na rameni V A
bod Y a na rameni VB bod Z tak, aby mél trojuhelnik XY Z co nejmensi obvod.
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Cviceni. Jsou dany body A, B. Vysetfete mnozinu bodi, které jsou soumérné s
bodem A podle nékteré piimky prochazejici bodem B.

Cviceni. V roviné je ddna pfimka p a mimo ni dva ruzné body A, B. Sestrojte
na piimce p bod X tak, aby odchylka pfimky AX od pfimky piimky p byla
dvojnasobkem odchylky piimky BX od pfimky p.

Véta. Zobrazeni slozené z posunuti t1,ts urcenych vektory u, v je posunuti t3
urcené vektorem u+ v.

Cviceni. Jsou dany kruznice k,[ a pfimka p. Sestrojte pifimku ¢ rovnobéZnou s
primkou p tak, aby vytinala stejné dlouhé tétivy na obou kruznicich.

CviCeni. Sestrojte ¢tytuhelnik ABC D, znate-li délky jeho ¢ty stran a, b, c,d a
odchylku w pfimek a, c.

CvicCeni. Sestrojte ¢tyfthelnik ABCD, znate-1i délky jeho uhlopficek e, f, thel
w, ktery tyto thlopricky sviraji, a vnitini uhly «, 8 ¢tyrahelniku.

Véta. Kazdé posunuti T(v) Ize rozlozit na dvé osové soumérnosti s rovnobéz-
nymi osami, které jsou kolmé na smér posunuti a jejichz vzdalenost je %|V| Kazdé
otoc¢eni R(S,a) lze rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy se protinaji ve
stiedu S a sviraji tihel %a.

Véta. Slozeni dvou otoceni je otoceni nebo posunuti.

Cviceni. Jsou dany tfi rovnobézné pfimky a, b, ¢, na pfimce a lezi bod A. Se-
strojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby bod B lezel na pfimce b a C na
c.

Véta. Slozenim dvou stiedovych soumérnosti S1(Si), S2(S2) dostaneme posu-
nuti o vektor 251S2.

Cviceni. Sestrojte lomenou ¢aru ABCDE, jsou-li dany body S, Sa, S35, S4, S5,
které jsou stredy useéek AB, BC,CD,DE, EA.

Cviceni. Existuje utvar se dvéma stifedy soumérnosti?

CviCeni. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod
X anarameni VB bod Y tak, aby bod S byl stfedem tsecky XY

Cviceni. Jsou dany body A, B a kruznice k(S, ). Sestrojte na kruznici k takové
body C, D, aby platilo AC||BD a thel C'SD mél danou velikost a.

Véta. Zobrazenislozené z libovolného sudého poctu osovych soumérnosti je iden-
tita, posunuti nebo otoc¢eni. Zobrazeni slozené z libovolného lichého poctu osovych
soumeérnosti je osova soumérnost nebo posunuta soumérnost.
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Podobna zobrazeni

Definice. Zobrazeni roviny ¢ na rovinu ¢ se nazyva shodné zobrazeni, pravé

kdyz existuje kladné ¢islo k takové, Ze pro libovolné dva riizné body X,Y roviny
X'y’ _ k
Xy — "

o a jejich obrazy plati

Podobnymi transformacemi jsou stejnolehlost a spiralni podobnost.

Stejnolehlost si mizeme predstavit tak, Ze si chytneme rovinu za jeden pevny
bod a jinak ji celou roztdhneme nebo zmensime. Takto se ndm tvar ani orientace
objektd nezméni, zméni se jen jejich velikost. Zachovava se rovnobéznost. Pfimka
se zobrazuje jako pfimka, kruznice jako kruznice.

Na spiralni podobnost 1ze pouzit stejnou predstavu jen s tim rozdilem, ze po
zvétseni nebo zmenseni roviny tuto rovinu jesté oto¢ime. Ve spiralni podobnosti se
nam tedy zachovava tvar, ale orientace objektu je jinid. Obraz pfimky zobrazené
ve spiralni podobnosti svird se svym vzorem tihel provedeného otoceni.

Véta. Trojihelnikem XY Z a jemu podobnym trojihelnikem X'Y'Z' je jedno-
znacné urcena podobna transformace roviny.

Véta. Stejnolehlost i spirdlni podobnost maji vzdy praveé jeden samodruzny bod.

Véta. Slozenim dvou stejnolehlosti je stejnolehlost, piipadné shodné zobrazeni
(pii opacnych koeficientech). SloZzenim dvou spirdlnich podobnosti je spirdlni po-
dobnost, nebo stejnolehlost nebo shodné zobrazeni.

Véta. (Mongeova) Jsou ki, ke, ks kruznice s nekolinedrnimi stiedy a riznymi
poloméry, pak plati pro vnéjsi a vnitini stFedy stejnolehlosti kazdych dvou z téchto
kruznic: vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti lezi na jedné pfimce; kazdé dva
vnitrni stredy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v piimce.

Cviceni. Je dana kruznice k(S,r) a ptfimka p = PQ. Sestrojte vSechny kruznice,
které se dotykaji kruznice k a primky p v bodé P.

Cviceni. Je ddna kruZnice k a pfimky m, n. Sestrojte vSechny kruznice, které se
dotykaji pfimek m,n a kruznice k.

Cviceni. Je déana kruznice k a bod P. Sestrojte bodem P pfimku p, kterd protina
kruznici k£ v bodech A, B tak, ze bod A je stfedem tsecky BP.

Cviceni. V rovnobézniku ABCD oznaéme M, N po fadé stfedy stran DC a
CB. Dokazte, ze use¢ky AM, AN déli thlopficku BD na t¥i shodné &asti.

10
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Jina zobrazeni

Jinym zobrazenim se pfilis vénovat nebudeme, spokojime se s prozrazenim, Ze
mezi né patfi afinita, osova afinita, kolineace, kruhovéa inverze a spousta dalSich
zobrazeni.

Piiklady

Priklad 1. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojihelniku ABC' v osovych sou-
mérnostech podle pfimek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A; B1Cy. Do-
kazte, Ze je tento trojuhelnik shodny s trojihelnikem ABC.

Prfiklad 2. Jsou dany dva rizné body A, B a kruznice k(S, r). Sestrojte vSechny
kruZnice, které prochazeji body A, B a vytinaji na kruZnici k tétivu délky |AB).
Bonbdnek: Jak by to bylo s obecnou tétivou?

Priklad 3. Sestrojte na strandch AC, CB daného trojihelniku ABC po fadé
body X,Y tak, aby tsecky AX, XY a Y B byly shodné.

Priklad 4. Na piimce h jsou dény body A,C,E v tomto potradi. Ve stejné
poloroviné vytaté pfimkou h jsou pak rovnostranné trojiuhelniky ABC a CDE.
Stied tsecky AD ozna¢me S 4p, stied BE ozna¢me Spg. DokazZte, Ze je trojuhelnik
CS ApSpg rovnostranny.

Priklad 5. KruZnici k& je vepsan rovnostranny trojuhelnik ABC. Dokazte, ze
pro libovolny bod X kruznice plati: Nejvétsi ze vzdéalenosti bodu X od vrcholi
trojuihelniku ABC' je rovna souctu jeho vzdalenosti od zbyvajicich dvou vrcholi.

Priklad 6. Je dan obecny trojuhelnik ABC, ktery ma ke svym stranam pfipsany
rovnostranné trojihelniky BC X, ACY, ABZ. Dokazte, ze se piimky AX, BY aCZ
protinaji v jednom bodé a ze déle plati |[AX| = |BY| = |CZ].

Priklad 7. 'V roviné je dan trojuhelnik PQX, kde |PQ| = 3cm, |[PX| = 2,6 cm,
|QX]| = 3,8 cm. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC' tak, aby se jemu vepsana
kruznice dotykala prepony AB v bodé P, odvésny BC v bodé @ a aby bod X
lezel na primce AC.

Priklad 8. Je dén pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC' s pravym tihlem
pfi vrcholu C' a bod X uvnitf tohoto trojihelniku. Dokazte, ze délky |AX]|, |BX|
a v/2|XC| jsou délkami stran trojihelniku.

Priklad 9. KruZnice k1 a ko maji vnéjsi dotyk v bodé A a soucasné se obé
dotykaji zevniti kruZnice k v bodech A; a As. Bod P je jeden z vnéjsSich prusecikt
spole¢né vnitini teény kruznic k1 a ko s kruznici k. Konec¢né body B; jsou druhé
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pruseciky piimek PA; s kruznici k; (i = 1,2). DokaZte, Ze se pfimka B; By dotyka
obou kruznic ki, ks.

Priklad 10. Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik. Oznacme postupné P, Q a
R paty kolmic z bodu D na pfimky BC, C A a AB. Dokazte, ze |PQ| = |QR| prévé
tehdy, kdyz se osy thld ABC a ADC protinaji na pfimce AC.

Priklad 11. . Necht ABCD je dany konvexni ¢tyfuhelnik s riiznobéznymi stra-
nami BC a AD. Body E, F lezi po fadé uvnitf stran BC a AD tak, ze % = %.
Ptimky AC a BD se protinaji v bodé P, pfimky BD a EF v bode Q, pfimky EF
a AC v bodé R. Uvazujme vSechny trojthelniky PQR pro rtzné polohy bodu F
a F. Ukazte, ze kruznice opsané témto trojuhelnikiim maji spoleény bod rizny od

P.

Priklad 12*. V roviné je dan trojihelnik K LM a bod A lezici na poloptfimce
opac¢né k polopfimce K L. Sestrojte pravotuhelnik ABC D, jehoz vrcholy B,C a D
lezi po fadé na pfimkdch KM, KL a LM. (Caldbek...)

Literatura

Kdo by se chtél dozvédét vic, tak tady je seznam mych prameni:
[1] Frantisek Kufina.10 geometrickych transformaci. Prometheus, 2002
Jaroslav Sedivy. Shodnost a podobnost v konstrukénich ilohdch. edice Skola
mladych matematikt, Mir, 1980.
[3] Stranka a stara zadani KMS: http://wuw.kms.sk
[4] Stranka se starymi zaddnimi matematické olympiady:
http://www.math.muni.cz/ rvmo/

S

12



Cinska zbytkova véta
|

Ansa Lauschmannova

Motivacni priklad

Mame nékolik pfedméti, jejich pocet neni znam. Kdyz je postupné rozdélujeme
do trojic, zbudou dva; pfi déleni do pétic zbudou t¥i; pfi déleni do sedmic zbudou
opét dva. Jaky pocet predmétti mame? (Sun Tsu Suan Ching, 4. stoleti)

Historka s moralnim ponaucenim

Stara zena $la na trh. Do jejiho kosiku s vejci kopl kin a vejce se rozbila.
Majitel koné zené nabidl, Ze zaplati skodu, a ptal se, kolik méla v kosiku vajec.
Ale Zena je stard a nepamatuje si to. Vi jen, ze kdyz je z kosiku vyndavala po dvou,
zbylo na dné jedno vajicko. Totéz se stalo, kdyz je vyndavala po tfech, po ¢tyrech,
po péti a po Sesti, ale kdyz je vyndavala po sedmi, nezbylo na dné zadné. Jaky
nejmensi pocet vajec mohl byt v kosiku? (Brahmagupta: Brahma Sutra Siddhanta,
7. stoleti)

Znaceni.
(1) (n1,n2) — nejvétsi spoleény délitel ¢isel ny a no
(2) nsn(ni,n2) — nejmensi spoleény nasobek éisel ny a ng

Lemma. Soustava dvou kongruenci

=71y (mod ny),

x =71y (mod ng)

je Fesitelna, pouze pokud r1 = o (mod (n1,n2)). Existuje jediné nezdporné feseni
mensi nez nsn(ny, na).

Véta. (Cinska véta o zbytcich)  Méjme po dvou nesoudélna éislany, ... ,n, € N
a nezapornd celd ¢islary, ..., r, € NU{0} takovd, ze r1 < mni, ..., rp < ng. Pak

soustava rovnic
=711 (mod nq),

x =7 (mod ny)

ma vzdy nezdporné feseni x € N U {0}. Existuje jediné nezaporné reSeni x mensi
nez ni-nNg -+ - Ng.
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Dausledek. Soustava kongruenci x = r; (mod n;), i = 1, ..., k, je Fesitelna
pravé tehdy, kdyz pro kazdé 4, j (1 <i < j < k) plati a; = a; (mod (n;,n;)). Je-li
tato podminka splnéna, existuje celé ¢islo y takové, ze soustava je ekvivalentni
s kongruenci z = y (mod nsn(nq,...,ng)).

Priklad. Zjistéte, jestli existuje 21 po sobé jdoucich p¥irozenych Cisel, z nichz
kazdé je délitelné jednim nebo vice prvoéisly z intervalu (2,13).

Definice. Necht M je mnozina. Rekneme, Ze funkce f je binarni operace na M,
jestlize M # 0 a f je zobrazeni z M x M do M. Pro a,b € M obvykle f(a,b)
zapisujeme jako a - b, ab (multiplikativni zapis) nebo a + b (aditivni zapis).

Definice.

(1) Mnozina M se nazyva uzaviend vzhledem k operaci f, jestlize pro kazdé
a,b € M platiafbe M.

(2) Rekneme, Ze binarni operace - je asociativni, pokud pro vsechny prvky
a,b,c € M plati (a-b)-c=a-(b-c).

(3) Rekneme, Ze binirni operace - je komutativni, pokud pro vSechny prvky
a,be M platia-b="5-a.

(4) Prvek e mnoziny M nazveme neutralni prvek, pokud Va € M a-e =
= e-a = a. Rekneme, Ze b je inverzni prvek k prvku a a piseme b = a~ !,
pokud b-a = a-b = e. Pokud pouzivame aditivni zapis, mluvime obvykle
0 opacném prvku a piSeme —a.

Definice. Struktura (M,+,-,0,1) se nazyva komutativni okruh, pokud jsou spl-
nény nasledujici podminky:
(i) M #0 a+ a - jsou bindrni operace, vzhledem ke kterym je M uzaviena.
(ii) Obé operace + a - jsou asociativni a komutativni.
(iii) 0 je prvek neutralni vii¢i +, 1 je prvek neutralni viici -, 0 # 1.
(iv) Vzhledem k + existuje ke kazdému prvku prvek opacny.
(v) Plati distributivita, tj. Va,b,c€ M a-(b+c)=a-b+a-c.

Definice.
(1) Rekneme, #e okruh je obor integrity, pokud Va,b (ab = 0) — (a = 0 nebo
b=0).
(2) Pokud v oboru integrity plati Va,b 3z, y (ax+ byla) & (azx + by|b), nazveme
takovy obor bezoutovsky.
Definice. Rekneme, Ze a déli b, a piseme a|b, pokud 3x : ax = b.

Priklad. Bezoutovské obory integrity jsou napfiklad

(1) (Za +, 07 1)7
(2) (Zp,+p,p,0,1), kde p je prvocislo a +,, -, znadi s¢itani a ndsobeni modulo
D,
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(3) (Qlz],+,-,0,1), kde Q[z] je mnoZina vSech polynomu s racionlnimi koe-
ficienty, + a - znac¢i bézné séitini a nasobeni polynomu, 0 znaci funkci
p(z) =0 a 1 znadi funkci p(z) = 1.

Véta. (Lagrangeova interpolaéni metoda) Ke kazdym dvéma k-ticim ¢isel by,

cevoy bk, T, ..., 1 existuje polynom p(zx) stupné k — 1 takovy, ze Vi p(b;) =

= r;. Oznac¢ime-li P;(x) = (x —by)(x —ba) -+ (x — bi—1)(x — biy1) - - - (x — by), pak
_ k Pq(:C)

P(x) =3y BT

Na prednasce si ukdzeme, ze toto Teseni je jednoduchym dusledkem zobecnéni
¢inské zbytkové véty pro bezoutovské obory integrity.
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Extremalni princip

| Ansa Lauschmannovd

Extremalni princip patii k tém fintdm, které lze pouzit napfi¢ celou matema-
tikou, od teorie ¢isel po geometrii, od matematické analyzy po aplikované dlohy
ve fyzice. Jedna se pritom o velice jednoduchou myslenku: Ize-li v dané tloze na-
jit néjaké usporadani, tedy zpusob, jak sefadit uvazované objekty podle velikosti,
vyplati se Casto pfemyslet o nejvétsich ¢i nejmensich prvcich. Ukazme si to na
jednoduchém a zndmém prikladeé:

Nejvétsi prvocislo

Kazdy z néas jisté vi, ze prvocisel je nekonecny pocet. Kdyby jich bylo jen
koneéné mnoho, musi jisté nékteré z nich byt nejvétsi. (Extremdind princip! Vy-
uzili jsme pfFirozené usporadani prvoéisel podle velikosti.) Necht p1, pa, ... p, jsou
vSechna prvodisla. Pak ¢islo N = py-ps - - - pp +1 je budto jesté vétsi prvocislo, nebo
se rozklada na prvocinitele N = ¢ - - - qx, z nichz zadny neni mezi jiz uvazovanymi
prvocisly, a tedy jsou vSichni vétsi nez p,,. To je hledany spor.

Na prednéasce si ukdzeme néktera z rozmanitych vyuziti extremalniho principu.
Urc¢ité nebudou chybét nésledujici tlohy:

Geometricka aloha

V roviné je ddno n bodd. Kazdé tfi tvoii trojihelnik, jehoz obsah je nejvys 1.
Ukazte, ze vSech n bodu lezi uvnitt trojuhelnika, jehoz obsah je nejvys 4.

Aritmeticka Gloha

UkazZte, ze neexistuje ¢tverice prirozenych ¢isel x,y, z, u spliujici

22 +y? =322 +u?).

Grafarska dloha

Vsechny silnice v Novosibifské oblasti jsou jednosmérné. Kazdé dvé osady v
oblasti jsou propojeny pravé jednou pfimou silnici. Ukazte, Ze existuje osada, do
které se lze z kterékoli jiné osady dostat pfimo nebo nejvys pfes jednu jinou osadu.
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Uloha pro Sachisty

N

Na dvourozmeérnou Sachovnici n X n lze umistit n vézi tak, ze ohrozuji vSechna
pole. Kolik vézi je potieba pro tfirozmérnou Sachovnici n x n x n?

Pohadkova aloha

Kolem stolu sedi 7 trpaslikt, kazdy mé pred sebou pohar mléka. (Prazdny pohér
se taky poéita jako pohér mléka.) Celkem mayji 3 litry tohoto Zivotodarného népoje.
Prvni trpaslik rozdéli své mléko rovnomérné do zbyvajicich pohara. Pak postupné,
proti sméru hodinovych rucicek, udélaji totéz vsichni ostatni. Kdyz sedmy trpaslik
skonéi, ma kazdy tolik mléka, kolik mél na zacatku. Urcete, kolik to je.
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Vyuziti délitelnosti v praxi
| Pavel Patdk

Uvod

Deélitelnost a modularni aritmetika jsou téma, ktera pro svou jednoduchost
nasla fadu uplatnéni, vyborné se napiiklad hodi pfi feSeni diofantovskych rovnic
¢ Sifrovani dat na internetu.

Definice a zakladni vlastnosti délitelnosti

Definice. Pokud a beze zbytku déli b (tedy 3k € Z, 7e k = £), piseme a|b (éislo
a je délitelem ¢isla b, a je ndsobkem b).

Definice. Pokud polynom P déli polynom R beze zbytku (tedy existuje polynom
Q takovy, Ze R = PQ), uzivdme stejné oznaceni tj. P|R.

Pro cela ¢isla zjevné plati:

(i) alb = (—a)lb

(i1) alb = |a|] < |b]

(iii) alb Abla = |a| = 0]

(iv) alb A ale = a|(rb % sc)

(v) alb A c|ld = aclbd

Definice.

(1) Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a, b rozumime nejvétsi pfirozené ¢islo
k, které soucasné déli a i b. Oznaceni D(a,b), qcd(a,b), nsd(a,b).

(2) Nejmensim spoleénym nasobkem rozumime nejmensi takové pfirozené ¢islo
k, které je soucasné nasobkem a i b. Oznaceni n(a, b), lem(a, b), nsn(a, b)

(3) Cisla a, b jsou nesoudélné, pokud D(a,b) =1

Euklidiiv algoritmus pro zjisténi nejvétsiho spolecného délitele

Tento algoritmus je zaloZen na faktu, Ze pokud je ¢ délitelem a i b, pak ¢t déli i
a—rb. Tedy ¢isla a, b mizeme snizovat, aniz bychom zmeénili nejvétsiho spoleéného
délitele. Po koneéném poctu krokd skonéime ve stavu D(a, 0) = a.

Véta. (Bézout) Cisla a, b jsou nesoudélnd, pravé kdyz Vk € Z je rovnice ra +
+ sb = k resitelna v celych cislech.
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Tvrzeni. Rovnice ra + sb = t ma celoéiselné feseni pravé tehdy, kdyz D(a,d)
déli ¢.

Véta. (Jednoznaény rozklad) Kazdé prirozené ¢islo lze (az na poradi) jedno-
znacné rozlozit na soucin prvocisel.

Kongruence

Definice. Nejjednodussim prikladem kongruence je tzv. parita — rozdéleni ¢isel
na licha a suda. Je zcela prirozené tento pojem zevSeobecnit: Pokud maji ¢isla a,
b stejny zbytek po déleni m, rikame, ze a je kongruentni s b modulo m. PiSeme
a = b(mod m).

Pro praktické po¢itani nam tedy staci zvolit vhodného zastupce (obvykle men-
siho nez m). Kongruence nasly velké uplatnéni pfedevs§im proto, Ze je lze scitat a
nasobit zcela normalné jako obycejna Cisla.
Priklad 1. Urcete:

(i) paritu ¢isla N =22-31+11-17+13-19

(ii) posledni éislici N

(iii) zbytek po déleni ¢isla N sedmi.
Piiklad 2. Urcete posledni &islici 381° 4- 2701,
Tvrzeni. (Z) =0 (mod p) pro p prvocislo.
Véta. (Mald Fermatova véta) aP = a (mod p) pro p prvocisio.
Tvrzeni. m =1 (mod p—1) = a™ = a (mod p), pro p prvocislo.

Poznamka. Uvédomme si, Ze s pomoci kongruenci lze velice jednoduse stanovit
tzv. kritéria délitelnosti: V soustavé o zakladu z stacéi jen vypocitat ag + a1z +
+ag2? + -+ + ayz™ (mod k). (Timto postupem navic zjistime, jaky zbytek po
déleni dané ¢islo ma.)

Napriklad délitelnost jedenacti v desitkové soustaveé zjistime takto: ag+a;-10+
+ag-102+--+a,-10"=ag+ar-(—1)+az- (—1)>+ - +a, - (-1)"(mod 11).
Ke zjisténi délitelnosti jedenacti tedy staci zjistit rozdil souctu ¢islic na lichém a
sudém misté.

Priklad 3. Urcete kritérium délitelnosti tfinacti v desitkové soustavé.

Priklad 4. V osmickové soustavé ma 17! desitkovy zapis 1206773ab63300cdO0.
Urcete cislice a,b,c,d.

Definice. Eulerova funkce p(n) = pocet piirozenych ¢isel mensich nez n s n
nesoudélnych.
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Priklad 5. Najdéte vzorec pro vypocet ¢(n).

Asymetrické Sifry

Symetrické Sifry vyuzivaji k zakédovani i dekédovani stejny kli¢, to je vsak
napiiklad pro potfeby internetu ponékud nepraktické. Pokud mutzeme bezpecéné
dorudit kli¢, pro¢ timto zpusobem nepiedat celou zpravu?

Zajimavéjsi jsou Sifry asymetrické, vyuzivajici vefejného klice, pomoci néhoz
se zprava koduje, a klice soukromého, ktery se pouziva pro desifrovani. Oba klice
musi byt matematicky provazany, avsak mélo by byt prakticky nemozné z klice
vefejného vypocitat kli¢ soukromy. V praxi se pouziva nékterych tézko obratitel-
nych matematickych operaci, napr. nasobeni velice dlouhych prvocisel, diskrétnich
logaritmt a podobné.

Nejznaméjsi asymetricka Sifra RSA vyuziva prvniho z uvedenych principa.

Algoritmus m je nezakédovana zprava, ¢ zprava zakédovana.

(1) Zvolime dvé obrovské prvoéisla p a q.

(2) Spocteme n = pq.

(3) Vypocteme ¢(n) = (p —1)(q —1).

(4) Zvolime e nesoudélné s ¢(n) (obvykle se uziva 65537).
(5) Najdeme d, aby ed =1 (mod ¢(n)).

(6) Vefejny kli¢ je (e,n), soukromy (d, n).

(7) Odesilatel zpravu zakéduje ¢ = m® (mod n).

(8) Zpravu dekédujeme m = ¢? (mod n).

Piiklady

Priklad 6. VyzkouSejte uvedeny postup na smé$né malych hodnotach: p =
=3,q=5,e=3,m=3.

2 3

Piiklad 7. Bud n pfirozené &slo, dokazte, Ze rovnice 22 — y? = a® ma vidy
celociselné feseni.
a+1

Priklad 8. Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, ktera nejdou vyjadiit jako § + $37.

Piiklad 9. Jaké je nejvétsi piirozené ¢islo NV s tou vlastnosti, ze n® — 5n3 — 4n
je délitelné N pro kazdé n?

Piiklad 10. Dokazte, nebo vyvratte: 270 + 370 je délitelné 13.
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Zakladné vlastnosti polynémov
| Michal Rusin

Definicie a zakladné vlastnosti polynémov
Definicia. Polynémom (mnohoélenom) premennej x rozumieme vyraz
P(z) = apz" + an_12" 1 + -+ ayz + ao,

kde n € Ny a ag,ay,...,a, st redlne éisla. Cisla ag,a1, ... ,a, nazyvame koefi-
cienty polynému, vyrazy a;x’ nazyvame ¢leny polynému, ¢len ag nazyvame ab-
solttny ¢len polyndmu P(z). V dalSom texte budeme predpokladat, Ze polyném
mame zapisany v uvedenom tvare.

Definicia. Ak a,, # 0, hovorime, Ze polyndm P(x) je stupiia n, znacime
st P(x) = n.

Definicia. Polyném, ktorého vSetky koeficienty sii nulové, sa nazyva nulovy po-
lyném. Nulovému polynému sa ¢asto nepriradzuje ziadny stuper, je vSak dobré
polozit st 0 = —1.

Definicia. Ak existuje také redalne (komplexné) ¢islo a, zZe plati P(a) = 0, hovo-
rime, Ze a je korefiom polynému P(z). Hovorime, Ze ¢islo ¢ je k-ndsobnym koretiom
polynému P(z), ak je k najvicsie prirodzené éislo, pre ktoré plati (x — c)¥| P(x).

Veta. (O deleni so zvyskom) Nech P(x) a Q(z) st polynomy, pricom QQ(x) nie je
nulovy polyném. Potom existuje prave jedna dvojica polynémov R(x), S(z) taks,
Ze plati

P(z) = R(x) - Q(z) + S(z).
Pritom bud S(z) = 0, alebo st S(z) < st Q(x).

Veta. (Bézoutova veta)  Zvysok po deleni polynému P(x) polyndmom z — a sa
rovnd P(a). Polynom P(z) je delitelny polyndmom x — a prdve vtedy, ked ¢islo a
je koretiom polynému P(z).

Veta. (Zékladna veta algebry) Kazdy polyndm stupiia aspoii 1 s komplexnymi
koeficientmi ma aspori jeden komplexny koreri.

Désledok. Kazdy polyném P(x) stupnia n > 1 s komplexnymi koeficientmi m4
prave n komplexnych korenov x1,xs, . .., Ty, pricom kazdy koreri pocitame s jeho
ndsobnostou a plati
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Veta. (Veta o rozklade polynému nad R)  Kazdy nenulovy polyndm
P(2) = anz" + ap_12" "t + -+ ayx + ao,

kden € Ny a ag,az,...,a, st redlne éisla, sa dé nad telesom redlnych ¢isel rozlozit
na sucin linedrnych a kvadratickych ¢initelov

P(x) = ap(z —21)" (1 —22)2 -+ (w — 2p)** - (2% + ) (0 + )72 - (2P + )7,
prifom aq+as+...+ap+2-(B1+P2+...4+ ;) = n, x; je redlny koreri ndsobnosti

®; aci,Co,...,c su kladné realne cisla.

Veta. Nech P(x) = a,a"™ +a,_12" "1 +...+a12+ag je polyndém s celo¢iselnymi
koeficientmi a % je racionalne cislo, kde p je celé ¢islo, q prirodzené ¢islo a p, q su
nestdelitelné déisla. Nech % je koreriom polynému P(zx). Potom p deli ag a q deli
a,. Navyse p — mq deli P(m) pre Iubovolné celé m. Specidlne p — q deli P(1) a
P+ q deli P(-1).

Veta. Nech P(x) a Q(z) st polyndmy stupiia n a plati P(a) = Q(a) pre n + 1
réznych ¢isel. Potom sa polynémy P(x) a Q(x) rovnajil.

Veta. Nech P(z) je polyndm s celo¢iselnymi koeficientmi, s,t € Z. Potom s — t
deli P(s) — P(t).

Vietove vztahy

Nech z1, 29 st korene polynému P(x) = ax?® + bz + ¢ druhého stupiia. Potom
P(x) modzeme zapisaf v tvare

P(z) = a(z — z1)(x — x2).

Roznésobenim a porovnanim koeficientov pri zodpovedajucich si mocninach
dostavame

T+ T2 =——,
a

Cc
L1l = —.
a

Podobne dostavame pre polyném P(z) = ax® + bx? + cx + d tretieho stupiia a
jeho korene x1, z2, r3 nasledujtce vztahy:

b
$1+$2+$3=—a;
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c
T1X2 + T2X3 + T3x1 = —,

L1X2x3 = ——.
a

UvaZzujme polyném

P(z) = apz" + an_12" 1 + ...+ arz + ao,

pri¢om ag,ai, ... ,a, sa reilné éisla a a,, # 0. Nech x1,x2,... ,z, st jeho (vo
vSeobecnosti komplexné) korene. Potom platia nasledujtace vztahy:

Gp—1
1 +20+...+2x, =— R
Qp

Ap—2
1T2 + 123 + ...+ 210, + X223+ ...+ X2xy, + ... FTp_1Ty =

?
n

An—3
T1X2X3 + T1X2Xg + ... + L1020 + ... + Tp—2Tpn_1Tpn = —

Gnp

ai
-1
T1To+ Tp—1 + T1T2 ++ Tp—oXpy + ... + Toxg -2, = (1) —

Gnp
ao
n
T1xg -y = (—1)"—,
QA
pricom v k-tej rovnici séitavame cez vSetky k-tice premennych x1,xs, ... ,x,. Na-
zyvame ich Vietovymi vztahmi.
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Priklady

Priklad 1. Zistite stcet koeficientov polynému P(x) = (1 — 222 — 323 + 42° +
+ 5337 _ 63?11 _ 71‘13 + 83317 + 93?19 _ 101‘23)2006.

Priklad 2. Nech P(z) = ap2" + ap_12" "' + ... + a1 + ag je polyném s
celociselnymi koeficientmi ag, a1, ... ,a, a nech existuja Styri redlne ¢isla také, Ze
P(z) v nich nadobtda hodnotu 7. Dokazte, Ze neexistuje také celé ¢islo m, pre
ktoré by platilo P(m) = 9.

Priklad 3. Nech P(x) je polyndém aspoii prvého stupiia s celo¢iselnymi koefi-
cientmi. Potom v postupnosti P(0), P(1), P(2),... je nekonefne vela zloZenych
¢isel. Dokéazte.

Priklad 4. Pre ¢isla a,b,c € R plati a # b a ¢® = a® + b> + 3abc. Dokézte, Ze
c=a+b.

Priklad 5. Ak su koeficienty a, b, ¢, d polynému P(x) = ax® + bx? + cx + d také
celé cisla, ze ad je neparne a bc je parne, tak aspon jeden koren tohto polynému
nie je racionalny. Dokazte.

Priklad 6. Dokézte, ze ak sa stéet niektorych dvoch koretiov polynému P(x) =
= 2* +ax®+bx? 4 cx+d rovna stétu zvysnych dvoch, potom plati a® —4ab+8c = 0.
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Pres Cantorovo diskontinuum do
svéta fraktalu

| Zuzana Safernovd

Cantorovo diskontinuum

Jedna se o jedno z prvnich matematickych monster, jejichz vlastnosti nechtéli
matematici dlouho akceptovat. Tato mnoZina je totiz velice mala (jeji ,délka“ je
nulova), avSak zaroverl ma mohutnost kontinua. Prvni diikaz tohoto tvrzeni podal
Georg Cantor, po némz nese tato mnozina jméno.

Konstrukce mnoZiny

Ze zvolené usecky odstranime prostiedni tfetinu, v nasledujicim kroku ze zby-
lych dvou tisecek opét odstranime prostfedni tfetiny, atd. Limitni mnozina tohoto
postupu je Cantorovo diskontinuum.

Trochu forméalnéji feceno: z intervalu Ky = (0, 1) odstranime prostfedni tfetinu,

tedy interval (3, 2). Dostdvame tak 2 intervaly o délce 3.

Z téchto intervall opét vyjmeme prostfedni tietiny. Vzniknou tak 4 intervaly o
délce % = 3i
1 21 27 8
Ky=(0,=)U(=,=)U(=,=YU(=,1).
2 < 59> <973> <379> <9a >

V n-tém kroku pak dostéavame sjednoceni 2" uzavrienych intervald, kazdy o délce
1
1 2 1

Kn = <0a E> U <§7 37,,_1>

Cantorovo diskontinuum K je pak definovano

K= ﬁ K.
n=0

Sedma iterace pfi vyrobé Cantorovy mnoziny
obrézek pochézi z [1]
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Délka mnoziny
Soucet délek vynechanych intervali je

1+2+4+ +2"—1 1
3 32 33 7 3n 3 1—% ’

coz je rovno délce pivodniho intervalu (0,1). Cantorovo diskontinuum ma tu-
diz délku nulovou. Téhoz muzeme nahlédnout pomoci jednoduché tvahy. Canto-
rovo diskontinuum tvori 2" intervalid délky %, coZ v limitnim pfipadé dava nulu

Mohutnost mnoziny

Zkusme popsat kazdy bod pattici do Cantorova diskontinua. Oznac¢me ciframi
0,1,2 Gsecky vznikajici v kazdé iteraci. Tzn. v prvni iteraci nula pfislusi intervalu
(0,1), jednicka intervalu (%, 2) a dvojka intervalu (2, 1). Ve druh¢ iteraci oznacuje

dvojice cifer 01 interval (%, 2). Neustalé stiidani cifer 0,1,2 n4s snadno pfivadi na

979
myslenku pouziti trojkové soustavy.
Napriklad:
1 0 2 2 1 0 2 0 1
0,102210201 ... = -4+ s+ =+ =+ =+ =+ =+ =<+ = +...
stmtmTtatEte Tyttt

Pomoci tohoto zdpisu mizeme mnozinu K7 vyjadrit jako mnozinu vSech cisel z
(0, 1), ktera lze zapsat bez pouZiti cifry 1 na prvnim misté trojkového rozvoje. K
je pak mnozina, vSech ¢isel z (0, 1), ktera lze zapsat bez pouziti jednicky na prv-
nich dvou mistech trojkového rozvoje. Obecné K,, je mnozina vSech ¢isel z (0, 1),
ktera lze zapsat bez pouziti jednicky na prvnich n mistech trojkového rozvoje. Sa-
motnéd mnozina K je pak je pak mnozina vSech ¢isel z (0, 1), kterd se daji vyjadFit
bez pouziti jednic¢ky v trojkovém rozvoji. Trojkovy zapis neni jednoznacny, neb
napiiklad % = (0,1)3 = (0,022222)3. ... Pokud existuje varianta zapisu, ve které
jednic¢ka neni, pak bod do kontinua patfi.

Nyni definujme bijektivni zobrazeni, které kazdému trojkovému rozvoji bez jed-
nicek prifadi posloupnost nul a jednicek, pricemz 2 se zobrazi na 1 a 0 se zobrazi
na 0. Timto vznikd mnozina vSech posloupnosti nul a jednic¢ek. Pomoci téchto
posloupnosti mizeme vyjadiit vSechna redlnd ¢isla z intervalu (0,1) v binarni
soustavé. Mnozina téchto posloupnosti ma mohutnost kontinua, a proto mé i Can-
torovo diskontinuum mohutnost kontinua (bodd C.D. je stejné jako vSech bodt na
asecce (0, 1)).
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Fraktaly

Sobépodobnost

Sobépodobnost, neboli také invariance viu¢i zméné méritka. Sobépodobnost
zpusobuje, Ze objekt ¢i jeho ¢ast vypadd podobné (ne vSak nutné stejné) pii po-
hledu v rizném zvétseni. V prirodé existuje spousta pfikladi, oblibené jsou pobfezi
ostrovi ¢ hranice stat (jejich délka se v zavislosti na jemnosti méfeni muze lisit
aZ o nasobek pfirozeného ¢isla), plocha plic ¢ mozku. Jedna se o jeden z hlavnich
znaki fraktalt. Obcas jsou fraktaly definovany jako sobépodobné mnoziny. Tato
intuitivni definice ovSem neni zcela korektni, nebot vylu¢uje nékteré stochastické
fraktély.

Topologickd dimenze

Je klasickd dimenze, jak ji znéte ze Skoly. Jednd se o pocet parametr (neza-
vislych proménnych), jimiz lze jednoznacné definovat objekty Euklidova prostoru
(body maji dimenzi 0, kfivky 1, plochy 2, ... ). Neskodi podotknout, Ze tato
dimenze je celociselna.

Hausdorffova dimenze

Tato dimenze se hojné vyuziva ve fraktalni geometrii, nebot udava miru éleni-
tosti daného objektu. Exaktni definice je velmi sloZitd a vyzaduje znalost netrivi-
alnich pojmi, tak se ji radsi vyhnéme. Déle uvazujme jen omezené mnoziny.

Definice. Nazvéme e-siti dané omezené mnoziny M takovou jeji kone¢nou pod-
mnozinu N, ze kazdy bod ma od mnoziny N vzdalenost nejvyse . Hausdorffova
dimenze se definuje jakozto

pokud tato limita existuje, kde n oznacuje minimalni mozny pocet prvkii e-sité N.

Pokud jesté vice upustime od formalismu a pfipustime jen pravidelné mnoziny,
pak miZeme limitu zcela vynechat a predchozi definice nevyjadiuje nic jiného, nez
ze pokud mame n kopii sebe sama zmensenych na e, pak je Hausdorffova dimenze

Inn

rovia E .

Tento vztah piimo plyne z empirického vyjadieni ne? = K (K je délka kiivky
v piislusné aproximaci), které bylo zndmo mnohem dfive (odvodil ho Richardson
pfi méfeni délky ostrova, vyznam konstanty D si vSak neumél vysvétlit), nez byla
Hausdorffova dimenze D vibec zavedena.

Hausdorffova dimenze hladkych kfivek je rovna dimenzi topologické. Existuji
vsak i kfivky, které zaplnuji celou plochu — jejich topologickd dimenze je rovna 1,
avSak Hausdorffova dimenze je rovna 2 (hranice Mandelbrotovy mnoziny, Hilber-
tova kiivka).
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prirodni objekt odhad fraktalni dimenze

pobtezi 1,26
povrch mozku ¢lovéka | 2,76

neerodované skaly 2,2-23

Zkusme spocitat, jakou Hausdorffovu dimenzi ma Cantorovo diskontinuum. Z
obrazku je patrné, ze mnozina obsahuje dvé kopie sebe sama zmensené na tietinu,
takze n =2, ¢ = %, tudiz

Inn In2
=—=—=0,63.
Inl In3 ’
I
Zpatky k fraktalim: Fraktal je mnozina ¢i geometricky utvar, jehoz Hausdorf-
fova dimenze je ostfe vétsi nez dimenze topologickd, pravil pan Benoit Mandelbrot.

Ani toto ovSem neni Uplné piesné definice fraktalu a to z jednoho velmi prostého
divodu, zZaddné presnd definice totiz neexistuje.

wvevr

Par nejznaméjsich fraktala

Kochova vlo¢ka — K zdkladnimu trojihelniku (¢asto rovnostrannému) pfi-
dame k prostieni tretiné kazdé strany trojuhelnik o tfetinu mensi. Pokracujeme.
Krivka je spojita, avSsak nemé v zddném bodé derivaci. Délka této kiivky je neko-
necnd, ovsem plocha kfivkou vymezena konverguje.
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obrazek pochazi z [2]

Sierpinského trojuhelnik — Z trojihelniku vyjmeme trojihelnik tvofreny
stfednimi prickami. Toto opakujeme stale u kazdého nové vzniklého utvaru, az
dostaneme nekone¢né mnoho trojihelniki s plochou konvergujici k nule.

obréazek pochazi z [4]

Sierpinského koberec — V podstaté predstavuje preneseni Cantorova diskon-
tinua do roviny. Jednotkovy ¢tverec rozdélime na 9 mensich ¢tvercti a odstranime
prostiedni z nich. Pokrac¢ujeme do nekonecna.
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Fix)
1

obréazek pochazi z [3]
Mengerova houba — Jedna se o zobecnéni Sierpinského koberce v prostoru.
Objekt s nekonecné velkym povrchem, ovSsem objemem konvergujicim k nule.

0.z

0.4 0.6

obrazek pochazi z [5]

n.s 1

Déblovo schodisté — tizce souvisi s Cantorovym diskontinuem. Poskladame-1i
vSechny vynechané tretinové tseky z jeho konstrukce nad sebe do stupni o vysce
stejné jako sitka, vznikne dablovo schodisté. Toto schodisté méa navzdory své slozité
fraktalni struktufe nekone¢né mnoha stupnt konec¢nou délku rovnou 2.
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Ulohy

Priklad 1. Spoctéte Hausdorffovu dimenzi:
(1) cétverce
(2) krychle
(3) Kochovy vlocky
(4) Sierpinského trojuhelniku
(5)
)

(S

Sierpinského koberce

(6) Mengerovy houby.

Priklad 2**. Dokaite, ze Cantorovo diskontinuum je fidkd mnozina. (MnoZina
M C R je ridkad, jestlize v kazdém intervalu I existuje interval J C I takovy, ze
JNM =)

Zdroje:

http://en.wikipedia.org/wiki/Fractal
http://www.vood.mysteria.cz/fraktaly/clanky/1.htm
http://www.root.cz/clanky/fraktaly-v-pocitacove-grafice-i/
http://www.root.cz/clanky/fraktaly-v-pocitacove-grafice-ii/
http://astronuklfyzika.cz/Gravitace3-3.htm
http://www.chytraktim.com/fraktaly/fraktaly prehled.php
http://www.hyperkrychle.cz/fractals.html

Obrazky:

Wikipedie

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Cantor_set_in seven_iterations.png
Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:Sierpinski.svg

Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:Menger_sponge %28IFS%29. jpg
Weisstein, Eric W. Sierpinski Carpet. MathWorld.
http://mathworld.wolfram.com/SierpinskiCarpet.html

Weisstein, Eric W. Cantor Function. MathWorld.
http://mathworld.wolfram.com/CantorFunction.html
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Dikazy pomoci obarvovani
| Martin Tancer

Uvod

Cilem pfednasky je seznamit se s metodou obarvovani pri feSeni raznych ma-
tematickych tloh. Pfednaska v sobé neobsahuje v podstaté vibec zadnou teorii,
pujde predevsim o feseni prikladu.

Podékovani

Piiklady k této piedndsce byly derpany z textu Roberta Samala. Ten uvadi, ze
je cerpal od Arthura Engela z knihy Problem-Solving Strategies.

Polymina

V prikladech se ¢asto vyskytuji néjaka polymina. k-mino dostaneme tak, Ze ze
¢tvereckového papiru vystfihneme k ¢tverct drzicich pfi sobé (drzeni za roh se ne-
poCitd). Pro k =2,3,4,5... se ¢asto pouziva vyrazi domino, trimino, tetramino,
pentamino, ... Domino je uréeno jednoznac¢né. Trimina jsou dvé. Tetramin je pét
(osové soumérna povazujme za stejnd) a jisté si domyslis, jak vypadaji tetramina
oznacena I, L, O, T a S.

Priklady

Priklad 1. Je moZno z péti tetramin — od kazdého druhu jednoho — vytvofit
obdélnik?

Priklad 2. Lze pokryt Sachovnici 8 x 8 pomoci patnacti tetramin T a jednoho
tetramina O7

Priklad 3. Lze pokryt obdélnik 10 x 10 pomoci 25 tetramin I7

Priklad 4. Obdélnikova tabulka je vyplnéna tetraminy typu I a O. Pavel chce
jedno z tetramin vyndat, vyménit ho za tetramino druhého typu a témito tetra-
miny opét vyplnit stejnou tabulku. MzZe se mu to podafit?

Piiklad 5. Sachovnici 8 x 8 je mozno vyplnit dominy 2% - 9012 = 12988816
zpusoby. Kolika zpiisoby lze vyplnit Sachovnici, z niz jsme vyfizli dva protilehlé
rohy.
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Priklad 6. Je moZno vyplnit krychli 10 x 10 x 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 47

Prfiklad 7. Obdélnik a x b lze pokryt obdélniky 1 x n, pravé kdyz n|a nebo n|b.
Dokazte. Kdy jej lze pokryt obdélniky m x n?

Priklad 8. Jeden z rohi ¢tverce (2n+ 1) x (2n+ 1) je vyfiznut. Pro kterd n lze
pokryt zbyvajici ¢tverce dominy, z nichZ polovina je vodorovné a polovina svisle?

Priklad 9. Na jedno z policek ¢tverce 5 x 5 napiSeme —1 na ostatnich 24 policek
1. Jednim tahem miZeme zménit znaménko u vsech ¢isel v néjakém ¢tverci a X a,
pro a > 1. Chceme docilit toho, aby na vsech polickach byla 1. Kde mize byt na
zaCatku —1, aby to bylo mozné?

Priklad 10. Na kazdém poli¢ku Sachovnice 9 x 9 sedi beruska. V jeden okamzik
kazda beruska preleze na jedno z poli¢ek sousedicim rohem s vychozim. Néktera
policka zustanou volna. Jaky je nejmensi mozny pocet volnych policek?

Priklad 11. Na nekoneéné ¢tvercové siti hrajeme solitér: Na zac¢adtku mame na
n X n prusecicich rozmistény damové kameny, v kazdém tahu miZeme pteskocit
libovolnym kamenem néjakého jeho souseda (jen vodorovné ¢ svisle), toho odstra-
nit a preskakujicim kamenem dopadnout na policko za kamenem preskakovanym
(to musi byt volné). Pro kterd n mizeme vyhrat, tj. docilit stavu, kdy zbude jediny
kamen?

Priklad 12. Obdélnik O je rozdélen na koneéné mnoho obdélniki Oy, ...,
O,,. Pokud kazdy z obdélnikii O; méa celo¢iselnou stranu, tak i obdélnik O ma
celoc¢iselnou stranu, dokazte.

Priklad 13. Vystavni siit ma ptidorys tvaru (ne nutné konvexniho) n-thelniku.
Najdéte co nejmensi pocet hlida¢t, ktefi (pro dané n) takovou siii ohlidaji (hlida¢
je bod, ktery vidi vSemi sméry).

Piiklad 14. Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnacti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde
vSude muze byt dilek 1 x 17

Priklad 15. Lze do krychle 6 x 6x6 umistit 53 cihel velikosti 1 x1x4 (rovnobézné
se sténami)?

Piiklad 16. Ctverec 23 x 23 je vyplnén étverci 1 x 1, 2x 2 a 3 x 3. Kolik nejméné
¢tverct 1 x 1 potfebujeme?

Priklad 17. Na krychli vyznacime vrcholy, stfedy stén a sténové thlopficky.
Muzeme projit kazdy z vyznacenych bodt pravé jednou, smime-li prechazet jen
po sténovych thlopfickach?

Priklad 18. Na Sachovnici 4 X n neexistuje uzaviena cesta jezdcem, kterd by
prochéazela kazdym polickem pravé jednou, dokazte.
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Escherovy obrazky a trocha matematiky

k tomu
| Martin Tancer

Uvod

Tato prednagka bude se trochu lisit od ostatnich. Nebude v ni kladen az tak
silny diraz na matematickou stranku. Jejim cilem je spiSe seznamit s urcitym
druhem umeéni inspirovanym trochou matematiky. Jelikoz je Prasatko matematicky
seminaf, povime si ale i néco matematického — predevsim o symetriich roviny.

M. C. Escher

Maurits Cornelis Escher (1898-1972) byl nizozemsky umélec znamy piedevsim
svymi kresbami a grafikami, ve kterych zobrazuje paradoxy perspektivniho kres-
leni, topologické utvary a rozvrzeni roviny na pravidelné obrazce. Nékteré z jeho
obrazku si na prednasce urcité ukazeme.

Symetrie roviny

Nezanedbatelna ¢ast Escherova dila je zaméfena na symetrie roviny. Jeho ob-
razky vznikly na zakladé prace Gyorgyho Pdlyi o 17 symetriich roviny. My si
onéch 17 symetrii roviny popiseme a budeme studovat, jak se poznaji v obrazcich.
Za timto Ucelem si prvné zminime néjaké elementarni symetrie, ze kterych pak
poskladame 17 grup’ symetrii roviny.

Elementarni symetrie roviny

Pro ucely této prednasky pro nas budou zajimavé néasledujici symetrie roviny:
posunuti, zrcadleni, klouzavé zrcadleni® a otodeni o 180° (stiedova soumérnost), o
120°, 0 90° a 0 60°. V obrézcich budeme pouzivat znaceni jako na dalsim obrazku.

Pro posunuti zadné specialni znaceni mit nebudeme, bude patrné z takzvanych
Escherovych bunék.

7Slova grupa se, prosim, nelekni. M4 ur¢ity matematicky vyznam, ktery odpovida kontextu,
nicméné pro nas onen matematicky vyznam bude naprosto nepodstatny. Vzdy, kdyz v textu
narazi$ na pojem grupa symetrie roviny, predstavuj si pod nim soubor pravidel, kterymi se dané
symetrie ridi.

8Pteklad anglického glide reflection. Nejsem si védom toho, ze by existoval ¢esky termin.
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zrcadleni A stied otoceni o 120°
————— klouzavé zrcadleni <> stied otoceni o 90°
O stfed otocenf o 180° (O stied otoceni o 60°

Znacky pro rtuzné druhy symetrii

.o
: =

Priklady elementarnich symetrii

>

Escherovy buiiky

Definice. Escherovym obrazkem (alespoil v tvodni ¢dsti piednasky) budeme
rozumét takovy obrazek v roving, Ze existuji dvé rizng (nezavisld) posunuti v
roviné, ktera obrazek neméni.

Definice. Escherovou bunkou budeme rozumét minimalni takovou oblast v Es-
cherové obrazku, Ze jejim posouvanim lze uz ziskat cely obrazek.
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Na obrazku je vlevo vyznacena Escherova buiika s moznym posunutim nahoru
a doprava. Vpravo je vyznacena jind moznéa volba Escherovy buiiky, aby bylo
poznat, ze Escherova bunka neni jednozna¢na.

Symetrie obrazku — priklad

\% této ¢asti si uvedeme priklad sméfujici k tomu, jak rtizné symetrie znacit a
poznat (na prednasce budeme mit p¥iklad o trochu komplexnéjsi).

i

Chceme-li ur¢it symetrie néjakého obrazku, zvolime si nejprve néjakou (radéji
ne moc komplikovanou) Escherovu buiiku. Potom hleddme elementirni symetrie,
které do obrazku zaznacime. V tomto pripadé najdeme nékolik otoceni o 180°.
Dostaneme tak schéma symetrii obrazku. Sed4 oblast na obrazku zna¢i nejmensi
motiv, ktery se opakuje, tj. v této Sedé oblasti lze predekreslit libovolny obrazek.
Potom uz je zbytek jednoznacné urcen.

Klasifikace symetrii

Jak jsme jiz zminili v ivodu, je dohromady 17 grup (t¥id) symetrii, které zkou-
méame. Nakreslime si zde k nim schématické obrazky. Hranice Escherovy buiiky
budeme kreslit tenkou ¢arou zatimco zrcadleni ¢arou tu¢nou.
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Martin Tancer: Escherovy obrazky a trocha matematiky k tomu
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Obrazky

vvvvvv

Proto si na nésledujicich strankich miizes prohlédnout (alesporl éernobilé) verze
néjakych obrazktl. Na procviceni miizes zkusit k jednotlivym obrazktm prirazovat
grupy symetrie.
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................ (doplri své jméno)
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