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Factoring lemma

HANA BENDOVA

ABSTRAKT. Factoring lemma je jednoduché, ale uzite¢né lemma, s jehoz pomoci se
daji snadno vyfesit nékteré diofantické rovnice i jiné ¢iselné teoretické ulohy. Prispévek
obsahuje lemma samotné, nékolik fesenych tloh a nékolik dloh na procviceni.

Motivaéni priklad. Budte a, b, ¢, d pfirozena &isla takova, ze ab = cd. Dokazte,
7ze a + b+ c+ d je slozené.

Lemma. (Factoring lemma) Necht a, b, ¢, d jsou piirozena ¢isla takova, Ze plati
ab = cd. Pak existuji pfirozens ¢isla m, n, p, q takové, ze ged (n,p) =1 a

a=mn, b=pq, c=mp, d=ng.

Dikaz. Podminku ab = cd mtzeme prepsat jako

Oba zlomky se daji reprezentovat stejnym zlomkem % v zékladnim tvaru. Polozme

Ziejmé m a q jsou prirozena a cisla m, n, p, ¢ maji pozadované vlastnosti.

Reseni piikladu. Najdeme pfirozena ésla m, n, p, ¢ jako v lemmatu. Pak
a+b+c+d=mn+pg+mp+ng=(m+q)(n+p),

z ¢ehoz vidime, ze a + b+ ¢ + d je slozené ¢islo.

KLiCOVA sLovA. factoring lemma, nesoudélnost, pythagorejské trojice, diofantické rovnice
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FACTORING LEMMA

Diofantické rovnice

Piiklad 1. Po dvou nesoudélné celd ¢isla spliwuji a? + b? = c2. Jestlize a je liché,
existuji cela ¢isla u, v tak, Ze ¢ = u? — v? a b = 2uv.

Reseni. PfepiSeme podminku jako
b = (c—a)(c+a).

Podle lemmatu existuji m, n, p, q tak, ze b = mn = pq, c —a = mp, ¢+ a = ng.
Opét podle lemmatu existuji z, y, z, w tak, ze m = xy, n = zw, p = xz, ¢ = yYyw.
Tedy

ng—mp _ yz, o 2

—_ == —x°).

Protoze w? a z? déavaji po déleni ¢tyfmi pouze zbytky 0 nebo 1 a a je liché, musi
platit 2 | yz. Na druhou stranu éislo yz déli jak b, tak 2a, tedy yz = 2. Tim je diikaz
hotov.

b=xzyw, a=

Piiklad 2. Po dvou nesoudélné p¥irozena ¢isla a, b, ¢ spliiuji a®+b? = 2¢2. Dokazte,
ze existuji cela ¢isla t, u, v tak, ze

t
a= E(uQ—Uz—I—qu),
t
b= Z(v2 —u? 4+ 2uw),
c= E(u2—|—v2).
4

Reseni. Protoze (a — ¢)(a + ¢) = (¢ — b)(c + b), existuji podle lemmatu celd ¢isla
m, n, p, q tak, ze

a—c=mn, a+c=pqg, c—b=mp, c+b=ng.

Odtud pg — mn = mp+nq, tedy p(¢ —m) = n(qg+ m). Opét podle lemmatu existuji
cela Cisla x, y, z, w takova, ze

p=xy, ¢g—m=zw, n=xz, q+m=yw.

Plati
1 (yw — zw 2w + yw TW, o 9
a:f(mn+pq)=§ 5 ezt 5 Y :T(y + 2yz — 27),
1 (zw+yw Yyw — 2w Tw 9 9
b= 5(ng—mp) =3 5 5wy ) = (Y 2y 427,



HANA BENDOVA

Nyni staci polozit t = uv, u =y, v = 2.

Pfiklad 3. Budte (a,bd) a (¢, d) dvé rtizné neusporadané dvojice celych ¢isel takové,
7e a® + b2 = % + d% = k. Dokazte, Ze k je slozené.

Reseni. Bez Gjmy na obecnosti a > ¢ (kdyby a = ¢, pak b = d a dvojice by nebyly
riizné). Upravou dostaneme

(a—c)(a+c) = (d—b)(d+b).

Vidime, ze d > b, tedy a + ¢, a — ¢, d+ b, d — b jsou pfirozena ¢isla a podle lemmatu
najdeme pfirozena ¢isla m, n, p, q tak, ze

at+c=mn, a—c=pq, d+b=mp, d—b=ngq.

Potom
mn + pq
a= 5 , b=

mp—ng
2

a plati
4k = 4(a® +b*) = (mn + pg)* + (ng — mp)?
= m2n? + P22 + 02 + m2p? = (m? + ¢®)(n? + p?).
Predpokladejme, 7e k je prvoéislo. Pak bez ijmy na obecnosti k | m? + ¢%. Tedy bud
n? + p?> = 4, nebo n? + p?> = 2. Prvni piipad nemiZe nastat, nebot ¢islo 4 se neda
napsat jako soucet dvou ¢tverci. Ve druhém piipadé n = p = 1, z ¢ehoz plyne a = ¢,
b= d, coz jsme v zadani zamitli. Cislo k tedy musi byt slozené.

V feseni posledniho piikladu jsme po cesté dokazali i nasledujici lemma.
Lemma. Jsou-li a, b, ¢, d celd ¢isla a a® + b2 = ¢? + d?, pak existuji celd &isla m,

n, p, q takova, ze

2a =mn+pq, 2b=mp—nqg, 2c=mp+ngqg, 2d=mn—pq.

Dalsi priklady

P¥iklad 1. Najdi vSechna celoé¢iseln4 feseni rovnice x2 + 3y? = 22.

P¥iklad 2. Najdi viechna celo¢iselné feseni rovnice 22 + 32 = 522
Priklad 3. Dokazte, 7e je-li N = a? + 2b*> = ¢ + 2d? a {a,b} # {c,d}, pak N je

slozené.

Priklad 4. Dokazte, Ze jsou-li a, b, ¢, d pFirozena ¢isla a ab = cd, pak a™ + b" +
c” 4 d" je slozené.
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Grafové algoritmy

PETER ,, 7T TR“ KORCSOK

ABSTRAKT. Viacero matematickych problémov je mozné previest na niektort z gra-
fovych tloh, pre ktort uz existuje mnoho spésobov, ako ju tspesne vyriesit. Tento
prispevok predstavuje 4 zédkladné grafové algoritmy v ich najzakladnejsich podobéch,
aby boli zrozumitelné aj pre Iudi, ktori sa nepohybuji v informatickej oblasti.

Pri skiimani matematiky moézeme narazif na mnozstvo problémov z tplne od-
lisnych oblasti. Casto ale sta¢i trochu abstrakcie a vieme ich previest na niektort
z grafovych tloh, ktoré potom podstatne jednoduchsie vyriesime, ak vieme ako na to.
Cielom tohto prispevku je predviest niekolko zékladnych metdd, ako tieto zadania
aspesne zdolaf.

Na zaciatok by asi bolo vhodné vysvetlit, ¢o vlastne slovd z ndzvu znamenaji:

Definicia. Grafom G nazveme dvojicu (V, E), kde E C (‘2/)1 Prvky mnozin V

a FE potom budeme nazjvat vrcholm: pripadne hranam: grafu G.

Definicia. Algoritmus je koneéna postupnost dobre definovanych instrukcii na spl-
nenie urcitej tlohy.

Dalej sa nam bude hodif poznat niekolko pojmov zo sveta grafov, preto si ich
radsSej hned pripomerime:

Definicia. Cestou v grafe G = (V, E) rozumieme postupnost vy, ey, va, ..., Up_1,
€n—1, Un, kde e; = (v;,v;41) € E (Vi=1,...,n—1) a jednotlivé vrcholy v; ani hrany
e; sa neopakuju.

Definicia. KruZnicou v grafe G = (V, E) budeme rozumiet postupnost vy, e1, va,
s Un—1s €n—1, Un, €n, V1, kde €¢; = (vj,v01) € E Vi =1, ..., n—1), e, =
(vn,v1) € E a jednotlivé vrcholy v; ani hrany e; sa neopakuju.

Definicia. Graf G = (V, E) nazveme stvislym, pokial medzi kazdymi dvoma vr-
cholmi u,v € V vedie cesta.

KLUGOVE SLOVA. graf, algoritmus, prehladévanie do hibky, prehladdvanie do $irky, najkratsia
cesta, hladanie kruznic, Dijkstrov algoritmus, minimélna kostra, Jarnikov algoritmus
1Symbolom ()k( znacime mnozinu vSetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny X.
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GRAFOVE ALGORITMY

Definicia. Pre suvisly graf G = (V, E) definujeme jeho kostru ako stuvisly graf
K = (V, E'), ktory neobsahuje ziadnu kruznicu a zéroven E' C E.

Definicia. Ohodnotenie grafu G = (V, E) je lubovolné zobrazenie ¢: E — R, takto
ohodnoteny graf budeme znacit (V, E, c).

Este si zavedme niekolko znaciek, ktoré ndm potom sprehladnia a skratia zapis
algoritmov:

Znacenie.

e Symbol = := y oznacuje priradenie hodnoty y do premennej x.

e Symbolom x — F budeme znacit pridanie hodnoty x na koniec zoznamu F'.

e A nakoniec F' — z bude predstavovat vyber prvej hodnoty zo zoznamu F
a jej dosadenie do premennej x.

Pretoze uz vieme vSetky potrebné pojmy, ni¢ nam nestoji v ceste k nasim al-
goritmom. Za¢nime dvoma spdsobmi, ako mézeme taky graf vobec prejst, aby sme
zbytocne neprechadzali ten isty vrchol viackrat.

Prehfadavanie grafu do hibky

Prva moznost je tzv. prehladdvanie do hibky (angl. Depth First Search, skratene
DFS). Hlavnou ideou tohto algoritmu je zacat v jednom vrchole, z neho prejst na
nenavstiveného suseda, odtial na dalSieho suseda, ... a to celé az dovtedy, kym sa
nam neprejdeni susedia ,,nemint“. Vtedy sa vratime k niektorému z predchadzaju-
cich vrcholov a skiSame dalej.

Vstupom do tohto algoritmu by mal byt savisly graf (V, E) a nejaky jeho vrchol
v € V, z ktorého chceme prehladévanie spustif. Vystupom potom bude napriklad
usporiadanie mnoziny V' v poradi, v akom boli prvky navstivené.

Algoritmus. (DFS)

1. ozna¢ v za navstiveny, ostatné vrcholy za nenavstivené, R := {v}

2. ak |R| = |V, vrat R a skonéi

3. ak existuje nenavstiveny sused v, ozna¢ ho ako u a navstiveny, u — R,
r(u) :=wv, v := u a prejdi na 2. krok

4. ak vSetci susedia v s uz navstiveni, v := r(v) a prejdi na 3. krok

Pomocou DFS vieme napriklad najst nejaki kostru zadaného hrafu, najst v iom
kruznice a ak vynechdme podmienku stvislosti vstupného grafu (a mierne upravime
2. krok), preskiimané vrcholy budu tvorit prave tzv. komponentu stvislosti obsahu-
jacu vrchol v, teda najvicsiu savisla ¢ast grafu, v ktorej sa vrchol v nachadza.

Miernymi tpravami tohto algoritmu dostaneme pomerne efektivny sposob na hla-
danie cesty v labyrinte, pripadne dokonca vytvaranie rozne komplikovanych bludisk.

Prehfadavanie grafu do Sirky

Druhou moznostou je potom tzv. prehladdvanie do Sirky (angl. Breadth First Se-
8
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arch, skrdtene BFS). Podobne ako pri DFS, aj tu zac¢iname v jednom vrchole, aku-
rat z neho prejdeme najprv vSetkych jeho susedov, potom susedov susedov a takto
pokracujeme, kym nemdme prejdeny cely graf (alebo jeho komponentu).

Vstupom algoritmu je opét suvisly graf (V, E) a §tartovaci bod v € V, vystupom
je znovu poradie prechodu vrcholov.

Algoritmus. (BFS)

1. ozna¢ v za navstiveny, ostatné vrcholy za nenavstivené, F := {v}, R:=0

2. ak |R| = |V, vraf R a skonéi

3. ak F nie je prazdne, FF - v, v — R

4. ak existuje nenavstiveny sused v, oznac ho ako u a navstiveny, u — F' a prejdi
znovu na 4. krok, inak prejdi na 3. krok

BFS prechadza vrcholy podla vzrastajicej vzdialenosti (na pocet hran) od po-
Giatku v, takZze ho moézeme pouzif napriklad, ked potrebujeme néjst najkratsiu cestu
medzi dvoma bodmi. Podobne ako DFS, aj tento algoritmus moZeme upravit tak,
aby bol schopny bezaf na nestuvislych grafoch — opét preskima prave vrcholy z jednej
komponenty.

Hladanie najkrat3ej cesty

Zékladnt myslienku BFS moZeme rozsirit aj na ohodnotené grafy a vzdialenost po-
¢itant ako minimalny stcet hodnét hran na ceste medzi dvoma bodmi. Na najdenie
tej najkratSej mame hned niekolko moznych sposobov, najjednoduchsi z nich je asi
Dijkstrov algoritmus. Znovu vyjdeme z jedného vrcholu v, ktorého vzdialenost od
seba samého je 0, vzdialenosti ostatnych bodov ale zatial nepozndme. V kazdom
kroku si potom zvolime najblizsi nespracovany vrchol a vSetkym jeho susedom upra-
vime vzdialenost od v.

Tu si uz s oby¢ajnym grafom nevystacime, budeme potrebovat, aby bol ohod-
noteny a dokonca vsetky hrany musia mat nezadpornt hodnotu (inak si v grafe na-
robime neporiadok a to predsa nechceme :-)), po tspeSnom priebehu ale budeme
poznat najkrat$iu vzdialenost z poéiatoéného vrcholu v do vSetkych ostatnych.

Algoritmus. (Dijkstrov)

1. ozna¢ vSetky vrcholy za nenavstivené, d(v) := 0, d(u) := oo (Yu # v)

2. ak neexistuje vrchol v s d(v) < oo, vrat d a skonéi

3. za v ozna¢ nenav§tiveny vrchol s minimalnou hodnotou d(v), oznaé v za
navstiveny

4. vSetkym nenavstivenym susedom wu vrcholu v nastav d(u) := min{d(v) +
c(v,u), d(u)} a prejdi na 2. krok

Pomocou Dijkstrovho algoritmu vieme riesif mnozstvo tloh, ktoré je mozné pre-
viest na problém najkratSej cesty (konkrétne priklady si spomenieme na prednéske).
Na riesenie tohto problému samozrejme existuju aj iné algoritmy, viaceré si dokonca
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vedia poradit aj so zdpornymi hranami, vo vi¢sine pripadov nam ale ten Dijkstrov
dostatocne posluzi.

Minimalna kostra

Poslednou oblastou grafovych tloh, ktorej sa budeme venovat, je problematika kos-
tier. UZ sme si uviedli jeden sposob, ako lubovolnu z nich ndjst — DFS. Pretoze ale
v dneSnom svete je vSetko prili§ drahé, skiisme rovno néjst kostru, ktorej celkova
cena za vSetky vybrané hrany bude najniZSia moZné. Aj na toto mame viacero moz-
nych algoritmov — napriklad Jarnikov?, Bortvkov alebo Kruskalov, vietky tri sa
radia medzi tzv. ,pazravé“3 algoritmy.

Pozrime sa teraz podrobnejsie na Jarnikov postup: jeho zakladnou ideou je budo-
vanie jednej komponenty suvislosti (definicia je pri DFS), ku ktorej v kazdom kroku
pridame jeden vrchol a niektort hranu z tohto bodu do uz vytvorenej komponenty,
pri¢om sa snazime, aby pridand hrana mala vzdy najmensiu vahu. Vstupom je opét
ohodnoteny suvisly graf (V, E, ¢), vystupom niektord z jeho minimélnych kostier.
Algoritmus. (Jarnikov)

1. zvol si niektory vrchol v, V' := {v}, E' := 10

2. ak |[V'| = |V|, vrat (V', E’) a skonéi

3. z mnoziny hran {(u,v);u € V',v € V \ V'} vyber hranu e = (u,v), Ze
hodnota c(e) je miniméalna

4. v — V', e — E’ a prejdi na 2. krok

Podmienku stvislosti vstupného grafu potrebujeme k tomu, aby sme nakoniec
do kostry mohli pridat vSetky vrcholy, v opa¢nom pripade by sme nasli iba kostru
komponenty, do ktorej patri ndhodne zvoleny prvy vrchol. Tento algoritmus sice
inde ako pri hladani kostry minimélnej vahy velmi nevyuzijeme, ale uz len tym nim
dokaze znac¢ne ulahéif dalsiu pracu na pévodnom probléme. Obecne si totiz stromy*
(Go kostra je) na skiimanie jednoduchsie ako grafy s kruznicami.

Tym sa pomaly dostavame na koniec prispevku. Spomenuté algoritmy samozrejme
nie st jediné, ¢asto sa v praxi upravuji a kombinuju s dalsimi, aby sa prisposobili
$pecifickym podmienkam zadania. Keby sme chceli aspoil okrajovo popisat vsetky,
tento text by musel byt podstatne dlhsi.

Literatdra a zdroje

[1] Kniznica PraSiatka, http://mks.mff.cuni.cz/library/

2V anglickej literattre je znamy skor ako Primov, ale pretoze Jarnik ho popisal 27 rokov pred
Primom, myslim, ze toto oznacenie si zasluzi.

3Po ¢esky ,hladové“, po anglicky ,greedy*.

4 Strom je stvisly graf bez kruznic.
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O hranici neporiadku

PETER ,, 7T TR“ KORCSOK

MoTTOo. Akokolvek sa budes snazit, absolitny neporiadok neurobis ;)

ABSTRAKT. Dirichletov princip je silny dokazovy nastroj, ktory ma Siroké vyuzitie
v najroznejsich oblastiach matematiky. V prispevku je metéda predvedenad na dvoch
rieSenych tlohach a citatelovi je dalej pontiknutd moznost vyskuasat si jej pouzitie na
sade 20 prikladov, ktoré st usporiadané podla zlozitosti. Druhu éast prispevku tvori
aplikédcia principu vo svete grafov — ivod do Ramseyovej tedrie.

Dirichletov princip

Keby sme sa opytali ndhodného okoloidiceho, pravdepodobne by nam povedal, ze
svetu (a hlavne tomu matematickému) vladne chaos a neporiadok. Cielom tohto
prispevku je ukazat, Ze aj ked sa to na prvy pohlad nezda, skuto¢nost je tplne iné.
Aj v zdanlivo neusporiadanych systémoch totiz platia urc¢ité pravidla, o ktorych si
tu nieco povieme.

Pri nasom boji budeme mat pomerne silni zbraii, ktord je aj napriek svojmu vzne-
Senému nazvu Dirichletov princip naozaj jednoduché tvrdenie. Toto oznacenie nie
je jediné, Casto sa nan odkazuje ako na priehradkovy princip alebo princip holubnika
(angl. pigeonhole pricinple).

Veta. (Dirichletov princip) Ak mdme rozdelit n + 1 guli¢iek do n kosikov, urdcite
vieme néjst kosik, v ktorom st aspori 2 gulicky.

V mnohych pripadoch sa ndm viac bude hodit jeho obecnejsia formul4cia:
Veta. (Dirichletov princip, obecne) Majme prirodzené ¢isla ny, na, ..., n;, mnozinu

X s aspori 1+Z§:1(m —1) prvkami a jej rozklad na mnoziny X1, Xs, ..., X;. Potom
urcite existuje i také, ze X; ma aspon n; prvkov.

Pre lepSiu predstavu si ho hned vysktSame pouZit:
KrU¢oVE SLOVA. Dirichletov princip, princip holubniku, pigeonhole principle, Erdés-Szekeres,

Ramseyove vety, Ramseyovo ¢islo, graf, ofarbenie hran, podgraf
11



O HRANICI NEPORIADKU

Uloha 1. V sufliku mdme pomiesanych 10 ¢ernych, 12 modrych a 8 sivich po-
noziek. Kolko ich musime vybrat, aby sme s istotou mali aspon jeden par rovnake;
farby?

Riesenie. Kazda vytiahnutad ponozka ma jednu z troch farieb, teda n = 3. Na konci
chceme mat aspon dva kusy spadajice do rovnakej skupiny, preto nam podla prvej
verzie principu stac¢i vybrat n + 1 = 4 ponozky.

Uloha 2. Ukazte, %e z Iubovolnej postupnosti n + 1 roznych prirodzenych &isel
ag, a1, . ..,a, vieme vybrat skupinu za sebou iducich prvkov tak, aby ich stadet bol
nasobkom n.

Riesenie. Na zaciatok sa pozrime na to, aké zvysky davaju sicéty prvych clenov
nasej postupnosti (teda ag + -+ + ax postupne pre k = 0,...,n) po deleni ¢islom
n. Pretoze roznych zvyskov je maximalne n, ale mame n + 1 sac¢tov, urcite existuju
i < j také, ze pre nejaké celé cisla x, y a z platia rovnosti:

apg+---+a; =nr+z

ag+---+a; =ny+=z
Potom ale a; 41+ - -+a; = (ap+- - -+a;)—(ao+- - -+a;) = (ny+2)—(na+z) = n(y—=z),
¢o sme cheeli dokézaf. O

Dirichletov princip sa moZe s prehladom vyuzit aj pri dokaze nasledujiceho tvr-
denia.

Tvrdenie. (Erdés-Szekeres) Z kazdej postupnosti n?+1 réznych &isel vieme vybrat
rastiicu alebo klesajiicu podpostupnost dlzky n + 1.

Lahké priklady
Priklad 3. Ukazte, ze medzi 25 ucastnikmi ststredenia existuju traja taki, ze
oslavuju narodeniny v rovnakom mesiaci.

Priklad 4. Dokazte, ze v kazdej skupine 101 aspon dvojcifernych ¢isel vieme néjst
dvojicu takl, ze maju posledné dve cifry rovnaké.

Priklad 5. V $tvorci 6 X 6 cm je ndhodne rozmiestnenych 37 bodov. Dokézte, ze
vzdy existuje Stvorec 2 x 2 cm, v ktorom sa nachédza aspon pét z nich.
(PraSe 94/95)

Priklad 6. V stvorci 10 x 10 cm je ndhodne rozmiestnenych 101 bodov. Dokazte,
7e vzdy vieme vybraf trojuholnik s obsahom 1 cm?, ktor§ obsahuje aspoii dva z nich.

Stredne tazké priklady

Priklad 7. Po stole 1 x 1 m lezie 51 much. Ukdzte, Ze s pomocou kruhového hrnca
12
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s polomerom + m (a trochou sikovnosti :)) moZeme chytit aspon 3 muchy jednou
ranou.

Priklad 8. N4jdite ¢o najdlhsiu aritmeticki postupnost s diferenciou 60, ktorej
v8etky prvky st prvodisla. (PraSe 98/99, 1. séria)

Priklad 9. Na Sachovnici 8 x 8 policok méme rozostavenych 33 vezi. Vieme medzi
nimi najst 5 takych, Ze sa navzdjom neohrozuju? (PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 10. Hraci plan hry ,,Cloveée, nehnevaj sa“ obsahuje 36 poli¢ok usporiada-

nych do kruhu. Kolko najmenej figiirok musi byt v hre, aby sme vzdy mohli niektort

z nich vyradif pomocou inej nezédvisle na ich rozlozeni a vysledku hodu kockou?
(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 11. Dokazte, ze pre vietky nestdelitelné ¢isla a a b je desatinny rozvoj §
konecny, alebo ma periédu maximéalne b — 1.

Priklad 12. Majme dvadsatprvkovii mnozinu A po dvoch nestudelitelnych priro-
dzenych ¢isel a mnozinu B definovant ako B = {a¥;x,y € A}. Dokéazte, Ze existuji
dva prvky mnoziny B, ktorych rozdiel je delitelny ¢islom 379.

Priklad 13. Dokéazte, ze z lubovolnej pétice vrcholov pravidelného devéituholniku
vieme jeden odstranit tak, aby zvysné Styri tvorili vrcholy lichobeznika.

Tazké priklady

Priklad 14. New York je okrem iného zndmy aj pravidelnostou svojich ulic —
ma 151 severojuznych a 151 vychodozapadnych ulic, ktoré sa vzdy po 100 metroch
krizia. V meste je rozmiestnenych spolu 11401 telefénnych automatov. Vieme tam
najst dva automaty, ktoré st vzdialené maximéalne 200 metrov chodze po chodniku?

(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 15. Dokdazte, Ze medzi lubovolnymi ésmimi zloZzenymi prirodzenymi &is-
lami mensimi nez 360 existuju vzdy dve ¢isla, ktoré maji spolocného delitela vicsieho
ako 1. (PraSe 94/95)

Priklad 16. Dokéazte, ze pre kazdé n € N vieme z lubovolnej (n + 1)-prvkovej
podmnoziny {1,2....,2n} vybrat dve roézne ¢isla, z ktorych jedno deli druhé.
(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 17. Dokéazte, Ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n existuje jeho prirodzeny
nasobok zlozeny iba z cifier 0 a 1.

Priklad 18. Na priamke p lezi postupne 6 tisekov uy, us, . . ., ug s dlzkami po rade

di,ds,...,dg, ktoré s po dvoch disjunktné. V jednej polrovine urcenej priamkou

p zostrojime body S, S9,...,Sg tak, Ze vrchol S; tvori spolu s useckou wu; rovno-

stranny trojuholnik (i = 1,2,...,6). Nakoniec vytvorme kruhy so stredmi v bodoch
13
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51,52, ...,5¢ a polomermi dy,ds, .. .,ds. Dokazte, Ze neexistuje bod, ktory by lezal
vo vSetkych Siestich kruhoch. (PraSe 08/09, 5. séria)

Pre borcov

Priklad 19. Dokézte, ze z Tubovolného Sestnéstciferného ¢isla vieme vybrat ne-
prazdnu skupinu za sebou iducich cifier, ktorej ciferny stcin je druhou mocninou
celého disla. (PraSe 08/09, 5. séria)

Priklad 20. Majme v rovine n bodov z1,...,z, v obecnej polohe®, priom nie-
ktoré z tychto bodov st spojené tseckami. Stupriom bodu xp budeme nazyvat pocet
spojnic, ktoré z neho vedi. Dokazte, ze ak pre ziadne body rovnakého stupna neexis-
tuje ich spolo¢ny ,sused“ a navyse aspon jedna dvojica bodov je spojena tseckou,
potom nutne existuje bod, ktorého stupen je 1. (PraSe 94/95)

Priklad 21. Ukazte, ze existuje prirodzené ¢islo N také, ze kazdé prirodzené ¢islo
a > N vieme ,josekat“ z okrajov na prirodzeny nésobok ¢isla 2011.
(Kanadska MO 2011)

Priklad 22. Majme v priestore n bodov (n > 3), pri¢om ich spojnice s rozne
dlhé a r z tychto useciek je zafarbenych. Dokézte, ze potom z tychto zafarbenych
spojnic vieme vytvorit tah® dlzky asponi [2°], v ktorom dizka tseCiek narasté.”

(PraSe 97/98, 2. séria)

Ramseyove vety

Doteraz sme sa zaoberali ohrani¢ovanim neporiadku v najréznejsich situaciach. Za-
merajme sa preto v druhej ¢asti prispevku uz iba na jednu pomerne rozsiahlu c¢ast
matematiky — grafy. S ich pomocou vieme naznacit réznorodé vztahy (priatelstva,
cesty medzi mestami, vymenné kurzy v bankach, ... ) do jednoduchého modelu, pre
ktory uz mame viaceré nastroje, ako s nim pracovat.

Aby sme vSak mohli pokracovat, potrebujeme si nadefinovat niekolko pojmov:

Definicia. Grafom G nazveme dvojicu (V, E), kde E C (‘2/).8 Prvky mnozin V
a FE budeme potom nazjvat vrcholm: pripadne hranam: grafu G.

Definicia. Uplngm grafom K, = (V, E) budeme nazjvat graf, v ktorom |V| = n
vE- ().

5Mnozina bodov je v obecnej polohe, pokial Ziadne tri z nich nelezia na priamke.

6 Tah je postupnost na seba nadvizujicich hran, ktoré sa neopakuju.

7Symbol [z] oznaduje horni celd cast &isla x, teda najblizsie celé &islo y, ze z < y.

8Symbolom ()k() znac¢ime mnozinu vSetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny X.
14



PETER ,#TR¢ KORCSOK

Definicia. Podgrafom grafu G = (V, E) budeme oznacovat grat G' = (V', E’), pre
ktory plati, ze V' CV a E' C (‘g) NnE.

Definicia. Ofarbenim hran grafu G = (V, E) k farbami rozumieme fubovolné zo-
brazenie f: E — {1,2,...,k}.

Na zaciatok si uvedme motivacény priklad, s ktorym ste sa uz pravdepodobne
stretli.

Tvrdenie. (Vedierok so Siestimi) Na kazdom vecierku s aspori Siestimi hostami
vieme najst trojicu ludi, kde sa vSetci traja navzdjom poznaju, alebo trojicu vza-
jomne neznamych hosti.

Tvrdenie, ktoré sme prave vyslovili je Specidlnym pripadom rozsiahlejsej tedrie
pomenovanej po britskom matematikovi F. P. Ramseyovi. Nasledujtca veta mé via-
cero variant, my si uvedieme len jej obecné znenie pre konecné grafy.

Veta. (Ramseyova) Pre kazdé t € N a skupinu ¢isel ny,na,...,n; existuje také
éislo N, Ze lubovolné ofarbenie grafu Ky pomocou t farieb obsahuje ako podgraf
K,,, kde vSetky hrany st i-tej farby (pre nejaké 1 < i <t).

Poznamka. Pozornejsim ¢itatelom urc¢ite neuniklo, Ze tvrdenie o veéierku je na-
ozaj len Specidlnym pripadom pre t = 2 an; = ny = 3. Tymto parametrom odpoveda
napr. N = 6.

Definicia. Najmensiu hodnotu N vyhovujicu Ramseyovej vete s parametrami
t,n1,na,...,n; Casto ozna¢ujeme R(ni,na,...,n;) a nazyvame Ramseyovgm cislom.
Poznamka. 7 definicie Ramseyovych &isel je jasné, Ze pre kazda dvojicu d¢isel
a,b plati R(a,b) = R(b,a) (v ndjdenom grafe len zmenime farby hran na opacné),
podobné vlastnost plati aj pre pripad ¢ > 3.

Odhad Ramseyovych Cisel

Ramseyove ¢isla maja sice pekné vlastnosti, ale bez toho, aby sme poznali ich (pri-
bliznd) hodnotu, je ich vyuzitie dost obmedzené. Tym sa postupne dostdvame k me-
nej prijemnej zdlezitosti — v skutocnosti je zndma len mala cast tychto hodnot, napr.:

e R(3,3) =6,

e R(3,4) =09,

e R(3,5) =14,

o R(3,6) =18,

o R(4,4) = 18,

o R(4,5) =25,

e 3 niektoré dalsie

Pri viacerych je dalej znamy aspon interval, v ktorom sa nachadzaja, napr.:
o 35< R(4,6) < 41,
e 43 < R(5,5) < 49,
15
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e 58 < R(5,6) < 87,
e 102 < R(6,6) < 165,

Z ,viactarebnych“ Ramseyovych ¢isel spomeniem napriklad, ze R(3,3,3) = 17, dokaz
tejto rovnosti uz ale nie je tplne trivialny.

Veta. (Horny odhad) Pre lubovolnt dvojicu ¢isel k,1 € N plati: R(k,1) < (*}'7?).

Veta. (Dolny odhad) Pokial ¢isla n a k spliaji nerovnost () - 21-(2) < 1, potom
plati R(k, k) > n.

Désledok. Pre kazdé k > 3 plati R(k, k) > 2¥/2.

Kam dalej?

To, ¢o sme si tu uviedli, je jedna z najzakladnejsich variant Ramseyovej vety. V sku-
toc¢nosti je mozné ju rozsirit a zobecnit viacerymi sposobmi, za zmienku stoja hlavne
nasledujiice dve moznosti:

(1) Doteraz sme ofarbovali hrany, teda dvojprvkové mnoZiny vrcholov, rovnako
ale mozeme ofarbovat aj viicsie skupiny (velkosti n). Potom opitf hladdme
ur¢itt podmnozinu vrcholov spliiajicu podmienku, Ze vsetky n-tice v nej
obsiahnuté st rovnakej farby.

(2) Druhou moznostou je zabudnit na koneéné grafy a prejst rovno k tym neko-
neénym. Tu uz ale musime byt opatrnej$imi, pretoze bez podmienky konec-
nosti grafov vieme napéchat ovela viac Sarapaty :)

Ani jednému z moznych rozsireni sa uz venovat nebudeme.

Literatiira a zdroje

1
2
3
4

Kniznica PraSiatka, http://mks.mff.cuni.cz/library/

Archiv PraSiatka, http://mks.mff.cuni.cz/archive/

Internetové férum Mathlinks, http://www.mathlinks.ro

Jifi Matousek, Jaroslav Nesetfil, Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum, Praha, 2009.

Pri pisani prispevku som sa inspiroval prispevkom Davida Stanovského Dirichle-
tuv princip, za ¢o sa mu chcem podakovat.
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RSA pro zacatecniky

JAKUB ,ROMAN“ KLEMSA

ABSTRAKT. RSA je moderni (1977) asymetrickd Sifrovaci metoda, na které je po-
stavena vétsina dnesnich Sifrovacich systémiu. Cilem prednasky bude ukazat princip
fungovani na zakladé Eulerovy véty a ukazka na konkrétnim pfikladé. Pfedvedeme si
i nékteré zpusoby zlomeni této Sifry, taktéz na prikladech.

Tvrzeni. Pro libovolna dvé cela ¢isla a, b, kde alespoii jedno je nenulové, plati
NSD(a,b) = NSD(a — b,b).

My toto tvrzeni budeme pouzivat pouze pro dvé piirozena ¢isla.

Pozorovani. Pro kazdé ptirozené ¢islo a plati:® NSD(a, 1) = 1, NSD(a,0) = a.

Eukleidiv algoritmus

Eukleidav algoritmus prevadi hledani NSD dvou pfirozenych ¢isel na hledani NSD,
kde jedno éislo je ostfe mensi. BUNO pfedpokladejme a > b a postupujme takto,
dokud jsou oba ¢leny NSD nezaporné:

NSD(a,b) = NSD(a — b,b) = ... = NSD(a — kib, b).

Oznacime 71 := a — k1b = a mod b a vime, ze 0 < r; < b. Pokud r; = 0, algoritmus
koné¢i s hodnotou b, pokud ne, opakujeme algoritmus pro dvojici b, r1:

NSD(a, b) = NSD(ry,b) = NSD(ry, b — kor1) = NSD(r1,72),

kde 7 = b mod r;. Rekurzivné opakujeme, dokud nedojdeme k NSD(ry, 0) = ry.

Tvrzeni. FEukleidiiv algoritmus skonci po koneé¢ném poctu kroki ve stavu, kdy
NSD(a,b) = NSD(rg,0) = 7.

Kri¢ovA stova. Eukleidiv algoritmus, Mald Fermatova véta, Eulerova funkce, Eulerova véta,
RSA, Fermatova a Pollardova metoda.
9(Vk € N)(k | 0)
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Tvrzeni. Zpétnym postupem dokazeme z Eukleidova algoritmu najit celd ¢isla xg,
yo takovd, Zze NSD(a,b) = axg + byo. Protoze k(ab — ba) = 0 a kazdé z ¢isel a, b je
délitelné NSD(a, b), najdeme zbyvajici FeSeni pomoci

NSD(a,b) =k ( ) + axo + byo

a b —-b a

NSD(a,b)  NSD(a,b)
ve tvaru © = xo + k(b/ NSD(a, b)), y = yo — k(a/ NSD(a, b)), kde k € Z. Ukazuje se,
Ze toto jsou jiz vSechna FeSeni rovnice ax + by = NSD(a, b).

Cvifeni. Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte NSD(432,234) a dvé ,nejblizsi“
dvojice celych ¢isel z, y, aby NSD(432,234) = 4322 — 234y.

Zakladni aritmetické véty

Tvrzeni. (Mald Fermatova véta) Pro libovolné prvocislo p a pfirozené ¢islo a ne-
soudélné s p plati
a?” ' =1 (mod p).

Definice. (Eulerova funkce) Hodnotu Eulerovy funkce ¢: N — N definujeme pro
n jako pocet pfirozenych c¢isel nepfevysujicich n, kterd jsou s n nesoudélna, tedy

p(n) =#{keN:k<n, kLn}.

Cvi€eni. Spocitejte hodnotu Eulerovy funkce, kde p,q prvocisla, k € N: (1),
e(0), ("), ¢(pq)-

Tvrzeni. (Eulerova véta) Pro libovolnd dvé pfirozens ¢isla a, n, a L n, plati
a?™ =1 (mod n).

Poznamka. Eulerova véta pro n prvocislo prechdzi v Malou Fermatovu vétu.

Asymetricka Sifra RSA

Sifrovaci metodu RSA navrhli roku 1977 matematici Rivest, Shamir a Adleman.
Jedna se o Sifru s jednim verejnym Sifrovacim klicem a jednim soukromym, deSifro-
vacim, odtud asymetricka.

Pro sifrovani pomoci RSA budeme potiebovat dvé velka (ale opravdu velkd) pr-
vodisla p a ¢, jejich vynasobenim dostavame tzv. modulus n = pq. Odtud zname
i hodnotu Eulerovy funkce ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Déle vygenerujeme vefejny ex-
ponent e takovy, aby e L ¢(n), 1 < e < ¢(n). Nesoudélnost ovéfime Eukleidovym
algoritmem, odkud zjistime i koeficienty d a k takové, ze ed — ky(n) = 1. Najdeme
d takové, ze 1 < d < ¢(n). Toto d pak bude nas soukromy exponent.

18
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Shriime si, co uvefejnime a co naopak pfisné utajime: dvojici (n,e) uvefejnime
jako vetejny kli¢, dvojici (n, d) uchovame jako soukromy kli¢ a prvoéisel p, ¢ spoleéné
s hodnotou ¢(n) se bezpeéné zbavime.

Postup Sifrovani:
(i) od pfijemce nasi zpréavy si nechdme poslat vefejny kli¢ (n, e)
(ii) zprévu reprezentovanou ¢islem m < n zaSifrujeme do ¢ = m® mod n
(iii) pfijemce nasi Sifrovanou zprévu c¢ rozsifruje pomoci soukromého klice (n, d)
stejnym zptsobem: m = ¢? mod n

Tvrzeni. Prom, e, d, n spliiujici pozadavky RSA plati

cd=m’=m (modn).

Na tomto tvrzeni stoji funkénost RSA. Jeji bezpecnost jsme vSak timto neukazali.

Priklad. Kelisova chce poslat Cecilce novy drb podléhajici vysokému utajeni. Ce-
cilka proto vygeneruje dvé ,velkd“ prvodcisla 11 a 13, spo¢itd n = 143, ¢(n) = 120 a
vygeneruje e = 13. Eukleidovym algoritmem dostane

120 =913 + 3,
13=4-3+1,
3=3-1+0.

Odtud 120 L 13 a znd rozklad 1 =13—-4-3 =13—-4-(120—9-13) =37-13—-4-120
neboli d = 37. Dvojici (143, 13) posle Kelisce jako vefejny kli¢. KeliSova bude chtit,
jak jinak, poslat Sifrovanou zpravu 42, postupovat bude takto:
(i) z diivodu zjednoduseni vypoctu rozepise 13 = 23 + 22 + 20
(i) 4213 = ((422)2)2 - (422)2 - 42
(ifi) 42 mod 143 = 42
(iv) 422 mod 143 = 1764 mod 143 = 48
(v) (422)2 mod 143 = 482 mod 143 = 2304 mod 143 = 16
(vi) ((422)%)2 mod 143 = 162 mod 143 = 256 mod 143 = 113
(vii) 42'% mod 143 = (113 - 16 - 42) mod 143 = 75936 mod 143 = 3

Kelisova odesle zpét Cecilce zasifrovanou zpravu 3. Cecilka ji stejnym zpisobem
desifruje svym soukromym klicem d = 37 a vyjde ji dychtivé ocekavana 42.

Jak RSA rozlousknout?

(i) faktorizace n, vypocet p(n), pomoci e pak dopoc¢teme i d
(ii) vyuziti chyby pfi Sifrovani (vice exponentt k jednomu modulu apod.)
(iii) vyuziti nékteré slabiny prvoéiselné dvojice p, ¢ — viz dale
Faktorizace malych n problém neni, problém je ve slozitosti algoritmu. Nezname
algoritmus se slozitosti nizsi nez exponencielni (v zavislosti na délce modulu), proto
19
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nam staci ¢islo n o nékolik cifer prodlouzit a nepfiteli bude trvat nékolikanasobné
déle rozklad najit. To ¢ini RSA tak bezpecnou.

Fermatova metoda

Tato metoda predpoklddd maly rozdil p a ¢, oznac¢ime D := 254, Viimneme si, ze

2 2
no (P4 _(p—4
2 2 ’
odtud n + D? = (%)2. Zkousime tedy pro mald D, jestli ¢islo n + D? je étverec.
Jakmile takové D najdeme, dopocteme snadno p a g ze soustavy rovnic jako

p,q=+vVn+D?+D.

Pollardova p — 1 metoda

Pollardova p — 1 metoda pfedpoklad4, Ze alespoii pro jeden faktor n (ozn. p) mé
¢islo p — 1 v8echny své faktory relativné malé (omezené néjakym b). Nyni miizeme
odhadnout!® napiiklad k = b! jako nésobek p — 1, neboli p — 1 | k. Dle Fermatovy
véty pro dané a nesoudélné s p (coz neni viibec problém, napt. a = 2) plati

a? ' =1 (mod p).
Protoze p — 1 | k, mlizeme tuto kongruenci umocnit do tvaru
a* =1 (mod p).

Odtud p | NSD(a* — 1,7n), neboli mtizeme piedpokladat, ze p = NSD(a* — 1,n).
Pokud vyjde 1, nas odhad k nebyl nasobkem p — 1 ani ¢ — 1, pokud vyjde n, odhad
k byl nasobkem obou. Timto se dale fidime a zlepSujeme odhad k. Pro silna p, ¢
je toto hadani velmi obtizné, protoze dokud nenatipujeme vSechny faktory p — 1
(BUNO), dostavame jako NSD 1 a o p — 1 nadale nic nevime. A pokud ano, je dost
pravdépodobné, ze mame i vSechny faktory ¢ — 1 a dostaneme jako NSD n.

Cviceni. (Za ¢okoladu) ,Kaptici pfipluli!“ ozvalo se z telefonu. Spolu s tim i dvé
¢isla, 6901 a 725. Z druhé strany zaznélo 42. Otazkou pro vas je, kolik ,kaprikd®
letos vylovime?

Literatura a zdroje

[1] Z. Masékové, Diskrétni matematika I, FJFI CVUT, Praha, 2010.
[2] Wang Baocang, Liu Shuanggen, Hu Yupu, New weak keys in RSA, WUJNS, Wuhan, 2006.
[3] L. Balkova, RSA (Uvod do kryptologie), FJFI CVUT, Praha, 2011.

10Lze provést i jiny odhad &isla, které by mohlo byt nasobkem p — 1.
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Soustavy rovnic

Vit ,VEJTEK* MUSIL

ABSTRAKT. Prfispévek se vénuje vybranym partiim ze soustav nelinearnich rovnic —
cyklickym soustavam a soustavam se symetrickymi polynomy. Nékteré priklady vy-
zaduji uziti néjaké zndmé nerovnosti. U vybranych tloh jsou uvedeny zdroje, kde lze
nalézt Feseni.

Béhem feseni mnoha problémt casto naraZzime na problém feSeni rovnic a jejich
soustav. Jde-li o soustavy rovnic linearnich, nalezeni feseni nepfedstavuje zadny
problém, 1ze jej algoritmicky popsat, a tak tyto soustavy za nas muze snadno a rychle
louskat pocitac. V obecném pfipadé vsak mame smilu, zddny magicky univerzalni
algoritmus neméame. Nad kazdym takovym piipadem se musime zamyslet zvI4st,
nékdy se nam vsak muze podafit vytesit naraz celou skalu prikladi v jistém smyslu
,podobnych®.

Cyklické soustavy
Jedna ze zajimavych tfid takovych soustav jsou soustavy cyklické. Vyznacuji se tim,
ze jednotlivé rovnice se od sebe lisi pouze cyklickou zaménnou proménnych.

Umluva. Domluvime se, Ze v celém textu, nebude-li fedeno jinak, vSechny ne-
znamé jsou z oboru realnych cisel.

Pozorovani. Budte z1, xa, ... x, redlnd ¢isla. Potom
) )
2 2 2
]+ 4+ +x, =0,

pravé kdyz x1 =x9 =---=x, =0.

Toto banalni pozorovani se hodi nejen na cyklické soustavy. V pripadé cyklickych
vétsinou vSechny rovnice secteme a spravné ,uctvercujeme”. Podle tohoto navodu
si kazdy snadno rozresi nasledujici tlohy.

KLiCOVA SLOVA. soustavy rovnic, rovnice, symetrické polynomy
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Piiklad 1. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
2?2 4+1=2y.

Piiklad 2. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

2 =yz.

Nyni pfichazi néco vice obecného. Nasledujici lemma se nam hodi pro nékteré
cyklické soustavy, kde se v kazdé rovnici vyskytuji pouze dvé nezndmé.

Lemma. Budte f,g: I — R funkce rostouci na intervalu I. Potom pro feSeni sou-

stavy
f(z1) = g(z2)
f(z2) = g(x3)
f(mn) = g(xl)
platizi = x9 = -+ = x,,.

7 nastalé rovnosti jiz vétSinou snadno dopocitame vsSechna feSeni. Zkusme si to
na nasledujicich prikladech. U nékterych bude moznd trosku obtiznéjsi ukazat mo-
notonii.

Piiklad 3. Reste cyklickou soustavu v proménnych a az z
a® =b+0b°. (MKS-29-2-4)
Priklad 4. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
=22 4y -2
Piiklad 5. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
r=y>+y-8.

Ne vzdy vsSak dostaneme soustavu nachystanou, jak bychom si prali. Nékdy je
tfeba provést drobné tpravy, nebo najit interval I, kde lze lemma aplikovat.
Priklad 6. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

492
x = .
1+ 42

(MKS-27-1-7)

Piiklad 7. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych



VIT ,VEJTEK“ MUSIL

Na nékteré soustavy je vSak toto lemma prilis kratké, zkusme tieba tento priklad:

Priklad 8. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
4+ 2y =62 —1.
Zde se v kazdé rovnici vyskytuji vSechny tfi proménné, zachrani nas vsak lemma
o trosku silnéjsi.
Lemma. Budte f,qg,h:I — R funkce neklesajici na intervalu I. Potom pro Feseni
soustavy
f(x) +g(y) = h(z)

fy) +9(2) = h(z)
f(2) +9(x) = h(y)

plati h(z) = h(y) = h(z). Je-li navic h rostouci, je x =y = z.

Piiklad 9. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
T = y3 + 1.
Piiklad 10. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych
> =5y® — 4z, (Polska MO)

Jak bylo predestieno dfive, ani toto lemma neni vS§emocné, na dalsi ilohy musime
hledat trik jim ity na miru.!!

Piiklad 11. Reste cyklickou soustavu ve tiech proménnych
Zoy+z+2
Piiklad 12. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

(@ +y)(y° - 2%) = 3(z — ) (z* + 2°).
(MR-6-J179)

Pouziti nerovnosti

Dalsi tfida rovnic se na prvni pohled napadné lisi od té pfedchozi. S pouzitim néjaké
nerovnosti (nebo nerovnosti) bud ukdzeme, Ze n musi byt néjak omezené, nebo do-
kézeme, ze rovnice plati, pravé kdyz nastava rovnost v nerovnosti. Pro tyto pripady
se tedy hodi nerovnosti znat a védét, za jakych podminek plati rovnost.

1A taky by bylo trochu divné, Ze by pro kazdou cyklickou soustavu platila rovnost vsech
neznamych.
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Nasledujici t¥i piiklady festé v kladnych realnych ¢islech.
Priklad 13. Vyfeste soustavu

1
1+ 20 + - —|—Z‘n=1
1 4 2
— 4+ — 4+ —=n*(n+1)*
Ty T2 n
Priklad 14. Vyfeste soustavu
x1+r2+--tary,=1
1 1 1 1 3
— bt — =nd+1
T T T T1T2 " Tp

(MR-6-J172)
Priklad 15. Vyfeste soustavu

T+ a4+ Fat=n

1
m1+2m2+-~-+nmn:§n(n+1)

Symetrické polynomy

Symetrické polynomy jsou specialni pfipady polynomi vice proménnych. Vénovat
se jim budeme pravé kvili jejich péknym vlastnostem, které si zdhy ukazeme. Neni
tfeba se obavat, nejde o Zzddnou novinku, snad kazdy se s nimi setkal v takzvanych
Vietovych vztazich.

Definice. Polynom P(x1,...,x,) proménnych x; aZ x, nazveme symetrickym,
pokud pro kazdou bijekci 7: {1,... ,n} — {1,... ,n} plati

P(:cl,x27. .. ,,Tn) = P(.%‘,,T(l),l'w(Q), ce ,.”L'ﬂ.(n)).

Definice vlastné nerika nic jiného nez to, ze polynom se nezméni, pokud libovol-
nym zpiisobem preznac¢ime proménné. Mezi vSemi symetrickymi polynomy vynikaji
tzv. elementarni polynomy.

Definice. Bud 1 < ¢ < n. Symetricky polynom proménnych z; az x,,
SR
1<j1<j2<-<gi<n

nazveme i-tym elementarnim symetrickym polynomem, oznacime jej d;,.
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Definice mozna pusobi désivé, avsak jde jen o jinak zapsanou zndmou véc.

Tvrzeni. (Vietovy vztahy) Budte xy aZ x,, kofeny polynomu t" + aqt™ = + -+ +
an_1t + a,. Potom plati

a1 = —din

as = dop,

az = —03p

an = (—1)"0nn.

Nyni mtzeme vyslovit dilezitou vétu z algebry o symetrickych polynomech.

Véta. Kazdy symetricky polynom proménnych x, az ., lze napsat jako polynom
v proménnych 01, aZ opy,.

Véta jinak feceno tvrdi, ze kazdy symetricky polynom lze v jistém smyslu napsat
pomoci elementarnich symetrickych polynomi, a to tak, ze je mizeme scitat, nasobit
konstantou a nasobit navzajem. Co véta nefika, je, jak to udélat, musime se spokojit
s tim, Ze to lze. Dost uz ale teorie, pojdme si to vyzkouset na prikladech.

Pi#iklad 16. Reste soustavu

rT+y+2=0
ry+yz+zz2=0
(MKS-27-1-4)

Piiklad 17. Najdéte hodnotu 1/2 4+ 1/y + 1/z za pfedpokladu, ze

T+y+z2=>5
24y +22=15

ry = 2>

Piriklad 18. Reste soustavu
zy+yz+axz=4

(zy)* + (y2)* + (22)* = 6
(zy)3 + (y2)® + (z2)® =10

Literatura a zdroje

[MR] J. Herman, R. Kudera, J. Simsa, Metody reseni matematickych tloh I, MU, Brno, 2001.
[ML] Mathlinks, http://www.mathlinks.ro
[MR]| Mathematical Reflections, http://awesomemath.org/mathematical-reflections

25



Everze sféry

MirosLAv OLSAK

ABSTRAKT. Dostanete sféru (mic¢) z materidlu, ktery umi prochazet sam sebou a
chcete ji obrétit naruby. Zda se vam to trivialni? Zda se vam, ze to nejde? Ani jedno
neni spravny odhad.

vz

S objekty v nasem svété se budeme seznamovat pékné od nejjednodussiho po
nejslozitéjsi.

Material

Nase objekty budou prevazné z kouzelného materialu, ktery:

(i) je dokonale placaty.
i) je dokonale pruzny a natahovaci.
(iii) umi prochazet sdm sebou.
(iv) nemiZeme neomezené smrsknout.
) nemiiZzeme neomezené ohnout.
(vi) nemtizeme délit, trhat, délat v ném diry atd.

Napriklad z ného muze byt vyrobeno:

Ale jiz nikoliv:

<
()

KLiCOVA sLOVA. algebraickd topologie, neptfedstavitelnost, sféra, torus, naruby
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S ({]))

Nékomu pripominad pneumatiku, nékomu koblihu, vznikne tak, Ze spojime levou
stranu obdélnika s pravou a horni s dolni.
Torus je mozné jednoduse evertovat (prevratit naruby).

Torus

Kleinova lahev

F®\
e
Vo d
Vcelku jednoduchy objekt, vznikne podobné jako torus s tim rozdilem, ze vznikly

valec slepime zevniti. Tato plocha je (stejné jako Mobiova paska) neorientovatelna.
A Ze prochazi sama sebou? Na to si zvyknete.

Boyova plocha

RN

Tii kopecky nahoie, jeden dole. Reprezentuje redlnou projektivni rovinu. To zna-
mena, ze Boyovu plochu dostanete, pokud slepite kruh tak, Ze spojite kazdy hrani¢ni
bod s protéjsim.
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EVERZE SFERY

Sféra (povrch koule)

Nevinné vyhlizejici plocha: neprochazi sama sebou, vSechny kfivky na ni jdou stah-
nout do bodu, je orientovatelna — a v tom je ta potiz.

V roce 1958 pfisel Stephen Smale s dikazem, Ze je mozné obratit sféru naruby.
Everze podle jeho dtikazu ale byla prakticky nezobrazitelna, tedy védélo se, Ze to
jde, ale jiz ne jak. Nyni jsou zndmy postupy, jak everzi provést, ale nez se do nich
pustime, podivame se, pro¢ je prevraceni sféry tak slozité na predstavu:

Véta 1. V roviné neni mozné prevratit kruznici naruby.

¢ > |

Tento problém je ekvivalentni obraceni sféry naruby. Pokud umime odstranit smyc¢ku
z valce, je everze sféry trivialni. Obracené to provedeme tak, ze smycku nafoukneme,
¢imz vyrobime sféru, do které vedou zevnitt dvé hadicky. Po pfevraceni sféry povedou
hadicky do sféry zvendi, takZe ziskdme valec bez smycky.

$o07¢]

Vezmeme si pred odstranénim smycky a po odstranéni smycky jen levy prouzek
vélce. Libilo by se ndm, kdybychom tyto prouzky mohli pfevést na sebe, ale ...

Odstranéni smycky z valce

Véta 2. Neni mozné rozmotat osmicku na neprekrouceny prouzek.
| > ( )

Samoziejmé tato véta moznost everze nevyvraci, jen tvrdi, Ze se ndm pri odstra-
novani smycky valec prekrouti.
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A pak je jesté jeden duvod, proc je everze sféry nepredstavitelnd.

Véta 3. V kazdé everzi sféry existuje okamzik, kdy prochazi Ctyfi roviny jednim
bodem.

Everze pies Boyovu plochu

Namotame sféru dvakrat na Boyovu plochu. Za¢neme tedy tak, ze si nahofe vyrobime
t¥i kopecky. A pak s tim zacneme kroutit:

QO OO

Céarkovana ¢ara znaci sedla mezi jednotlivymi kopecky.
Kdyz to slo tam, musi to jit i zpatky, rozmotame a mame sféru naruby.

Everze pres Morinovu plochu

Zagneme tak, Ze jiZni pdl protlac¢ime dolii (zatim ne skrz sféru), takze dostaneme
néco jako povrch misky. Vzépéti tuto misku nahote protla¢ime samu sebou. A ted
s tim za¢neme kroutit.

p o % O

Kdyz usi oto¢ime o 90° a spodni ¢asti na sebe budou kolmé, ziskavame Morinovu

HhpEp




EVERZE SFERY
Nyni staci otocit o 90° a aplikovat zpétny postup.

Everze Thurstonovym zvinénim

Stéru si poledniky rozdélime na nékolik (napiiklad 8) prouzki a kazdy z nich pfe-
vratime zvI4st. Protla¢ime sebou severni a jizni pél. Déle sféru uchopime v nékolika
polednicich a kazdy druhy polednik zvétsime.

< )
Kdyz uz jsme s obéma pdly otocili o 180°, staci protladit stfedem sféry jesté
prostiedni ¢asti prouzki a everze je dokoncena.

Odkazy a zdroje

[1] Video Outside In (Thurstonovo zvlnéni),
http://video.google.com/videoplay ?docid=-6626464599825291409#

[2] Software zobrazujici The Optiverse, podobné Morinové everzi,
http://new.math.uiuc.edu/optiverse/

[3] Software zobrazujici Thurstonovo zvlnéni,
http://www.dgp.utoronto.ca/ mjmcgufl/eversion/

[4] A History of Sphere Eversions,
http://torus.math.uiuc.edu/jms/Papers/isama/color/opt1.htm

[6] Wikipedia: Smale’s paradoz, http://en.wikipedia.org/wiki/Smale’s_paradox
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Kombinatoricka geometrie

MIRrROSLAV OLSAK

ABSTRAKT. Postupy v feSeni geometrickych a kombinatorickych tloh se zna¢né lisi.
Presto u nékterych dloh neni jasné, z kterého sméru je uchopit, coz mize vést k myl-
nému pocitu, ze nejdou uchopit viibec. Nékdy je mozné pievést ulohu na Cisté geome-
trickou ¢&i ¢isté kombinatorickou (naptiklad grafovou). Jindy se t¥eba da nalézt chytra
geometrickd neménka.

Priklad 1. Uvnitf 2n-thelniku se nachazi liska. Ze vsech vrchold najednou po této
lisce vystielime. Zadn4 stiela nezasahla vrchol. Dokazte, ze néktera hrana musela
byt zasazena dvakrat.

Priklad 2. Roziezali jsme obdélnik na mensi obdélniky a shleddvame, Ze kazdy ma
alespon jednu stranu celociselnou. Dokazte, Ze i ptivodni obdélnik mél jednu stranu
celociselnou.

Priklad 3. Je dan bod A a nékolik mnohothelniki v roviné takovych, ze kazdé dva
maji neprazdny prunik. Dokazte, Ze existuje kruznice se stfedem v A, ktera protina
v8echny tyto mnohothelniky nebo se jich alesporni dotyka. (PraSe 2008/2009)

Priklad 4. V zétoce je postaveno 18 majaki, kazdy dokaze osvitit tthel 20°. Do-
kazte, ze umime natocit majaky tak, aby byla svétly majakt pokryta celd zatoka.

KLi¢ovA sLova. Kombinatorickd geometrie
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Priklad 5. Kruhovy ter¢ o poloméru 12cm zaséhlo 19 stiel. Dokazte, Ze vzdélenost
dvou zésahii je mensi nez Tcm. (MO 2009/2010)

Priklad 6. V roviné je dano nékolik bodi tak, Ze nelezi vSechny na jedné piimece.
Dokazte, ze je mozné najit pfimku, na které lezi pravé dva tyto body.

Priklad 7. V roviné jsou dany body P, Ay, As, ..., Asp1g v obecné poloze. Do-
kazte, ze poCet vSech trojihelnikt A;A; Ay, uvniti kterych lezi bod P, je sudy.

Priklad 8. Mame v roviné 100 bodu v obecné poloze. Dokazte, Zze mezi vSemi
trojuhelniky tvofenymi témito body neni vice nez 70% ostrouhlych. (IMO 1970)

Priklad 9. Je dan mnohothelnik o obsahu n. Dokazte, Ze je mozné jej vlozit do
roviny tak, aby pokryval (hranice se po¢itd) alespont n + 1 m¥iZovych bodu.

Priklad 10. Mame danych 60 bodt v jednotkovém kruhu. Dokazte, Ze je mozné
zvolit na okraji tohoto kruhu bod (nemusi byt jednim ze zadangch), jehoZ soudet
vzdalenosti od zadanych bod nepfevysuje 80. (CPS 2009/2010)

Priklad 11. Kolik nejvySe je mozné umistit ¢tvercii 1 x 1 do prostoru tak, aby
mély navzajem rovnobézné strany a kazdé dva se vidély? Rikame, ze dva Gtverce se
vidi, pokud existuje tsecka spojujici tyto dva ¢tverce, ktera je kolma na jejich roviny
a pritom vede mimo vSechny ostatni ¢tverce. A co kdyby to byly kruhy?

Priklad 12. Nakreslime do roviny trojuhelnik RGB. Rozdélime jej na nékolik
mensich trojuhelnicka tak, aby Zadny trojuhelnicek nemél vrchol uvnitf strany jiného
trojuhelnicku. Nyni obarvime vrcholy trojihelnicki cervené, zelené a modre tak, aby
vrcholy velkého trojuhelniku dostaly pfislusné barvy. Dale vrcholy na stranach musi
dostat barvu jednoho z prilehlych vrcholi velkého trojihelnika. Dokazte, ze mé pak
jeden z malych trojihelnickd vsechny vrcholy rtizné barevné.

(Spernerovo lemma)

Priklad 13. Pudorys galerie ma tvar n-uhelniku. Kolik straznik v zavislosti na n
(opravdu to zavisi ;)) potfebujeme, abychom je mohli rozestavit tak, aby dohromady
vidéli na (hlidali) celou galerii? Straznik na rozdil od majdku vidi vSemi sméry.
(Art gallery problem)
Priklad 14. Dokazte, Ze z lichého poctu trojihelniku stejného obsahu neposklé-

ddme Gtverec. (Monskyho véta)
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Cela cisla p-naruby

JAKUB ,SNEK* OPRSAL

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje zdklady teorie p-adickych ¢isel, ukazuje jeden z in-
tuitivnéjsich a méné formalnich zpusobt zavedeni. Obsahuje také mnoha cviceni na
osvétleni struktury p-adickych celych éisel.

Prvocisla vzdy hrala velkou roli v teorii ¢isel, uz jen z toho dtvodu, ze kdyz po-
¢itdme modulo prvocislo, mizeme vSemi nenulovymi zbytky délit. Na vlastnostech
prvocisel také velmi stoji koncept p-adické valuace, ktera pocita nejvyssi mocninu
prvocisla p, ktera déli dané ¢islo. Tato myslenka sama o sobé umi fesit mnohé dio-
fantické rovnice.

p-adicka Cisla jen posouvaji valuaci dale, definuji pomoci ni normu a tak prevadéji
otazky (jako délitelnost) diive FeSené jen algebraickou teorii ¢isel do analyzy a dife-
rencidlniho poc¢tu. Dnes jsou p-adicka ¢isla prakticky zakladem moderni teorie ¢isel,
pouzivaji se napriklad pro zlomeni nékterych Sifrovacich algoritmt postavenych na
eliptickych kiivkach ¢ k aproximaci Riemannovy zeta funkce.

p-adicka valuace a norma

Necht p je prvocislo. Definujeme p-adickou valuaci vy,(n) nenulového celého ¢isla n
jako nejvyssi exponent x takovy, ze p” | n. Definujeme navic v,(0) = co. Ekvivalentné
je-li n = pq, kde pt g, pak v,(n) = a.

p-adickou valuaci miizeme rozsifit i na racionélni ¢isla, je-li ¢ = a/b zlomek (v za-
kladnim tvaru), pak v,(q) = vp(a) — vp(b).

Cviceni. Ukazte, Ze v definici p-adické valuace na racionélnich ¢islech nezalezi na
tom, jestli je zlomek a/b v zékladnim tvaru.

Tvrzeni. p-adickd valuace na Q je zobrazeni v,:Q — Z U {oo} a spliiuje pro
vSechna racionalni ¢isla a a b

(1) vp(a) = oo, pravé kdyz a = 0,
(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b),
(iii) vp(a+b) > min{vy(a),vy(D)}.

KLiCOVA sLOVA. p-adicka &isla, valuace, celd &isla, délitelnost, teorie ¢isel
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Pritom v posledni situaci mize ostra nerovnost nastat pouze pro vy(a) = vp(b).

Cviéeni. Bud p prvodislo a n pfirozené. Ukazte, ze plati

v (")) =14+p+p*+--+p" L

Cviceni. Necht S(n) znadi ciferny soucet ¢isla n v soustavé o zékladu p. Dokazte,
ze
n—S(n
vp(n!) = A
p—1
7 p-adické valuace je odvozena tzv. p-adickd norma raciondlniho ¢isla ¢ jako

1

|l1|p = W’

specidlné 0], = 0.

Tvrzeni. p-adickd norma |- |,:Q — R{ je zobrazeni sphiujici

(1) lglp > 0 a pfitom |g|, = 0, pravé kdyz ¢ = 0,
(i) |abl, = lal, - .
(ili) |a + blp < max{|alp, [b]p}

Metrika na mnoziné (prostoru) X je binarni zobrazeni p : X? — R{, které dvéma
bodtm pfifadi jejich vzdalenost. Po metrice chceme, aby méla néjaké docela in-
tuitivni vlastnosti, napiiklad aby spliovala trojuhelnikovou nerovnost. Nas presna
definice moc zajimat nebude, stacit bude predstava, ze metrika ndm dovoluje mérit
vzdéalenosti.

7 p-adické valuace muzeme definovat p-adickou metriku nasledovné
Pp(T,y) = [ — ylp.

Tvrzeni. V p-adické metrice je kazdy trojuhelnik rovnoramenny a kazdy kruh ma
stied v libovolném vnitinim bodé.

Nasledujici obrazek ukazuje topologii 2-adickych ¢isel. Nejvétsi kruznice vyjadiuje
kruZnici s polomérem 1, dvé mensi pak maji kazda polomér 1/2, ty jeSté mensi maji
polomér 1/4 a nejmensi kruznice méa polomér 1/8. VSechna celd ¢isla lezi v tomto
nejvétsim kruhu, spolu s nékterymi racionalnimi ¢isly. Ostatni racionalni ¢isla, jako
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napiiklad 1/2, 1/6, 1/100, lezi vné tohoto nejvétsiho kruhu.

Cviéeni. Bud z racionalni ¢&islo. Ukazte, ze x je celé, pravé kdyz pro vsechna
prvoéisla p plati |z|, < 1.

Jesté se na chvili zamyslime, co znamend, Ze dvé ¢éisla jsou od sebe vzdalena 1/p”
v p-adické metrice. Nechf a a b jsou dvé takova &isla, pak

L

p —  vy(a—0b)=n.

la —bl, =

Tedy existuje g nesoudélné s p, ze a — b = p™q. Stejnou tivahou mizeme odvodit, ze

1
|afb|p§1; — a=b (modp").

Zapis racionalnich Cisel v p-adické soustavé a p-adicka cisla

Zopakujeme si nejdiive, co znamené zapis celého ¢isla k v soustavé o zakladu p. Je
to zapis ve tvaru
(k)p = (an - - a1a0)p,

kde ag, a1, ..., ay, jsou cifry, tj. celd ¢isla od 0 do p — 1, ktery vyjadiuje rovnost

k=anp™ +---+aip + ao.

Podobné chapeme i zapis s desetinnou'? ¢arkou

1 1 1
(an a0, a-1a0-2  Am)p = app" + -+ +ap+a-1-+a 25+ +a_,m—.
p p p
12Pojmenovani ,desetinnd ¢arka® je dost zavadéjici, kdyz je to vlastné p-tinna ¢arka.
J
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Normalné je zvykem racionalni ¢isla zapisovat s nekone¢nym zapisem doprava, za
desetinnou ¢arku. V p-adickych ¢islech je tomu vSak naopak, tedy zajimaji nés ¢isla
s nekoneénym zépisem doleva. Diivod k tomu je ten, Ze 1/p® maji ¢im dél vétsi p-
adickou absolutni hodnotu, tedy napiiklad soucet 1+1/p+1/p?+... nedava smysl,
protoze kdyz s¢itdme postupné, tak kazdym dalsim ¢islem udélame vétsi a vetsi skok.
Je to podobn4 situace jako kdybychom chtéli sedist 1+p+p?+... v redlnych &islech.
Na druhou stranu tento druhy soucet ma velmi dobry smysl v p-adickych ¢islech.

Mnozinu vsech p-adickych c¢isel definujeme nasledovné: p-adickd ¢isla jsou mno-
zinou vsech fad tvaru

acmp™ ™ F a1 "+ agtap

kde a; =0, 1, ..., p— 1. Tedy vSech ¢isel, kterd maji v p-kové soustavé nekoneény
(nebo i koneény) zapis
... 020100, -1« .. Q_yp.

Vsimni si, ze p-adické ¢isla nemaji, na rozdil od redlnych ¢isel, znaménko. To proto,
ze ho prosté nepotiebujeme, ,zaporna ¢isla“ umime vyjadrit i bez néj.
Cvifeni. Spoététe 14+2+224 ... a1—-24+22-23+...v Qy.

Cviceni. Mame-li dané p-adické ¢islo a s rozvojem
Q100,07 ... Ay,

jak vypada p-adicky rozvoj ¢isla —a?
Cviceni. Vyjddiete rozvoj 1/5 v 2-adickych ¢islech.
Cviceni. Spoctéte rozvoj 1/3! v Q3.

Miuzeme velmi snadno definovat p-adickou valuaci na p-adickych ¢islech. Dilezité
je, ze p z indexu valuace se shoduje s prvocislem p v p-adické soustavé. Definujeme

vp(. ..a1ap,a-1 ... a—m) = —-m,

pro a_,, nenulové, tedy v,(a) udava, na které pozici je posledni nenulova cifra ¢isla
a. V8imni si, Ze toto rozsifuje p-adickou valuaci definovanou na celych ¢islech. Z toho
uz snadno roz§ifime i p-adickou normu — zadefinujeme ji stejné, jako v racionalnich
¢islech, tj. |al, = p~Ur(@).
Mtizeme také psat
a=b (mod pk)

pro a, b € Q, a k € N, coz znamen4, ze |a — b|, < 1/p*. Jingmi slovy Ze zépisy a a
b se shoduji zprava az do cifry na misté p*.
Celgm p-adickym c¢islem rozumime kazdé takové ¢islo z, Ze z nemé zadné cifry za
desetinnou ¢arkou. Jingmi slovy jsou to pravé takova p-adicka éisla z, ze |z], < 1.
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JAKUB ,SNEK“ OPRSAL
Napfiiklad kazdé celé ¢islo je p-adické celé a racionalni ¢isla a/b takova, Ze p { b jsou
p-adicka cela. Kromé téchto ¢isel i vSechna s nekoneénym neperiodickym zapisem.

Cviceni. Ukazte, Ze je-li p prvocislo a ¢ libovolné celé ¢islo takové, Ze p t ¢, pak
1/q € Z,, a ukazte, jak lze nalézt p-adicky rozvoj takovych ¢isel.

Cviceni. Ukaite, zZe pro libovolné ¢islo a € Q,, |a|, = 1, existuje b € Z,, Ze plati
ba = 1, neboli pro takova a plati 1/a € Z,,. Jaka je pak p-adickd norma ¢isla 1/a?

Cviceni. Spoététe /=3 a v2 v Q7 s plesnosti na 4 cifry. Existuje v Q7 odmoc-
nina z 37

CviGeni. Naleznéte rozvoj /7 v Qy s pfesnosti na 5 cifer.
Cviceni. Jak pozname, ze v Q, existuje odmocnina z n, kde p { n?

Véta. (Henzelovo lemma) Necht F(x) = ¢g + c1x + -+ - + ¢,z™ je polynom, jehoZ
koeficienty jsou p-adické cel4 ¢&isla, a bud F'(x) = c; + 2cox + 3czx® + - - - +ne,z™ L.
Je-li ag € Z, takové, ze F(ap) = 0 (mod p) a F'(ap) # 0 (mod p), pak existuje
jednoznacné p-adické cislo a takové, ze

Fa)=0 a a=ay (mod p).

Drsna teorie Cisel

Nearchimédovskou normou na Q myslime zobrazeni ||-||: Q — R takové, které splituje
(1) |lal] > 0 a ||a]| = 0, pravé kdyz a = 0,
(ii) [abl| = {la[ - [[]l,
(iif) [fa + b[| < max{||al], |b]|}-
Prikladem takovych norem jsou vSechny p-adické normy. To, ze zadné jiné piiklady
fakticky neexistuji, ndm rikd Ostrovského véta.

Véta. (Ostrovski) Pro kazdou nearchimédovskou normu ||-||:Q — R existuje
prvocislo p a realné cislo «, ze plati

gl = laly

pro kazdé racionalni Q.

V teorii kolem valuaci a norem je docela dilezité nasledujici tvrzeni, které nam
jinymi slovy také iika, Ze jsme na zadnou normu nezapomnéli a ze se kruh do sebe
uzavira. Toto tvrzeni si muzes zkusit dokazat, je to docela jednoduché.

Véta. (Soucinova formule) Pro kazdé raciondlni ¢islo q plati

lal - T lal» =1,

kde Hp znaci soucin pres vSechna prvocisla p.
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Hmotné body

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLiK

ABSTRAKT. Prednéaska pojednava o specifické metodé v geometrii, ktera je odvozena
z jednoduchych fyzikdlnich vlastnosti.

Definice. Hmotngym bodem rozumime dvojici (4, m), kde A je bod a m € R je
jeho hmotnost.

Zakladni axiomy

(ii) Zékon paky: Tézisté T bodt A, B s hmotnostmi a, b lezi na pfimce AB a
plati |AT|-a = |TB|-b.

Vv

Vv

stavy a majicim stejnou celkovou hmotnost.
Priklad 1. Dokazte, Ze se téznice protinaji v jednom bodé&. Dokzazte, Ze se proti-
naji v poméru 1 : 2.
Priklad 2. Najdéte vahy vrcholi trojuhelnika tak, aby jeho tézistém bylo
(i) ortocentrum,

(ii) stfed kruznice vepsané,

(iii) stfed kruznice opsané.
Priklad 3. Dokazte, ze se v trojihelniku spojnice vrcholi s body dotyku kruZnice
a) vepsané b) pfipsané s protilehlou stranou protinaji v jednom bodé.

Priklad 4.

Vv

Vv

Priklad 5. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik a stiedy usecek AB, BC, CD,
DA, AC, BD pojmenujme postupné FE, F, G, H, I, J. Dokazte, Ze se pfimky EG,
FH a IJ protinaji v jednom bodé.

KLiCOVA SLOVA. goemetrie, planimetrie, hmotné body, barycentrickd soustava soufadnic
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HMOTNE BODY

Umluva. Budeme pouzivat standardni znaceni: ABC je trojthelnik, D € BC,
E e AC, F € AB.

Priklad 6. Bod F je stfed strany AB, P je stfed tsecky C'F a zaroven P € AD.

<+ |BD
Spocitejte |‘D—F|‘.

v AF BD w0 s |CP
Priklad 7. ﬁ:2:1, ﬁ:?):l,P:ADﬂCF, spocitejte ﬁ.
Priklad 8. Bod D lezi na ose vnitiniho tthlu u vrcholu A, bod E je stfed strany

AC, P = AD N BE. Dile vime, 7e [AB| = 6, [BC| =7, |CA| = 8, spocitejte |57

P¥iklad 9. Necht se AD, BE, CF protinaji v bodé P. Vime, ze % =1a

155 = 2. Uréete |57 (Néboj 2011)

Priklad 10. Je dén trojuhelnik ABC. Dokazte, Ze stfedni pficka rovnobézna s AC,
osa vnitiniho tthlu u vrcholu C' a spojnice bodt dotyku kruznice vepsané se stranami
AB a AC prochézi jednim bodem.

Piiklad 11. (Van Aubelova véta) Méjme trojihelnik ABC a v ném cevidny AD,
BE a CF, které se protinaji v bodé P. Dokazte, ze

|AP| |EA| & |AF|
|PD|  |CE| " |FB|

Priklad 12. Necht B2l — 3.1, €81 — 2.1 a P je stied tisecky ED. Uréete

[DC| EA
|CP|
PR
Priklad 13. Ma&ame déno % =3:2a % = 3 : 2. Necht se polopfimky AC a
FE protnou v bodé P. Zjistéte pomér %

Priiklad 14. Dokaite, Ze kazda piimka, kterd déli obsah i obvod trojahelnika ve
stejném pomeéru, prochazi stfedem kruznice vepsané.

Priklad 15. ABCD je konvexni ¢tytthelnik, F, F' jsou postupné stiedy stran AB,
CD.

(i) Dokazte, ze AC' déli usecky BD a EF ve stejném poméru.

(ii) Dokazte, ze EF déli tsecky AC a BD ve stejném poméru.

Piiklad 16. Necht AZl — 3.7 ‘B—Df:2:5 ICEI _ 3. 44 P=EDNCF.

FB| » |DC » |[EA] —
o |CP|
Urcete PF[-

Priklad 17. ABCD je konvexni ¢tyttuhelnik. Na stranach AB, BC, CD, DA lezi
postupné body E, F', G, H tak, aby

|AE| |CF| |CG|  |AH]|
|EB|  |FB| |GD| |HD|
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Dokazte, ze EFGH je rovnobéznik.
Priklad 18. Dokazte Cevovu a Menelaovu vétu pomoci hmotnych bodt.

Priklad 19. Mgjme trojthelnik, kde }ﬁ—gll =2:1, % =2:1, % =2:1
Spocitejte obsah trojahelniku, tvofeného primkami AD, BE, C'F kdyz vite, ze obsah
ABC je 1. (pro borce: urete obsah, kdyZ jsou poméry obecné)

Priklad 20. Nechtse AD, BE, C'F protinaji v bodé P. Zjistéte vztah mezi poméry
|DP| |EP| _ |FP

[AD|* |BE| ® |CF*
Priklad 21. Je dan trojihelnik ABC, stfedem jeho kruZnice vepsané vedeme
pfimku, kterd protne pfimky AB, AC, BC postupné v M, N, O. Dokazte vztah

a i b n c (a+b+c)?
|BO|-|OC| ' |CN|-|NA| " |AM|-|MB| ~  a-b-c '

(BRKOS XVII 1.6)

Literatura a zdroje
[1] Jaromir Simsa, Archimédova statika v geometrii.

[2] Paul Yiu, Introduction ot the Geometry of the Triangle.
[3] Tom Rike, Mass Point Geometry.
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Algebraické legracky

MicHAL ,KENNY* ROLINEK

ABSTRAKT. Sbirka pfikladu, jez lze fesit vtipnou algebraickou manipulaci.
Kazdy z nasledujicich pfikladd mé TfeSeni zalozené na néjaké vtipné a trikové
upravé. Prijdete na né?

Piiklad 1. Oznaéme mon = Tn’:_tf. Urdcete

((((2011 02010) ©2009) 0 ---02) 0 1) 0 0.
(Naboj 2009)
Priklad 2. Soudin redlnych ¢isel z, y, z je 1. Urcete v8echny mozné hodnoty vyrazu

1 1 1
+ + .
14242y 1+y+yz 14+z2z+22

Piiklad 3. Naleznéte viechna prvoéisla tvaru n* + 4m*, kde m,n € N.

Priiklad 4. Najdéte vSechna realna = spliujici
(% + 32 +2)(2® — 20 — 1)(2® — Tz + 12) + 24 = 0.
Piiklad 5. Pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati
a? —b% = be, b2 — 2 = ca.

Ukazte, ze pak plati i a® — ¢? = ab.

Priklad 6. Nechf existuje n > 0 redlnych &isel x1,2o,...,x,, kterd pro kazdé
i=1,...,n splnuji
1 1 1 1 1
T, = + +- 1+ + +- 1+ .
Ty — X1 Ti — T2 Ty — Tj—1 Ti — Tit+1 Ty — Tn
Navic plati 23 + 23 + - - - + 22 = 45. Urcete n. (PraSe 27/1/8)

KLiCOVA SLOVA. tprava vyrazu, triky, algebra
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MICHAL ,KENNY* ROLINEK
Priklad 7. Jsou dana realna ¢isla x, y, z, kterd spliuji
r+y+z2=12, 2 +y*+2% =54

(i) Ukazte, Ze vyrazy zy, yz, zx jsou nejvyse rovny 25 a alesponi rovny 9.
(ii) Ukazte, Ze alespoii jedno z éisel z, y, z je nejvyse rovno 3 a alespoii jedno je
vétsi nebo rovno 5. (Celostatni kolo MO 2011)

Priklad 8. Budte a, b, ¢ nezdporné realna ¢isla takova, ze
(a+b)(b+c)(c+a)=2.
Dokazte, ze
(a® 4 be)(b? 4 ca)(c® + ab) < 1.
(Vasile Cirtoaje)

Priklad 9. Necht q, b, ¢, d, e, f jsou pfirozena ¢isla. Ozna¢me S = a+b+c+d+e+f.
Plati, ze S déli vyrazy abc 4+ def a ab + bc 4+ ca — de — ef — fd. Dokazte, ze S je
sloZené. (IMO shortlist 2005)

Literatura a zdroje

[1] Vo Quoc Ba Can, Cirtoaje Vasile, Phuong Tran, Inequalities with beautiful solutions, GIL,
2010.
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Nerovnosti

PETR RySavy

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s dvojici nejjednodussich postupu pii dikazech
nerovnosti, a to upravou na ¢tverec a AG nerovnosti. Kromé toho se na prikladech
zastavime u nékolika nejobvyklejsich trikt, které se mohou hodit.

Dtikazy nerovnosti jsou jednim z oblibenych témat nejen v PraSatku, ale tfeba i
v Matematické olympiadé. Pokud se pokousime néjakou nerovnost dokéazat, musime
si nejprve ujasnit, jakym smérem chceme postupovat a jestli nAhodou nedokazujeme
néco, co z nerovnosti vyplyva. Rozdil mezi tim, jak na feSeni nerovnosti prichazime
a jak feSeni nakonec sepiSeme, je zde ohromny (narozdil tfeba od geometrie).

Priklad. Dokazte, Ze pro libovolna éisla a,b € R plati nerovnost
a® + b% > 2ab.

Nez se ale pustime do priklad, ujasnime si dva pojmy, které se u nerovnosti ¢asto
pouzivaji. Jde o cykli¢nost a symetrii. Plati, ze symterické nebo cyklické nerovnosti
se dokazuji mnohem lépe, protoze cyklicnost ndm umoznuje pro proménné a,b,c
predpokladat, Ze a = max(a,b,c). Symetrie umoziiuje predpokladat dokonce a >
b > c. Vétsina ze znamych nerovnosti je symetrickd nebo pfinejmensim cyklicka.

Definice. (Symetrie) Vyraz V nazveme symetericky, pokud se nezméni pii libo-
bolné zaméné proménnych.
Definice. (Cykli¢nost) Vyraz V(a,b,c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pii

provedeni libovolné cyklické zameény, tj.

V(a,b,c) =V (b,c,a) =V(c,a,b).

Uprava na ctverec

Prvni oblibena metoda je Gprava na ¢tverec. Pfi ni se snazime nerovnost ekvivalentné
upravovat, az ji prevedeme do tvaru, ktery rika, ze soucet nékolika ¢tverci je alespon

KLiCOVA SLOVA. nerovnosti, AG nerovnost, iiprava na ¢tverec
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nula. To urcité plati, a protoZe jsme nerovnost upravovali ekvivalentné, lze postup
obratit, a tim mame dokazanou i zadanou nerovnost.

Tvrzeni. Necht x je libovolné reilné ¢islo. Pak plati
22 > 0.
Priklad 1. Dokazte, Ze pro libobolna redlna ¢isla a, b, ¢ plati
a® +b%+c2 > ab+ be+ ca.

Priklad 2. DokazZte, Ze pro realna ¢isla a, b spliujici a + b > 0 plati

(MKS 24-3-3)

AG nerovnost

Druhou metodou, kterou si predvedeme, je pouzivani AG nerovnosti. Je to silna ne-
rovnost s jejiz pomoci lze dokazovat hlavné nerovnosti, které maji na obou stranach
Cleny ve stejnych mocninach.

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezdporna realns ¢isla x1,xa,... ,x, (n €
N) plati

T1+Ta+ - F Ty ZNYT1 T2 Ty
Rovnost nastava tehdy a jen tehdy, kdyz x1 = x9 = --- = xy,.

Priiklad 3. Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

)6

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Skolni kolo kat. B MO 55r.)

Priklad 4. Dokazte, Ze pro kazdou trojici x, y, z nezdpornych ¢isel plati nerovnost

z(x — yz) + yly — vzz) + 2(z — ay) = 0.
(Krajské kolo kat. A MO 17r.)

Piiklad 5. Dokazte, Ze pro libovolna kladnéa ¢isla a, b, ¢ plati

a b c

b—l—c+c+a+a+b
45
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NEROVNOSTI

(Nesbittova nerovnost)
Priklad 6. Necht a,b, c jsou kladn4 ¢isla. Dokazte nerovnost
a> A3
—+—+—=2>a+tb+ec
bc  ca  ab
Priiklad 7. Dokazte, Ze pro kazdou trojici x,y, z kladnych ¢isel plati nerovnost
2 2 2
+ -
r+y yYy+z z+zx

vare ( ) < VE+ VIV

(Skolni kolo kat. B MO 47r.)
Priiklad 8. Pro libovolna kladné a, b, ¢ dokazte

a#ﬂfﬁ
b c a 2

Priklad 9. Dokazte, Ze pro kazd4a t¥i nezdporné realna ¢isla x, y, z plati

8(2° +y° +2%)7 2 9(a” +y2) (¥ + 22)(2* + 2y).

TEzsi priklady
Priklad 10. Necht a,b jsou kladna redlna c¢isla. Dokazte, Ze

11 4 32(a® + b?)
—+ 5+ > .
a? b2 a?+4b? (a+b)*

Piiklad 11. Dokazte, Ze pro libovolna realné éisla a, b, ¢ plati

a? b2 2
3a2 + (b+c¢)? + 3b2 + (c+ a)? + 3c2 + (a+ b)?

1
> —.
-3
Priklad 12. Necht a,b, ¢ jsou kladné realna ¢isla. Dokazte, Ze plati
b

c

> a+b+b+c

c
— 1.
+ a b+ec a+b+

+

Sl S|

(Béloruska MO 1998)
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Extremalni princip

ALCA SKALOVA

ABSTRAKT. Ptiklady na extremalni princip — diikazovou metodu, kterou lze pouzit
v mnoha oblastech matematiky

Extremalni princip je dtlezitda dikazova metoda, kterd se da pouzit v mnoha
oblastech matematiky, od teorie ¢isel po geometrii, od teorie graf po feseni rovnic.
Hlavni myslenkou je najit v tloze néjaké usporadani a podivat se na uvazované
objekty podle velikosti, vyplati se ¢asto premyslet o nejvétsich ¢i nejmensich prvcich.
Ukazme si to hned na piikladé:

Piiklady

Ptiklad 1. Kazdy miizovy bod!? v roviné oznac¢ime cedulkou s pfirozenym ¢islem
tak, aby platilo, Zze ¢islo na cedulce je aritmetickym priimérem ¢tyt ,,sousednich®
cedulek (té nahote, dole, vlevo a vpravo). UkaZ, Ze ¢isla na cedulkdch museji byt
vSechna stejna.

Reseni. Oznaéme si nejmensi &islo vyskytujici se na néjaké cedulce jako m. Cisla
na sousednich cedulkiach oznacime a, b, ¢, d. Podle zadani je

a+b+c+d=4m (©)

a z volby m jakozto nejmensiho ¢isla mame a > m, b > m, ¢ > m, d > m. Pokud
by nékteré z ¢isel a, b, ¢, d bylo ostfe vétsi nez m, dojdeme ke sporu s (©), takze
a =b=c=d=m. Odtud jiz plyne, ze vSechna ¢isla na cedulkach jsou rovna m.

Priiklad 2. Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel.

Priklad 3. V roviné je ddno n bodu takovych, zZe kazdé t¥i body tvofi trojuhelnik,
jehoz plocha je mensi nez 1. Ukaz, ze vSech n bodd lezi v trojihelniku o obsahu
mensim nez 4.

KLICOVA SLOVA. extremdlni princip, minimélni, maximé&lni
B3M¥izovy bod v roviné je bod, ktery ma obé soufadnice celo&iselné.

47



EXTREMALN{ PRINCIP

Priklad 4. Necht B a C jsou dvé koneéné mnoziny biljch a ¢ernych bodi v roviné
takovych, ze kazda tsecka spojujici dva body stejné barvy obsahuje navic bod barvy
druhé. Dokazte, ze vSechny body lezi na primce.

Piiklad 5. V roviné je ddno n pfimek (n > 3), z4dné dvé z nich nejsou rovno-
bézné, navic prisecikem kazdjch dvou pfimek prochézi néjaka treti primka. Ukaz,
ze vsechny p¥imky prochézeji jednim bodem.

Priklad 6. Najdi vSechna celociselna feSeni rovnice
a® +b? = 3(c + d?).

Piiklad 7. Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice
8wt + 4zt + 2yt = 24

Priklad 8. VsSechny silnice v Novosibifské oblasti jsou jednosmérné. Kazdé dvé
osady v oblasti jsou propojeny pravé jednou pfimou silnici. Ukaz, ze existuje osada,
do které se lze z kterékoli jiné osady dostat piimo nebo nejvys pies jednu jinou
osadu.

Priklad 9. Kolem stolu sedi 7 trpasliki, kazdy mé pied sebou pohar a v ném
mléko. Mléka maji dohromady 3 litry. Prvni trpaslik rozd€li své mléko rovnomérné
do zbyvajicich pohard. Pak postupné, proti sméru hodinovych rucicek, udélaji totéz
vSichni ostatni. Kdyz sedmy trpaslik skoné¢i, ma kazdy tolik mléka, kolik mél na
zacatku. Urdi, kolik to je.
Priklad 10. Na dvourozmérnou Sachovnici n X n 1ze umistit n vézi tak, Ze ohrozuji
vSechna pole. Kolik nejméné vézi je potfeba pro trirozmérnou Sachovnici n x n x n?
Priklad 11. V roviné je dan konecny pocet bodu takovych, Ze vSechny nelezi na
jedné ptfimce. Dokaz, ze existuje primka, ktera prochézi pravé pres dva z nich.
Musi to platit i pro nekoneénou mnozinu?
Piiklad 12. Kazdy ¢len parlamentu mé nejvyse tii nepiatele!* mezi zbyvajicimi
Cleny. Je mozné ¢leny parlamentu rozdélit do dvou skupin tak, aby kazdy mél nejvyse
jednoho nepfitele ve své skupiné?
Priklad 13. Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru 6n — 1.

Priklad 14. Mg¢jme 2n bodu v roviné takovych, ze zadné tii nelezi na pfimce.
Vime, ze n z nich jsou farmy a zbyvajicich n jsou studny. Dokaz nebo vyvrat: Lze
postavit n pfimych neprotinajicich se cest (secek) tak, ze z kazdé farmy vede cesta
k pravé jedné studni.

Literatura a zdroje

[1] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.

M Nepratelstvi je symetrické, je-li A nepfitelem B, je i B nepfitelem A.
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Koulitko a rovinitko

ALCA SKALOVA

ABSTRAKT. Konstrukéni ulohy trochu jinak — misto roviny prostor, misto pravitka
rovinitko, misto kruzitka koulitko.

Na prednasce si procvi¢ime prostorovou predstavivost fesenim konstrukénich tloh
ve tfech dimenzich. Oproti klasickym néstrojiam rovinné geometrie budeme mit k dis-
pozici rovinitko (umozni ndm prolozit rovinu tfemi body, které nelezi v jedné p¥imce)
a koulitko (z daného bodu opiSe sféru s uréenym polomérem).

Pri feseni mnohych tloh napovi, predstavis-li si podobnou konstrukci v roviné.
Napftiklad hned prvni iloha je ,;stejna“ jako konstrukce rovnostranného trojihelnika.
Jen mé o dimenzi vic.

Priklady

Priklad 1. Sestroj pravidelny ¢tyfstén.

Reseni. Zvolime si v prostoru dva libovolné body A a B. Usecka AB (jeji délku
ozna¢ime a) bude hranou naseho ¢ty¥sténu. Zabodneme koulitko postupné do bodt
A a B a z obou opiSeme sféru o poloméru a. Prinik téchto sfér je kruznice, fikejme
ji k. Kdekoliv na k si zvolime dalsi bod — C.1> Z bodu C opét nakreslime sféru
o poloméru a, ta protne k£ ve dvou bodech. Libovolny z téchto bodt je ¢tvrty vrchol
naseho Ctyfsténu.

Priklad 2. Je déna piimka p a bod B, ktery na ni nelezi. Sestroj rovinu kolmou
na p a prochazejici bodem B.

Priklad 3. Je déna rovina o a pfimka p. Sestroj rovinu 7, ktera je kolma na o a
soucCasné v ni lezi pfimka p.

Priklad 4. Mgéjme rovinu o a bod B mimo o. Sestroj pfimku p prochézejici bodem
B a kolmou na o.

Priklad 5. Sestroj pfimku ¢ rovnobéZnou s danou ptimkou p a prochéazejici danym
bodem B nenélezejicim p.

KLICOVA SLOVA. stereometrie, konstrukéni tlohy, koulitko, rovinitko
15 Jisté sis v&iml/a, Ze body A, B, C tvofi rovnostranny trojihelnik.
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Priklad 6. Sestroj kouli opsanou danému étyfsténu.

Priklad 7. Sestroj rovinu, kterd prochdzi danym bodem a je rovnobézna k dané
rovineé.

Priklad 8. Sestroj ¢tyfstén, jsou-li zaddna tézisté jeho stén.

Ndvodny obrdzek:

Priklad 9. Sestroj kouli vepsanou danému étyfsténu.

Priklad 10. Nechf jsou dany body S, Sap, Sep, Scp, které nelezi v jedné rovine.
Sestroj ¢tytstén ABCD takovy, ze S je stfed koule jemu opsané a Sap,Spp, Scp
jsou po fadeé stiedy hran AB, BD,CD.

Priklad 11. Sestroj kouli, kterd prochazi danymi dvéma body a dotyka se danych
dvou kouli.

Piiklad 12. Nechf jsou dany nekolinearni'® body T4, Vi, Tc, pifimka p mi-
mobézna s piimkou T4V4 a tsecka délky d. Sestroj ctyistén ABCD takovy, Ze
T4, resp. Te je tézisté stény BC' D, resp. ABD, V4 je pata vysky spusténé z vrcholu
A na sténu BCD, bod B lezi na pfimce p a vzdalenost |CVy4| je rovna d.

Priklad 13. Sestroj krychli pouze koulitkem, jsou-li dany délky sténové a téle-
sové thlopricky.

Literatura a zdroje

Ulohy 6 az 13 jsou pievzaty ze 6. série 19. ro¢niku naseho seminafe. Najdes je i se
vzorovym FeSenim v archivu (mks.mff.cuni.cz/archive/archive.php).

16Tedy takové, Ze nelezi na spole¢né primce.
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Prostory metrické a jiné

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. V prispévku jsou rozebrany zakladni vlastnosti metrickych prostort a
jejich vztah k dalsim dilezitym prostorim. Uvedeny jsou rozli¢né priklady metrickych
prostori.

V matematice i v praktickych aplikacich jsme ¢asto postaveni do situace, kdy
bychom o néjakyjch objektech chtéli fict, ze jsou né€jak ,blizko“ ¢i ,daleko®, pricemz
bychom byli radi, aby tato vzdalenost méla ,rozumné“ vlastnosti. Metrika je asi
nejprirozenéjsi konstrukei, ktera tyto myslenky formalizuje.

Definice. Metrikou na mnoziné X rozumime funkci g: X x X — (0, 00) splitujici
(1) Q(I,y) = 07 préVé kdyi r=y,

(ii) o(z,y) = o(y, =) pro vSechna z,y € X,

(iii) o(x,y) < o(z,z) + o(z,y) pro viechna x,y, z € X (trojuhenikova nerovnost).
Dvojici (X, o) pak nazveme metrickym prostorem.

Priklady.
(i) Asi nejbé&znéjsi metrikou na R™ je euklidovskd, kterd odpovida vzdalnosti,
na kterou jsme zvykli:

o2(zy) = V(@1 —y1)2 + (w2 — 12)2 + ++ + (0 — yn)2.
Jinou moznou metrikou je manhattanskd ¢i newyorskd:
01(z,y) = |v1 — y1| + |z2 — yo| + -+ + |20 — ynl.
Konecné je zde i mazimovd metrika:
0so(w,y) = max{lzy — 1], [22 — wol, . [2n — ynl}.

(ii) Na mnoziné'” C((0,1)) mame taky maximovou metriku,

Omax(f,9) = Jmax |f(z) — g(=)],

KLiCOVA sLovA. Metricky prostor, metrika, norma, skalarni souéin, vektorovy prostor, topo-
logicky prostor
17C((0,1)) zna¢i mnozinu vsech spojitjch redlnych funkci na intervalu (0,1).
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navic zde mame i integrdlni metriku

1
ot (f1g) = / (@) - g(a)) da

a mnohé dalsi.
(iii) Na tplné kazdé mnoziné mizeme definovat diskrétni metriku predpisem

0 pokud z =y,

o@y) = { 1 jinak.

(iv) Necht X je mnozina vSech (koneénych) slov nad néjakou abecedou X. Na slo-
vech si povolime operace pridani libovolného pismene ze 3 kamkoliv do slova,
odstranéni kteréhokoliv pismene ve slové a nahrazeni kteréhokoliv pismene
libovolnym jinym. Pro a,b € X definujeme metriku'® o(a,b) jako nejmensi
pocet téchto operaci, které potfebujeme k tomu, abychom slovo a transfor-
movali na slovo b.

(v) Bud G (koneény jednoduchy) souvisly graf, V' mnozina jeho vrcholt. Pro
u,v € V mtzeme definovat metriku o(u, v) jako délku nejkratsi cesty z v do
vv G,

(vi) Oznacme jesté E mnozinu hran grafu G. Kazdou hranu e € E ,,ohodnotime*
néjakym kladnym redlnym ¢islem f(e). Je-li C cesta v G pouzivajici hrany
€1, €32, ..,¢En, pak jeji ohodnocenou délkou nazveme éislo f(eq)+ f(ea)+- -+
f(en). Pro u,v € V pak miZeme definovat metriku o(u,v) jako nejmensi
moznou ohodnocenou délku cesty z u do v.

Cvi€eni 1. Jaké problémy mohou nastat, pokud u grafit v bodech (v) a (vi) vy-
nechame pfedpoklad souvislosti nebo predpoklad konecnosti? Musi byt ohodnoceni
hran kladné? Jak se situace zméni, pokud budeme uvazovat multigrafy (tj. povolime
vice hran mezi dvéma vrcholy), nebo naopak orientované grafy, ve kterych budeme
brat v potaz pouze orientované cesty?

Cviéeni 2. Na poli¢kich Sachovnice 8 x 8 uvazme pro kazda dvé pole nejmensi
pocet tahu, kterou musime udélat kralem, resp. vézi, resp. koném, resp. stielcem,
abychom figuru pfemistili z jednoho pole do druhého. Ve kterych pripadech jde
o metriku? Jak tato metrika souvisi s metrikami uvedenymi vyse?

Cviceni 3. Ukazte, Ze ke kazdému metrickému prostoru (X, o) existuje (neko-
necny, je-li to zapotfebi) graf s ohodnocenymi hranami, jehoz vrcholy jsou prvky X
a konstrukce metriky dle bodu (vi) vySe d4 pfesné metriku o.

Cviceni 4. Uvazme graf G, ktery ziskdme z (R?, p2) podle feseni cvideni 3. Lze
z tohoto grafu nékteré hrany odstranit tak, abychom podle postupu (vi) ziskali
metricky prostor (R?, ;) nebo (R?, p.)? Co se stane, pokud v G' ponechdme pouze
hrany spojujici body = = (z1,22), y = (y1, y2) takové, Ze x1ys = x2y1?

18Tato metrika se obvykle nazyva Levenshteinova vzddlenost.
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Definice. Bud (X, p) metricky prostor, x € X a r € (0,00). Mnozinu

By(z,r) ={y € X:o(z,y) <r}
nazveme (otevienou) kouli se stfedem v x a polomérem r.

Definice. Bud (X, o) metricky prostor. Rekneme, ze mnozina G C X je oteviend,
pokud pro kazdy bod x € G existuje r € (0,00) takové, ze B,(z,7) C G. Rekneme,
7e mnozina F' C X je uzaviend, pokud je X \ F oteviend.

Priklad. Jak lze vytusit z terminologie, v R s béznou metrikou jsou oteviené inter-
valy oteviené, analogicky uzaviené intervaly jsou uzaviené. Nejde ovsem o vSechny
oteviené/uzaviené mnoziny!

Priklad. V metrickych prostorech (R™, 01), (R™, 02) a (R™, 050 ) jsou tytéZz mnoZiny
oteviené — to plati diky nerovnosti

000 (2, y) < 02(2,y) < 01(2,y) <N 000(,Y).
Cviceni 5. Popiste vSechny oteviené mnoziny v prostoru s diskrétni metrikou.

Cviéeni 6. DokaZte, Ze pokud je mnozina oteviend v prostoru (C((O, 1)), gint), tak
je oteviend i v (C ({(0,1)), Qmax), ale opa¢nd implikace obecné neplati.
Véta. (Vlastnosti otevienych mnozin)
(O1) Cely prostor a prazdna mnozina jsou oteviené mnoziny.
(02) Sjednoceni (libovolné velkého) systému otevienych mnozin je oteviena mno-
Zina.

(0O3) Priinik dvou otevienych mnozin je oteviena mnozina.'®

Cviceni 7. Ukazte, ze prunik nekoneéné mnoha otevienych mnozin jiz nemusi byt
otevienou mnozinou.

Konvergence a spojitost v metrickych prostorech

Jakmile mame vybudovan aparat limit a spojitych funkci v redlnych ¢islech, velmi
snadno tyto pojmy preneseme do metrickych prostorii.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {z,}5°; bodi z metrického prostoru (X, o)
mé limitu x (znac¢ime lim, . z, = ), pokud plati lim, . o(zn,2) = 0. M&-li
posloupnost limitu, nazyva se konvergentni.

Lemma. Mnozina F v metrickém prostoru (X, o) je uzaviend, pravé kdyz pro

kazdou konvergentni posloupnost {x,,}°°; bodii z F jelim,,_,o ©,, € F (neformalné,
z uzaviené mnoziny nelze ,vykonvergovat ven®).

190dtud snadno plyne, ze prinik koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.
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Véta. (Weierstrassova) Pro kazdou funkci f € C((0,1)) existuje posloupnost po-
Iynomu {p,}52, takovd, ze f = lim, o ppn, kde limitu uvazujeme v maximové
metrice.

Definice. Necht (X, 0), (Y, o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze funkce f: X —
Y je spojitd, pokud pro kazdou konvergentni posloupnost {z,}°; bodi z X plati

f ( lim xn) = lim f(z,).

n—oo n—oo

Receno méné forméalné, funkce je spojita, pokud ,zachovava limity posloupnosti®.

Véta. Necht (X,0), (Y,0) jsou metrické prostory. Funkce f: X — Y je spojité
pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C Y je vzor této mnoziny v f,
tj. mnozina

J7HG) ={ze X [(x) G}
oteviend (v X).

Poznamka. Uvedend véta naznacuje, Ze pojem spojitosti funkci neni nijak hluboce
zéavisly na konkrétnich metrikich, které na mnozindch mame, rozhodujici je pouze
informace, které mnoziny jsou v danych prostorech oteviené. Tato skutecnost je
motivaci pro pojem struktury obecnéjsi, nez je metricky prostor, tzv. topologického
prostoru. Uvedeme pouze formélni definici.

Definice. Bud X mnoZina a G néjaky systém jejich podmnozin. G nazveme topo-
logit na X, pokud jeho mnoziny spliiuji podminky (O1), (02) a (0O3). Mnoziny z G
pak nazveme oteviené mnoziny a dvojici (X, G) topologicky prostor.

Prostory s normou c¢i skalarnim soucinem

Mnoziny, na kterych zavadime metriky, zpravidla nebyvaji né€jaké aplné abstraktni
— Casto na nich jiz mame néjakou jinou strukturu. U takovych mnozin bychom ,byli
radi“, kdyby nami definovana metrika néjak ,souhlasila® s jiz existujici strukturou.
Béznym prikladem takové struktury je vektorovy prostor, na ktery se nyni trochu
blize podivame.

Definice. Nechf V je libovolnd mnozina, +:V x V — V a =R x V — V binérni
operace takové, ze

(i) existuje prvek o € V takovy, Ze pro vSechna v € V je v+ o = v,
i) pro vSechna v € V existuje w € V takovy, Zze v+ w = 0, znac¢ime w = —v,
) pro vSechnav,iw € Vijev+w=w+v,
v) pro vechna u,v,w € Vje (u+v)+w=u+ (v+w),
) pro vechna a,be R, veVijea-(b-v)=(a-b)- v,
) provSechnav eVijel-v=v,
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(vii) pro véechnaa e R, viweVijea - (v+w)=a-v+a-w,
(viii) pro vSechna a,be R, veVije (a+b)-v=a-v+b-v.
Pak ¢tvefici (V, +, -, 0) nazveme vektorovym (¢i linedrnim) prostorem nad R.

Definice. Bud (V,+,-,0) vektorovy prostor nad R. Funkci ||: V' — (0,00) na-
zveme normou na V', pokud plati
(i) |Iv|| =0, pravé kdyz v = o,
(ii) pro vSechna a € R, v e Vje |a-v| =la|-|V],
(iii) pro vSechna v,w € V je ||[v+w| < ||v| + ||w]].

Poznamka. Kazda norma na vektorovém prostoru pfirozené definuje metriku na

tomto prostoru piedpisem (v, w) = ||[v — w||. Normu tedy mfizeme chépat jednak
jako ,velikost“, jednak jako ,vzdalenost od nuly*.

Priklady. Na vektorovém prostoru R™ s béZnymi operacemi mitiZzeme definovat
normy

[zl = /af + a3+ + a2,
zll1 = |z1| + @2 + -+ + |zn],
||xHO<> :max{|x1|,|m2|,...,\xn\},

na prostoru C((0,1)) zase

1
[fllmax = max [f(z)], ||f||mt=/0 |f ()] da.

z€(0,1)

Metriky uvedené na zacatku prispévku jsou generovany pravé témito normami.

Definice. Binarni operaci -: V x V' — R nazveme skaldrnim soucinem na prostoru
V', pokud plati
(i) pro vSechna v € V je v-v > 0, pfiéemz v - v = 0, pravé kdyz v = o,
(ii) pro véechnav,weVijev-w=w-v,
(iii) pro vSechnaa e R, v,iw e Vije (a-v) - w=a- (v -w),
(iv) pro véechna u,v,w € Vje (u+v) - w=u-w+v-w.

Poznamka. Pomoci skalarniho soucinu lze na vektorovém prostoru definovat nor-
mu predpisem ||v|| = /v -v. Ne kazd4 norma ale odpovid4 n&jakému skaldrnimu
soucinu — takové normy musi spliiovat rovnobéznikové pravidlo, tj. pro kazdé v, w €
V musi platit

2v]* +2[w]? = v+ wl + [lv — wl|.

Piiklad. BéZny skalarni soucin na R"™ se definuje jako
Ty =21y + T2Y2 + 0+ Tnln.

Cviceni 8. Najdéte néjaky skaldrni sou¢in na prostoru C((0,1)). Jakd norma (me-
trika) tomuto skaldrnimu souéinu odpovida?
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Véta. (Cauchy-Schwarz-Buniakovského nerovnost) Je-li || - | norma generovana pii-
slusnym skaldrnim soucinem, pak pro libovolné v,w € V plati

lv-wl < v [[wll.

Literatura a zdroje

[1] P. Simon, V. Musil, Pozndmky k pfedndice Zdklady teorie metrickych prostori, dostupné
z http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/ " vejtek/studium/files/metrprs/metrSpc.pdf
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Teoria Cisel

MicHAL ,MISKO“ SZABADOS

ABSTRAKT. V prispevku st formulované zakladné tvrdenia z oblasti tedrie ¢isel spolu
s niekolkymi prikladmi. Jedné sa okrem iného o delitelnost a kongruencie, Mala Fer-
matovu a Eulerovu vetu, Cinsku zvyskovi vetu ¢ kvadratické zvysky.

Uvod

Tento zbornickovy prispevok za¢nem netradi¢ne tym, ze vas odkdzem na literatiru.
Je to z toho dévodu, ze na tému tedria ¢isel bolo napisanych mnoho dobrych kniziek.
Pred par rokmi dokonca vychadzal v PraSe seridl a len pred rokom mal Kenny
prednasku na tuto istt tému. Tieto materidly mozete néajst v PraSacej kniZnici,
zoznam kniziek ndjdete v literattre nizsie.

TakZe nie je dovod pisat dalsi obsirny text. Najdete tu akurat definicie potrebnjych
pojmov a niekolko prikladov. VSetko vysvetlovanie si nechdm na prednisku a necham
nieco vymyslief aj vas. Bude to zaujimavé, ur¢ite pridte!

Delitelnost a kongruencie

Vsetky nezname v tomto prispevku su celé cisla.

Definicia. Zapis a | b ¢itame ,a deli b a vyjadruje fakt, Ze existuje ¢islo n také,
ze b = na.

Definicia. Zépis a =b (mod p) éitame ,a je kongruentné s b modulo p“ alebo ,a

déva rovnaky zvysok ako b po deleni p“. Povieme tak vtedy, ked plati p | a —b. Velmi
dasto budeme skiimat kongruencie modulo nejaké prvoéislo.

Priklad 1. Nech n je prirodzené &islo. Dokéizte, ze &islo 32 + 1 je parne, ale nie
je delitelné 4.

Priklad 2. Ak 3| a® +b?, tak potom 3 | a a 3 | b. Dokate.

KLUCOVE SLOVA. teorie ¢isel, kongruence, Mala Fermatova véta, Eulerova véta, Cinska zbyt-
kova véta, kvadratické zbytky
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Priklad 3.

(i) Dokézte, ze ¢isla tvaru 4k + 3 sa nedaju zapisat ako stucet dvoch $tvorcov.
(ii) Najdite nekonecne vela éisel, ktoré sa nedaju zapisat ako stcet troch stvorcov.

20

Priklad 4. Dané je racionélne ¢&islo « z intervalu (0,1). Nech y je také ¢islo z in-
tervalu (0, 1), ktorého n-ta cifra za desatinnou ¢iarkou sa rovna 2"-tej cifre za desa-
tinnou c¢iarkou c¢isla z. Dokazte, Ze aj y je raciondlne.

Priklad 5. Dokazte, ze pre kazdé n existuje n-ciferné ¢islo skladajice sa iba z ne-
parnych cifier a zaroven delitelné 5.

Priklad 6. Dokézte, Ze je nekoneéne vela prvocisel tvaru 4k — 1.

UZitoCné vety

Definicia. (Eulerova funkcia) Zapis ¢(m) oznacuje poéet prirodzenych éisel, ktoré

st mensie ako m a st s m nesudelitelné.?! Eulerovu funkciu vieme vyjadrit so zna-

lostou prvociselného rozkladu m = p{* - - - pi* ako

k
o=l pan—l_ _l
p(m) = (p1—1) -+ (pp — 1) - p2 oo 0 1_1(1 p)

Veta. (Mala Fermatova) Pre prvoéislo p a ¢&islo a také, ze p { a, plati a?~! = 1
(mod p).

Veta.
Veta.

(Eulerova) Pre nestidelitelné ¢isla m a a plati a*(™ =1 (mod m).
(Wilsonova) Pre prvocislo p plati (p—1)!=1-2---(p—1) = —1 (mod p).

Veta. (Bézoutova) Nech a,b si celé ¢isla. Potom existuju m,n také, ze ma+ nb =
NSD(a, b).

Veta. (Cinska zvyskovd) Nech my,...,m;. st po dvoch nestidelitelné ¢isla. Potom
ststava kongruencii s neznamou x

x =a; (mod my)

x = ay (mod mgy)

x = ai (mod my)
ma prave jedno rieSenie modulo my - - - my.
208tvorec je v tomto vyzname druhd mocnina celého &isla.

21Cisla a a b st nesudelitelné, ak ich najvicsi spoloény delitel je 1.
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Priklad 7. Dokéazte, ze pre kazdé prvocislo p > 5 existuje nejaky jeho néasobok,
ktory ma tvar 11...11.

Priklad 8. Dokéazte, Ze vo Fibonacciho postupnosti 1,1,2,3,5,8, ... existuje ¢len
delitelny kazdym prvodéislom.

Priklad 9. Nech p je prvoéislo. Dokézte, 7ze dizka najkratsej periédy éisla 1/p
v desiatkovom zapise deli p — 1.

Priklad 10. Na&jdite najvicési spoloény delitel vietk§ch &isel tvaru n'® — n pre n

prirodzené.
Priklad 11. Najdite poslednt cifru &isel 7777 a 44"
Priklad 12. Dokazte, Ze ¢islo 22" + 7 je zlozené.

Priklad 13. Rozhodnite, ¢ existuje nekoneéne vela parnych ¢isel k takych, Ze ¢islo
p? + k je zlozené pre kazdé prvoéislo p.
Kvadratické zvysky

Definicia. Cislo a také, ze m { a, je kvadraticky zvySok modulo m, ak existuje b
také, ze a = b%. V opa¢nom pripade povieme, ze je kvadraticky nezvysok.

Definicia. (Legenderov symbol) Pre neparne prvocislo p definujeme

1, ak a je kvadraticky zvySok mod p,

(a) =<0, ak p | a,
p

—1, inad.

Tvrdenie. Pre Legenderov symbol plati

(Z) a"T  (mod p).

Veta. (Zékon kvadratickej reciprocity) Pre rézne nepdrne prvocisla p,q plati

GIDREE

Priklad 14. Pre ktoré prvodisla je —1 kvadraticky zvysok?

Priklad 15. Dokézte, Ze pre prvoécislo p = 4k + 3 plati (%)! = +1.

Priklad 16. Dokazte, Ze rovnica a? + b* + 1 = 0 (mod p) mé rieSenie pre kazdé
prvocislo p.
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Priklad 17. Dokazte, 7e pre bezstvorcové?? &islo m m4 rovnica a? + b2 = k

(mod m) rieSenie pre kazdé k.

Priklad 18. Na&ajdite nekonecne vela navzajom nestudelitelnych ¢isel m takych, ze
rovnica a? + b2 = k (mod m) nem4 riesenie pre kazdé k.

Magické tabufky

mod11 | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2101 4 95 3 3 5 9 41
3101 8 5 9 4 7 2 6 310
41015 43 99 3 451
5/0 1101 1 1 101010 1 10
60 1 9 3 45 5 43 91
7101 7 95 3 8 6 2 410
810 1 3 5 9 4 4 9 5 31
910 1 6 4 3 9 2 8 7 5 10
(01111111111

mod13| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
2101 4 9 3 12101012 3 9 1
3/0 1 8 1128 8 5 5 1 12 5 12
417013 3 919 9 9 3 1
5/0 1 6 9105 211 8 3 4 12
6/ 0 1121 112121212 1 1 12 1
710 111 3 4 8 7 6 5 9 10 2 12
801 99 313 3139 91
910 1 5 1125 5 8 8 1 12 8 12
100 1103 912 4 4 12 9 3 10 1
110 1 7 910 8 11 2 5 3 6 12
120 1 11111111 1

22To je také, ktoré nie je delitelné ziadnym $tvorcom, okrem 1.
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Kruhova inverze

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zdkladnimi vlastnostmi kruhové inverze a na
ulohéch ze svétovych soutézi ilustruje, kdy je vhodné inverzi pii feSeni pouzit. Obsa-
huje jeden feseny piiklad a stru¢né navody ke vSem ostatnim.

N

Kruhova inverze je jedno z nejexotictéjSich geometrickych zobrazeni. Prestoze
nezachovava ani tak jednoduché objekty jako jsou pfimky, mé fadu prekvapujicich a
uziteénych vlastnosti, diky nimz je velmi silnym nastrojem pfi feSeni jinak obtiznych
geometrickych tloh.

Definice

Umluva. Rovinu rozsiiime o (jediny) bod oo, o némz prohlasime, Ze lezi na vsech
primkach.
Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcené kruznici k se stredem
I a polomérem r, které bodu A piifadi bod A’ podle nésledujiciho pravidla:
(i) Je-li A=1, pak A" = c0.
(ii) Je-li A = o0, pak A’ =1.
(iii) Jinak je A’ ten bod polopfimky I A, pro né&jz plati

[TA'| - |TA] = r*.

Vlastnosti

Takto definované zobrazeni ma trivialné nasledujici vlastnosti:

(i) Body kruZnice k jsou samodruzné.
(ii) Lezi-li bod A uvnitt kruznice k, lezi obraz A’ venku a naopak.
(iii) Inverze provedena dvakrat podle téZe kruznice je identita.

KLi¢ovA sLova. kruhové inverze, planimetrie, geometrie, geometrickd zobrazeni
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Tvrzeni. (Konstrukce obrazu) Je dédna kruznice k a bod A vné této kruznice.
Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz A’
bodu A v kruhové inverzi podle kruznice k je stred usecky TU.

Lemma. (Pfepoéitavaci lemma) Je ddna kruznice k(I,r) a body X, Y. Oznacme
X', Y’ obrazy bodii X,Y v inverzi podle kruznice k. Pak

(i) |<IX'Y'| = [<XYI],

.o T2

(ii) | X'Y'| = |XY]|- T

! r?
Cviceni. (Tétivové ¢tyftuhelniky) Je dana kruznice k se stifedem I a body A, B
takové, Ze nelezi na jedné p¥imce s I. Oznaéme A’, B’ obrazy bodi A, B v inverzi
podle k. Ukazte, Ze body A, B, A’, B’ leZi na jedné kruZnici.

Tvrzeni. (Stézejni) UvaZme kruhovou inverzi ur¢enou kruznici k se stiedem I.

Pak

(i) Obrazem piimky prochézejici bodem I je ona sama.
(ii) Obrazem piimky neprochdzejici bodem I je kruznice.
(iii) Obrazem kruznice prochézejici bodem I je piimka.
(iv) Obrazem kruznice neprochazejici bodem I je kruznice.

Cviéeni. (Stfedy kruznic) Podle pfedchoziho tvrzeni je obrazem kruznice k se
stfedem O néjakd kruznice k' se stiedem S (neprochazi-li k stiedem inverze I).
Ukazte, Ze ackoliv bod S leZi na poloptimce IO, neni to obraz bodu O (kruhova
inverze na sebe tedy nezobrazuje stfedy kruZnic).

Cviéeni. (Samodruzné kruznice) Podle piedchoziho tvrzeni se pfimka zobrazi na
sebe sama pravé tehdy, kdyz prochazi stfedem inverze. Které kruznice maji tuto
vlastnost také?

Zahadou ztstava, jak rozpoznat, ze na tlohu lze zautocit inverzi. Nékolik ryst
nas mize k pouziti inverze navést. Proberme je postupné.

Mame vzor i obraz

Umime-li v obrazku interpretovat nékterou pfimku nebo kruznici jako obraz jiné
primky ¢i kruZznice ve vhodné inverzi, miize pouhé uvazeni této inverze vnést do
tlohy zcela nové svétlo.

Priklad 1. Piimka p_protne kruznici k v bodech X, Y. Oznac¢me S stied jednoho
oblouku XY. Bodem S vedeme dvé primky, které protnou kruznici k v bodech A,
B a piimku p v bodech C, D. Ukazte, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruznici.

Priiklad 2. KruZnice k1, k2, k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Kruznice I mé se vSemi

tfemi vnéjsi dotyk postupné v bodech L, Ls, L3. Kruznice m mé se vSemi tfemi

vnitini dotyk postupné v bodech M;, My, Ms. Ukazte, ze pfimky LiM;y, LoMs,

L3 M3 prochézeji jednim bodem. (PraSe)
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Typické pouziti kruhové inverze je ale jiné. Kruhova inverze ndm totiz umoziuje
fesit misto zadané tlohy jinou (ale ekvivalentni) tlohu v jiném (zinvertovaném)
obrazku. Tento princip objasnuje nasledujici feseny ptiklad.

Priklad 3. Kolmé piimky p, ¢ se protinaji v bodé S. Kruznice ki, ko se stiedy
na pfimce p a prochazejici bodem S protinaji kruznice [1, lo se stfedy na pfimce ¢
a rovnéz prochazejici bodem S podruhé ve ¢tyfech raznych bodech. Ukazte, Ze tyto
¢tyfi body lezi na jedné kruznici.

Reseni. Invertujme podle kruznice i se stfedem S a libovolnym polomérem. Tvrzeni
bude dokazéno, pokud se ndm podati ukazat, ze obrazy zminénych ¢ty priseciki lezi
na kruznici neprochézejici bodem S, protoze ptuvodni ¢tyfi druhé pruseciky budou
potom muset lezet na obrazu této kruznice v inverzi podle 4, coz je podle StézZejniho
tvrzeni kruznice.

Primky p, g se v inverzi podle ¢ zobrazi samy na sebe. Kruznice k1, ko se zobrazi
na néjaké ptimky k1, k% obé kolmé na p. Obdobné se kruZnice Iy, ls zobrazi na pfimky
1, I, ob& kolmé na q. Obrazy zminénych ¢ty¥ druhych priseéikt jsou proto vrcholy
obdélnika. Vrcholy obdélnika lezi na kruznici, tato kruznice neprochazi bodem S a
my jsme hotovi. ]

Zbyvéa umét rozpoznat, podle kterého bodu a s jakym polomérem invertovat.

~Pretizeny" bod

V tlohéch, které piekypuji kruznicemi, volime za stfed inverze bod, jimz prochéazi
hodné kruznic ¢i piimek (tzv. ,pretizeny“ bod). Po inverzi pak dostaneme pod-
statné jednodussi obrazek, v némz jiz byva snadné ekvivalent dokazovaného tvrzeni
dokézat. Na poloméru inverzni kruznice pfi tom zpravidla viibec nezalezi.
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Priklad 4. KruZnice k, | maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé maji vnitini dotyk
s kruznici m po fadé v bodech U, V. Pfimka UT protne kruznici m podruhé v bodé
X. Ukazte, ze |[<TVX| = 90°. (KMS)

Priklad 5. Je dan pravouhly trojuihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C a
uvnitt jeho stran AC, BC' po fadé body D, E. Dokazte, ze paty vysek z bodu C na
primky AB, AE, BD, DFE lezi na jedné kruZnici.

Priklad 6. Kruznice vepsand trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran BC, CA, AB
postupné v bodech D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojihelnika ABC' tak, Ze kruZnice
vepsand trojuhelniku BC'X se dotyka jeho stran BC, C X, X B postupné v bodech
D, Y, Z. Ukazte, ze body FE, F, Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 1995)

Priklad 7. Je dana pilkruznice ¢t nad primérem AB. Piimka p kolmé na AB
protind usec¢ku AB v bodé C a pulkruznici ¢t v bodé D. Kruznice k se dotyka tsecky
AC v bodé FE, pulkruznice t v bodé T' a navic pfimky p. Dokazte, ze DE pili tihel
ADC. (Izrael 1995)

Priiklad 8. Dvojice kruznic ki a ko, ko a k3 a k3 a k1 maji postupné vnéjsi dotyk
v bodech K3, K;, Ky. Navic maji ky, ko, k3 postupné vnitini dotyk z kruznici m
v bodech My, Ms, Ms. Dokazte, ze ptimky KMy, KoMy, K3Ms prochézeji jednim
bodem.

Priklad 9. KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, D. Jejich spoleéné te¢na blizsi
bodu A se dotykd k v E a l v F. Rovnobézka s touto te¢nou prochézejici bodem D
protne kruznice k, [ podruhé v bodech C, B. Kruznice opsané trojihelnikim CDF
a BDFE se podruhé protinaji v bodé P. Ukazte, ze body D, A, P lezi v pfimce.
(Brkos 2011)

Divné podminky

Indikatorem toho, Ze budeme chtit invertovat, jsou i divné podminky. Casto se totiz
do ,rozumného® tvaru ptelozi v souc¢asném zadani neptirozené vyhlizejici vztah o ve-
likostech thld nebo délkich (méame na paméti Prepocitdvaci lemma), nebo vyjdou
najevo vyznamy nékterych umélych konstrukei.

Priklad 10. Kruznice k1 a k3 stejné jako ko a k4 maji vnéjsi dotyk v P. Ozna¢me
druhé pruseciky k1 Nko = A, ko Nks =B, ksNky =C a ky Nk = D. Dokazte, Ze

|AB|-|BC| |PBJ?
|AD|-|DC|  |PDI?

(IMO shortlist 2003)
Priklad 11. Bod P uvnitf trojahelnika ABC' spliiuje

|<APB| — |<ACB| = |<APC| — |<ABC|.
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Oznaéme D, E stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim APB, APC. Dokazte, Ze
piimky AP, BD, CE prochézeji jednim bodem. (IMO 1996)

Piiklad 12. (Ptolemaiova véta) Dokazte, Ze ve étyfthelniku ABCD se standardné
znacnymi délkami stran a thlopficek plati

ac+bd > ef,

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je ¢tytthelnik ABCD tétivovy.

Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC'. Ozna¢me polovinu jeho obvodu s. Na pfimce
AB nalezneme body E, F tak, ze |CE| = |CF| = s. Dokaizte, Ze kruznice opsana
trojihelniku CEF se dotyka kruZnice pfipsané trojuhelniku ABC vzhledem k vr-
cholu C.

Priklad 14. Necht je dan trojuhelnik ABC. Oznaéme S stied jemu vepsané kruz-
nice [ a oznacme P, @), R dotykové body kruznice | po radé se stranami BC', AC,
AB. Bud k kruznice opsana stfediim stran trojuhelniku PQR. Bud X # C priise-
¢k pfimky CS a kruZznice opsané trojihelniku ABC, bud Y priisecik tsecky SX
a kruznice k. Bud Z jeden z prisecikti kruznice [ a kolmice k pfimce CX vedené
bodem Y. Dokazte, ze piimka X Z se dotykd kruznice . (PraSe)

Dominantni tahel

Mnohdy je uziteéné invertovat podle vrcholu dominantniho thlu, pokud tloha ta-
kovy ma.

Priklad 15. Je dan trojuhelnik ABC. Uvazme kruznici [, kterd se dotyka stran
AB, AC a navic jeho kruZnice opsané v bodé T. Oznacme jesté D bod dotyku

kruznice pripsané trojuhelniku ABC vzhledem k vrcholu A se stranou BC'. Ukazte,
7e |[<BAD| = |<CAT).

Priklad 16. Na strandch AB, AC trojuhelnika ABC' zvolme body K, L tak,
aby KL|BC a bud P = AL N BK. Ozna¢me @ druhy prise¢ik kruznic opsanych
trojuhelnikim BPK a CPL. Dokazte, ze |[<BAP| = |<CAQ).

(Balkan MO 2009)

Zvol si polomér!

V predchozich tlohach stacilo odhalit stfed inverze a aplikovat inverzi s libovol-
nym polomérem. U nasledujicich tloh je jiz potieba zvolit i vhodny polomér — tedy
invertovat podle néjaké konkrétni kruznice.

Priklad 17. Na ptlkruznici nad pramérem AB a se stfedem O zvolime body C, D.
Predpokladejme, Ze se polopfimky AB a DC protnou v bodé M. Ozna¢me K druhy
prusecik kruznic opsanych trojihelnikiim AOD a BOC. Ukazte, ze |<M KO| = 90°.
(Rusko 1995)

66



PEPA TKADLEC

Piiklad 18. Ukaite, ze Feuerbachova kruznice?? trojihelnika ABC se dotjka jeho
kruznice vepsané i vSech jeho kruznic ptripsanych.

Priklad 19. Ozna¢me M, N, P body dotyku kruznice vepsané trojihelnika ABC
postupné se stranami BC, C' A, AB. Dokazte, Ze ortocentrum trojuhelnika MNP,
stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC a stfed O kruznice trojihelniku ABC
opsané lezi v primce. (Irdn 1995)

Priklad 20. (Steinertv porismus) Uvnitf kruznice k je ddna kruZnice [. Pfedpo-
klddejme, ze existuje n-prvkovy fetéz kruznic my, ..., m, takovy, ze kazda kruznice
v fetézu ma vnéjsi dotyk se svymi dvéma sousednimi kruznicemi a s [ a vnitini do-
tyk s k. Potom kazda kruznice majici vnéjsi dotyk s [ a vnitini dotyk s k je ¢asti
néjakého n-prvkového fetézu.

Priklad 21. Je dan trojuhelnik ABC. Body D, F lezi na pfimce AB v poradi D,
A, B, F tak, ze |AD| = |AC| a |BE| = |BC|. Osy uhli u vrcholi A a B protnou
strany BC' a AC' po fadé v bodech P, () a kruznici opsanou trojuhelniku ABC
v bodech M, N. Ozna¢me U, V stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim BME,
AND. Kone¢né bud X = AU N BV. Dokazte, ze CX L PQ. (Srbsko TST 2008)

Struc¢né navody

Ndvod k prikladu 1. Uvaite inverzi se stfedem S, kterd zobrazi p na k a viimnéte
si, ze body C, D piejdou na body A, B.

Ndvod k prikladu 2. Uvazte inverzi podle kruznice opsané trojihelniku tvorenému
body dotyku kruznic k1, ko, k3 a vS§imnéte si, ze tyto kruznice se v inverzi zachovaji.
Kruznice [, m se tedy prohodi. Spole¢nym priisec¢ikem je stied inverze.

Ndvod k pfikladu 4. Invertujte podle T a dokazujte |uhelV'X'T| = 90°.

Ndvod k prikladu 5. Invertujte podle C'. Obrazy pat vysek interpretujte jako pru-
sefiky kruznic nad praméry C A, CB, CD, CE; tyto tvofi obdélnik.

Ndvod k prikladu 6. Invertujte podle D. Zobrazte nejdiive body A a B a obé
kruznice. Rozmyslete si, ze obraz EFY Z je obdélnik.

Ndvod k prikladu 7. Invertujte podle E. Dokazované tvrzeni pfejde v to, ze je jisty
trojuhelnik rovnoramenny.

Ndvod k prikladu 8. Invertujte podle nékterého z bodt dotyku. Dva ze t¥i bodi,
které budou mét lezet v pfimce, urcuji chordalu jistych dvou kruznic. Ukazte, ze
tfeti bod méa k obéma stejnou mocnost.

Navod k prikladu 9. Invertujte podle D a rozpoznejte trojihelnik s Gergonnovym
bodem.

23Feuerbachova kruznice je kruznice prochézejici stiedy stran a patami vysek trojihelnika.
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Ndvod k prikladu 10. Invertujte podle P. Prepoctéte dokazovany vztah a vyuzijte
tho, ze v rovnobézniku maji protéjsi strany shodnou délku.

Navod k prikladu 11. Invertujte podle A nebo P. VyuZijte, Ze osa thlu déli protéjsi
stranu ve zndmém pomeéru, tyto poméry dejte do rovnosti a prepoctéte. Vyjde,
7e jisty trojuhelnik mé byt rovnoramenny, coz je diky prepocteni zadané thlové
podminky.

Navod k prikladu 12. Invertujte podle jednoho z vrcholi. Ptolemaiova nerovnost je
,obrazem® trojuhelnikové nerovnosti.

Ndvod k prikladu 153. Invertujte podle C' s polomérem s. VSimnéte si, Zze na této
kruznici lezi i body dotyku kruznice pfipsané s prodlouzenimi stran C A, C'B.

Navod k prikladu 14. Invertujte podle kruznice vepsané torjihelniku ABC.

Navod k prikladu 15. Invertujte podle A. Kruznice [ pfejde v pfimku antirovnobéz-
nou se stranou BC'. Dokoncete uvdzenim osové soumérnosti podle osy thlu BAC.

Ndvod k prikladu 16. Rozpoznejte @@ jako Miqueltv bod c¢tyfuhelnika AKPL a
dokreslete kruznice ABQL a AKQC'. Invertujte podle A.

Ndvod k prikladu 17. Invertujte podle zadané pilkruznice a rozpoznejte obrazek
s ortocentrem a Feuerbachovou kruznici.

Navod k prikladu 18. Invertujte podle kruznice se stfedem ve stfedu strany a polo-
mérem po body dotyku s vepsanou a pfipsanou kruznici. Uvédomte si, ze vepsana i
pripsana se zachovaji a ukazte, ze obrazem Feuerbachovy kruznice bude jejich druhé
spoleéné vnitini te¢na (spoctéte jednak jeji ihel se stranou, druhak pozici priseéiku).

Ndvod k prikladu 19. Invertujte podle vepsané kruznice. Uvédomte si, Ze obrazem
kruZnice opsané A ABC je Feuerbachova kruznice AM N P a vzpomeiite na Eulerovu
primku.

Ndvod k prikladu 20. Invertujte tak, aby kruznice k, [ presly v soustfedné kruznice.
Pak je tvrzeni ziejmé.

Ndvod k prikladu 21. Invertujte podle A s polomérem vbe a interpretujte piimku
AU jako obraz ptimky AO (kde O je stfed opsané trojthelniku C'PQ) v osové
soumérnosti podle osy tthlu u vrcholu A. Totéz provedte s B a vzpomeiite na to, Ze
stfed opsané a ortocentrum jsou isogonal conjugates.

Literatura
Pii tvorbé prispévku jsem cerpal ze starsich prispévka Michala ,,Kennyho“ Rolinka
a Martina Tancera, jimz bych timto rad podékoval, a z

[1] Mathlinks, http://www.mathlinks.ro
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[3] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archive
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Obrazkova priloha
Na ukazku:

A na procviceni:
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Svrékiav bod

MARTINA VAVACKOVA

ABSTRAKT. Prednaska shrnuje zékladni vlastnosti stfedu oblouku, tzv. Svrékova
bodu. Tento bod figuruje v mnoha geometrickych tlohéch, a jeho dobra znalost je
tedy pro uspéch pii feseni velmi uziteéna. To vSe ilustruje fada ptikladu.
Stiedem pozornosti nasi prednasky bude Svrékiiv bod. Podivame se na néj zblizka
a vSimneme si nékterych jeho zajimavych vlastnosti. Zformulujeme a dokazeme par
uziteénych tvrzeni, kterd pak prakticky vyuzijeme pfi feSeni tloh.

Definice a znaceni

Definice. Necht je trojihelnik ABC vepsany do kruznice w. Stfed oblouku BC,
ktery neobsahuje A, ozna¢me S, a Fikejme mu Svrékiv bod trojuhelnika ABC vzhle-
dem k A. Body Sy, S. definujme analogicky.

Znacéeni. V trojuhelniku ABC ozna¢me w kruZnici opsanou, I stied kruznice ve-
psané, S,, Sy, S. odpovidajici Svrékovy body, E,, Ej, E. odpovidajici stfedy kruz-
nic pfipsanych a koneéné AD, BE, C'F osy uhla v AABC, kde D € BC, E € AC,
F e AB.

Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 1. V trojihelniku ABC se osa tihlu BAC a osa strany BC' protinaji na
kruznici w. Jejich priise¢ikem je S, .

’Izvrzeni 2. Body B, C,VI, E, lezi na jedné kruznici se stredem S,. Plati tedy
|Sol| = |SaB| = |S.C| = |SaEal.

Tvrzeni 3. Bodem S, vedme polopiimky p a g, které protnou stranu BC' postupné
v bodech X a'Y a kruznici w protnou podruhé postupné v Z a W. Pak body X, Y,
Z, W lezi na jedné kruznici.

Tvrzeni 4. V trojihelniku ABC plati

[8aAl = 18I = |SC)? = |S.BJ.

KLIiCOVA SLOVA. planimetrie, trojahelnik, geometrie, Svréktv bod, osa thlu, kruznice opsana,
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Tvrzeni 5. Necht X je bod na tseéce AD. Pak jsou nésledujici tvrzeni ekviva-
lentni:

X .
(i) 19aX] = |.1].
IS,

WD - 1S, Al =[S, X|?.

Tvrzeni 6. Je dan trojihelnik ABC' a kruznice w1, ktera ma vnitini dotyk s kruz-
nici w v bodé A a se stranou BC' v bodé D’'. Pak D = D'.

Piiklady

Priklad 1. Je dan trojuhelnik ABC se stfedem kruznice vepsané I a vnitfnim
bodem P. Plati

<PBA+ <PCA =<PBC + <PCB.
Ukazte, ze |AP| > | Al|, pfiGemZ rovnost nastava, pravé kdyz P = 1. (IMO 2006)

Pfiklad 2. Necht BC je prumér kruznice k se stfedem O. Déle bud A bod na k
takovy, ze <AOB < 120°, a D bud stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Rovnobézka s DA vedend bodem O protne AC' v bodé I. Osa tsecky OA protne k
v bodech E a F. Ukazte, ze I je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CEF.
(IMO 2002)

Priklad 3. KruZnice w; a we maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé se vnitiné dotykaji
kruznice w postupné v bodech R a S. Bud @Q druhy prusecik RT a w. Ukaizte, Ze
|[<@QST| =90°. (KMS)

Priklad 4. Nechf jsou AL a BK osy thlid nerovnoramenného trojihelnika ABC
(L lezi na strané BC, K lezi na strané AC). Osa tise¢ky BK protne piimku AL
v bodé M. Bod N lezi na ptimce BK a plati, ze LN je rovnobézna s M K. Dokazte,
7e |[LN| = |NA|. (Junior Balkan 2010)

Priklad 5. V trojuhelniku ABC dokazte pfi zavedeném znaceni nésledujici met-
rické vztahy:
(i) [ASa| - [ID| = |SuI|- AL,
(i) |ASq|- [AD| = |AIl-[AE,| = |AB| - |AC],
(iti) [TA|- |EaD| = |EaA| - |ID].

Piiklad 6. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik (|AB| # |AC|). Kruznice nad
prumérem BC protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O
stfed strany BC a R prisecik os thld BAC a M ON. Dokazte, ze kruznice opsané
trojthelnikim BM R a CNR se protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Piiklad 7. Trojuhelnik ABC spliiuje vztah |AC| 4 |BC| = 3| AB|. KruZnice jemu
vepsand se stfedem I se dotykd stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Necht
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K, L jsou obrazy boda D, E ve stfedové soumérnosti podle I. Ukazte, Ze body A,
B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)

Priklad 8. Je déan trojuhelnik ABC se stfedem I kruznice vepsané a kruZznici
opsanou I'. Pfimka AI protne kruznici I' podruhé v bodé D. Bud E bod na oblouku
BDC a F bod na tsecce BC' takovy, ze <BAF = <CAFE < %<IBAC. Déle bud G
stfed tsecky I'F. Dokazte, ze piimky EI a DG se protinaji na kruznici I'.

(IMO 2010)
Piiklad 9. Pfimka ¢ protind kruZnici I' v bodech A, B. KruZnice I'y a I'y jsou
vepsané do stejné sece urcené primkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, Ze jejich
vnitfni spole¢na te¢na prochézi pevnym bodem, pohybuji-li se I';, I's ve vymezené
usedi. (Prasolov)
Priklad 10. Je déan trojuhelnik ABC, jeho kruznice ospand w a bod D na strané
BC. Bud w; kruznice dotykajici se tisecky AD v bodé F, strany BC bodé E a
kruznice w v bodé K. Dokazte, ze stfed I kruznice vepsané AABC' lezi na pfimce
EF. (Sawayama-Thebault theorem, PraSe 29/my3$mas)

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Josef Tkadlec: The S point, www.onlinemathcircle.com.
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