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Úloha. Jsou dána reálná čísla x1, x2, . . . , x2025 ∈ [−1, 1]. Určete, jaké největší
možné hodnoty může nabývat výraz

2025∑
i=1

x2i (xi+1 − xi−1),

kde xi+2025 = xi pro všechna i.

Řešení. Nejprve zadaný výraz upravíme:

2025∑
i=1

x2i (xi+1 − xi−1) =
2025∑
i=1

(x2ixi+1 − x2ixi−1) =
1
3

2025∑
i=1

(3x2ixi+1 − 3x2ixi−1) =

=
1
3

2025∑
i=1

(3x2ixi+1 − 3x2i+1xi) =
1
3

2025∑
i=1

(−x3i + 3x2ixi+1 − 3xix
2
i+1 + x3i+1) =

=
1
3

2025∑
i=1

(xi+1 − xi)
3.

Označme si di = xi+1−xi pro 1 ≤ i ≤ 2025. Díky xi ∈ [−1, 1] máme di ∈ [−2, 2] pro
každé i. Zároveň

∑
di = 0. Díky di ∈ [−2, 2] platí nerovnost (di + 1)2(di − 2) ≤ 0,

kterou po roznásobení můžeme upravit na d3i ≤ 3di + 2. Máme tak

1
3

2025∑
i=1

d3i ≤
1
3

2025∑
i=1

(3di + 2) =
2
3
· 2025 +

2025∑
i=1

di = 1350.

Ještě musíme ukázat, že hodnoty 1350 opravdu lze dosáhnout. Tu získáme na-
příklad čísly (1, 0,−1, 1, 0,−1, . . . ). Pak pro i ≡ 1 (mod 3) je x2i (xi+1 − xi−1) =
12(0− (−1)) = 1, pro i ≡ 2 (mod 3) je x2i (xi+1−xi−1) = 02(−1−1) = 0 a pro i ≡ 0
(mod 3) je x2i (xi+1 − xi−1) = (−1)2(1 − 0) = 1. Neboli dvě třetiny členů v součtu
jsou rovny jedné a zbylá třetina nule. Tedy celkový součet je 23 · 2025 = 1350.
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