Teorie nejen Cisel 3 — Polynomy

Mily priteli,
vitej u zavérec¢ného dilu letosniho seridlu. Minule jsme si ukéazali silu jednotek pomoci Pellovy
rovnice, jejiz feSeni se daji vSechna vyrobit z jednoho fundamentalniho, i na koneénych télesech,
jejichz (nenulové) prvky se daji vSechny vyrobit z jednoho primitivniho.

V tomto dile se zaméfime na to, jak si upéct okruhy polynomi a jak potom budou chutnat
v zavislosti na tom, z jakého tésta je peceme. P¥i jejich zkoumani se vratime ke kotentim.! Proto
oprasime znalosti z prvniho dilu, pfedevs§$im to, ze kdyz uz ,funguje“ déleni s néjakym malym
zbytkem, tak uz ,funguji“ i obdoby prvodisel a jednoznacny rozklad na né. Na zavér potom zménime
zanr a jako detektivové se naucime sklddat velkou modularni sklddacku ze spousty mensich kousk?.

Jak serial Cist

Tak jako v predchozich dilech na Tebe i nyni ¢ekd mnozstvi cvieni a tloh na procviceni. Na
konci seridlu naleznes navody ke cvicenim i k tlohdm a také feSeni cviceni. Tak jako dfive pfi-
suzujeme nékterym cviceni mirné odliSny vyznam: vykri¢niky oznacuji obzvlasté dalezita cviceni,
ktera mnohdy vyuzivame v nékterych pozdéjsich dikazech, zatimco cviceni s hvézdi¢kou se zabyvaji

Okruhy polynomu

Doposud jsme v seridlu vyrabéli nové, vétsi okruhy z téch mensich tak, ze jsme k nim pridali novy
prvek. Ten jsme vzdy zvolili tak, aby splnoval néjakou rovnost: kdyz napfiklad k celym c¢islim
piiddvadme imaginarni jednotku i, mame i2 = —1, takze jakykoliv vyraz s vysokymi mocninami i
dovedeme zjednodusit, a k zapsani libovolného prvku Z[i] ndm tak staéi tvar a + bi, kde a,b € Z.
Podobné kdyz jsme v minulém dile vyrabéli osmiprvkové téleso, pridali jsme k Za prvek a spliujici
a® = a+1, coz nam dovolilo vystagit pro zapsani prvki Zs[a] s tvarem aa +ba+c, kde a, b, ¢ € Za.
Tentokrate to zkusime jinak: budeme pfidavat prvek x, po kterém nebudeme pozadovat vibec nic.
Dostaneme tak okruhy, jejichz prvky jsou néjaké vyrazy s neznamou.

Umluva. Neni-li feéeno jinak, bude v tomto dilu R vzdy znaéit néjaky (libovolny) komutativni
okruh.

Definice. Polynomem? nad R rozumime vyraz tvaru
Y y
-1
anz”™ + ap—12" " + -+ a1z + ao,

kde n je nezdporné celé ¢islo a koeficienty ag,a1,...,an jsou prvky R. Koeficientu ag fikdme
absolutni élen a polynom, ktery ma vSechny koeficienty kromé ag nulové, nazveme konstantni.

LA to ve vice nez jednom vyznamu ...
2Nebo téz cesky mnohoclenem.



Polynomy sc¢itame tak, ze seéteme koeficienty u jednotlivych mocnin, kuptikladu
(ax? + bz + )+ (de +e) = az® + (b + d)z + (c+ e).

P#i nasobeni zase roznasobime viechny ¢leny, sou¢iny mocnin z znasobime jako z¥ - ¢ = zF+¢ a
vysledky poscitdme, napiiklad

(az? + bz + ¢) - (dz + €) = ada® + aex? + bdx? + bex + cdx + ce =
= (ad)z® + (ae + bd)z? + (be + cd)z + ce.

Polynomy nad R tvoii okruh, ktery znacime R[z].

Poznamka. Symbol x v zapisu polynomu pfedstavuje néjakou Gplné obecnou proménnou, kterd
nemad zadnou konkrétni hodnotu. Okruh R[z] tedy vzniké tim, Ze k R pfidame prvek z, kterému ale
neptifkneme vibec zadné specifické vlastnosti. Pozdéji uvidime, ze ndm toto umoznuje za x dosadit
libovolnou hodnotu. V tomto dilu seridlu pro nas vSak samotné x bude vzdy znacit proménnou
v zapisu polynomu a pro konkrétni hodnoty vzdy pouzijeme jiné pismenko.

V zapisovani polynomi si budeme dovolovat néktera zjednoduseni: ¢leny s nulovym koeficientem
budeme vynechévat, namisto (—a)z budeme psat —ax a s koeficienty 1 se nebudeme obtézovat (tedy
misto 1z napiSeme jen z).

Poznamka. Kazdy prvek a € R se vyskytuje i v R[z] jako konstantni polynom a, takze muZzeme
uvazovat, ze R je podmnozinou mnoziny R[z], resp. dokonce i podokruhem okruhu R|z].

Cviceni 1. Okruh R[z] je trividlni, pravé pokud je trividlni R. P¥ipomerime, Ze okruhu fikdme
trivialni, pokud méa jen jeden prvek.

Polynomy jsou konecné vyrazy tvorené nasobenim a s¢itdnim proménné x a néjakych konstant
z okruhu R. Nekone¢né vyrazy jako naptiklad

l+ota®+a%+a*+25+. .,

kde méame nenulovy koeficient u nekoneéné mnoha mocnin z*, za polynomy nepovazujeme. U kai-

dého polynomu tak mame néjaky nejvétsi exponent mocniny, kterd ma jesté nenulovy koeficient.

Definice. Mg¢jme nenulovy polynom f € R[z] zapsany ve tvaru f = anz™ + -+ + a1x + ao, kde
n je nezdporné celé ¢islo. Stupném polynomu f rozumime nejvétsi k takové, ze ap # 0. Stupen f
znacime deg f a pro f = 0 dodefinovavame deg0 = —oo.

Poznamka. Konstantni jsou ty polynomy, které maji stupenn 0 nebo —oco. Polynomtim stupnu 1,
2 a 3 rikdme po fadé linedrnt, kvadraticke a kubicke.

Stupen je tedy exponent nejvyssi mocniny x, ktera ,je“ v daném polynomu. Pro¢ stupen nulo-
vého polynomu definujeme jako minus nekone¢no? Kdyz se domluvime, ze

—o00+n=—00 a — 00 + (—00) = —o0,

pak plati nasledujici:
Tvrzeni. Necht je R obor integrity. Potom pro f,g € R[z| plati deg(fg) = deg f + degg.
Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze f, g jsou oba nenulové. Necht je f = apnz™ + -+ ag a

g =Dbmx™ + -+ bo, kde an, by # 0. Potom kdyz roznasobime

(anz™ +---+ao) - (bmz™ +---+bo),
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pak dostaneme hromadu ¢lenti, v nichZ nejvyssi zastoupend mocnina x bude z"™T™. Ta vsak
vznikne pouze z anx™ - by a z zaddného jiného soucinu. Koeficient pfi zt™ tak ve vysled-
ném polynomu bude anby,, coz z predpokladu an, by 7 0 znamend, Ze tento koeficient je nenu-
lovy, jelikoz pracujeme v oboru integrity. Zadné vyssi mocniny = v soudinu nevzniknou, takze uz
deg(fg) =n+m =deg f +degg.

Zbyvé vyfesit piipady, kdy je alespon jeden z f, g nulovy. Potom je ale i fg = 0, takze deg(fg) =
—oo. I jeden z f, g je ale nulovy, takze deg f + deg g je soudet —oo a budto celého ¢&isla, nebo dalsiho
—o0. V obou pfipadech je tento soucet —oo, takze dokazované tvrzeni plati. O

Priklad. Predpoklad, Ze R je obor integrity, nemtzeme v pfedchozim tvrzeni vypustit. Kdyz
napf. v Z4[z] vezmeme f = g = 2x + 1, pak deg f = degg = 1, ale fg = 422 + 4a + 1 = 1, takze
deg(fg) = 0.

Cviéeni(!) 2. Pro polynomy f, g plati deg(f + ¢g) < max{deg f,degg}, a pokud navic deg f #
deg g, pak uz urcité nastava rovnost.

S pomoci stupné si zvladneme rozmyslet nékteré zakladni vlastnosti okruht polynomu — kdy se
jednd o obory integrity a posléze jak mohou vypadat jednotky.

Tvrzeni. Je-li R oborem integrity, pak jim je i R[xz].

Dikaz. Méjme f,g € R[z] spliiujici fg = 0. Stupen pravé strany je —oco. Pokud f ani g nejsou
nulové polynomy, pak jsou jejich stupné alespon 0, ¢imz dostaneme

—oo =deg0 =deg(fg) =degf+degg>0+0=0,

COZ je spor. O

Jak je to v okruzich polynomt s délitelnosti? Z obecné definice délitelnosti plati f | g, kdyz
existuje polynom h takovy, ze fh = g. Pokud pracujeme nad oborem integrity, tak rovnou vime,
ze bychom takové h méli hledat se stupném deg g — deg f. Pf¥imo z obecné definice bychom mohli
rovnou také modulit, ale podrobnéji se na moduleni polynomu a néktera jeho specifika podiviame
0 néco pozdéji.

Cviéeni(!) 3. Necht je R obor integrity. Pokud jsou f,g € R[z] nenulové polynomy, pak f | g
implikuje deg f < degg.

Cvigeni(!) 4. Mé&jme a € R a polynom f € R[z]. Pak a | f, pravé kdyz a déli (v okruhu R)
vSechny koeficienty f.
Cviceni 5. Rozhodni, zda plati nasledujici délitelnosti nad uvedenymi okruhy:
(i) 224+ +1]2*+22+1nad Q, (i) +1] 2% —+/2 nad R,
(ili) 2x+2| 2% — 1 nad Z, (iv) 22+ 1| 2® +2* + 2% + 22 + = + 1 nad Zo.

S pomoci stupné se také muzeme podivat na to, jaké existuji v R[z] jednotky, tedy polynomy,
které deéli 1.

Tvrzeni. Pro obor integrity R jsou jednotkami v R[x] pouze jednotky z R.
Dikaz. Pokud je R trivialni, pak je i R[z] trividlni a tvrzeni plati (v obou je jednotkou jejich
jediny prvek). Nadéle predpokladejme, ze R neni trividlni — potom ani R[z] neni trivialni.

Pokud je u jednotkou v R, znamena to, ze uv = 1 pro néjaké v € R. Pak jsou ale u, v také
prvky R[z], takze u je jednotkou i v R[z].

Dale fesme uv = 1 pro u,v € R[z]. Pokud je jedno z u, v nula, pak dostaneme 0 = 1 a rovnost
neplati (R[z] neni trividlni). Dale kdyz jedno z u, v nebude konstantni, pak

0 = deg1 = deg(uv) = degu + degv > 1+0,
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coz je spor. Receno slovy: soudin nenulovych polynomt muiZze byt konstantni, jen kdyZ jsou oba
Cinitelé rovnéz konstantni. Takze feSeni uv = 1 mizeme dostat jen tehdy, kdyz jsou u i v konstantni,
tedy kdyz se jedna o jednotky z R. O

Priklad. Bez pfedpokladu, Ze R je obor integrity, by pfedchozi tvrzeni neplatilo. Napt. v Z4[z]
je 2x + 1 jednotkou, protoze plati (2x 4 1)(—2z + 1) = —42? +1 = 1.

V serialu se polynomy nad okruhy, které nejsou obory integrity, prilis zabyvat nebudeme, takze
tvrzeni plynouci z této vlastnosti mizeme povazovat za celkem zakladni poucky: nasobeni scita
stupné a pfidani x k oboru integrity R nam nerozbije kraceni v rovnicich ani nepfida zadné nové
jednotky.

Dosazovani a koreny

Dosud jsme s polynomy jenom pocitali jako v jakémkoliv jiném okruhu. Nyni si pfedstavime nastroj,
ktery uz je specifickou vlastnosti polynomu — lze do nich dosazovat.

Definice. Mame-li v R[z] polynom f = cpa™ + -+ c1z+ o, mizeme do néj dosadit n&jaky jiny
polynom g € R[z] tim, Ze ,misto = napiSeme g“, tedy

f(g) =cng" + - +c19+co.

Poznamka. Kdyz se omezime na dosazovani pouze prvki a € R, pak ndm polynom déava zobra-
zeni z R do R. Potom fikdme, ze f nabyvd v bodé a hodnoty f(a). Samotny polynom vsak odliSujme
od zobrazeni, které takto definuje. Napi. nad Zs uréuji polynomy z2 a x totozna zobrazeni, jeliko

02=0 (mod2) i 12=1 (mod2).

Piesto se viak jedna o odlisné polynomy a v Zs[x] plati 22 # z.

Priklad. Pro libovolny polynom f ziskdme dosazenim nuly jeho absolutni ¢len. Naproti tomu
f(1) bude soucet vsech koeficienti.

Piiklad. Kdyz do polynomu f dosadime polynom z, pak jsme jenom ,misto x napsali =%, takze
se nic nezméni. Zapisy f a f(z) pro nas tedy pfedstavuji stejny polynom. Pro nékteré konkrétni
polynomy se nemusi nic zménit i pro jina dosazeni — kuptikladu f = 2%+ 2 + 1 spliuje f(—z) = f.

Cviceni 6. Necht je R obor integrity. Potom pro nekonstantni polynomy f,g € R[z] plati

deg(f(g)) = deg f - degg.

Kdyz uz umime do polynomii dosazovat, pojdme se podivat na néjaké hezké vlastnosti, které
se k dosazovani vazou.

Lemma. (rozdil argumentt déli rozdil hodnot) Pro polynom f € R[z] a libovolnd a,b € R[z]
platia —b | f(a) — f(b).
Diikaz. Necht f(x) = cpa™ 4+ cp—12" 1 + -+ + c12 + cp, pak mizeme vyjadiit

f(a) = f(b) = (cna™ + cn—1a™ " 4+ c1a+ o) — (cab™ + cn1b" ' 4+ e1b+co) =
=cn(a® —b") +eno1 (a1 =b""H) + - +er(a—b) +eo(l —1).

Kdyz si nyni vezmeme &len ci(a® — b*), pak muzeme nahlédnout, Ze je opravdu délitelny a — b,
jelikoz plati
a* — b =(a—b) (akfl +aP 24 abF 2 4 bk71> .
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Tato rovnost plati, protoze kdyz na pravé strané roznasobime zavorky, vSechny smisené ¢leny tvaru
ak~9bJ se navzijem vyrusi a zbude jen a* — b*. Tim jsme hotovi, jelikoz kazdy ¢len ve vyjadieni
f(a) — f(b) je délitelny a — b, procez je tim délitelny i cely soucet. O

Jak za chvili uvidime, toto lemma se muze hodit pfi feSeni nékterych olympiddnich uloh. V lo-
hach se nejcastéji hodi dosazovat za a, b konstanty (typicky celd ¢isla, pracujeme-li nad Z). VSimni
si ale, ze lemma plati i tehdy, kdyz jsou a, b nekonstantni polynomy — na pouzitych délitelnostech se
totiz nic nezméni. Z tohoto divodu se lemma muze hodit i tehdy, kdyz chceme nahlédnout néjakou
délitelnost v okruhu polynomu.

Uloha 1. Necht je f € Z[xz]. Dokaz, Ze pokud pro né&jaké celé &islo a plati® f(f(...f(a)...)) =a,
kde f je pouzito k-krat za sebou, pak uz dokonce f(f(a)) = a.

Definice. Kofenem polynomu f € R[z] rozumime takovy prvek ¢ € R, ktery spliuje f(t) = 0.

Piiklad. Polynom z2 — 5z 4+ 6 mé nad okruhem Z koieny 2 a 3. Polynom z2 + 1 nem4 nad R
74dny koten, ale nad C uz mé dvojici kofenti i a —i. Polynom x3 — 2z nad Zs ma jen jeden kofen
0. Pro konstantni polynom 0 nad okruhem R je kofenem libovolny prvek R.

Poznamka. I kdyz méame polynom f nad R, obcas se miize vyplatit podivat se na néj nad
néjakym Sir§im okruhem S O R a hledat kofeny tam. Napft. v pfedchozim piikladé je polynom
22 + 1 celoéiselny, ale koFeny ma az teprve v komplexnich &islech.

Cvicéeni(!) 7. Kdyz f | g, pak je kazdy kofen f také kofenem g.
Cviceni 8. Dokaz, ze libovolny kofen polynomu déli jeho absolutni ¢len.

Cviceni 9. Mg¢jme polynom f € Z[z], ktery ve tfech riiznych bodech a,b, ¢ € Z nabyva hodnoty
1 nebo —1. Ukaz, Zze potom nemiiZe mit celociselny koten.

Predchozi cvi¢eni naznacuji, ze kofeny mohou byt uzitecné pro pouzivani dosazovaciho lemmatu
a dovedou nam néco Fici o pfislusném polynomu. Je snadné odvodit, Ze jedinym kofenem lineadrniho
polynomu az + b je v télese (t¥eba redlnych éislech) ¢islo ¢ = _Tb. Obdobné je znamy vzorecek pro
koteny kvadratického polynomu, které mohou existovat nanejvys dva. Jak je to ale obecné?

V minulém dile jsme uz kofeny potkali pfi zkouméani téles — okruht, v nichz je kazdy nenulovy
prvek jednotkou, jako jsou napfiklad racionalni ¢isla Q nebo konec¢nd télesa Z, pro prvocisla p.
Nastinili jsme, Ze pocet kofenii polynomu tvaru z™ — 1 je nad télesem nanejvys n, to jest stupen
daného polynomu. Nyni uz se toho nebudeme béat, protoze o polynomech vime vice, a dokdzeme si
to obecnéji.

Véta. Pokud je R obor integrity, pak ma nenulovy polynom f € R[z| nejvyse deg f riznych
kotenu v R.

Dikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné f. Mame nenulovy polynom, takze deg f > 0.
Pokud deg f = 0, pak je f nenulovy konstantni, takze f = ¢ # 0, kde ¢ € R. To ale znamena
f(t) = ¢ # 0 pro kazdé t € R, takZe f nemd zadny kofen. Skuteéné tedy mé nanejvys 0 = deg f
kofenti.

Nyni postupujme indukci. Pokud f nemé zadné kofeny, jsme hotovi. Pokud mé néjaky koren ¢,
pouzijeme lemma. Za a vezmeme linearni polynom x a za b vezmeme kofen ¢. Pak vidime, ze

z—t]flx)—ft)=Ff-0=1/.

Z definice délitelnosti to znamend f = (z —t) - g pro n&jaky polynom g € R[z]. Pfedpokladame, ze
R je obor integrity, tudiz plati

deg f = deg(x —t) + degg =1+ degyg

3 Abychom dostali f(a), dosadime do polynomu a. Abychom dostali f(f(a)), dosadime do n&j
f(a). Takto mizeme pokracovat déle a dostavat ,vice f kolem a“.
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neboli degg = n — 1. Nyni z indukéniho predpokladu vime, Ze g mé nanejvys n — 1 kofent a x — ¢
mé navic nanejvys jeden novy* koten t. Jelikoz je R oborem integrity, musi kofen f byt kofenem
x — t nebo kofenem g, takZze f méa celkové nanejvys n kofent. O

Priklad. (varovny) Bez pfedpokladu, Ze R je obor integrity, véta nemusi platit. Napiiklad nad
okruhem Zg mé polynom 22 — 1 hned ¢&tyfi rtizné koteny 1, 3, 5 a 7.

Tvrzeni, které jsme pouzivali v minulém dile, totiz ze "™ = 1 ma nad télesem T nanejvys n
feseni, je jen specidlni pfipad praveé dokazané véty, jelikoz kazdé téleso uz je i obor integrity. Z véty
také snadno plynou dva uziteéné dusledky (v obou stale predpokladame, Ze R je obor integrity).

Dusledek. M4-li polynom f € R|z] stupné nejvyse n alespori n+ 1 riznych kofent, pak uz f = 0.
Dukaz. Kdyby f # 0, pak ma z véty nanejvys n ruznych kofenu. O

Dusledek. Pokud se dva polynomy f, g € R[z]| stupné nanejvys n shoduji v alespori n+1 riznych
bodech, pak jsou uz nutné totozné.

Dikaz. Body, v nichz se f a g shoduji, jsou kofeny polynomu f — g, ktery tak ma alespon n + 1
kofenti. Taktéz ma ale stupen nanejvys n, z ¢ehoz plyne f — g = 0 neboli f = g. O

Omezeni na pocet kofentl, resp. na to, v kolika bodech se mohou dva polynomy shodovat, se
Casto hodi i v tlohach — muzeme si hned néjakou zkusit.

Piiklad. Jsou déna tfi rizné redlna &isla a, b, c. Zjednodus polynom

_(w—a)(x=b) (x—-b)(x—c) (z—c)(z—a)
= o= T a—ta—0 " G-ob-a)

Reseni. Neni tfeba cokoliv roznasobovat. Kdyz dosadime a, dostaneme v prostiednim zlomku
(a=b)(a—c) _
(a=b)(a—c) —
obdobné f(b) = f(c) = 1. Polynom f a konstantni polynom 1 maji oba stupei nanejvys 2 a shoduji
se ve tfech ruznych bodech, takze dostavame rovnost polynomu f = 1.

1, zatimco ve zbylych dvou bude néktera zévorka v citateli 0. Mame tedy f(a) =1 a

Cviéeni 10. Nenulovy polynom f € R[z] stupné n s navzdjem riznymi redlnymi kofeny ¢1,...,tn
nazveme vterinovy, pokud f(t;+1) = 1 pro kazdé ¢ = 1,2, ...,n. Najdi vSechny vtefinové polynomy.

Uloha 2. Polynomy f,g,h € Q[z] spliiuji 22 + z + 1 | f a f(z) = g(z3) + 2 - h(x?). Dokaz, ze
rz—1déligih.

Uloha 3. Msé&jme polynom f € Z[z] stupné n > 1 a ozna¢me g(z) = f(f(...(z)...)), kde f je
aplikovano k-krat. Dokaz, ze existuje nanejvys n celo¢iselnych FeSeni ¢ rovnice g(¢t) = ¢.

Podivame-li se znovu na dukaz véty o po¢tu kofend, mohli bychom postup preformulovat takto:
z polynomu f stupné n postupné vytykame linedrni dvojéleny x—t, az nakonec dostaneme vyjadreni
f=@—-t1) - (x—tr)-g, kde g je néjaky polynom bez kofent. Pokud zrovna budeme mit Stésti
a z f pujde vytknout n takovych dvojclend, pak bude g jenom néjaka konstanta a obdrzime tvar
f=clx—t1) - (x — tn). Specialné tak plati:
Pozorovani. Ma4-li polynom f nad oborem integrity R stupen n a také n navzdjem riznych
kofenti t1,...,tn, potom uz f = cn(xz —t1) - (z — tn), kde cn je koeficient u z™.
Uloha 4. Necht je f € R[z] polynom stupné 2020 takovy, ze f(k) = % pro k € {1,...,2021}.
Najdi hodnotu f(2022).

Mame-li takové soucinové vyjadieni polynomu, je namisté polozit si otazku: jak souvisi kofeny
t1,...,tn (ty nemusi byt nutné navzajem razné) s koeficienty f? Drobny priklad vztahu koeficientt

a kofent jsme uz vidéli v jednom ze cviéeni (kofeny déli absolutni ¢len), nyni si tento vztah ponékud
upfesnime. Pro jednoduchost budeme uvazovat ¢ = 1.

4Pokud je t i kofenem g, tak se nejedna o novy kofen a f jich mé stejné mnoho jako g.
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Tvrzeni. (Vietovy® vztahy) Méjme polynom f = 2™ +cp_12" "L+ c1z+co € R[x] vyjddieny
ve tvaru f = (x —t1) - - - (¢ — tn) pro néjaké kofeny t1,...,t, € R. Potom rozndsobenim dostdvame
vztahy

co=(=1)"t1-tn,

et = (=D)""t(tr b+t 2 b)),

cn—1=—(t14+ - +1tn).
Slovy: c,,_j se rovna (—1)* krat soucet véech soucinti (neuspofddanych) k-tic z ¢isel t1,. .., tn.

Dikaz. Prosté roznasobime — vyrobime spoustu ¢lentl, z nichz kazdy vznikne tak, ze si v kazdé
ze zavorek (z —t;) vybereme budto x, nebo —t;. Mocninu 2™~ potom budou obsahovat pfesné ty
Cleny, kde jsme si v n — k zévorkach vybrali x a v k zavorkdch —t;. Kdyz tyto Cleny pak poscitame,
dostaneme v koeficientu c,,_j, piesné soucty viech k-tic koteni t; pfendsobené (—1). O

Pracujeme-li nad télesem, miZeme se snadno vyrovnat i s tim, kdyz u ™ méame néjaky koeficient
cn # 0. Prosté muzeme cely polynom vydélit konstantou ¢, a z hlediska kofent se nic nezméni. Ve
Vietovych vztazich bychom potom prosté misto ¢ psali g—fl

V pripadé kvadratického polynomu odpovidaji Vietovy vztahy metodé feseni kvadratické rovnice
pomoci rozkladu na sou¢in dvou zavorek namisto pocitani diskriminantu.

Priklad. Méjme redlna cisla a, b, ¢, d, pro ktera plati
a+b=c+d a ab = cd.

Dokaz, ze {a,b} = {c,d}, tedy Ze se tyto dvojice ¢isel mohou li§it jen pofadim.

Reseni. Uvazme Vietovy vztahy pro polynomy
f=@—a)(z—-b), g=(r—c)z—d).

Vime, Ze pak plati, Ze linedrni koeficienty jsou rovny —(a + b) a —(c + d) a absolutni ¢leny jsou
rovny ab a cd. Z toho uz jasné vidime, ze jde o totozné kvadratické polynomy, tedy i jejich koreny
budou stejné.

Myslenka tohoto prikladu se nam obcas hodi i jinde nez v algebfe. Pokud naptiklad v geometrii
najdeme dvé dvojice délek, které splituji uvedené rovnosti, pak také vime, ze jsou (v néjakém poradi)
stejné. Také si muZzeme vSimnout, ze polynomy ndm dovedou pomoct i v situacich, které na prvni
pohled zadny polynom neobnéaseji.

Cviéeni 11. Mé&jme pro dvé rizn reélna &isla a, b rovnost a? +4a + 1 = b2 +4b+ 1 = 0. Uréi
hodnotu % + g.

Uloha 5. Necht jsou a, b, ¢ realna &isla, takova ze
a+b+c>0, ab+ bc+ ca > 0, abe > 0.

Dokaz, ze a, b, ¢ jsou kladna.
Na zavér této kapitolky si ukdzeme jesté jedno tvrzeni, které mize pomoci, kdyz zkoumame

raciondlni kofeny celociselnych polynom, tedy kdyz se na f € Z[z] podivame nad Q.

5Francgois Viete (1540-1603), francouzsky matematik, ma se svym jménem spojen také vzorec

2 _ V2, V24V V2HV2HVE
T = 2 2 2
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Véta. (o raciondlnim kofenu) Méjme polynom f(z) = cpa™ + -+ 4+ co € Zz], kde ¢ # 0, a
zkusme do néj dosazovat racionalni ¢isla. Potom je-li zlomek v zakladnim tvaru % korenem f, pak

plcoagq]en.

n
Diikaz. Dosadme 5. Vime, Ze cpn, (g) +-+eco=f (%) = 0. Kdyz tento vztah vynasobime ¢,
ziskame
enp™ +eno1p" tg+ -+ eipg™ Tt + cog™ = 0.
Nyni zde vystupuji jen celd ¢isla. To znamend, ze vSechny cleny az na ¢, p™ jsou délitelné g, tudiz
i ono musi byt. Pfedpokladame, ze % je v zédkladnim tvaru, takze p, q jsou nesoudélna, procez uz
z q | cnp™ plyne q | ¢n. Analogicky jsou vSechny ¢leny krom coq™ délitelné p, takze p | co. O
Véta o racionalnim kofenu maé spoustu fajn disledk, které si miizes zkusit nahlédnout.
Definice. Rikame, Ze polynom f = cpz™ + - - + ¢ je monicky, pokud ¢, = 1.
Cviceni(!) 12. Nahlédni, ze je-li f € Z[z] monicky, pak uz je kazdy racionélni kofen polynomu
f dokonce celé ¢islo.
Cviéeni 13. Necht je a racionalni &islo takové, ze n = a7 — 7a® + 5a3 — 3a+ 7 je celé &slo. Potom
musi a také byt celym cislem.
Cviéeni 14. Najdi viechny racionélni kofeny polynomu 6z3 — 1122 + 6z — 1.
Uloha 6. Jsou dana cela ¢isla a, b, ¢ takova, ze
a b c . b c a
-+ -+ - i -+ -+ -
b ¢ a b

jsou také cela éisla. Dokaz, Ze |a| = |b] = |c|.

Ireducibilni polynomy

Podivejme se nyni, jaké prvky hraji v okruzich R[z] roli prvoé¢isel. V prvnim dile jsme se ve vsi
obecnosti zabyvali pojmy, které prvocisla zobecnuji — ireducibilnimi prvky a prvociniteli. Nyni se
zamérime na ireducibilni prvky v okruzich polynomiu a ukédzeme si nékteré jejich zakladni vlastnosti.
Uvidime, ze obzvlasté hezky vypada situace v polynomech nad télesy.

Definice. Ireducibilnim polynomem nad R minime polynom f € R[xz], ktery je v tomto okruhu
ireducibilnim prvkem.

Jinymi slovy: polynom je ireducibilni, pokud neni nulou ani jednotkou a neda se rozlozit na
soucin dvou polynomt, které také nejsou jednotky.
Piiklad. Dokazme, Ze polynom f = z2 — 2 je nad Q ireducibilni. Pro spor necht neni, pak
existuji polynomy g,h € Q[z], které nejsou jednotky a spliuji f = gh. Urité jsou nenulové, a
jelikoz je Q téleso, kazdy nenulovy konstantni polynom je jednotka. Pak musi byt degg,degh > 1,
tedy vzhledem k deg f = 2 dokonce degg = degh = 1. Kdyz si nyni oznac¢ime koeficienty, mame
g=ax +b, h =cx + d a plati

z? — 2 = (az + b)(cz + d) = acz® + (ad + be)z + bd.

Porovnanim koeficientii tak ac = 1. BUNO muzZeme piedpokladat a = ¢ = 1, nebof jinak bychom

namisto g, h prosté uvazovali % - g, % - h a stale by platilo % . % =gh- i =f- % Dale z koeficient
u z musi byt 0 = d + b, takze b = —d. Kone¢né z absolutnich ¢lentt pak —2 = bd = —d?. To viak
nema feseni, protoze /2 ani —/2 nejsou racionalni &isla. Polynom f je tak opravdu ireducibilni.
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V prikladu jsme postupovali pfimo z definice. Misto toho jsme si mohli usetfit praci tim, ze
bychom se zajimali o kofeny.
Cviceni(!) 15. Necht je K téleso a polynom f € K[z] ma stupeii nanejvys 3. Potom pokud f
neni ireducibilni, pak ma v K kofen.
Cviceni(!) 16. Nad télesem je kazdy linearni polynom ireducibilni.
Priklad. (varovny) Mame-li nékolik v sobé obsaZenych okruht, jako napiiklad Z C Q C R C C,
pak jsou v sobé obsaZeny i odpovidajici okruhy polynomt, tedy Z[z] C Q[z] C R[z] C C[z]. To, zda
je dany polynom ireducibilni, pak mtize zalezet na tom, nad jakym okruhem se na néj divame.
(i) Polynom 2z + 2 se nad Z rozkladd na 2 - (z + 1), takZe neni ireducibilni, protoze 2 neni
nad Z jednotkou, avSak nad Q uz ano, a 2z + 2 tak ireducibilni je.
(i) Polynom z2 — 2 je ireducibilni nad Q, jelikoz nema v Q koten, ale nad R uz se rozklad4 na
(z +V2)(z — V2).
(iii) Polynom x2 + 1 je ireducibilni nad R, jelikoz nema v R kofen, ale v komplexnich éislech
se rozklad4 na (z + ) (z — 7).
Hovorime-li tedy o ireducibilité, musime specifikovat, nad jakym okruhem ji minime.

Uloha 7. Jsou dana navzdjem rtizna cela ¢&isla a1, az,. .., an a polynom
f=@—-a)(z—a2) - (r—an)—1.

Dokaz, ze f je nad Z ireducibilni.

Uloha 8. Urdi, pro ktera piirozena n lze zvolit n navzijem rtznych celych &isel a1,as,...,an
tak, aby polynom
f=@—-—a)(x—a2) - (z—an)+1

nebyl nad Z ireducibilni.

Obecné neni jednoduché dokazat ireducibilitu néjakého daného polynomu. Pokud bychom napft.
spoléhali na feSeni soustavy rovnic v koeficientech jako v piikladu s 22 — 2 nad Q, museli bychom
pro polynomy vysokého stupné fesit obfi soustavy nelinearnich rovnic se spoustou proménnych.
Toto by nemélo byt prilis prekvapivé — v celych ¢islech je taky vypocetné narocné rozhodnout, zda
je néjaké dané c¢islo prvocislem.

Nyni si ukdZzeme, ze nad télesy jsou ireducibilni polynomy automaticky prvocéinitelé. Stejné jako
diive v seridlu to provedeme pres eukleidovskost. Pfipomenme, Ze obor nazyvame eukleidovsky,
pokud v ném umime délit se zbytkem tak, aby zbytek byl v néjakém smyslu mensi nez délitel. For-
malnéji pozadujeme, aby existovala eukleidovskd funkce d, kterd prvkim oboru pfifazuje nezaporna
celé ¢isla tak, aby pro libovolna a,b € R, b # 0, platilo

(i) d(a) =0, pravé kdyz a = 0,
(i) d(a) < d(ab),
(iii) existuji g, € R takov4, ze a = bq + r a zaroven d(r) < d(b).
Z prvniho dilu jiz vime, Ze eukleidovsky obor je nutné i gaussovsky, tedy Ze rozklad na ireducibilni
prvky je v ném jednoznacny. Zde si rozmyslime, Ze polynomy nad télesem dovedeme délit se zbytkem
tak, aby zbytek mél mensi stupen nez délitel.
Tvrzeni. Pro libovolné téleso K je K|x] eukleidovsky obor.

Dikaz. Jako eukleidovskou funkci pouzijeme stupen, avSak abychom dostéali forméalni definici eu-
kleidovské funkce, drobné si ho upravime. Pro f € K|z] definujme

d(f) = 1+ deg f, pokud f #0,
o, pokud f = 0.



Ovéfme, ze toto vyhovuje jako eukleidovskd funkce. Pro nenulovy polynom f plati deg f > 0,
takZze d nabyva nezapornych celoéiselnych hodnot a plati d(f) = 0, pravé kdyz f = 0. Dale pro
f,9 € K|z], kde g # 0, plati, ze kdyz f = 0, tak d(f) = d(fg) = 0, zatimco pro f # 0 médme

d(f)=1+deg f <1+degf+degg=1+deg(fg) =d(fg),

kde vyuzivame deg g > 0. Dohromady tak vzdy plati d(f) < d(fg)-

Tim jsou splnény podminky (i), (ii) pro eukleidovskou funkci, zbyva tak dokazat, ze pro f,g €
K|[z], kde g # 0, dovedeme zvolit polynomy ¢,r € K|[z] tak, aby bylo f = gq + r a zaroven
d(r) < d(g). Ozna¢me n = deg f, m = degg. Budeme postupovat jako pfi déleni polynomt pod
sebe: v jednom kroku vzdy od f odedteme vhodny nésobek g tak, abychom vyrusili nejvyssi mocninu
z, ktera jesté zbyva, a postupné takto vyrusime vSechny mocniny s exponentem vétsim nebo rovnym
m. Pojdme si to rozmyslet podrobnéji.

Pokud n < m, mizeme prosté zvolit ¢ = 0, r = f. Nadéle tedy pfedpokladejme n > m a méjme

f=apnz™ +---+ a1z + aop, g =bmz™ +---+bix + bo.

Zvolime ¢ tak, abychom vyrusili éleny anx™ 4 -+ + ama™ v polynomu f. Koeficienty ¢ budeme
volit postupné: stanovime si pro polynom ¢ stupen n — m a predpis

4= Cnema™ ™™+ + 1z + 20,

kde ¢pn—m,--.,c1,co jsou zatim neurcené koeficienty. Postupné je uréime tak, aby r = f — gq byl
polynom stupné mensiho nez m. Vyuzijeme pfitom toho, ze by, je nenulovy prvek télesa K, takze
uz to je jednotka, tedy existuje i.

Nejprve zvolime ¢, tak, abychom vyrusil ¢len 2™ — jednoduse polozime ¢n—pm = ETZ~ Tim
zafidime, Ze polynom

f—cnma™™ ™ g= (anx" +ap_1z" 1 4. ) - (aibmx" + Iy gl ) =

bm bm
= (an - albm) z" + <an71 - &bm71> znt + -
bm bm

bude mit stupen nanejvys n — 1, jelikoz koeficient u =™ vyjde a, — %bm = an — an = 0. Stejny
postup ale muzeme opakovat: zvolime ¢, —m—1 takovym zpusobem, aby mezivysledny polynom

n—m—l) .

f - (Cnf'mirn_"l +Cn—m—-1T g

postradal ¢len s 2™~ 1, tedy aby mél stupeni nanejvys n — 2, atp. Tento proces se nam nemtize
,rozbit“  dokud nam zbyvaji koeficienty ke stanoveni, nebot vzdy prosté zvolime

1

Cnem—k = P (koeﬁcient uz" kv poslednim mezivjlsledku).
m

V zavérecném kroku pomoci volby cg vyrusime mocninu z™, takze nakonec dostaneme, ze r =

f — g - g mé stupeni mensi nez m = deg g, tudiz d(r) < d(g), jak jsme chtéli. O

Dusledek. KJz] je gaussovsky obor, take kazdy nenulovy polynom nad K ma jednoznaény®
rozklad na souéin ireducibilnich polynomu. Déle pro libovolné nenulové polynomy f,g € K][x]
existuje jejich nejvétsi spoleény délitel h a také existuji Bézoutovy koeficienty” u,v € K[x] spliujici
Bézoutovu identitu uf + vg = h.

6 A% na zmény pofadi a pfenasobeni jednotkami.
"Tento pojem si nepletme s koeficienty polynomu, co# jsou prvky K — pracujeme s okruhem
polynomi K[x], takze Bézoutovy koeficienty jsou zde taktéz polynomy.
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Piiklad. Rozklady polynomt 22 — 1 a 23 4+ 22 + x + 1 na ireducibilni polynomy v Q[z] jsou

22 —1=(z+1)(z - 1), a 24z tz+1=(x+1)(z2+1).

Jejich nejvétsi spole¢ny délitel je tak z + 1, coz lze pomoci Bézoutovych koeficientth —Z —

1
272
Vyja',dfitjakoerl:(7%7%)-(1271)+%-(a§3+x2+z+1).

a

N[

Predpoklad, ze K je téleso, nemizeme z tvrzeni o eukleidovskosti vypustit — bez néj by totiz b,
nemusela byt jednotka, takZze bychom neméli zaruéeno, ze vzdy dovedeme vyrusit nejvyssi mocninu
z v mezivysledku.

Priklad. (varovny) Z[z| neni eukleidovsky obor. Kdyby byl, pak by v ném musela fungovat
Bézoutova identita, tedy by existoval nejvétsi spoleény délitel kazdych dvou f,g € Z[z], ktery by
navic musel byt vyjadritelny jako uf + vg pro néjakd w,v € Z[z]. Jako protiptiklad zvolme f = z,
g = 2. Délitelé 2 jsou jenom +1 a +2, pfitom vSak 2 { z. Spoleénymi déliteli z a 2 jsou tak pouze
+1, takze 1 je jejich nejvétsi spolecny délitel. Rovnice uxz 4+ 2v = 1 ale nemé feSeni — kazdy polynom
ux + 2v totiz ma sudy absolutni koeficient, coz 1 nespliuje.

Ohledné spole¢nych déliteld polynomu nadm néco dovedou fict jejich kofeny. Ukazme si to nad
Q: pokud maji polynomy f,g € Q[z] néjaky spolecny kofen ¢t € Q, pak plati z —t | fixz —¢ | g,
takze x —t je spolecny délitel f a g. S pomoci eukleidovskosti si vSak dovedeme rozmyslet, Ze nam
mohou pomoci i kofeny, které nejsou racionélni.

Tvrzeni. Méjme polynomy f,g € Qx| takové, Ze néjaké t € C je kofenem obou z nich. Potom
jsou f, g v Q[x] soudéIné’.

Dikaz. Pro spor necht jsou f, g nesoudélné. Potom méme pro néjakd u,v € Q[z] Bézoutovu
identitu uf + vg = 1. Dosazenim t se vSak z této rovnosti stane

L= u(t) - () +v(t) - g(t) = u(t) - 0+ v(t) -0 =0,
coz je spor. Urcité tedy musi f, g byt soudélné. O

Dusledek. (kofeny chodi spolu) Pokud je f € Q[z] ireducibilni a sdili néjaky komplexni kofen
s g € Q[z], pak uz v okruhu Q[z] plati f | g. Specidlné je pak uz kazdy (komplexni) kofen f taktéz
korenem g.

Dikaz. Polynom f je ireducibilni, takze jeho déliteli jsou (az na prendsobeni jednotkou) jen 1 a
f+- Z tvrzeni nesmi byt 1 nejvétsim spoleénym délitelem f a g, takze uz jim musi byt f, z ¢ehoz

flg. O

Gaussovo lemma

Podivejme se nyni blize na okruh celoéiselnych polynomti Z[z]. Ten sice neni eukleidovsky, ale
ukézeme si, Ze je stale gaussovsky. Uvidime, Ze z hlediska rozkladani se na sou¢in mensich polynomu
neni pfilis velky rozdil v tom, jestli se na celoéiselny polynom divame v Z[z] nebo v Q[z]. V Q[z] uz
mame jednozna¢ny rozklad na ireducibilni polynomy, ktery posléze pfeneseme do Z[z]. Abychom
toho docilili, budeme se muset vyporadat s prvociselnymi konstantnimi polynomy, jelikoz prvocislo
p € Z je (konstantni) ireducibilni polynom v Z[z], ale v Q[z] se z néj stava jednotka.

Definice. Celociselny polynom f nazyvadme primitivni, pokud jej nedéli zadné prirozené ¢islo
d>1.

Poznamka. Pokud f = anz™ + - -+ ao € Z[z], pak je f primitivni pravé tehdy, kdyz jsou ¢isla
Gn,...,a1,ap nesoudélnd. Tim minime, Ze celd (n+ 1)-tice nema jiného spole¢ného délitele nez +1,
ackoliv nékteré dvojice koeficient spolu soudélné byt mohou.

8P¥ipomenime, ze prvky a, b okruhu R nazyvame soudélné, pokud maji spole¢ného délitele, ktery
neni jednotka.
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Piiklad. Polynom z3 + 222 4 3z + 4 je primitivni, zatimco 222 4+ 8z + 14 neni, jelikoz vSechny
koeficienty jsou sudé. Polynom 6x2+10x+15 je zase primitivni — ackoliv je kazd4 dvojice koeficientii
soudélné, vSechny t¥i dohromady uz jsou nesoudélné.

KdyZ zkoumame ireducibilitu polynomu, zajima nas, jestli se da rozlozit na soucin mensich
polynomil. V Z[z] véak mlzeme narazit na docela nezajimavé rozklady jako

2w+2=2-(z+1),

kde jenom vytkneme jedno celé ¢islo ze vSech koeficientii. Nasledné takovyto polynom neni iredu-
cibilni v Z[z], ale v Q[z] najednou muze byt ireducibilni — vytknuté celé &islo 2 se v Q[z] stava
jednotkou, takze rozklad jako 2 - (z + 1) uz neni v rozporu s ireducibilitou. Primitivni polynomy
jsou presné ty, které tyto nezajimavé rozklady neumoznuji.

Cvicéeni(!) 17. Kdyz v Z[z] mame f = gh a f je primitivni, pak jsou i oba polynomy g, h
primitivni.

Cvigeni(!) 18. Mgé&jme polynom f € Q[z]. Pak existuje primitivni g € Z[z] a racionalni ¢islo k
takové, ze f = k - g. Tento zapis je navic jednoznacny az na pfenasobeni jednotkou.

Cviceni 19. Nekonstantni ireducibilni polynom nad Z musi byt primitivni.

Nyni uz si dovedeme rozmyslet Gaussovo lemma — nékolik tvrzeni o vztahu rozkladi nad Z
a Q. Prvni hovofi o prvocislech, dalsi o primitivnich polynomech a posledni dava do souvislosti
ireducibilitu nad Z a nad Q. Ackoliv to tak na prvni pohled nemusi vypadat, fikaji jednotlivé verze
vesmés totéz, jen kazda v jiné formulaci, a proto se ndzev Gaussovo lemma pouziva pro vSechny
tii.

Ackoliv cilime na souvislost Z[z] s Q[z], za¢neme souvislosti s okruhy Z,[z].
Pozorovani. (moduleni konstantou) Méjme celoéiselny polynom f = anz™ + -+ + ag € Z[z].
Mame-li dano celé ¢islo m, muzeme se na koeficienty podivat modulo m a ziskat tim polynom

f = (an mod m)z™ + - - - + (ap mod m) € Zm|z].

Scitani polynomu odpovida sc¢itani jednotlivych dvojic koeficientl, zatimco pfi nasobeni polynomi
budou koeficienty vysledku rovny néjakému souétu soucinti puvodnich koeficienti. Moduleni vsak
zachovava s¢itani i nasobeni celych ¢isel, takze v dusledku se tyto operace zachovaji i na polynomech
neboli pro f, g € Z[z] dostaneme

F+9) =7+ T-9=F-3

Pozor, séitani, resp. nasobeni f a ¢ zde uz myslime v okruhu Zy,[z], protoze v tomhle okruhu
tyto polynomy bydli. Také si vS§imnéme, ze modulenim se muze stupenn snizit (pokud se nékteré
koeficienty vysokych mocnin z vynuluji), ale nemize se zvysit, tedy deg f < deg f.

Lemma. (Gaussovo — verze o prvocislech) Kazdé prvocislo p € Z je prvocinitelem v Z[x].

Dikaz. Dokazme podle definice prvocinitele: méjme polynomy f,g € Z[z] tak, ze p | fg, a do-
kazme, ze p | f nebo p | g. Ozna¢me h = fg a podivejme se podle pfedchoziho pozorovani na celou
véc modulo p. Mdme p | h, takZe zmoduleny polynom h bude prosté 0. Tim dostavame rovnost
0=h=f-g (vokruhu Zy[z], nikoliv uz v Z[z]).

Z prvociselnosti p je Z, obor integrity, takze i Zp[x] je obor integrity. Tim padem z 0 = f - g
plyne, Ze jeden z f, § musi byt 0. BUNO necht f = 0. To znaci, ze zmodulenim f se vSechny
koeficienty f vynulovaly, takze se muselo jednat o samé nésobky p neboli p | f, jak jsme chtéli. O

Lemma. (Gaussovo — verze o primitivnosti) Necht jsou f, g € Z[x] primitivni polynomy. Potom
je také f - g primitivni.
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Diikaz. Pro spor necht fg neni primitivni. Pak je fg nasobkem néjakého pfirozeného éisla n > 1.
Potom miizeme vzit n&jaké prvocislo p | n a stale budeme mit p | fg. Jenze podle verze o prvocislech
je p prvocinitel v Z[z], takze z p | fg plyne p | f nebo p | g, coz je spor s primitivnosti téchto
polynomii. O

Lemma. (Gaussovo — verze o ireducibilité) Necht je f € Z[z] primitivni. Potom je f ireducibilni
v Z[x], préavé pokud je ireducibilni v Q[z].

Dikaz. Dokézeme ekvivalentné, ze f nent ireducibilni v Z[z], pravé kdyz nent ireducibilni v Q[z].
Necht se nejprve rozklada f = gh pro polynomy g,h € Z[z], které nejsou jednotky. Mame f
primitivni, takze g ani A nemohou byt konstantni — kdyby tfeba g bylo konstantni, pak to nemuze
byt £1 (to jsou jednotky), takze by f mélo pfirozeného délitele vétsiho nez 1. Oba polynomy g,
h jsou tedy nekonstantni, coz znamena, Ze nejsou jednotkami v Q[z]. Vzhledem k Z[z] C Q[z] tak
rozklad f = gh doklada, ze ani v Q[z] neni f ireducibilni.

Nyni dokazme opa¢nou implikaci. Necht f = gh pro nekonstantni polynomy g,h € Q[z] a
dokazme, Ze ani v Z[z] neni f ireducibilni. Podle dfivéjsiho cvi¢eni muizeme k polynomum g, h

zvolit racionalni ¢isla ‘;—I, ‘;—; tak, %e g1 = Z—I cgihy = ‘;—; - h jsou primitivni celo¢iselné polynomy.
Pak mame
hy = alg az, aiaz gh = aiaz f
1hi=—g 2h= . gh = .
g b1 bz b1b2 b1b2 ’
Bgih1 = Af,

kde jsme oznadili A = ajaz, B = bib2. Nyni méme rovnost v Z[z], kde jsou f, g1 i h1 primitivni
polynomy, ale naproti tomu nam pfibyly konstanty A, B. Téch se vSak dovedeme zbavit. Uvazujme
prvodislo p | A. To déli pravou stranu rovnosti, takze déli i levou. Podle verze o prvodislech je p
prvocinitel, takze déli néktery c¢initel na levé strané. Ale g1, hi jsou primitivni, takze je p délit
nemuze. Plati proto p | B, takze toto prvocislo mizeme z A a B zkréatit. Obdobné kdyz prvocislo
q| B, pakiq| Af, ale nemtize byt q | f, takze q | A.

Toto muZeme opakovat a postupné takto vykratit vSsechna prvodisla z A, B. Celkové se tedy A
a B lisi jen o jednotku, tedy A = £B. Zastane nam tak rovnost f = 4g1h1, v niZ mame celociselné
polynomy. Z pfedpokladu jsou g1 i h1 nekonstantni, takZe to urcité nejsou jednotky v Z[z], ¢imz
je dokézano, ze f neni ireducibilni v Z[z]. O

Cvigeni(!) 20. Meéjme f, g € Z[z] a necht je f primitivni. Potom kdyz f | g v okruhu Q[z], pak
flgivZz].
Dusledek. Z[z] je gaussovsky obor.

Dikaz. Vezméme polynom f € Z[z], naleznéme jeho rozklad na ireducibilni polynomy a ukazme,
ze je tento rozklad jednoznaény (az na pofadi a pfendsobeni jednotkami). Vytknéme nejprve z f
nejvetsi celé éislo ¢, které jej déli, takze mé&jme f = c¢- g pro ¢ € Z a primitivni g € Z[z]. Tento
rozklad na c- g je (az na prendsobeni +1) jednoznaény, protoze c je prosté nejvétsi spoleény délitel
koeficientit f. V celych cislech pak rozlozime ¢ na soucin prvodisel p;p - - - pg, coz je jednoznacné.

Zbyvé se tedy postarat o primitivni polynom g. Na néj se mizeme divat jako na prvek Q[z], coz
je eukleidovsky, a tedy i gaussovsky obor, takze mame jednoznacny rozklad

g=91-"9¢

na ireducibilni polynomy g1, ..., g¢ € Q[z]. Kazdy racionalni polynom g; vSak mizeme zapsat jako

% - fi, kde % je néjaky zlomek a f; je primitivni celociselny polynom. Pfitom se ale f; 1isi od

i

gi jen pfendsobenim konstantou, coz je v Q[z] jednotka, takze kdyZ je g; ireducibilni nad Q, je
i f; ireducibilni nad Q. Spolu s primitivnosti to podle Gaussova lemmatu ve verzi o ireducibilité
znamena, ze f; je ireducibilni nad Z. Tim mame rozklad

ai---ap

bl"‘be 'fl"'féa

(b1---bg)-g=(ar---ag)- f1-- fe
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Toto je rovnost v Z[z] a polynomy g i f1,..., f¢ jsou primitivni, takZe stejné jako v diikazu verze
o ireducibilité uz musi byt by ---b; = Fay - --a;. BUNO je znaménko + v této rovnosti 4, takze
mame rozklad g = f1 --- f; na ireducibilni polynomy nad Z.

Nahlédnéme, zZe tento rozklad je jednoznac¢ny. Méjme dva rozklady g = f1--- f¢ = h1--+hm na
ireducibilni (primitivni) celo¢iselné polynomy. Z primitivnosti jsou vSechny zucastnéné polynomy
ireducibilni i nad Q, takZe zde mame dva rozklady g na ireducibilni polynomy v Q[z]. Zde je ale
rozklad jednoznaény, takze f1--- fy a hy--- hy se musi lisit jen poradim ¢initelti a pfendsobenim
jednotkami nad Q, tedy konstantami. Aby se v8ak zachovala celo¢iselnost a primitivnost polynomii,
musi se jednat jen o prenasobeni plus nebo minus jednickou. Jednd se tedy jen o zménu poradi
a prenasobeni jednotkami nad 7Z, coz znamena, ze rozklad g na ireducibilni polynomy nad Z je
jednoznacny.

Tim je dohromady pro ptuvodni f jednozna¢né urcen rozklad f =p1---pg - f1--- feo- O

Poznamka. Z predchoziho dikazu plyne, Ze ireducibilni prvky, resp. prvocinitelé v Z[z] jsou
nasledujicich dvou druhi:

(i) prvocisla p € Z,
(ii) primitivni polynomy f € Z[z], které jsou ireducibilni nad Q.

Piiklad. Rozlozme polynom f = 12z% — 60z* — 1222 + 60 nad Z na ireducibilni polynomy.
Nejprve muzeme ze vSech koeficientt vytknout 12 = 2 - 2 - 3. Nésledné si vSimneme, ze 1 i —1 jsou
koteny, takze dovedeme vytknout (z — 1)(x + 1). Po vytknuti zbude polynom z* — 422 — 5. Zde
miizeme budto hned uhodnout rozklad, anebo si v§imneme, Ze mame jen sudé mocniny z, takze
rozlozime polynom s poloviénimi exponenty x2 — 4z — 5 diky zjevnému kofenu —1 na (z +1)(z — 5),
coz zpétnym piepsanim na dvojnasobné exponenty dé rozklad z* — 4z2 — 5 = (22 + 1)(22 — 5).
Dostaneme tak rozklad

f=2-2-3-(x=1) - (z+1)- (2 +1)- (2% - 5).

Posledni dva kvadratické polynomy nemaji racionalni kotreny, takze jsou ireducibilni nad Q, a diky
své primitivnosti jsou tak ireducibilni i nad Z.

Zavérem povidani o Gaussové lemmatu uvedme bez diikazu, Ze Gaussovo lemma lze formulovat
obecnéji pro libovolny gaussovsky obor R namisto Z. Muzes si zkusit rozmyslet, ze kdyz vsude
misto Z napiSeme gaussovsky obor R (a ,prvoéinitel v R misto ,prvocislo¥), vSechny dikazy stale
funguji. Z toho pak plyne nésledujici:

Tvrzeni. Je-li R gaussovsky obor, pak uz je gaussovsky i R[x].

Neformalné feceno: kdyz funguje rozklad na ,prvocisla“ v R, pak uz funguje i rozklad na ire-
ducibilni polynomy v R[z]. V dikazu tohoto tvrzeni bychom opét postupovali takika stejné jako
v Z, jenom bychom si museli zadefinovat ,zlomky“, v nichz jsou ¢itatel a jmenovatel prvky obec-
ného oboru integrity R. Tim bychom dostali jeho podilové téleso K, diky némuz bychom si mohli
jednozna¢ny rozklad na ireducibilni polynomy v K|[z] ptij¢it a poupravit do R[z], coZ je pfesné to,
co jsme délalis R=7Z a K = Q.

Eisensteinovo kritérium

Gaussovo lemma nam dava jednoduchy vztah mezi ireducibilitou nad Q a nad Z, ale stdle nemame
zadny snadny zpusob, jak ireducibilni polynomy rozeznat. K tomuto ucelu existuje mnoho kritérii,
kterd jsou postacujicimi (ale ne nutnymi) podminkami ireducibility. My si zde ukdZeme jedno z nich.

Tvrzeni. (Eisensteinovo kritérium) Méjme primitivni polynom f = apa™+- - -+ag € Z[z]. Pokud
néjaké prvocislo p spliuje

() pla;pro0<i<n—1, (i) p1an, (i) p* f ao,
pak je f ireducibilni nad Z.
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Dikaz. Pro spor necht lze rozlozit f = gh pro g,h € Z[z], které nejsou jednotkami. Diky primi-
tivnosti f nemohou g ani h byt konstantni. Na situaci se podivime modulo p a nasledné vyuzijeme
jednozna¢ného rozkladu na ireducibilni polynomy v Zp[z]. Tim zjistime, Ze absolutni koeficienty
polynomi g i h jsou nésobky p, coz d4a spor s predpokladem (iii).

Zmoduleny polynom f € Z,[z] bude mit podle predpokladu (i) vechny koeﬁcienty kromé an,
nulové, takze zbude f = apa™. Z predpokladu (ii) je an nenulové v Zp, takze degf = n. Spolu se
zmodulenymi §, h € Zp[x] pak mame v okruhu Zj[z] rovnost

anz” =f=§-h.

Rozmysleme si, ze § musi mit tvar § = bz* pro b # 0. Jelikoz je Z, téleso, funguje v Zy[x]
jednoznaény rozklad na ireducibilni polynomy. Ale linearni polynom z je uréité ireducibilni, takze
mame rozklad
f=anz" =an -z -z,
——
n-krat

kde an, je jednotka. Jinymi slovy méa f ve svém rozkladu jen jediny ireducibilni polynom z, ale zato
jej ma hned n-krat. Polynom § potom nemiize mit ve svém rozkladu jiné ireducibilni polynomy
nez , takie § = bz* pro néjaké k a b € Zp. Nemuze pfitom byt b = 0, jelikoz f # 0. Z tohoto
vyvodime, ze § ma nulovy absolutni ¢len, avsak k tomu si potfebujeme rozmyslet, jaky mé stupen.

Mame tedy § = bz*, obdobné pak i h=cat pro nenulové ¢ € Zp. Nahlédnéme, ze k = degg a
¢ = deg h, tedy Ze se ndm modulenim nezmensili stupné. Plati k < deg g, £ < degh a zaroven

k+{=n=degf =degg+ degh.

Kdyby k < deg g nebo ¢ < deg h, pak uz by predchozi rovnost nemohla platit, takze urcité k = deg g,
{ = degh. Vime, ze g i h jsou nekonstantni, takze k,¢ > 1. Z toho plyne, ze § i R maji nulové
absolutni ¢leny, takze absolutni ¢len by € Z polynomu g i absolutni ¢len ¢p € Z polynomu h musely
byt nasobky p. Z rozkladu f = gh pak mame ag = bgco, coz znaéi p | ag. To je spor s predpokladem
(iii), zddny popsany rozklad f = gh tedy nemuze existovat, procez je f ireducibilni. O
Cvicéeni 21. Pro prvodislo p a pfirozené n je polynom z™ + p ireducibilni nad Z.

Pozorovani. (posunuti argumentu) Je-li ¢ € Z, pak je f ireducibilni, pravé kdyz je ireducibilni
f = f(z+¢). Kdyz se rozklada f = gh, pak i f = g(z +c) - h(xz +¢), a obdobné kdyz f = §- h, pak
if=f(z—c)=glz—c) h(z—c). Pfi zkoumani ireducibility polynomu si tedy mizZeme libovoln&
,bosunout argument* a nic se nezméni.

Piiklad. Ukazme, ze f = 2% +23 +22 + 241 je ireducibilni nad Z. Posunutim argumentu miizeme
namisto f zkoumat

f@+)=@+)*+ @@+ 1)’ +(@+1) > +@+1)+1=
= (2" +42® + 627 +4x+ 1)+ (2® + 327 + 32+ 1) + (@ + 20+ 1) + (x+ 1) + 1=
:x4+5x3+10x2+101‘+5,

coz je ireducibilni polynom skrze Eisensteinovo kritérium s p = 5.
Uloha 9. Pro prvoéislo p € N je polynom f = 2P~ +2P~2 4 ... + 2 4 1 je ireducibilni nad Z.

Kdyz spojime Eisensteinovo kritérium s Gaussovym lemmatem, dostaneme informaci o ire-
ducibilité nad Q. V této verzi budeme moci vypustit pfedpoklad o primitivnosti: pokud f neni
primitivni, miazeme vytknout f = d- f1 pro néjaké primitivni f;, a pfendsobeni konstantou d, coz
je nad Q jednotka, na ireducibilité nic nezméni.

Drobnou upravou diukazu lze také ziskat zobecnéni Eisensteinova kritéria, které zarucuje vysoky
stupen néjakého ¢initele v rozkladu na ireducibilni polynomy.
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Tvrzeni. (Eisensteinovo kritérium nad Q) Méjme polynom f = anz™ + - - -+ ao € Z[z] stupné n.
Pokud néjaké prvocislo p spliuje

(i) plaipro0<i<n—1, (ii) pfan, (iii) p? { ao,
pak je f ireducibilni nad Q.
Cviceni(*) 22. (rozsifeny Eisenstein) Méjme polynom f = anz™ + -+ 4+ ag € Z[z] stupné n.
Pokud pro néjaké prvocislo p a prirozené k plati

(i) pla;pro0<i<k-1, (i) ptak, (iii) p* { ao,

pak je f nasobkem néjakého ireducibilniho polynomu stupné alespon k.

Uloha 10. Dokaz, 7e pro kazdé pFirozené &islo n je polynom z" 1 + 52" + 3 ireducibilni nad Z.

Moduleni polynomii

K dikazim Gaussova lemmatu a Eisensteinova kritéria se nam hodilo zmodulit celo¢iselny polynom
f né&jakym prvocislem p, ¢imz jsme dostali polynom f € Zp[z]. Co kdyz nés ale zajima moduleni
néjakym nekonstantnim polynomem? Pro jednoduchost budeme jako modulo uvazovat jen monické
polynomy, tedy takové, které maji u nejvyssi mocniny x koeficient 1.

Piiklad. Zkusme se nad Z podivat na f = 23 42224z + 1 modulo x — 1. Upravime f postupnym

odecitanim néasobkt x — 1 tak, abychom dostali polynom s co nejmensim stupném. Podobné jako
v dikazu eukleidovskosti K [z] postupné dostaneme

f—x2~(1’—1):(:v3+2:c2+x+1)—(w3—m2):3J12+x+1,
ff(:tz+3x)(x71):(3x2+x+1)7(3$273x):4x+1,
f—(@?+3z+4)(z—1) =4z +1— (4o —4) = 5.

Dohromady tak f =5 (mod z — 1). Samoziejmé bychom pfi poéitani mod = — 1 mohli pouzivat i
f =4z 41 nebo f = 5z nebo jakykoliv jiny polynom tvaru f+g-(z—1) pro g € Z[z], ale nahrazeni
f za konstantni polynom 5 pravdépodobné povede k nejsnazsimu pocitani.

Vsimnéme si, ze v pfedchozim pfikladu mdme f = 5 = f(1). To neni ndhodou: kdyz se na
okruh R[z] podivame modulo z — a pro né&jaké a € R, znamena to, Ze jsme dosud naprosto neurcité
proménné z naridili vlastnost z —a = 0 neboli z = a. To povede k f(z) = f(a) pro kazdé f € R|x].
Formalnéji:

Tvrzeni. Pro f € R[z] aa € R plati f = f(a) (mod = — a).

Dikaz. Rozdil argumentd déli rozdil hodnot, takze z — a | f(z) — f(a), tedy f(z) — f(a) =0
(mod x — a), coZ pfesné chceme. O

Z tohoto plyne, zZe vSechny zbytkové t¥idy polynomi mod = — a (prvky okruhu R[z]/(z — a))
muzeme reprezentovat néjakym prvkem puvodniho okruhu R. Pokud pracujeme nad oborem in-
tegrity, pak uz je toto vyjadfeni dokonce jednoznac¢né — kdyby jeden polynom f byl kongruentni
dvéma raznym b1, b2 € R, pak uz by nenulova konstanta b; —bs byla ndsobkem linedrniho polynomu
T — a, coz neni mozné. V jistém smyslu se tedy okruh R[z]/(z — a) ,chova uplné stejné“ jako R.
Pro tplnost uvedme trochu formélnéji, co pfesné myslime tim, ze se okruhy chovaji Gplné stejné.

Definice. Reknéme, ze okruhy R a S jsou izomorfni, pokud lze jejich prvky navzajem poparovat?
zobrazenim ¢: R — S splnujicim

pla+b) =¢(a) + ©(b), pla-b) =p(a)- p(b)

9Pozadujeme tedy bijekci: kazdému prvku R musi odpovidat pravé jeden prvek S a naopak.
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pro libovolna a, b € R. Takové zobrazeni ¢ pak nazyvame izomorfismus a skute¢nost, ze R a S jsou
izomorfni, zna¢ime R ~ S.

Jinymi slovy: okruhy jsou izomorfni, pokud se lisi jenom néjakym pfejmenovanim svych prvki
a jinak je jejich vnitini struktura aplné stejna, tzn. toto pfejmenovani zachovava s¢itani i nasobeni.
Naptiklad pro R[z]/(z—a) ~ R je izomorfismem pfifazeni ¢(f) = f(a). Snadno si pak lze rozmyslet,
ze dosazeni jednoho pevné zvoleného prvku se chova hezky ke s¢itani i ndsobeni polynoma.

Izomorfni okruhy jsou z hlediska okruhovych vlastnosti (cokoliv, co hovofi jen o pojmech odvo-
zenych ze s¢itdni a ndsobeni) opravdu naprosto totozné. Slibujeme, Ze na pochopeni seridlu bohaté
staci jen intuitivni pfedstava, ze izomorfni okruhy jsou stejné az na prejmenovani prvku.

Ukézali jsme si, jak modulit linedrnim polynomem. Co v8ak polynomy vyssich stupnt? Ukizeme
si, ze moduleni ireducibilnim polynomem je jako pfidani jeho kofenu.

Piiklad. Podivejme se na Z[z] modulo x2 + 1. To odpovida tomu, Ze proménné x piifkneme
vlastnost 22 4+ 1 = 0 neboli 2 = —1, coz je stejny vztah, jaky spliiuje komplexni &islo 4, které je
kotenem x2 + 1. Libovolny polynom f € Z[z] miZeme modulo 22 + 1 zjednodusit tak, Ze kazdou

mocninu z* pro k > 2 piepiSeme na z¥ = —z*~2. Dokud je exponent vétsi nez 1, mizeme toto
opakovat a postupné dostat

takze kazdou mocninu z* nakonec upravime na +x nebo +1. Kazdy prvek Z[z]/(z? 4+ 1) tak
dovedeme zapsat jako ax + b, kde a,b € Z a z je prvek spliiujici 2 = —1. Tento zapis je navic
jednozna¢ny, protoze kdyby jeden polynom f € Z[z] byl kongruentni dvéma riiznym a1z + b1,
aax + bz, pak uz by kvadraticky polynom 22 4 1 délil nenulovy polynom (aiz + b1) — (az2z + be),
ktery ma stupen nanejvys 1.

To vée napadné piipomina Gaussova celd &isla Z[i]. Viechno, co jsme fekli o Z[z]/(x? + 1),
zlstane v platnosti pro Z[i], pokud jen budeme misto x psat i: kazdy prvek Z[i] také dovedeme
zapsat jako ai + b, kde a,b € Z a rovnéz i je prvek splitujici i2 = —1. Dostaneme tedy parovani
zbytkovych ti¥id az + b mod z? + 1 s &isly ai + b.

Tim jsme nahlédli Z[z]/(z? + 1) ~ Z[i]. V§imnéme si, Ze polynomu f = ax + b odpovida &islo
ai + b, coz je presné jeho hodnota f(7) v komplexnim bodé i.

Ptiklad. Nahlédnéme, Ze Z[z] modulo 2% — 2 se chova stejné jako okruh
2
Z[¥2) = {a (\3/5) +b¥2+c:a,bce Z}.

K tomu si rozmyslime, ze f = g (mod z3 — 2), pravé kdyz f(¥/2) = g(¥/2). Izomorfismem nasledné
bude péarovani, které zbytkové ti¥idé f mod z3 — 2 prifadi ¢islo f(\‘q'/i) V jednom smeéru: pokud
f =g, pak mame f = g+ h - (23 — 2) pro néjaky polynom h, takze

192 = (VD + 1D - ((V2)" - 2) = (V) + (VD) -0 = (VD).

V druhém sméru: kdyz f(/2) = g(¥/2), pak uz je ¥/2 kofenem polynomu f — g € Q[z]. Polynom
2% — 2 je ireducibilni (tfeba Eisensteinovym kritériem) nad Z, a proto i nad Q a sdili kofen /2
s polynomem f —g. Podle dusledku ,kofeny chodi spolu uz tedy musi délitelnost =3 —2 | f—g platit
v okruhu Q[z], a tedy Gaussovym lemmatem i v Z[z], coZ pfesné znamena f = g (mod z3 — 2).

Uloha 11. Najdi vSechna celd ¢&isla k, pro néz existuji celd &isla a, b takova, Zze polynomy
f=25—kxr—1ag=2z?— azx — b maji spoleény komplexni koien.
Argumentace, kterou jsme v piikladu pouzili pro ireducibilni polynom x3 — 2 a okruh Z[\3/§],
plati obecné, ¢imz dostavame:
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Tvrzeni. Necht je f = 2™ + cp—12® "1 + -+ + c12 + co € Z[z] monicky ireducibilni polynom
s korenem o € C. Potom

Zlz]/(f) ~ Z[a] = {bn—1a" "t + -+ + bra+bg : by_1,...,b1,bo € Z},
pFi¢emz polynomu g odpovidé jeho hodnota g(a).

Jesté si ukazme vyuziti moduleni polynomt nad konec¢nymi télesy Z,. Pomoci ného totiz dove-
deme snaze konstruovat konecna télesa libovolné velikosti. Pokud budeme chtit konec¢né téleso s p”
prvky, kde p je prvocislo, staci najit ireducibilni polynom stupné n nad Zj.

Tvrzeni. Necht je f € Zp[x] ireducibilni polynom a deg f = n. Potom je Zy[x]/(f) kone¢né téleso
s p™ prvky.

Diikaz. Necht f = cpz™ + -+ + ¢o. BUNO muZzeme uvazovat ¢, = 1, protoze bychom kdykoliv
mohli f pFendsobit konstantou c; ! a nic by se nezménilo. Kdyz néjaky polynom zmodulime f, pak

n
dovedeme vSechny mocniny z* piepsat na polynom mensiho stupné pomoci vztahu

2" = — (en—12" 7+ + o).
Vsechny prvky Zp[z]/(f) tak dovedeme reprezentovat jako an—12™ ! + .-+ a1z + ag pro néjakd
an—1,...,a0 € Zp. Naopak jsou vSechny tyto polynom navzajem nekongruentni — libovolny jejich

rozdil mé stupefi nanejvys n — 1, takze nemutze byt nasobkem f. Prvka Z,[z]/(f) je tak pfesné
p", protoze kazdy z n koeficienti volime z p prvku télesa Z,. Z toho specialné plyne, ze okruh
Zp|z]/(f) je koneény. Z eukleidovskosti Zp[z] je ireducibilni f také prvocinitel, takze Zy[z]/(f) je
obor integrity. Koneény obor integrity je uz nutné téleso, takze jsme skutecné sestrojili konec¢né
téleso s p™ prvky. O
Cviceni 23. Sestroj téleso se 125 prvky.

Cvideni(*) 24. Necht je R eukleidovsky obor a p € R prvodéinitel. Dokaz, ze R/(p) je téleso,
a to i tehdy, kdyZz je R/(p) nekoneénd mnozina. To lze naptiklad vyuzit, kdyz v Q[z] modulime
libovolnym ireducibilnim polynomem.

Cinska zbytkova véta

V druhém dile jsme podrobné zkoumali konecné télesa, coz byly typicky faktorokruhy, které jsme
dostali modulenim pomoci prvodéinitele. Stejné tak polynomy jsme se dosud odvazili modulit jen
témi ireducibilnimi. Co kdyz ale budeme chtit pracovat modulo néjaky slozeny prvek? Ukazeme si,
jak takové faktorokruhy rozklddat na mensi kousky.

Definice. Necht jsou R, S dva komutativni okruhy. Jejich direktnim soudinem R X S minime
nasledovny okruh:
(i) Jeho nosnou mnozinou je mnozina usporadanych dvojic (r,s) pror € R, s € S.
(ii) Jeho operace jsou pro (a,b), (¢,d) € R x S definovany jako
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d),
pri¢emz v prvni slozce provadime s¢itani a nadsobeni v R, zatimco v druhé slozce provadime
sCitani a nasobeni v S.
Analogicky definujeme direktni souc¢in Ry X - -+ X Ry, néjakych n okruhu.
Pozorovani. Nulou je v R x S prvek (0,0), jednickou zase (1,1). Minusy se taktéz aplikuji na
kazdou slozku zvlast, tedy —(a,b) = (—a, —b).
Cviceni(*) 25. Necht je X néjakd mnozina. Vzpomenme si na okruh P(X) definovany na mno-
ziné podmnozin X, kde jako soucet podmnozin A, B C X figuruje jejich symetricka diference A® B
(mnozina téch prvki, které jsou v pravé jedné z A, B) a jako jejich souéin figuruje prinik AN B.
Rozmysli si, Ze pro n-prvkovou mnozinu X je okruh P(X) izomorfni okruhu Z§ = Za X - -+ X Za.
—— ——

n-krat
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Direktni souéin je jenom formalni popis toho, Ze si dva okruhy ziji kazdy po svém, ale zabalime
je do jedné krabicky a divame se na né zaroveii. Hned si dokazeme Cinskou zbytkovou vétu, jez
tikd, Ze za urcitych podminek lze R/(k¢) rozlomit na R/(k) a R/(¢) neboli Ze R mod k¢ se chova
stejné jako R mod k a R mod ¢ zabalené dohromady.

Véta. (Cinska zbytkova) Necht je R eukleidovsky obor a k,f € R jsou nesoudélna. Potom pro
libovolna a,b € R existuje ¢ € R, které zaroven splni obé kongruence

c=a (mod k), c=b (mod ¥).
Vsechna takova c jsou navic navzajem kongruentni mod kf.

Dikaz. Vyuzijeme toho, ze v eukleidovském oboru plati Bézoutova identita. Nejvétsim spole¢nym
délitelem k a ¢ je podle predpokladu nesoudélnosti jednicka. Existuji tedy Bézoutovy koeficienty
u,v € R, které nam splni uk + v€ = 1. Zmodulenim této rovnosti mod k a mod ¢ dostavame

vl=1 (mod k) a zéroven uk =1 (mod ¢).

Potom mizeme jednoduse zvolit ¢ = b - uk + a - v¢, ¢imz bude zaruceno, ze
c=a-vl=a-1=a (modk) a zaroven c=b-uk=b-1=b (mod¥).
Zbyva si rozmyslet jednoznacnost ¢ mod kf. Uvazujme dvé c1,c2 € R, ktera splnuji
c1=c2=a (mod k) a zaroven ci1=c2=b (mod ¥).

Potom méme ¢; —c2 = a—a =0 (mod k), takZe k | ¢ —c2. Obdobné £ | ¢1 —ca, z ¢ehoz dohromady
nesoudélnosti k, £ plyne i k¢ | ¢1 — ¢ neboli ¢1 = ¢a (mod k). O
Dusledek. Pii splnéni podminek véty je R/(k{) izomorfni okruhu R/(k) x R/({), pfi¢emz izo-
morfismem je zde prifazeni ¢(a mod k¢) = (a mod k, a mod ¢).
Dikaz. 7 véty vime, Ze ¢ je skuteéné vzajemné parovani prvkt R/(kf) a R/(k) x R/(£). Staci
si tedy rozmyslet, ze ¢ zachovava operace. To je ale jasné, protoze se v obou slozkdch jednd jen
o moduleni a moduleni operace skuteéné zachovava. O

Poznamka. Snadnou indukeci plyne, Ze véta plati i pro vice (ale koneéné mnoho) modul: jsou-li
k1,...,kn € R navzijem nesoudélné prvky, pak R/(ki - kn) ~ R/(k1) X -+ X R/(kn).

Poznamka. Vsimni si, ze eukleidovskost v ditkazu pouzivame jen na to, abychom mohli vzit
Bézoutovu identitu uk + v€ = 1. O néco obecnéji bychom tedy Cinskou zbytkovou vétu mohli
formulovat pro prvky k, £ libovolného okruhu, pro které lze splnit uk + v¢ = 1. Tteba s okruhem
Z[z] (ten neni eukleidovsky) tak stale mtizeme dokézat napi. Z[z]/(x2 +x) ~ Z[z] /() x Z[z]/(x+1),
coz je posléze izomorfni Z x Z, jelikoz Z[z] modulo monicky linearni polynom se chova jako Z.

Na praktické pouziti Cinské zbytkové véty v tlohach se hodi nasledujici tihel pohledu: mame-li
néco splnit modulo k¢, pak se mizeme zcela oddélené starat o to, abychom to splnili mod k a
mod /. Stejné tak pokud je néjakd podminka formulovana modulo k¢, jsou to jenom dvé nezavislé
podminky, jedna mod k, druhd mod ¢.

Piiklad. Dokaz, Ze pro libovolné piirozené n existuji a,b € Z spliujici 4a2 4+ 962 = 1 (mod n).
Reseni. Zapisme n = 2% - £, kde £ je liché &islo. Podle zbytkové véty nam stadi ukazat, ze zadana
kongruence ma FeSeni mod 2¥ a mod £. Modulo 2¥ miizeme zvolit a = 0, b = 3~ !, &mz myslime
takovy prvek, ze 371 .3 = 1. Ten existuje, protoze 3 a 2¥ jsou nesoudélna ¢isla. Modulo ¢ zase
zvolime b =0 a a = 271, coz mizeme, jelikoz 2 a £ jsou nesoudélna. Poté uz si jen ze zbytkové véty
porucime

a=0 (mod 2%), b=3"1 (mod 2%),

a=2"1 (mod ¢), b=0 (mod ¢)

a mame vyhrano.
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Cviéeni 26. Jsou dana dvé rtzna kladna prvoéisla p, q. Dokaz, ze p?~1 + ¢P~1 =1 (mod pq).

Kdyz uz takto pomoci Cinské zbytkové véty lameme tilohu mod n na mensi kusy, ¢asto se vyplati
ji rozlamat, co nejvic to jen jde. Pro n s prvociselnym rozkladem

k k
n:pll "'prrv

kde jednotliva prvodisla pi,...,pr jsou navzajem ruzna, to znamena divat se zvlast na jednotlivé
mocniny pi“

Definice. Prvociselnou mocninou rozumime &slo tvaru p* pro k € N a prvoéislo p € N.
Cvigeni(!) 27. Urdi v zavislosti na n € N, kolik z &isel 1,2,...,n je nesoudélnych s n.

Uloha 12. Dokaz, ze pro kazdé n € N existuje n po sobé& jdoucich p¥irozenych &isel, z nichz z4dné
neni prvociselnd mocnina.

Cinska zbytkova véta dovede poslouzit i tam, kde se o dvou nesoudélnych modulech na prvni
pohled nic nefika. Pouzijeme ji tak, Ze si prosté v navzajem nesoudélnych modulech objedname
néjaké podminky, které nam tlohu vyiesi, a Cinska zbytkova véta nam bude éernou skiiiikou, ktera
splnéni téchto podminek zaridi.

Priklad. Jsou déna pfirozend Cisla a, b takovd, ze pro libovolné n € N plati b” +n | a™ + n.
Dokaz, ze a = b.

Reseni. Zadani nam déava spoustu délitelnosti a chce po nas dokazat rovnost. To obecné nemusi
byt vibec snadné, ale zde budeme schopni ukéazat, ze kazdé prvocislo p déli rozdil a — b. Kazdé
nenulové celé ¢islo pfitom ma jenom koneéné mnoho déliteld, takze tohle uz zaruéi a — b = 0.

Nejprve si zadanou délitelnost ekvivalentné upravme na b™ + n | (a™ +n) — (b™ 4+ n), tedy
b™ 4+ n | a™ — b™. Necht je dale déno libovolné prvoéislo p € N. Rozmyslime si, ze dovedeme zvolit
n tak, aby platilo p | b + n a zarovenr a”™ — b" = a — b (mod p). Zde pfichazi do hry zbytkova
véta. Kdyz se na vyrazy divime mod p, pak se n, které pfi¢itdme k b™, chova jako zbytek mod
p, zatimco vSechna n v exponentech se chovaji jako zbytky mod p — 1, protoze z malé Fermatovy
véty je a = aP = a?’~! = ... (mod p). Cisla p a p — 1 jsou zjevné nesoudélna (spolecny délitel
musi délit i rozdil), takze si zbytky v téchto modulech mtizeme navolit zcela nezavisle. Objednejme
sitedy n =1 (mod p — 1) an = —b (mod p). Z prvni kongruence budeme mit mod p zaruceno
a™ = a, b™ = b, takze zbude

" +n=b+(-b)=0 a zaroven a” —b"=a—b.

To bude znamenat p | b +n | a™ — b", tedy 0 = a™ — b"™ = a — b (mod p), jak jsme chtéli, coz
zaru¢i a — b= 0.

Mohli jsme dosazovat pfimo do b™ + n | a™ + n, avSak s a”™ — b™ na pravé strané je uz pred
zformulovanim dukazu jasné, Ze nas$ postup musi uspét: volbou n (mod p — 1) si délence upravime
na a — b (mod p) a volba n (mod p) ndm zbude na zafizeni p | b™ + n.

Uloha 13. Uvazujme v roviné miizové body (a,b) € Z? s celo¢iselnymi soufadnicemi. Bod (a, b)
je viditelny, pokud jsou a, b nesoudélna celd ¢isla. Dokaz, Ze pro libovolné n € N existuje étverec
n X n miizovych bodi, z nichz zadny neni viditelny.

Uloha 14. Dokaz, Ze existuje pfirozené &islo n takové, ze pro libovolné a € Z nema &islo a®? +a+n
zéddného (kladného) prvociselného délitele mensiho nez 2021.

Priklad. (Lagrangeoval® interpolace) Piedstavme si tuto situaci: jsme v télese K a nékdo nam
prozradil hodnoty

bo = f(ao), b1 = f(a1), s bn = f(an)

10 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), francouzsky matematik italského ptivodu, se podilel mj.
i na vzniku a standardizaci metru a kilogramu.
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pro néjakad navzdjem ruzna ai,...,an € K. Jak z nich odhalime polynom f € KJz]|? Vime, Ze
dosazeni a; je jako moduleni polynomem z — a;, take se jedna o situaci z Cinské zbytkové véty:
zname zbytky f modulo jednotlivd x — a;, coz jsou z riznosti vSech a; nesoudélné polynomy.
Z Cinské zbytkové véty je tak f jednoznaéné uréeno modulo (z — ag)(z — a1)--- (z — an). To je
polynom stupné n+ 1, takze vSechny zbytkové t¥idy ptijdou reprezentovat pravé jednim polynomem
stupné nejvyse n.

Pro tento polynom lze dokonce vymyslet explicitni, a¢ trochu komplikovany pfedpis. Pro kazdé
k€ {0,1,...,n} si ozna¢me

T —aj
fr = soucin polynomu ﬁ pro0<j<mn,j#k.
kE— 4

—aj

Tento predpis zatidi, ze fi(ar) = 1, protoze kazdy ze zlomku v sou¢inu bude po dosazeni Z: =y =1.
Naproti tomu dosazeni a; pro j # k povede k tomu, ze dostaneme v soucinu ¢len 7% — 0, takze
ap—aj

fr(a;) = 0. Nyni mzeme vzit
f = bOfO +b1f1 + "'+bnfna

coz uz skutecné zaiidi f(ap) = by pro kazdé k, nebot by fx(ar) = by a b;fj(ax) = 0 pro j # k.
Zaroven je kazdy fr soufinem n linedrnich polynomt, takze deg fr = n, z ¢ehoz ma i f stupen
nanejvys n.

Priklad. Polynom z* — 522 + 6 neni nad Q ireducibilni, jelikoz se rozkldd4 na (z2 — 2)(z? — 3).
Oba polynomy z2 — 2 a 22 — 3 jsou ireducibilni, takze skloubenim Cinské zbytkové véty s tvrzenim
o moduleni ireducibilnim polynomem dostaneme

Zlz])/(z* — 522 + 6) ~ Z[z] /(2% — 2) x Z[z] /(2% — 3) ~ Z[V2] x Z[V3].

Libovolnému polynomu f v tomto pfifazeni odpovida dvojice hodnot (f(v/2), f(v/3)).

Cviceni(*) 28. Necht je T kone¢né téleso. Nahlédni, Ze libovolné zobrazeni F: T — T se d&
reprezentovat polynomem, tedy existuje f € T'[z] spliujici F(a) = f(a) pro kazdé a € T..

Zavér

Serial doputoval do svého tplného zavéru. Vime jiz, ze jak pracovat s vyrazy s proménnou pomoci
okruhtt polynomt, dovedeme do nich dosazovat a také rozpoznavat jejich kofeny. Nezalekneme se
ani ireducibilnich polynomt a médme dobrou pfedstavu, co to znamena modulit polynomy. Konec¢né
pomoci Cinské zbytkové véty dovedeme velké désivé problémy lamat na mensi a pratelstéjsi.

Doufame, Ze Té naSe kuchaiské lekce bavily. Snad se ndm podafilo Té piesvédéit o tom, Ze
duvérné znama prostifedi, pojmy a myslenky jako celd ¢isla, prvocisla a jednoznacnost rozkladu na
né se daji zobecniovat a Ze tyto obecnéjsi pohledy nam dovedou déat hlubsi znalosti, které bychom
bez nich jen tézko nahlizeli. Algebraicky pohled na teorii ¢isel, se kterym jsme v pribéhu seridlu
k vécem pristupovali, skytd nepfeberné mnozstvi kras a taju — véz, ze to, co jsme si stihli ukazat,
je jen Spickou ledovce.

Nyni ndm nezbyva nez se rozloucit. Seridl pro Tebe psali Fila a Mat¢j, ale jak to tak byva,
napomocna nam byla mnoha dalsi PraSatka. Zde bychom radi podékovali Hedvice, Danilovi, Ku-
bovi, Pavlovi a Radkovi. Ze vSeho nejvice v8ak dékujeme a gratulujeme Tobé, ze ses docetl(a) az
na konec, a prejeme hodné $tésti pii FeSeni tuloh tfeti seridlové série!
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Navody ke cvicenim

Kdyz je R trividlni, pak neni moc moznosti, jak zvolit koeficienty polynomi v R[z].
Kdy se mohou nejvyssi mocniny z vyrusit?

Pouzij tvrzeni o stupni soucinu.

Rozepis podle definice délitelnosti.

AN N

Pozor na to, nad jakym okruhem pracujeme. Pokud délitelnost plati, je jasné, jaky stupen by
mél mit podil.

6. Kde vznikne nejvyssi mocnina x?
7. Rozepis z definice délitelnosti.

8. Mas moznost dosadit dvé ¢isla. Jedno bude zifejmé kofen a jedno ¢islo, kterym dostaneme jen
absolutni ¢len.

9. Pro spor predpokladej, ze existuje kofen t € Z, a vhodné pouzij lemma.

10. Podivej se na kofeny a stupen polynomu f(z + 1) — f(z) — 1.

11. Vyjadfi pomoci Vigtovych vztaht pro polynom 22 4 4z + 1.

12. Pouzij vétu o racionalnim kofenu.

13. Véta o racionalnim kofenu.

14. Véta o raciondlnim kofenu dava jen nékolik moznych zlomk, které by mohly byt kofenem.
15. V rozkladu f na soucin mens$ich polynomii musi jeden ¢initel byt linearni.

16. Jaké stupné mohou mit délitelé linedrniho polynomu?

17. Co kdyby nebyly?

18. Nasobenim vyrob celd ¢isla a poté podél nejvétsim spolecnym délitelem.

19. Celodiselny délitel dava rozklad na nejednotky.

20. Vezmi g = fh pro h € Q[z] a pomoci Gaussova lemmatu dokaz h € Z[z].

22. Vezmi rozklad f na ireducibilni polynomy, zmodul a vyuzij jednoznaény rozklad v Zj[x].
23. 125 = 53, tak?e staci najit ireducibilni polynom stupné 3 nad Zs.

24. Pouzij Bézoutovu identitu.

25. Zapis do k-té slozky, zdali podmnozina obsahuje k-ty prvek X.

26. Podivej se zvlast mod p a mod g, dostanes zndmou vétu.

27. Nejprve vyres pro prvociselné mocniny a poté vynasob.

28. Interpolace.

Navody k Gloham
1. Vytvor posloupnost a;+1 = f(a;), kde ap = a. Vime, Ze po néjakém poétu kroku (nejvyse k) se
zase dostaneme k ag. Pouzij na rozdily dvou néasledujicich ¢lenti lemma a nésledné vyuzij zacykleni.
2. Dosad kofeny 22 4 x4+ 1. Potom budto prosté dopog¢itej g(1), h(1), anebo si v§imni, e polynom
h(1) - z + g(1) ma moc kofenti.

3. Pokud jsou a, b dvé fesené g(t) = t, pouzij na né opakované lemma o rozdilu argumenti, dokud
se situace nezacykli. Néasledné nahlédni, ze pokud je feSeni g(t) = t pfili§ mnoho, uz musi byt f
linearni.

4. Uvaz polynom g = z - f — 1. Zadani mu déva spoustu kofenti, zbyva urcit koeficient ¢y, .

5. Vietovy vztahy s kubickym polynomem. Zkus pro spor uvazovat, ze je néjaky koren nekladny.
6. Vyuzij polynom (J: — %) (:c — 9) (x — 5).

(& a
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7. Predpokladej f = gh, jaké potom mohou byt hodnoty g(a;), h(a;)? Dokaz g + h = 0 a v8imni
si, ze polynom f umi nabyvat kladnych hodnot.
8. Predpokladej f = gh a dokaz g — h = 0. Zamysli se, zda umi f nabyvat zapornych realnych
hodnot.
9. Posun argument, poscitej kombinacni ¢isla a pouzij Eisensteina s prvocislem p. Hodi se védét,
Ze (z) je nasobek p pro 0 < k < p.
10. Aplikuj rozsifeného Eisensteina. Pak uz staci fict, Ze dany polynom nemé kofen.
11. Rozli§, zda je g ireducibilni. Pokud je, pak uz f =0 (mod g).
12. Necht je a zac¢atek hledaného tiseku. Vyber si 2n prvocisel a pozaduj a = —¢ (mod p;g;) pro
i=0,1,...,n—1.
13. Poruc si pro kazdy bod hledaného ¢tverce prvocislo, kterym maji byt soufadnice soudélné.
14. Polynom z2 + z nad Zp neumi nabyvat vSech hodnot mod p. Podle toho navol n (mod p).
Reseni cviceni
1. Podle predchozi poznamky R C R[z|, takze kdyz ma R[z] jediny prvek, pak i R ma jediny
prvek. Naopak kdyz je R trividlni, jeho jediny prvek je 0. V polynomu f € R[z] musi vSechny
koeficienty byt prvky R, takze jsou vSechny 0, procez je f = 0 jedinym prvkem R[z].
2. Necht je n = max{deg f,degg}. V f ani g nejsou nenulové koeficienty u zddnych mocnin z
vysSich nez z", takze zddné vyssi mocniny nemohou vzniknout ani v souctu, tedy deg(f + g) < n.
Pokud deg f # degg, pak BUNO deg f = n > degg. Koeficient u z™ tak bude v g nula, takze
odpovidajici koeficient v f 4 g bude stejny jako v f, kde je nenulovy, takze uz deg(f + g) = n.
3. Z definice délitelnosti médme g = f - h pro né&jaké h € R[z]. Kdyby h = 0, pak g = f-0 =0, coz
je spor, takze h # 0. Potom ale degh > 0, takze deg g = deg(fh) = deg f + degh > deg f.
4. Necht je f = bpz™ + -+ + by. Pokud mame b; = a - ¢; pro kazdé i, pak f = a - g pro
g = cnx™ + -+ + co, takZe a | f. Naopak kdyZ a | f, zna&l f = ag pro n&jaké g € R[z] a kazdy
koeficient f je a-krat prislusny koeficient g.
5. (i) Plati (22 + 2z + 1)(2? — z + 1) = 2* + 22 + 1, takZe uveden4 délitelnost vskutku plati.
(i) Délitelnost neplati. Kdyby platila, tak by vzhledem k (z + 1)(z — 1) = 22 — 1 muselo i
(x%2 —v/2) — (22 —1) = 1 —+/2 byt nasobkem z+ 1. Jenze deg(z+1) = 1 > 0 = deg(1 —+/2),
coz by byl spor.
(iii) Nad Q bychom sice méli (2z +2) - %(m —1) =22 -1, jenze %(m —1) neni prvek Z[z]|. Kdyby
opravdu 2z + 2 | 2 — 1, znamenalo by to i 2 | 22 — 1, jenze polynom 2 nedéli koeficienty
1 ani —1. Délitelnost tedy neplati.
(iv) Plati (22 + 1)(2? + 22) = 2% + 2% + 23 + 22, takZe kdyby zadané délitelnost platila, méli
bychom i 22 + 1 |  + 1, coz diky stupiiim nemtize platit (Z2 je obor integrity).

6. Nechf f = ana™ + an—12" 1 + --- + ag, kde a, # 0, a m = degg > 0. Potom f(g) =

ang™ + an_1g""1 4 --- + ag. Jsme v oboru integrity, takze deg(¢g*) = deg(¢g*) = k - degg = km.

Nenulovosti a, tak ma séitanec a,g” stupeil nm, zatimco kazdy nizsi séitanec apg® mé mensi

stupen km < nm, jelikoz m je kladné. Mocnina ™™ ze sCitance an g™ se tak nemuze vyrusit, ¢imz

uz deg(f(g)) = nm, jak jsme chtéli.

7. Z definice délitelnosti mame g = f - h pro néjaky polynom h. Je-li ¢t kofen f, pak dosazenim

g(t) = f(t) - h(t) = 0-h(t) = 0.

8. Dosadime kofen t a 0. Podle lemmatu pak dostavame a = a — 0 | f(a) — f(0) = 0 — co = co,

kde ¢g je absolutni ¢len f.

9. Z naSeho lemmatu vime, ze a — t | f(a) — f(t) = f(a) = £1. Analogicky pro b a ¢ dostavame,

ze a—t, b—tic—t déli plus nebo minus jednicku. To v celych ¢islech znamena, ze jsou plus minus
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jedna, takze z Dirichletova principu jsou alespon dvé totozné, coz je ale spor s tim, Ze jsou a, b, ¢
rizna.

10. Oznacme g = f(x+1)— f(z). Kazdé ¢; je pak kofenem polynomu g—1. Nahlédnéme, ze g bude
mit stupen pfesné n—1. Necht f = anz™+- - -+a1z+ao. Potom se mocnina 2™ v an(z+1)" —anz™
vyrusi, zatimco &len £~ vznikly z an(x+1)" +an—1(z+ 1)”*1 — anx"™ — an_12™ "1 bude podle
binomické véty presné an, (T) 2"~ 1, takze bude nenulovy. Polynom g — 1 méa stupeii nanejvys n— 1,
ale n raznych kofent, takze uz plati ¢ = 1. To mé& mit stupen n — 1, takze urcité n = 1. Pak uz
snadno dofesime, Ze vtefinové polynomy jsou pfesné f = z + ¢ pro libovolné ¢ € R.

11. Polynom z? + 4z 4+ 1 ma dva rﬁzné kofeny a, b, takze z Vietovych vztaht vime, ze ab =1

2 2_
a a+ b = —4. Z toho upravime % + 2 =4 ib = (a+b)b 2ab _ M = 14. Obecné bychom
v tlohach podobného razu VyJadrlh hledanou hodnotu pomoci symetnckych vyrazu ve Vietovych

vztazich.

12. Je-li g racionalni kofen v zakladnim tvaru, pak ¢ | ¢, = 1, takZe jde opravdu o celé ¢islo.

13. Pokud chceme, aby a” — 7a® +5a% —3a+7 = n, pak ma a = % byt kofenem x7 — 7x® + 523 —

3z + 7 — n. Z véty o raciondlnim kofenu mame ¢ | 1, coz znamena, Ze a je celé &islo.

14. Staci vyzkouSet vSechny % prop |1, q|6, tedy i%, i%, i% a *1. Zjistime, ze kofeny jsou

1,tal.
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15. Plati f = gh pro né&jaké g,h € K|z], které nejsou jednotky. VSechny nenulové konstantni

polynomy jsou jednotky (K je téleso), takze degg,degh > 1. Ale také degg + degh = deg(gh) =

deg f < 3, takze jedno z g, h je linedrni. BUNO degg = 1. Potom mame g = ax + b pro né&jaka

a,b € K. Tento linearni dvojclen mé kofen —g, takze toto je i kofenem f jakozto nasobku g.

16. Uvazujme polynom f stupné 1 nad télesem K a necht f = gh pro g,h € K|[z]. Tyto poly-

nomy jsou ur¢ité nenulové a soucet jejich stupnu je 1, takze jeden je linearni a jeden konstantni.

Ale nenulovy konstantni polynom nad télesem je jednotka, takze f nelze rozlozit na sou¢in dvou

nejednotek.

17. Necht pro spor g neni primitivni. Potom néjaké d € Z, které neni jednotkou, déli g. Potom
ale urcité i d | gh = f, coz je spor s primitivnosti f.
18. Koeficienty f jsou zlomky, vezméme tedy néjaké prirozené ¢islo N, které je nasobkem vSech
jmenovatelt téchto zlomku. Polynom h = N - f pak ur¢ité bude lezet v Z[z]. Koeficienty h jsou celd
&isla, miizeme tedy vzit jejich nejvétsiho spoleéného délitele d. BUNO je d kladné, potom je d to
nejvétsi prirozené éislo, které spliuje d | h. Polynom g = é -h= % - f potom nemtze byt délitelny
zéddnym prFirozenym ¢islem kromé 1, nebot ¢ | g znamend ¢d | h. Mame tedy vyhrano a k polynomu
g vezmeme racionalni ¢islo ¢ = %

Zbyva jednoznaénost Necht f = k1g1 = kag2, potom go = k—l >g1- Zapisme zlomek v zakladnim

tvaru % = k . Jmenovatel ¢ musi byt spoleCnym Jmenovatelem koeficienti g1, coz je primitivni

polynom, takze q = *£1. Posléze g2 = *pg1, takze primitivnosti g2 i p = £1, z ¢ehoz k1 = *ka,
g1 = £ga.
19. Budiz uvazovany polynom f. Pokud a | f pro néjaké a € Z, pak médme f = ag a z nekon-
stantnosti f je i g nekonstantni, takze neni jednotkou. Rozklad f = ag tak dosvédcuje, ze f neni
ireducibilni.
20. Mgjme g = fh pro néjaké h € Q[z]. PfepiSme h na nasobek primitivniho celoéiselného po-
lynomu, tedy h = ¢ - h1, kde a,b € Z a h1 € Z[z] je primitivni. Potom b-g = a - fh1. Kazdé
prvodislo p | b nyni déli pravou stranu, ale nemuze délit f ani hy (primitivni polynomy), tedy p | a
Takto mizeme postupné krétit, az dostaneme b | a. To znamena % € Z, takze ve skutecnosti bylo
h = §h1 celo¢iselné, coz znaci f | g nad Z.
21. Diky koeficientu 1 u 2" je dany polynom primitivni a s prvocéislem p jsou splnény vSechny tfi
podminky Eisensteinova kritéria, takze mame vyhrano.

24



22. Necht je f = g1 -g2---gr rozklad f na ireducibilni polynomy. Zmodulme na obou stranach
prvocislem p. Nalevo dostaneme f = (an mod p)a™ + - - + (a mod p)z*, tedy z* | f Polynom
z je ireducibilni nad Zjy, takze ve zmodulené rovnosti f = §g1---gr se musi tyto nasobky x né&jak
rozdélit mezi ¢initele na pravé strané. Kdyby vsak x délilo nékteré dva, BUNO z | 1, 2, pak maji
g1 1 g2 absolutni ¢leny, které jsou nasobky p. Absolutni élen f je souc¢inem absolutnich ¢lenti vsech
gi, takze toto by znamenalo p? | ag, coz je spor. Uréité tak celé z* déli jedno jediné §;, BUNO
x* | §1. Nemtize byt §1 = 0, nebot pak by bylo p | g1 | f, coz vzhledem k p { aj, neplati. Takze je
g1 nenulovy, a tudiz k < deg g1 < deg g1, jak jsme chtéli.
23. Staci najit vhodny polynom nad Zs. Aby byl polynom stupné < 3 nad télesem ireducibilni,
staci, aby v ném nemél kofen. To splituje tieba x2 + x + 1, takze Zs[z]/(x® + x + 1) je 125prvkové
téleso. (Stejné dobie lze pouzit i mnoho jinych polynomd.)
24. Staci dokazat, ze libovolny prvek a € R, ktery neni 0 mod p, ma k sobé inverzni prvek
b € R spliiuji ab =1 (mod p). K tomu vyuZijme toho, Ze a, p jsou nesoudélné prvky, takze existuji
Bézoutovy koeficienty u, v splitujici rovnost ua + vp = 1. Pak stac¢i vzit b = u.
25. BUNO necht X = {1,2,...,n}. Piedepisme izomorfismus ¢: P(X) — Z3 tak, #e pro A C X
bude ¢(A) = (a1,...,an), kde

{ 1, pokud k € A,

ag =
0, pokud k ¢ A.

Nyni uvazme dvé A, B C X a odpovidajici ¢(A) = (a1,...,an), p(B) = (b1,...,bn). Prvek k lezi
v A ® B, pravé kdyz lezi v pravé jedné z A, B. To odpovida tomu, ze ve dvojici ag, bg je jedno
0 a druhé 1, coz znamend ap + by = 1 (mod 2). Podobné kdyz k ¢ A @ B, tak ar = by, tedy
ay, + b, = 0. Z tohoto tedy vidime, ze p(A) + ¢(B) = p(A & B).

Obdobné prvek k lezi v AN B, pravé kdyz lezi v obou. To odpovida tomu, ze ap = b = 1.
Potom ay, - by, = 1, zatimco v ostatnich ptipadech (kdy je jedno z ay, by nula) uz nutné ay, - by, = 0.
Z toho vidime, ze ¢(A) - ¢(B) = (AN B).

26. Jakozto riizna prvodisla jsou p, ¢ nesoudélnd, takze miizeme pouzit Cinskou zbytkovou vétu.
Stacéi tedy dokazat zvlast dvé odpovidajici kongruence mod p a mod ¢q. Modulo p mame dokézat
g~ ! =1 (mod p), coz je ale jen mald Fermatova véta, protoze z riiznosti ¢ Z 0 (mod p). Obdobné&
pro modulo g, takze mame hotovo.

27. Nejprve vyfesme pfipad, kdy je n = p* prvoéiselnd mocnina. Potom jsou s n soudélné pravé
néasobky p, kterych je mezi 1,2,...,p" presné pF~1. Nesoudélnych ¢isel tedy zbude pF — phF—1 =
P —1).

Nyni méjme n s prvociselnym rozkladem n = p]fl . -p’ﬁT. Néjaké a € {1,2,...,n} je nesoudélné
s n, pravé kdyz je nesoudélné s kazdou prvociselnou mocninou pf’ Podle zbytkové véty tedy cislo
a nesoud€lné s n odpovida néjakému a; nesoudélnému s p]fl, néjakému az nesoudélnému s pgz
atd., takZe jejich pocty se zndsobi. Celkem tedy dostaneme plfl_l(pl —1)-- -p]frfl(pr — 1) c&isel
nesoudélnych s n.

28. Pouzijeme Lagrangeovu interpolaci. Za body a; vezmeme tuplné vSechny prvky T a jako
hodnoty f(a;) si poru¢ime b; = F(a;). Z Lagrangeovy interpolace plyne, zZe existuje f splitujici tyto
pozadavky, takze skuteéné F(a) = f(a) pro kazdé a € T'.
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