Teorie nejen Cisel 2 — Jednotky

Mily priteli,

vitej u druhé c¢asti naseho povidani o tom, ze teorii Cisel lze potkat i mimo obor celych c¢isel.
V prvnim dile jsme se s cilem rozkladdat véci na souciny ponorili do svéta komutativnich okruhu
— struktur, kde dovedeme sc¢itat a nasobit podle obvyklych pravidel. Naucili jsme se rozeznavat
nékteré specialni prvky okruhiui — ireducibilni prvky, prvocinitele ¢i jednotky. Pridavanim kofeni
v podobé dalsich uzite¢nych vlastnosti jsme pak dostavali rtizné prichuté okruht: Pokud jsme
v rovnicich mohli kratit, jednalo se o obor integrity. Déleni se zbytkem nam dévalo eukleidovsky
obor, zatimco jednoznacny rozklad na prvocinitele znacil gaussovsky obor. Ukazali jsme si, ze déleni
se zbytkem uZ zarucuje jednozna¢ny rozklad (ale ne naopak!) a Ze jednoznalny rozklad se mize
hodit k feseni diofantickych rovnic. Ziskané dovednosti jsme si poté vyzkouseli na zkouméani souétt
dvou é&tverct skrze vlastnosti okruhu Z[i].

V tomto dile si katalog okruhti rozsifime o dvé vyznamné rodinky: redlné kvadratické okruhy a
konecnd télesa. A¢ jsou tyto dvé skupiny na prvni pohled zcela odlisné, spole¢nd jim je jedna vlast-
nost: 1ze fici mnoho zajimavého o jejich jednotkach, tedy prvcich, které déli jednicku, a v disledku
toho jimi lze délit. UkaZzeme si, ze u obou dovedeme v jistém smyslu vSechny jednotky vyrobit
z jedné ,zakladni“, a nasledné toho vyuzijeme pfi feSeni tloh. Stejné jako minule uvidime, Ze tyto
nové okruhy nam pomohou resit ulohy zadané Cisté v feci celych ¢isel, nad kterymi bychom bez
nich jen tapali.

Jak serial Cist

Obdobné jako v prvnim dile na Tebe opét ¢eka spousta cviceni a tloh. K obojimu naleznes na konci
serialu navody a ke cvicenim téz feSeni. Opét také néktera cviceni odliSujeme co do vyznamu: cviceni
s vykti¢nikem jsou opravdu diilezita a Casto je pozdéji vyuzivame, zatimco cviéeni s hvézdi¢kou jsou
ruzné rozsirujici zamysleni a zajimavosti, které k dalsimu pochopeni seridlu nejsou nutné.

V tomto dilu jsme hvézdickou oznacili i dvé celé kapitolky — o existenci netrividlni jednotky
v realnych kvadratickych okruzich a o charakteristice v kone¢nych télesech. Ty mohou byt i v po-
vratit se k nim pozdéji. Ani jedna neni nutna k vyfeSeni soutéZnich tloh, ani k chapéani zbytku
seridlu. Pfesto si vSak myslime, ze davaji dobrou pfedstavu o pfislusnych rodinkach okruhu a stoji
za to je (zkusit) precist.

Realné kvadratické okruhy

Zavzpominejme kratce na prvni dil. V ném jsme vSechny vybudované pojmy a nastroje, jako prvo-
Cinitele, ireducibilni prvky, jednotky, eukleidovské a gaussovské okruhy, pouzili na spoustu okruht,
z nichz vétSina méla jeden spoleény rys — vznikly tak, Ze jsme k celym c¢islim pfidali néjaké kom-
plexni ¢islo. Pfesnéji, pfidévali jsme k Z né&jakou odmocninu ze zdporného Cisla (t¥eba i nebo
v/=2), anebo o chlup obecné&ji komplexni &islo spliujici n&jakou kvadratickou rovnici (naptiklad
H'T\/ﬁ spliiujici a? — a + 2 = 0). To nés ptivadi k prvnimu tématu druhého dilu. Co kdy-
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bychom k celym (anebo raciondlnim) ¢éisliim pfidévali opét ¢isla splitujici n&jakou kvadratickou
rovnici — co tfeba néjaké odmocniny z kladnych c¢isel? Ukazeme si, ze takto vzniklé okruhy se od
Z[i] a komplexnich okruht z prvniho dilu v nékterych ohledech o mnoho nelisi, zatimco v jinych
jsou aplné jiné.

Definice. Necht je d pfirozené éislo, které neni étverec!. Potom definujeme okruhy
ZVd] = {a+bVd:a,be L}, Q(Wd) = {a+bVd:a,beQ}.

Jejich prvkiim pak budeme fikat (redlnd) kvadratickd éisla.

Poznamka. Jak jsme zminili v prvnim dile, zdpisem R[m] obecné znac¢ime, ze k okruhu R pfidame
néjaké m a vezmeme si vSechno, co se z m a prvkt R dé4 vyrobit (klidné opakovanym) s¢itdnim a
nasobenim. Mnozina {a+bv/d : a,b € Q} by tedy méla byt zapsana spise Q[v/d]. Zapis R(m) obecné
znaci, ze bereme vse, co se z m a prvki R da vyrobit scitdnim, nasobenim a délenim. V tuto chvili
by se mohlo zdét, Ze okruh Q(v/d) bude obsahovat néco navic oproti Q[v/d], ale jak zanedlouho
ukézeme, v Q[v/d] dovedeme délit, takze Q(v/d) = Q[v/d]. Pokud bychom tak vsude psali Q[v/d]
misto Q(v/d), nic by se nezménilo. Vétsinou se viak pouziva Q(v/d), Gehoz se budeme drzet i my.

Jiz v definici jsme prohlasili, ze se jedna o okruhy, sluselo by se tedy ovérit, ze jsou tyto mnoziny
skutecné uzaviené na sc¢itani a nasobeni. Uzavienost na sCitani je zfejma — prosté secteme odpovi-
dajici slozky. Pfi nésobeni vyuzijeme (\/3)2 = d, coz je prvek Z i Q. Pro cela ¢isla a1, b1, a2, b2
mame

(a1 + b1Vd)(az + b2Vd) = a1b1 + a1baVd + asbiVd + azbad = (a1b1 + dasbs) + (a1b2 + azb1)V4d,

co# je zase prvek Z[v/d]. Pro Q(v/d) bychom postupovali Gplné stejné. Diky tomu, ze Q(v/d) i Z[v/d]
jsou podmnoziny R, se musi jednat o obory integrity: souc¢in nenulovych prvka v téchto okruzich
nemuze byt nula, a v rovnicich tak mtzeme kratit.

Pro¢ je v definici podminka, aby d nebylo ¢tvercem? Kdyby d = a2, pak by v/d = a bylo celé
¢islo, takze bychom jeho pfidanim k Z, resp. ke Q neziskali nic navic. Naopak kdyz d neni ¢tverec,
pak u# je zaruceno, ze pfidanim v/d skuteéné néco navic dostaneme.

Tvrzeni. Pokud pFirozené &islo d neni ¢tverec v Z, pak vV/d ¢ Q.

Diikaz. Pro spor necht v/d € Q. Potom je v/d rovno né&jakému zlomku % v zakladnim tvaru (tedy
a, b jsou nesoudélnd). Umocnénim na druhou pak

a
d= =k

To znamena, ze b2 | a2, jelikoz d je celé &islo. Jenze a? je nesoudélné s b2, takze v délitelnosti

nehraje roli, z éehoz b2 | 1. To viak znamena b? = 1, takZe v rovnosti vyse zbude d = a?. Jinymi

slovy, d musel byt ¢tverec, coz je spor. U

Cvigeni(*) 1. Nahlédni, pro jakd pfirozena ¢isla di, d2, jez nejsou ¢tverce, mohou byt mnoziny
Q(v/d1) a Q(v/d2) totozné.

Redalna kvadraticka ¢isla lezi nékde na redlné piimce, nicméné Casto se zase hodi predstavovat
si je spiSe ,,dvojrozmérné* jako dvojice (a,b) celych, resp. racionalnich ¢isel odpovidajicich prvku
a + bv/d. Takovéa predstava by méla zasadni vadu na krase, kdyby dvéma takovymto dvojicim
mohlo odpovidat stejné realné ¢islo. Diky tomu, Ze a, b bereme pouze z mnoziny Q (anebo z jeji
podmnoziny Z), nemize néco takového nastat.

IPfipometime, Ze slovem ,étverec minime druhou mocninu néjakého prvku z daného oboru.
Neni-li feceno jinak, minime ¢tverec v Z.



Tvrzeni. Necht jsou ai, b1, a2, bs racionélni ¢isla. Potom z a1 +b1vVd = as+bavVd plyne a1 = a2
a by = ba.

Dikaz. Rovnost upravme na (a1 — a2) = (ba — b1)\/3. Kdyby nyni b — b1 bylo nenulové é&islo,
pak bychom jim mohli vydélit a dostat v/d = ‘;;:gf , co# by znamenalo, e v/d je racionélni. To by
byl spor s pfedchozim tvrzenim, takze urcité bo — b1 = 0. Z toho pak i a; — a2 = 0, takze musi byt

(a1,b1) a (a2,b2) totozné dvojice. O
Cviéeni 2. Prinikem mnozin Q a Z[V/d] je Z.

I kdyz tedy redlné kvadratické ¢islo lezi na realné pfimce, schovava se v ném informace o dvojici
raciondlnich ¢isel. S jejich pomoci nyni podobné, jako tomu bylo v pfipadé komplexnich ¢isel,
zavedeme sdruzend cisla a normu.

Definice. K éislu a = a+b\/E S Q(\/E) definujeme jeho sdruzené ¢islo @ = a—b\/a a jeho normu
N(a) = aa = a? — db?.

Stejné jako v Z[i] a dalsich komplexnich okruzich se i zde sdruzena &isla chovaji hezky ke s¢itani
a nasobeni, v dusledku ¢ehoz je norma multiplikativni. Rozdilem je vSak to, Ze norma muze byt
zaporna — napiiklad N(1 + v/2) = —1. Stale také plati, Ze norma celého (piipadné racionalniho)
¢isla je prosté jeho ctverec.

Cviéeni(!) 3. Necht o, 8 € Q(v/d). Potom plati

(a+pB)=a+5, (@B)=a-B a  N(af)=N(a) N(f).

Cviéeni(!) 4. Jediny prvek Q(v/d), ktery ma normu 0, je sama 0.
Cviéeni(!) 5. V Q[V/d] lze délit. Pfesnéji, pro o, 8 € Q[V/d], 8 # 0 plati i % € Q[Vd].

Pozdéji v seridlu uvidime, ze ackoliv je vétSinou lepsi zachazet s redlnym kvadratickym ¢islem
jako s dvojici, nékdy se pfece jenom hodi, ze je to jedno redlné ¢islo. Abychom mezi témito pohledy
umeéli jednoduse prechézet, vyplati se umét ziskat z a € Q(\/a) jeho racionalni a iracionalni slozku.
To vsak s pomoci sdruzenych c¢isel neni prilis tézké.

Tvrzeni. (vzorec pro (i)racionalni slozku) Necht a = a + bv/d € Q(+/d). Potom plati
a+a a—aQ

a = s b=
2

Dikaz. Staci dosadit podle definice. O
Cviceni 6. Kvadratické ¢islo « je racionalni, pravé pokud a = a.

Timto jsme se v Z[Vd] a Q(v/d) nalezité zabydleli a mame k dispozici vétsinu vymozenosti,
na néz jsme zvykli ze Z[i]. Mohli bychom si tak polozit otdzku, jak je to v redlnych kvadratickych
okruzich s prvociniteli, ireducibilnimi prvky a jednotkami. Jednotky jsou zajimavou kapitolou samy
o sobé, proto je jesté na moment odlozime. Rici néco o tom, zda funguje rozklad na prvoéinitele,
je obecné tézké, ale v nékterych konkrétnich pripadech lze vymyslet, jak v Z[\/E] délit se zbytkem,
coz ndm jednoznaény rozklad zaru¢i. Opét tak budeme gaussovskost oboru (jednozna¢ny rozklad)
dokazovat skrze eukleidovskost (déleni se zbytkem). Podobné jako v Z[i] a komplexnich okruzich
byvalo dobrym napadem zkusit jako eukleidovskou funkci normu, tak i zde se norma hodi. Jelikoz
ale norma muze byt zapornd, typicky ji pro potfeby déleni se zbytkem budeme davat do absolutni
hodnoty.

Priklad. Z[v/2] je eukleidovsky obor.

Reseni. Dokazeme, ze |N(z)| vyhovuje jako eukleidovska funkce. Na to potiebujeme ukazat, ze
kdykoliv jsou déna «, 8 € Z[/2], B # 0, pak dovedeme nalézt takové v € Z[v/2], ze |N(a — vB8)| <
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|N(B)|. Diky tomu, Ze se norma (stejné jako absolutni hodnota) chova hezky k nésobeni, mizeme
tuhle nerovnost vydélit |[N(3)| a ekvivalentné upravit na

@
N <f - 'y)‘ <1
‘ B
Chceme tedy, aby v byla ,,blizko“ %, tak ji podobné, jako kdyz jsme dokazovali eukleidovskost Z[i],

[e3

polozime jako zaokrouhleni 3. Vydélme tedy % =1z +yv2 € Q(v/2) a zvolme xq a yo jako ta celd
éisla, ktera jsou nejbliz k (racionalnim) ¢islim z a y. To zaruéi, Ze |z — xo| i |y — yo| jsou nanejvys
%, takze kdyz zvolime v = g + yov/2, pak uz mame

N (5 =) = [N (@ = 200+ = 00VE) | = [0 20)? 200 - w0)?| <

<o w0l +2ly —yol? < T +2- %
- — 4 4 4
Béhem predchozi tpravy jsme pouzili tzv. trojiuhelnikovou nerovnost. Kdyz vysetfujeme vyraz tvaru
|A+ B|, tak mohou A, B mit opa¢na znaménka a navzijem se vyruSovat, anebo mohou mit stejné
znaménko a tahnout za jeden provaz. Kdyz tedy ddme do absolutnich hodnot A a B kazdé zvlast,
tak jenom zarucime, ze tdhnou za jeden provaz, takze celkovou hodnotu vyrazu moznad o néco
zvysime, ale urcité nesnizime. V nasem piipadé bylo A = (x — z0)2, B = —2(y — yo)?2, takZe jsme
absolutni hodnotu rozdilu odhadli souctem.

V souhrnu jsme tak skuteéné ukazali, ze dovedeme zvolit v tak, aby déleni se zbytkem fungovalo,
takze Z[v/2] je eukleidovsky obor.

Cviéeni 7. Dokaz, ze Z[v/3] je eukleidovsky obor.
Uloha 1. Dokaz, ze Z[/7] je eukleidovsky obor.

Cviceni(*) 8. Necht d = 1 (mod 4) neni &tverec. Rozmysli si, ze {a—l—b- 1+2\/E ta,b e Z} je

mnozina uzaviena na nasobeni, a tvofi tak okruh.

Pellova? rovnice aneb jednotky v Z[v/d]

Pfi nasem prizkumu okruht Z[\/E} jsme dosud nezminili, jak v nich vypadaji jednotky. V nich
se totiz redlna kvadratickd ¢isla vyrazné lisi od téch komplexnich. Zatimco v Gaussovych celych
éislech Z[i] jsme méli Etyfi jednotky 1, ¢, —1 a —i a v Eisensteinovych &islech Z[w] Sest jednotek
+1, +w, +w?, v okruhu Z[v/d] budeme mit jednotek nekoneéné mnoho.

Nejprve nahlédnéme souvislost jednotek s normou.

Tvrzeni. Cislow € Z[/d] je jednotka pravé tehdy, kdyz |N(w)| = 1.

Diikaz. Necht je nejprve w jednotka. To znamena, ze existuje néjaké w’ € Z[v/d] takové, Ze ww’ = 1.
Vzetim norem pak N(w) - N(w') = 1. Mame tedy dvé celd ¢isla, jejichz souéin je 1, takZe jsou to
bud dvé jednicky, nebo dvé minus jednic¢ky. V obou piipadech vsak |[N(w)| = 1.

Naopak necht je N(w) = %1 neboli w-@ = +1. To znamend, Ze w déli £1, coz nehledé na
znaménko déli 1. Celkové tedy w | 1, takZe w je jednotka. U

Z tohoto plyne, ze mocnénim jednotky dostaneme zase jednotku. To neni nic nového, kdyz v Z[]
budeme brat mocniny ¢, dostaneme postupné vSechny C¢tyfi jednotky v tomto okruhu. V realnych
kvadratickych ¢islech vsak narazime na to, Ze se ndm toto mocnéni nemusi zacyklit. Jednotky

2John Pell (1611-1685), anglicky matematik, pfisel k ,,vlastnictvi“ Pellovy rovnice spise omylem:
jeji vyfeseni mu chybné pfipsal Leonhard Euler a stejné jako spousta jinych mylnych oznaceni se i
toto ujalo. Ve skuteénosti bylo feSeni Pellovy rovnice nalezeno uz o staleti dfive v Indii.
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v Z[\/d] jsou totiz redlna &isla, a kdyZ mocnime realné &islo w, tak budeme budto dostavat vétsi a
vétsi (pokud |w| > 1), anebo mensi a mensi (pokud |w| < 1) hodnoty. To ale znamenad, Ze to budou
navzajem ruzna ¢isla. Nekoneéné mnoho jednotek bychom tedy takovymto mocnénim nevyrobili
jen tehdy, kdybychom zacali s nééim, co ma absolutni hodnotu 0 (to jednotka nebude), anebo 1
(to mohou byt 1 a —1, coz jsou jednotky).

V souhrnu tedy: kdyz najdeme jednotku, kterd neni +1, pak uz z ni mocnénim vyrobime ne-
koneéné mnoho jednotek. Naptiklad v Z[v/2] mame N(1 + +/2) = —1, takZe je to jednotka, procez
jsou jednotkami i jeji mocniny

(14++v2)2 =3+2V2, (14+v2)3 =7+5V2, 1+V2)* =17+12v2  atak dile.

Nekone¢né mnoho jednotek by nam mohlo ¢init obtize, napfiklad kdybychom chtéli fesit néjakou
rovnici tvaru ab = ¢™. Kdyz vime, Ze a, b jsou nesoudélna, tak v gaussovkém oboru chceme vyvodit,
7ze 1 a, b musi samy byt n-té mocniny. Jenze tohle plati s jednim hackem — jsou to m-té mocniny
prendsobené jednotkami. Bez znalosti jednotek bychom tedy v Z[\/E] nemohli ani pouzit nastroje
z prvniho dilu.

Pojdme tedy hledat jednotky. Aby z + yv/d bylo jednotkou, mé jeho norma byt budto 1, nebo
—1. Prvni z téchto moznosti odpovida rovnici

ktera si svym vyznamem vyslouzila vlastni jméno. Rika se ji Pellova rovnice a jeji feseni odpovidaji
jednotkdm v Z[v/d] s normou 1 (jest& by mohly existovat jednotky s normou —1). Takto piefor-
mulovany problém hledani jednotek uz mizeme potkat ¢asto potkat v tlohach: mnohé diofantické
rovnice se daji vhodnou tpravou dostat do tvaru 22 — dy? = 1 a v tu chvili na né miizeme vrhnout
masinérii okruhu Z[\/&] a jeho jednotek, kterou si postupné rozkryjeme.

Dveé feseni Pellovy rovnice dovedeme zarucit vzdy: jsou jimi y = 0 a z = 1, resp. z = —1. To
odpovida tomu, ze 1 a —1 maji normu jedna, a jsou tak jednotkami, coz prili§ nepfekvapi. Protoze
jsou tato feSeni celkem nezajimava, nazyvame je trividlni. Obdobné taky fikdme, ze 1 a —1 jsou
trividlni jednotky v Z[v/d]. Obecné budeme v povidani o Pellové rovnici ztotoztiovat dvojici (z,)
a &islo z + yV/d, takze tieba klidné fekneme, Ze = + yv/d je FeSeni Pellovy rovnice.

Obecnéji se rovnicim z2 — dy? = ¢, kde c je né&jaké celé ¢islo, ¥ika ,rovnice Pellova typu“.
Specialné pro ¢ = —1, coz popisuje jednotky s normou —1, budeme této rovnici fikat ,zdporna

Pellova rovnice*.

Cviéeni 9. Jaka by byla feSeni Pellovy rovnice, kdybychom povolili, aby d = a2 byl étverec celého
éisla?

Za chvili si ukdzeme, ze vzdy existuji i néjaké dalsi, netrividlni jednotky. Zacneme ale tvrzenim
Ukazeme, ze vSechny jednotky se daji vyrobit z té ,nejmensi“. Nejprve si pofadné zadefinujme, co
tim presné budeme myslet. Budeme u toho predpokladat, ze viibec néjaké netrivialni jednotky exis-
tuji, avsak tento predpoklad se pozdéji ukdze byti automaticky splnén, nebot existenci netrivialni
jednotky budeme mit zarucenu vzdy, kdyz d neni ctverec.

Definice. Priedpoklidejme, ze v Z[\/E} existuji netrividlni jednotky. Fundamentdlni jednotkou
potom rozumime takovou jednotku z+1+/d, které ma kladné slozky, a navic je mezi vSemi takovymi
jednotkami hodnota z + yv/d jakozto realného Cisla nejmensi.

Nad touto definici se stoji zato poradné zarazit, jelikoz na prvni pohled neni ani zfejmé, ze
vzdy dava dobry smysl. Nékteré nekonec¢né mnoziny totiz mezi sebou zadny nejmensi prvek mit
nemusi: kdyz naptiklad vezmeme prevracené hodnoty pfirozenych cisel 1, %, %, i, é ..., pak mezi
nimi zadné nejmensi ¢islo nenajdeme, protoze pro kazdé % je %H jesté mensi. Mnozina jednotek
v Z[+/d] ptitom dost mozna nekone¢na bude, takze tady méme zavafeno na poradny problém.
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Podivejme se na definici geometricky. Cisla z+y+/d si pfedstavme jako celo&iselné body v roving,
to jest jako body s celo¢iselnymi soufadnicemi (z,y). Podminka z,y > 0 ¥ikd, Ze se divime jenom
na body nad osou z, napravo od osy y. Dale si vezméme néjakou netrivialni jednotku ¢ = zg+yoVd.
BUNO necht jsou xg, yo obé kladna — vzdy miizeme namisto € vzit —e, coz obrati znaménka obou
slozek, ¢i €, coz obrati znaménko yo (anebo —& obréati znaménko z¢). Kdyz takto méame jednu
zvolenou jednotku, pak uz tu nejmensi, pokud tedy existuje jedna nejmensi, stac¢i hledat mezi témi,
které jsou mensi nez e. K podmince z,y > 0 nam tak pfibude = + yvd < e. Rovnice = + yvd = ¢
piestavuje néjakou piimku se zdpornym sklonem a nerovnost x+y+v/d < e povoluje jenom body pod
touto pfimkou. Dohromady tak podminky vymezi trojuhelnik (jeho odvésny do néj nezahrnujeme,
zatimco pfeponu obsahujici € uz ano).

V ném je jakozto v omezené mnoziné jen kone¢né mnoho celociselnych bodd, coz odpovida konecné
mnoha prvkim Z[\/E] Z téch si vybereme ty, které jsou jednotkami, a vezmeme uz bez problému
minimum z kone¢né mnoha ¢&isel (urcité v trojuhelniku méme jednotku e, takze nebereme minimum
z prazdné mnoziny). Nejmensi jednotka v trojuhelniku bude zaroven také mensi nez ostatni jednotky
mimo trojuhelnik, ale stale nad osou z a napravo od osy y, takze to celkové bude fundamentalni
jednotka, kterou hleddme. Tim je rozmysleno, ze definice fundamentalni jednotky davéa smysl.

S fundamentalni jednotkou fadné zadefinovanou si uz dokazeme, Ze z ni dovedeme vyrobit
vSechny ostatni.
Véta. Necht v Z[Vd] existuji netrividlni jednotky a w je fundamentélni jednotka. Potom se kazd4
jednotka da zapsat jako £w"™ pro néjaké n € Z.

Pred dikazem samotné véty si vyrobime drobné lemma.
Lemma. Pro jednotku x + yv/d plati ,y > 0 pravé tehdy, kdyz = + yv/d > 1.

Dikaz lemmatu. Jedna implikace je zfejma: pokud x,y > 0, znamend to =,y > 1, takze i
z+yVd>z>1,

nebot v/d je kladné ¢&islo. Nadale tedy naopak predpokladejme, ze = + yv/d je jednotka v&tsi nez 1,
a vyvodme z,y > 0.
Rovnice z 4+ yv/d = 1 uréuje v roviné piimku ¢, ktera protina osu & v bodé (1,0) a osu y v bodé

(0, %), takZe nerovnost x 4+ yv/d > 1 uréuje polorovinu nad p¥imkou t. Tim, Ze &islo  + yvd

je vétsi nez 1, musi i jeho absolutni hodnota byt vétsi nez 1. Také predpokladame, ze = + yvd je
jednotka, coz je ekvivalentni s |x2 — dy2| = 1. To upravime na

1=|a? —dy?| = |z +yVd| |z —yVd| > 1|z —yVd|,
6



takze |z — y\/g| < 1 neboli —1 < z — yv/d < 1. P¥imka & — yv/d = 1 je jenom piimka t pFevracena
podle osy z, zatimco z — yv/d = —1 je t prevracena podle osy y.

Jednotka, kterad je vétsi nez 1, tedy musi odpovidat bodu v poloroviné nad t a zaroven v pruhu
mezi rovnobé&zkami ¢ — yv/d = +1. Z obrazku je ale vidét, ze cela tato oblast lezi nad osou z a
napravo od osy y, takZe x,y > 0. |

Dikaz véty. Jelikoz je w fundamentalni jednotka, mame |[N(w)| = 1. Vzhledem k ww = +£1 je
w = dw™!, takze i w™! je prvek Z[\/g], a tedy jednotka. Mocnénim jednotky dostaneme opét
jednotku, nebot

IN(W™")| = IN(W)[" =1" =1,

takze vSechny +w™ budou jednotky. Povolujeme pfitom i zaporné n, protoze z definice jednotky
w | 1, takze w—! € Z[V/d]. Zbyva tak dokazat, ze zadné dalsi jednotky neexistuji.

Necht pro spor néjaka jednotka € nejde vyjadiit ve tvaru +w™. BUNO necht mé e obé slozky
kladné — kdyby nemélo, vzali bychom namisto néj —e, € nebo —&. Potom podle lemmatu ¢ > 1.
Stejné tak w > 1, takze mizeme interval (1,c0) rozdélit na mensi intervaly pomoci posloupnosti
ésel 1 = w9, wt,w?,... Predpokladdme, ze se € zadnému z nich nerovna, takze lezi ostie mezi
nékterymi dvéma. To dava nerovnosti

Wt <e <ttt

—-n

pro néjaké n. VSe prenasobime w™", ¢imz dostaneme

l<ew " <w.

Cislo ew™™ je zase jednotka v Z[\/&}, protoze je to jenom soucin dvou jednotek. Také je to jednotka
vétsi nez 1, takze podle lemmatu ma obé slozky kladné. Pfitom je ale mensi nez w. To je spor s tim,
%e w ma byt fundamentalni, tedy ,nejmensi“ jednotka. Uspésné jsme vyvodili spor, takze takové
€, které by se nedalo vyjadrit jako +w™, neexistuje. O

Poznamka. Z lemmatu, které jsme pouzili v diikazu véty, nam také plyne, jak bude +w™ vypadat
v zavislosti na znaménku n a znaménku +. Pfedevsim jednotky s obéma slozkami kladnymi budou
vzdy odpovidat w™ pro prirozend m. Pro zapornd n uz bude situace zaviset na normé w, pro
N(w) = 1 bude w™! = @, zatimco pro N(w) = —1 plati w™! = —@. Znaménko minus pak jenom
obé slozky obrati.

Definice. Piedpokladejme, ze Pellova rovnice pro néjaké d mé netrivialni feSeni. Fundamentdlnim
feSenim potom rozumime takové feeni x + yv/d, které ma z,y > 0 a navic je mezi vSemi takovymi
fefenimi hodnota x + yv/d jakozto redlného Eisla nejmensi.
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Fundamentalni feseni Pellovy rovnice tak plni stejnou roli jako fundamentalni jednotka, jenom
jsme se omerzili pouze na ty jednotky, které maji normu 1. Nepiekvapi tedy, ze stejné jako vSechny
jednotky lze vyrobit z té fundamentalni, tak i vSechna feseni Pellovy rovnice jde vyrobit z toho
fundamentalniho.

Necht je w fundamentélni jednotka a w1 fundamentélni feseni Pellovy rovnice. Kdyby N(w) =1,
pak uz to znamend, ze vSechny jednotky maji normu 1, zddné jednotky s normou —1 neexistuji a
jednotkami jsou praveé reseni Pellovy rovnice. Potom je tedy w = wy.

Kdyby naopak N(w) = —1, pak potom stejné N(w?) = 1. Kdyby nyni w1 # w?, byl by to spor,
protoze jakozto jednotka musi wi byt rovno né&jakému w”, a kdyby n > 2, pak by w? bylo mensi
feSeni Pellovy rovnice nez wi. V tomto pfipadé je také kazdé reseni Pellovy rovnice rovno fwi'.
Musi se totiz jednat o jednotku, takze lze vyjadfit jako £w™. Jeho norma vsak ma byt 1, takze
1= N(&w™) = (—1)™, coz znamend, Ze m je sudé neboli m = 2n, takie +w™ = Fw?” = Lw}.
Naopak mocniny +w? pro liché £ budou mit normu (—1)¢ = —1. Shriime:

Véta. Necht je w fundament4lni jednotka a w1 fundamentalni Feseni Pellovy rovnice. Potom:
(i) Pokud N(w) =1, pak je w1 = w a jednotky s normou —1 neexistuji.
(i) Pokud N(w) = —1, pak w1 = w?. Vsechny jednotky jsou tvaru £w", pfi¢emz pro sudé n
se jedna o feseni Pellovy rovnice, zatimco pro licha n o jednotky s normou —1.
V obou pripadech jsou feSenimi Pellovy rovnice pravé vsechna +wfy pron € Z.
Ptiklad. V Z[V/5] je fundamentalnim fesenim Pellovy rovnice 94 41/5. Fundamentalni jednotkou
je viak 2 + /5 a plati 9 + 4v/5 = (2 + V/5)2.
Uloha 2. Dokaz, Ze zaporna Pellova rovnice z2 — 34y? = —1 nema celo¢iselné feseni.

Nabizi se jesté otazka, jak fundamentdlni jednotku ¢i fundamentalni feSeni Pellovy rovnice
najit. Zde vSak trochu zklameme: v seridlu se nebudeme zabyvat® &imkoliv lepsim, ne# Ze prosté
vyzkousime néjaka mala y a budeme doufat, ze dy?41 bude néjaky &tverec z2. Pokud timto najdeme
néjakou jednotku, pak uz skuteéné najdeme tu nejmensi, nebot fundamentélni jednotka m+y\/a ma
mezi jednotkami s x,y > 0 zaroven i nejmensi z a nejmensi y. Pfi hledani fundamentalni jednotky

timto zpusobem je vsak tfeba nemit smtlu, nebot i pro nékterd mald d mtze byt fundamentalni
jednotka velika: napfiklad pro d = 61 je fundamentdlni jednotkou 29718 4+ 3805/61.

Cviceni 10. Pro n&které specialni tvary d si lze né&jaké feSeni Pellovy rovnice hned tipnout. Najdi
néjaky predpis pro = a y zavisly na a, tak aby = + yv/d bylo FeSeni Pellovy rovnice pro

(i) d=a% -1, (ii) d =a® -2, (iii) d = a? + 2, (iv) d = a2 + 1.

Pellova rovnice a feSeni diofantickych rovnic
Priklad. Najdi vSechny dvojice pfirozenych ¢isel n < m takové, ze

1424+ +n=mn+1)+n+2)+---+m.
Reseni. Pouzijeme vzorec 1+ ---+n = n(n+1)  Na obs strany pficteme 1+ - -+ n, ¢imz rovnici

2
n(n+1) _
=

upravime do tvaru 2 - w Obé strany vynasobime osmi a potom pfeuspordddme na

(4m? +4m +1)+1=2(4n’ +4n +1)

neboli (2m + 1)2 — 2(2n + 1)2 = —1. Substituci = 2m + 1, y = 2n + 1 je toto zaporna Pellova
rovnice v Z[ﬁ], kde je fundamentalni jednotkou w = 1+ /2. Ta m4 normu —1, takze budeme brat

3Pokud by ses chtél(a) dozvédét o tom, jak hledat feseni Pellovy rovnice pomoci fetézovych
zlomkil, odkdzeme T¢ na tento piispévek: |https://prase.cz/library/PellADL/PellADL.pdf.
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jeji liché mocniny. Zaroven chceme, aby n, m byla pfirozend, takze uréité x,y > 0, procez muzeme
brat jenom x + yv/2 = w’ pro kladna licha £. Jelikoz n, m > 1, tak v8ak dokonce z,y > 3, coZ pro
¢ = 1 nedostaneme, uvazujeme tedy dokonce jenom lichd ¢ > 3 (pro { = 3 mdme z = 7, y = 5,
takZe uz jsme v suchu). Zaroven také musime splnit, ze z, y jsou licha. To je ale splnéno pro kazdé
feSeni zdporné Pellovy rovnice 22 — 2y2 = —1. Kdy% se na ni podivame modulo 2, pak uvidime, ze
x je liché. Potom 22 = 1 (mod 4), takze uz 2y?> = —2 = 2 (mod 4), coz by pro sudé y neplatilo,
takze y je také liché.

V souhrnu jsme ukazali, ze validni feSeni dostaneme pravé pro kazdé liché ¢ > 3. Kdyz tedy

jeSté zapiseme £ = 2k + 1 pro pfirozené k, pak uz skrze m = 17—17 n= y2;1 dopocitame
1 (wl + (w)l 1) (1 + \/5)2k+1 + (1 _ \/§)2k+1 —9
m = — - = ,
2 2 4

1 wé _ (w)ﬁ ) (1 4 ﬁ)Qk-&-l _ (1 _ \/i)2k+1 —9
n=—-|——"— — = .

2 22 4

Reseni obnaselo spoustu drobnych technickych detailti, ale zakladni myslenka je jednoduchéd —
pfevést na Pellovu rovnici, vzit mocniny fundamentalni jednotky (¢i fundamentalniho FeSeni) a
rozmyslet, které z nich davaji smysluplnd feSeni puvodni tlohy. Také si muzeme vSimnout toho,
co se obvykle stane, kdyz néco vytresime Pellovou rovnici: dostaneme predpis, ktery vypada dost
slozité (vyrédbime celé ¢islo pomoci mocnéni néjakych vyrazi s odmocninami), a na prvni pohled
neni vidét, co se v ném déje, ale pfesto ndm umoznuje vSechna feSeni popsat a dosazenim néjakého
¢ si jakékoliv z nich spoditat.

Cvideni 11. Res v celych &islech rovnici 22 + y2? — 1 = 4xy.

Cviéeni 12. Najdi t¥eti nejmensi ptirozené ¢&islo m, pro néz je @ &tverec.

Priklad. Dokaz, ze kdyz je m = 24/12n2 + 1 + 2 celé ¢&islo pro néjaké n € N, pak uz je m tverec
celého Ccisla.

Reseni. Aby m bylo celé, tak musi vyraz pod odmocninou byt étverec, takze mame 12n2 +1 = 22
pro né&jaké = € N (urcit& 12n2 + 1 > 0). To je jenom pieusporddana Pellova rovnice x2 — 12n2 = 1.
Fundamentalni feseni Pellovy rovnice pro d = 12 je w = 7+ 2v/12 a x 4+ nv/12 je také n&jaké feseni,
takze x 4+ ny/12 = +w* pro néjaké k € Z. Vime ale, Ze = i n jsou pfirozend, tedy kladna, takze
v predchozim vyjadfeni bude urcité + = 4 a exponent k£ bude kladny.
wPt@* _ ok gk
2 - 2

Ze vzorce pro racionalni slozku nyni vyjadfime = =
fime

, nasledné pak vyjad-

m=2r+2=wF+24+wk.

Kdyz se pohybujeme kolem Pellovy rovnice, tak takovyto vyraz zpravidla nema daleko k tomu, aby
byl ¢tvercem, nebot 2 = 2w§w_§. Potiebovali bychom tudiz, aby w* a w™* byly ¢tverce néjakych
A, B, nebot potom uz budeme moci vyjadiit m jako (A + B)2. Tady v$ak vyuzijeme toho, ze okruh
Z[V/12] lezi uvnitt Z[v/3], jelikoz v/12 = 2v/3. Piitom v Z[v/3] mame i jednotky, které v Z[v/12]
nelezi. Jmenovité wg = 2 + /3 spliiuje w = wg. Z toho uz dostaneme

k 2

m=wk +2+w P =0k 4 2. 08w g = (W +wg )2

Zde jesté neni vyhrano — co kdyby vyraz uvniti zévorky nebyl celé ¢islo? Byti étvercem v Z[v/3] a
byti étvercem v Z totiz neni totéz — viz tfeba 3 = (v/3)2. Toto dofesime nasledovné: wf ma v Z[v/3]
normu 1, takze wq k= (wlg)A Cislo wlg +wy k je tak jenom dvojnasobek racionalni slozky w(’)“, COZ
je urcité celé ¢islo, a m je tak ¢tvercem v Z, jak jsme chtéli.

Cviceni 13. Cislo m = 2 + 21/28n2 + 1 je celé pro n&jaké n € N. Dokaz, ze m je &tverec celého

¢isla.



Uloha 3. Je déno piirozené ¢&islo n takové, ze n? lze vyjadiit jako rozdil dvou po sobé jdoucich
tfetich mocnin. Dokaz, ze 2n — 1 je Ctverec.

Uloha 4. (tézsi) Dokaz, 7e existuji rostouci nekoneéné posloupnosti {an}, {bn} pfirozenych &isel
takové, Ze an(an + 1) | b2 + 1 pro kazdé n.

Existence netrivialni jednotky*

Nastal ¢as splnit ten velky rest, ktery nam doposud zistéaval — dokdzeme, Ze vzdy kdyz je d ptirozené
a neni to ¢tverec, ma Pellova rovnice 22 —dy? = 1 netrivialni feseni. Tento diikaz je trochu naroény,
takze pokud se zaseknes, neboj se tento oddil preskocit a vratit se k nému pozdéji.

Béhem dukazu na nékolika mistech pouzijeme Dirichlettiv? princip®. To také zpisobi, Ze nam
tento dikaz neda zadny dobry algoritmus na to, jak netrivialni feSeni Pellovy rovnice najit — jenom
dokazeme, ze existuje.

Tvrzeni. (Dirichlettv princip) Kdyz rozdélime n + 1 pfedmétu do n piihrddek, pak v alespon
jedné prihradce skonci alespon dva predméty.

Jak to tak nékdy v matematice byva, i takto zfejmé a jednoduché tvrzeni dovede byt silnym na-

strojem a dokazat velké véci — mala ochutnavka prijde jiz za chvili. Kromé obyc¢ejného Dirichletova
principu mame jesté jeho nekonecnou odriadu.

Tvrzeni. (nekoneény Dirichletuv princip) KdyZ rozdélime nekoneéné mnoho piedméti do ko-
nec¢né mnoha prihradek, pak v alespor jedné piihradce skonci nekonecné mnoho predméti.

S touto vyzbroji se jiz mtizeme vrhnout na Pellovu rovnici. Pfiblizime se k ni postupné: zacneme
tim, jak se da V/d aproximovat pomoci raciondlnich &sel. Intuice, proé by toto mohlo souviset

2
s Pellovou rovnici je néasledovna: kdyz rovnici 22 — dy?> = 1 upravime na d = 3—2 + y%, pak si
muzeme Fict, ze y% bude typicky néco dost malého, takze to muzeme zahodit. Potom nam zbude

d=~ % neboli Vd ~ % To znamend, 7e kdy? je & + yv/d feSeni Pellovy rovnice, pak zlomek % lezi
dost blizko v/d.

Véta. (Dirichletova o diofantickych aproximacich) Necht je ddno redlné ¢islo o a pFirozené N.
Potom existuje g € {1,..., N} a celé ¢islo p tak, Ze |qa — p| < %

Dikaz. Pijdeme na to postupné. Pro kazdé k € {1,..., N} se podivejme na redlné éislo ka a
zvolme celé ¢islo py, jako |ka |, tedy nejvétsi celé ¢islo, které nepfevysuje ka. Potom budou ka — py
zbylé necelé Casti z ko, takze budou vSechny lezet nékde v intervalu (0,1). Tenhle interval si

rozfezeme na N prihradek délky %, tedy na intervaly <%, %) proj=0,1,...,N — 1.

L A E54 N1
0 N & + = 1

r——————— 00— 0—0

Nejprve kouknéme na prihradku <07 %) Kdyby v ni lezelo n€jaké ka — pi, pak by to znamenalo
[ka — pi| < %, takze staci zvolit ¢ = k, p = pr a mame vyhrano. Nadale tedy predpokladejme, ze
v prihradce (0, &) #4dné z nasich &isel nelezi. Potom jsme ale do zbyljch N — 1 piihradek museli
rozmistit N predméta ka — py, takze z Dirichletova principu v nékterém <%, %) skoncily dvé
¢isla k1o — pg,, koo — pi,, BUNO k1 < ko. Jelikoz ale tato ¢isla lezi uvniti intervalu délky %,

4Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), ndmecky matematik, ma kromé principu se svym
jménem spojeny hned tfi dulezité véty v teorii Cisel — jednu z nich si zde dokazeme.
5Té7 znamy jako princip holubniku.
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ktery neobsahuje svij pravy koncovy bod, tak jejich vzdélenost od sebe musi byt ostie mensi nez
%. Kdyz tedy zvolime q = k2 — k1 a p = pg, — pg,, dostaneme

1
N > [(k2er = piy) = (kra = piey )| = | (k2 — k1) = (g = Piy )| = lae =,
jak jsme chtéli. Pfitom g je rozdil dvou pfirozenych &isel (vét$i minus mensi) z mnoziny {1,..., N},
takze samo musi taky lezet nékde v této mnoziné. Tim jsme splnili vie, co g a p méla spliovat. [
Dusledek. Necht je « iraciondlni. Potom existuje nekonec¢né mnoho dvojic p, q takovych, Ze
1

o= 2] <
Dikaz. Pouzijeme Dirichletovu vétu. Kdyz plati |ga — p| < % a zaroven q € {1,..., N}, takze
q < N neboli % < %, z ¢ehoz ’a — g‘ < q% < q% Kazda dvojice, kterou dostaneme z Dirichletovy
véty, tak vyhovuje dusledku.

Uz tedy jenom potiebujeme téchto dvojic vyrobit nekoneéné mnoho. Zac¢néme tim, ze si pro
Ni = 1 vyrobime néjakou dvojici p1, q1. Jelikoz predpokladame, 29 a je iracionélni, tak plati
. Pro tohle N>

pak pouzijeme Dirichletovu vétu, coz ndm da néjakou dvojici p2, g2. Vzhledem k volbé N bude
platit

)a — q—) # 0, takze mizeme zvolit néjaké Nz dost velké na to, aby -

P2
q2

1 1
‘a_ <7<‘ p1

g2N2 = Na

Zlomek p—2 tedy aproximuje « ostie lépe nez Z—l, takZe to nemohou byt stejné zlomky, a ani tedy

stejné dVOche ¢isel. Takto postupujeme stale dal: vzdy zvolime Njy; tak, aby —— < ‘a — %

touto volbou N1 vyrobime dalsi dvojici pjy1, ¢j+1. Kazdy dalsi zlomek bude lezet bliz k a nez

,a
ten predchozi, takZze budou vsechny tyto dvojice p, ¢ navzdjem ruzné a vyrobime jich tak nekonec¢né

mnoho. O

Diisledek véty nyni pouzijeme pro a = v/d. To bude fungovat, nebot predpokladame, ze d neni
Ctverec, a uz vime, ze potom je V/d iracionalni.

Lemma. (prvni) Kdyz - %‘ < q%, pak |N(p + ¢vd)| < 2v/d + 1.

Diikaz. Ozna¢me si f = —p + ¢v/d, potom chceme dokézat |N(3)| < 2v/d+ 1 (obraceni znaménka
u p oproti znéni lemmatu nemd na normu vliv). Dale médme pfedpoklad 3] = ¢ - ’\/3 — %) < %.

Chceme odhadnout vyraz |38|, takze jesté chceme omezit §. K tomu pouzijeme trojihelnikovou
nerovnost na

_ 1
1Bl =|—p—qVdl =|—2¢Vd+ (—p+qVd)| < | — 2qVd| + | — p + ¢Vd| <2qx/E+5.

Nésledné uz mame |N(B)| = |8| - 18] < % . (2(1\/3-!— é) = 2\[—&— < 2v/d 4+ 1, jak jsme chtéli. [

Lemma. (druhé) Necht je k # 0 celé ¢islo. Potom pokud N(a +bVd) = N(z + yVd) =
z+yVd
+

zaroven modulo k plati a = x a b = y, pak uz je atbva feseni Pellovy rovnice.

Dikaz. Lemma v podstaté fika dvé neziejmé véci: podil I+y§ je prvek Z[f] a zaroven ma

normu 1. To, Ze bude mit normu 1 je zjevné — multiplikativitou normy mame

<:c+y\/a> _ N@+yvd) k&

e bvd) " Natbvd kD
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Zbyva se tedy zaméfit na to, aby zkoumany podil byl prvek Z[\/&] Nu, zkusme prosté primocate
vydélit s pomoci sdruzeného ¢isla. Dostaneme

z4+yvd  (z+yVd)(a—bv/d)  (za—byd)+ (ya — zb)Vd
a+b/d (a+b/d)(a—bVd) a2 — db2 ’

Jmenovatel je nyni norma a + bv/d, coz je k. Modulo k pak pro slozky &itatele plati
za—byd=a-a—b-bd=k=0 (mod k), ya—xzb=b-a—a-b=0 (mod k).

To znadi, ze k d&li obé slozky d&itatele, takze mebyd + Wszbx/a € Z[Vd], jak jsme chtéli. O
Mame jiz vSechny potfebné ingredience, zbyva uz je jen nahazet do hrnce.
Véta. Kdyz pfirozené d neni étverec, pak ma Pellova rovnice x? — dy? = 1 netrividlni Fesen.

Dikaz. Budeme postupovat takto: sezeneme si hromadu prvka Z[\/a} se stejnou normou k, které
navic maji stejné slozky modulo k. Z téch ndm potom druhé lemma vyrobi spoustu jednotek. Na
to, abychom takovou hromadku prvku nasli, pouzijeme dutsledek Dirichletovy véty, prvni lemma a
nekone¢ny Dirichletiv princip.

Z dusledku Dirichletovy véty méame hromadku nekoneéné mnoha dvojic p, ¢ takovych, ze
)\/3 — 5‘ < q%. Dale podle prvniho lemmatu kazd4 takova dvojice splituje N (p + q\/g) < 2Vd+1.

Pfitom je ale tato norma celé ¢islo. Mame tedy nekonec¢nou hromadku cisel p + gV/d, z nichz kazdé
si vybere jedno z koneéné mnoha celych &isel s absolutni hodnotou mensi nez 2v/d + 1. Takovych
Cisel je jen konecné mnoho, takze podle nekone¢ného Dirichletova principu pro néjaké celé cislo k,
|k| < 2v/d + 1 ma nekoneéné mnoho z nagich &isel p + gv/d normu k.

Dale chceme z této (stéle nekoneéné) hromadky ¢isel vybrat takova, aby vSechny raciondlni
slozky déavaly stejny zbytek modulo k i vSechny iraciondlni slozky davaly stejny zbytek modulo k.
Cislu p + ¢V/d tak prosté ptitadme dvojici zbytka (p mod k,q mod k). To je n&jakéa dvojice prvki
Zs, a téch je |Zy|? = k2, coz je kone¢nd mnoho. Opé&tovnym pouzitim nekone¢ného Dirichletova
principu tak musi byt nékteré dvojici zbytkt pfifazeno nekonec¢né mnoho z nasich cisel p + qVd.

Maéame tedy nekoneénou hromadku ¢isel, na které miazeme vrhnout druhé lemma. To nam vyrobi
velikou spoustu jednotek v Z[\/E] Presnéji, zvolme pevné jedno a+ bv/d z nasi vysledné hromadky.
Potom muizeme za x + yv/d volit postupné viechna ostatni &sla z hromadky a vzdy dostaneme
z+yvd
a+bvVd
a+ bV/d je stale stejné, budou takto ziskané jednotky navzajem rtzné. Timto tedy vyrobime neko-
ne¢né mnoho ruznych jednotek s normou 1 v Z[\/&] Pritom ale trividlni jednotky existuji jen dvé
(1 a —1), takze takto uré¢ité vyrobime alespoii jedno (resp. dokonce nekoneéné mnoho) netrivialni
feSeni Pellovy rovnice. Tim je dukaz hotov.

jednotku s normou 1. Navic diky tomu, Ze jednotliva = +y+/d jsou navzajem rizna, zatimco

Cvi¢eni(*) 14. Nechf je p =1 (mod 4) prvoéislo. Potom z&porné Pellova rovnice 22 —py? = —1
mé FeSeni.

Uloha 5. Necht je z + yv/d fundamentélni jednotka v Z[v/d]. Dokaz, #e pro kazdé q € N existuje
n € N takové, ze &islo a 4 bv/d = (x + yv/d)™ splituje q | b.

Pellova rovnice a délitelnost

Na zavér naseho povidani o realnych kvadratickych okruzich a Pellové rovnici se podivame na to,
co se déje, kdyZ pFi mocnéni néjakého = +y+v/d chceme roznasobit a spoéitat racionalni a iracionalni
slozku. Toto jsme dosud pfi vyjadfovani jednotek ve tvaru +w™ taktné obchazeli, avsak ukazuje
se, ze kdyz trochu nahlédneme pod poklicku, ziskdme uziteéné informace o délitelnosti v situacich
kolem Pellovy rovnice a jednotek v Z[v/d].
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Na to si nejprve pofridime néstroj na rozndsobeni mocniny soué¢tu (A + B)™, pfitom pro nas
A, B budou libovolné prvky v néjakém komutativnim okruhu R a n bude pfirozené c¢islo. Kdyz
rozepiseme

(A+B)"=(A+B)-(A+B)---(A+B)

n-krat

a budeme roznasobovat, ur¢ité dostaneme néjaky vyraz s ¢leny tvaru A®BP. Kazdy takovy ¢&len
pfitom vznikne tak, Ze si postupné z kazdé z n zavorek vybereme budto A, nebo B a vyndsobime
dohromady, co jsme dostali. Tim padem mohou vzniknout jen ty &leny A%BP, v nichZ jsou a,b €
{0,1,...,n} a zéroven a + b = n, takze budeme mit jen cleny ve tvaru A~ *BF.

Kolik celkem takovych &lentt A”~* B¥ dostaneme? Kazdy vznikne z toho, e si p¥i roznasobovani
v k zavorkéch vybereme B, zatimco ve zbylych vybereme A. Koeficient u A" % B¥ ve vysledném
roznasobeni mocniny tak musi byt roven poctu zptsobt, jak si mezi n nerozlisitelnymi predméty
(zédvorkami (A+ B)) zvolit k z nich (ty, z nichZ vezmeme B a nikoliv A). Takovyto pocet se v rtiznych
oblastech matematiky vyskytuje celkem ¢asto, proto pro néj mame znaceni

n

k b
¢emuz fikdme kombinacni ¢islo a ¢teme jej ,n nad k“. Kombinac¢ni ¢isla spliiuji spoustu krasnych
kombinatorickych identit a vztaht, my je vsak nebudeme potiebovat — postacime si pouze s definici

,kolika zpusoby lze mezi n nerozliSitelnymi predméty zvolit k z nich“.
Nahlédli jsme tedy nasledujici:

Véta. (binomickd) V libovolném komutativnim okruhu plati

(A+B)n:(n)An+<n>An_lB+"'+(n)A"_kBkerJr( " )AB”_1+<H>BTL.
0 1 k n—1 n

My zde binomickou vétu pouzijeme na rozepsani (z +yv/d)". Kdyz nas bude zajimat racionalni
a iracionalni slozka vysledku, prosté posbirdme ty ¢leny, ve kterych se v/d umocnilo na racionalni
Cislo, a ty, kde zustalo iracionalni V.

Tvrzeni. Necht v Z[/d] plati rovnost a+bvd = (x +y\/d)", piicems n je p¥irozené cislo. Potom
y | b. Pokud je n sudé, pak dokonce xy | b, zatimco kdyz je n liché, pak z | a.

Dikaz. RozepiSme podle binomické véty
n
Kdy# budeme prochazet ¢leny zleva doprava, tak kazdy druhy dostane v/d v mocniné s lichym

2k
exponentem, takze bude iracionélni, zatimco zbylé budou mit (\/&) , z ¢ehoz ndm vyjde racionélni

&islo. Mé-li tedy byt a 4+ bv/d = (x + yv/d)™, mizeme posbirat

a= (z) g + <;L> zn72y2d + <Z> xn74y4d2 Hoee,

bVd = (T) " yVd + <Z> a"3yPdvd +o

Kdy# u bv/d pokratime viechny v/d, dostaneme dvé rovnosti v celych ¢islech, jelikoz viechna (Z)

jsou celd. Diilezité je, ze nevime piesn€, jakym cClenem kterd rovnost konci — pro liché n je (y\/E)"
iracionélni, takze se pfipocte do bv/d, zatimco pro sudé je racionalni, a pribude tak k a.
13



Pro b je jedna véc jistd — prvni ¢len v

=) (e

je nasobkem y, a kdyz pokracujeme zleva doprava k dalsimu ¢lenu, exponent u y se jenom zvysi,
takze vSechny jednotlivé ¢leny napravo budou nasobky y nehledé na to, jakym ¢lenem koncime.

—2
Timto poslednim ¢lenem by mohl byt <n7_11> xy"fldn2 , ten do b pribude pro sudé n. Kdyby
tomu tak bylo, pak i ¢len nejvice napravo, tedy s nejmensim exponentem u z, byl nasobkem zy.
Kdyz potom budeme prochéazet ¢leny smérem doleva, budeme zmensovat exponent u y a zvétSovat

n n—1

ten u z, az skon¢ime u ¢lenu <1> x y, ktery je stale délitelny zy. To znamend, ze vSechny cleny

budou nasobky xy, takze i zy | b.
n—1
Kdyz bude naopak n liché, pak bude c¢len (nil) 2y" " 'd 2 (zménil se exponent u d, jeliko#
v a jsme nekratili \/&) poslednim ¢lenem ve vyjadieni a. To ale znamend, Ze jsem cestou zleva

doprava $li od ¢lenu s 2™ az do ¢lenu s xy™~ !, takZe vSechny byly nasobky x. To znamena, ze
v tomto pfipadé z | a, jak jsme chtéli. O

Cviéeni(!) 15. Necht je x4 yov/d fundamentélni jednotka. Potom pro kazdou jednotku z +y+v/d
plati zoyo | xy. Totéz plati, kdyz namisto jednotek uvazime feseni Pellovy rovnice.

Cvideni 16. Pokud cela ¢&isla z, y splituji 22 — 37y? = 1, pak 876 | zy.

Piiklad. Je déno prirozené ¢islo n takové, ze 3n+ 11 4n+ 1 jsou ¢tverce. Dokaz, ze n je nasobek
sedmi.

Reseni. Ozna¢me si a® =3n+1, b2 = 4n + 1 a BUNO a,b > 0. Jakmile budeme néco védét o a,
b, pak dopoéteme n = b? — a? = (b — a)(a + b). Také dovedeme odecist takové nasobky a?, b2,
abychom vyrusili n, konkrétné

4a® — 30 = 1.

Chceme tedy, aby 2a + by/3 bylo feseni Pellovy rovnice pro d = 3. V Z[v/3] je fundamentalnim
fefenim w = 2 + /3, takZe budeme mit 2a + bv/3 = w* pro n&jaké k € N (chceme a,b > 0,
takze pred w® nemusime uvazovat +). Ozna¢me = + yv/3 = w®. Potfebujeme, aby = vyslo sudé —
nahlédnéme, Ze to nastane pravé pro licha k. Jelikoz 2 je racionélni slozka w, tak podle tvrzeni pro
sudé k vyjde sudé y, zatimco pro licha k£ bude x sudé. Pritom z, y musi byt nesoud€lna, jelikoz
22 — 3y? = 1, takZe pro suda k je nutné z liché. To znadi, Ze v této tloze potiebujeme uvazovat jen
licha k.
Zapisme k = 2¢ — 1 pro néjaké £ € N. Plati w? = (2 + v/3)2 = 7 + 41/3. My chceme stran a
a b néco Fici o délitelnosti sedmi, takze pfitomnost 7 jako racionalni ¢asti w? mtize byt pondkud
navodna. Upravme
2a +bV3 = (2+ v3)%71,
(2a +bV3)(2+ V3) = 2+ V3)%,
(4a + 3b) + (2a 4 2b)V/3 = (7 + 4v/3)".

Pokud je ¢ sudé, pak podle tvrzeni bude 7 jakozto racionalni slozka na pravé strané délit 2a + 2b
jakozto iracionalni slozku na levé strané, takze 7 | a+b. Pokud bude ¢ naopak liché, pak 7 | 4a + 3b.
Jenze 4a+3b = 4a+3b—7b = 4(a—b) (mod 7), takZe toto znamena 7 | a—b. Diky n = (b—a)(a+b)
tak plati 7 | n nehledé na paritu £. Tim je tloha vyfeSena.

Uloha 6. Ukaz, ze v piedchozim piikladu plati i 8 | n, takze 56 | n.

Uloha 7. Je déno pfirozené &islo n takové, ze 2n +1 i 3n+ 1 jsou &tverce. Dokaz, Ze n je nasobek
Ctyriceti.
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Modulime, tentokrate obecné

V druhé poloviné tohoto dilu se podivame znovu a obecnéji na to, jak délit se zbytkem. V prvnim
dile jsme si ukazali, jak modulit v celych cislech, a nyni provedeme totéz v obecném okruhu.

Definice. Budiz R komutativni okruh. Pro a,b, m € R fekneme, Ze a je kongruentni s b modulo
m (znac¢ime a = b (mod m)), pokud m | a — b.

V této definici pouzivame zcela obecnou definici délitelnosti — zapis m | a — b znadi prosté to, ze
existuje ¢ € R spliujici a — b = ¢- m. Obdobné jako v celych ¢islech si dale ukdzeme, zZe moduleni
se chova hezky ke scitani i nasobeni.

Tvrzeni. Necht modulo m plati a = b a zdroveri ¢ = d. Potom plati i
a+c=b+d (modm) a ac =bd (mod m).

Dikaz. Z definice kongruence jsou a — b i ¢ — d nasobky m. Potom je ale nasobkem m i vyraz
(a=b)+(c—d)=(a+c)— (b+d), coz znamenad a + c = b+ d (mod m). Dale je i kazdy ndsobek
a — b a ¢ — d stale nasobkem m, takze

m | (a—b)c+blc—d) =ac—bc+bc—bd=ac—bd

neboli ac = bd (mod m). O

Cviceni 17. Moduleni se chova hezky ke séitani a nasobeni, ale k jinym operacim uz se hezky
chovat nemusi. Rozmysli, ze v Z[v/d] (pro kladna i zaporna d) obecné a = b (mod m) neimplikuje
@ =b (mod m). Pro m € Z uz to viak plati.

Diky tomu, ze se moduleni chova hezky ke s¢itani a nasobeni, miizeme v kongruencich provadét
upravy podobné jako v rovnicich, i kdyz tyto dpravy nemusi vzdy byt ekvivalentni. Mizeme také
yzapomenout®, presné s jakymi Cisly poc¢itdme — dilezity je jenom jejich zbytek po déleni m.

Definice. Budiz R okruh a m € R. Pro a € R mnozinu
amod m={a+axm:z € R}

nazyvame zbytkovou tridou prvku a modulo m. Mnozinu vSech zbytkovych t¥id modulo m zna¢ime

Vime, ze pfi poéitani (séitani a nasobeni) modulo m nezalezi na tom, ktery konkrétni prvek ze
zbytkové t¥idy si vezmeme, na coz miiZeme nahlizet tak, Ze pocitdme pfimo se zbytkovymi tFidami.
Nehledé na to, které a ze zbytkové tfidy ap mod m a b ze zbytkové tfidy bp mod m vezmeme,
soucet a 4+ b bude patfit do stejné zbytkové t¥idy. Analogicky plati totéz pro soucin ab.

Definice. Na mnoziné R/(m) definujeme s¢itani a nasobeni zbytkovych tfid pomoci
(a mod m) + (b mod m) = (a + b) mod m, (a mod m) - (b mod m) = ab mod m.

Mnozina R/(m) s témito operacemi tvofi okruh a okruhy tohoto tvaru nazyvame faktorokruhy.

Poznamka. V definici jsme disledné zapisovali zbytkovou t¥idu z okruhu R/(m) jako a mod m,

abychom ji odligili od prvku a z okruhu R. Bézné vsak budeme pocitani v R/(m) zapisovat jako

kongruence, takze misto (7 mod 5) - (—3 mod 5) = —21 mod 5 = 4 mod 5 zapiSeme jenom

7-(=3) = —21 = 4 (mod 5). Dulezitd je zména pohledu: 7 a —3 zde nejsou celd ¢isla 7 a —3,
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ale jejich zbytkové t¥idy modulo 5. Nebydli jiz v okruhu Z, ktery ma nekoneéné mnoho prvki, ale
v okruhu Z/(5), ktery ma jen pét prvku.

Priklad. Poéitani modulo m jsem jiz vidéli na celych éislech. Pro nenulové m € Z je Z/(m) jenom
jiny zapis pro Zy,. Tato mnozina ma |m| prvku, které mizeme reprezentovat ¢isly 0,1,...,m — 1.
Z prvniho dilu také vime, ze faktorokruh Z/(m) je oborem integrity, pravé kdyz je m prvocislo
nebo £1.

Priklad. Zbytkové tfidy modulo 0 jsou vzdy prosté jednoprvkové mnoziny a mod 0 = {a}, takze
faktorokruh R/(0) se chova uplné stejné jako ptvodni R.

Obecné mize mit faktorokruh R/(m) nekoneéné mnoho prvki i pro m # 0, nicméné okruhy,
se kterymi jsme doted pracovali, nam takto divoké faktorokruhy nedavaji. Priklady nekoneénych
faktorokruht vSak potkdme v pfistim dilu.

Cviceni 18. Rozmysli si, Zze kdyz je u € R jednotka, pak m& R/(u) jen jeden prvek (je to tedy
trivialni okruh).

P#iklad. Pro celé ¢islo m # 0 ma faktorokruh Z[v/d]/(m) piesné m? prvka. Tyto zbytkové tiidy
miizeme reprezentovat &isly a + bv/d pro a,b € {0,1,...,m —1}.

Priklad. Ukazme, ze faktorokruh Z[i]/(2 + ¢) ma pé&t prvka. Zaprvé 2+ | N(2 4 i) = 5, takze
sta¢i jenom uréit, které z prvka a + bi, a,b € {0, 1,2,3,4} jsou si kongruentni. Modulo 2 + i vSak
plati ¢ = —2, takze a+bi = a — 2b. Ale a — 2b je celé ¢islo, takze libovolny prvek Z[i] je modulo 2+ i
kongruentni néjakému celému c¢islu. Kazdéa zbytkova tfida modulo 2 + 7 se tedy da reprezentovat
jednim z &isel 0, 1, 2, 3, 4. Ta jsou v8ak navzdjem nekongruentni (sta¢i uvazit normu rozdilu), takze
Z[i])/(2 + i) mé pfesné pét prvki.

Uloha 8. Pro nenulové o € Z[V/d] (i pro zaporna d) mé faktorokruh Z[v/d]/(c) ptesné |N(a)|
prvki.

Kromé poctu prvkt R/(m) se mizeme zajimat i o vlastnosti tohoto faktorokruhu. Nésledujici
tvrzeni ndm bude oslim mustkem do dalsi kapitoly.

Tvrzeni. Necht p € R neni jednotka. Potom je faktorokruh R/(p) oborem integrity, pravé kdyz
Jje p prvocinitel v R.

Dikaz. Stadi si disledné rozmyslet definice jednotlivych pojmu a rozklicovat, ze vyroky ,R/(p)
je obor integrity* a ,p je prvoéinitel“ fikaji doslova to samé. R/(p) je oborem integrity, pokud

ab=0 (mod p)

nastava pravé tehdy, kdyz je a nebo b kongruentni nule modulo p. Jinymi slovy, p | ab jen tehdy,
kdyZ p | a nebo p | b, coz je vSak presné definice prvoédinitele.

V tvrzeni pozadujeme, aby p nebyla jednotka, nebof moduleni jednotkou d& trividlni okruh, coz
je obor integrity, ackoliv jednotky za prvocinitele nepovazujeme.

Konecna télesa

Pred chvili jsme si ukazali, ze prvocisla jsou hezkd v tom smyslu, Ze ndm umi vyrabét obory
integrity, tedy okruhy, ve kterych dovedeme kratit v rovnicich.

Ale kraceni by se dalo zlepsit. Tteba libovolné déleni by bylo jesté lepsi. Ano, ono kraceni a
déleni je k sobé velmi blizko, ale neni to to samé. Napiiklad v celych éislech kratit mtizeme (2a = 2b
je to stejné jako a = b), ale délit jiz nemlzeme, protoze napiiklad 22 = 1 neni v celych ¢&islech to
stejné jako @ = 1, jelikoz % uz je ¢islo racionalni, nikoli celé.

2
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Vidime, ze na$ protiptiklad na to, Ze kraceni a déleni neni to stejné, pracuje s nekoneénym
oborem integrity. To neni ndhodou. Kdybychom se omezili pouze na kone¢né obory, uz bychom
mohli i beztrestné délit.

Definice. Télesem rozumime okruh s alesponn dvéma prvky, kde jsou vSechny nenulové prvky
jednotkami.

Poznamka. Ekvivalentné feceno: pro kazdé x € T \ {0} existuje (pravé jedno) y € T takové, ze
z -y = 1. Pro nas je spiSe prirozené, ze existuje zlomek %, ktery lezi v tomto télese, protoze jsme
na zlomky zvykli z Q a pouzivali jsme je i v okruzich Z.

To, aby téleso mélo alespori dva prvky, pozadujeme prosté proto, ze jednoprvkové (trividlni)
téleso by Casto odporovalo tvrzenim, ktera plati pro ,rozumna“ télesa. Koneénym télesem rozumime
téleso s koneénym poétem prvki. Télesa se ¢asto znadi K, F nebo T.6

Piiklad. Q, R i C jsou télesa, nebot v nich umime délit kterymkoliv nenulovym prvkem.

Priklad. Pro prvodislo p je Z;, téleso. Pro a # 0 (mod p) je totiz 1 nejvétsim spoleénym délitelem
a a p, takZze mame Bézoutovy koeficienty z, y splitujici za + yp = 1, z éehoz za =1 (mod p).

To, Ze ndm prvoéisla vyrobi kone¢né téleso, neni nahodou. Z, = Z/(p) méa koneéné mnoho prvki
a jedna se o obor integrity (p je prvocinitel v Z). Dokazeme si, ze tyto dvé podminky sta¢i k tomu,
aby okruh byl télesem.

Priklad. Okruh Z je oborem integrity, ale neni télesem. M& pfitom nekonecné mnoho prvku.
Naproti tomu Q je také nekone¢ny obor integrity a télesem je.

Tvrzeni. Kazdy konec¢ny obor integrity je téz koneénym télesem.

Dikaz.  Z prikladu vidime, ze musime néjak vyuzit konec¢nosti. Budiz R koneény obor integrity a
a jeho nenulovy prvek. Ukazme, ze k nému najdeme prvek b takovy, ze a - b = 1.

Vezméme si nekoneénou posloupnost a, a?,a®,a?,... Z koneénosti R se v ni nékdy musi néjaky
prvek zopakovat, takze pro néjakd m < n nastane a" = a™. To znameni, ze 0 = a” — a™ =

a™(a™™™ — 1). Z definice oboru integrity je tak a™ nebo a”~™ — 1 nulové. Pokud a™ = 0, tak
muzeme definici oboru integrity aplikovat znovu — pokud je souéin a - - - @ nulovy, je nulovy alespon
jeden Cinitel, z ¢ehoz uz nutné plyne, Ze samotné a je nulové, coz odporuje predpokladu.

Proto nutné plati, Ze mocnina a™ " je rovna 1. Pokud tedy zvolime b = a1, pak splnime
a-b=a-a" M l=g""" =1.

Dusledek. Kdyz jep € R prvocinitel a zdroveri je R/(p) kone¢nd mnozina, pak uz je R/(p) téleso.

Diikaz tvrzeni lze vést vice zpusoby. My jsme si vybrali tento, protoze jak za chvili uvidime,
nejmensi exponent r spliujici a” = 1 je sdm o sobé zajimavy a vyuzivd se v mnoha ulohéach.
Disledek tvrzeni dava dobrou predstavu, v jaké podobé nejcastéji konecnd télesa potkame — jako
faktorokruhy modulo prvoéinitel.

Priklad. V Z[i] je 2+ i prvocinitelem, takze Z[i]/(2+ 1) je téleso. D¥ive jsme uz vidéli, Ze ma pét
prvkd, které miizeme reprezentovat jako 0, 1, 2, 3 a 4. Za povSimnuti stoji, ze diky 2+ | N(2+:) =5
se tento okruh v podstaté chova stejné jako obycejné Zs.

Piiklad. Taktéz 3 je prvocinitelem v Z[i], takze Z[i]/(3) je téleso, nebof ma 32 = 9 prvki. Ty
muZeme zapsat jako 0, 1, 2, ¢, 144, 241, 27, 1424, 2+ 2i. Mizeme ovérit, ze ke kazdému a € Z[i]/(3)
1ze nalézt %, kupiikladu k a =2+ ¢ mame (2+14)(1+¢) =1+ 3i=1 (mod 3).

Cviceni(!) 19. Kazdé téleso je i obor integrity. To znaéi, ze schopnost délit je silngjsi nez jen
kratit v rovnicich.

6Po fadé z némeckého Korper, anglického field a (piekvapivé) ceského téleso. V Eesting se lze
obcas potkat i s oznacenim ,pole“, my jej vSak pouzivat nebudeme.
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Z toho uz naptiklad plyne, Ze pro slozené ¢islo n okruh Z, neni téleso, protoZe neni ani obor
integrity.

Cviceni 20. Pfipomen si, pro¢ Z, pro sloZené n neni obor integrity.
Ukazme si nékteré véty, které ndm v koneénych télesech pomohou se zjednodusovanim vyrazu.

Véta. (mald Fermatova”) Mgjme konecné téleso s n prvky. Potom pro kazdy nenulovy prvek a
tohoto télesa plati, ze a®~1 = 1.

Ukézeme si dva dikazy. Prvni je ndzorné kombinatoricky, nicméné provedeme jej jen pro télesa
Zp, zatimco druhy funguje pro libovolné konec¢né téleso.

Dikaz. (kordlkovy) Predstavme si, Ze si chceme vyrobit ndhrdelnik z kordlkt. Jak takovy nahrdel-
nik vypada? Jelikoz jsme matematici a mame tolik radi prvocisla, fekli jsme si, ze na§ nahrdelnik
bude tvofen p koralky spojenymi do kruhu (pro prvoéislo p).

Mit jednobarevny nahrdelnik je ale nuda, a tak si kazdy kordlek obarvime jednou z a barvicek.
Nyni néas jako matematiky zajimé, kolik riznych nahrdelnikti takto muzeme vyrobit. To je ale
jednoduse aP, protoze na kazdém z p koralku si vybirame z a barev.

Po néjaké dobé, co takovy ndhrdelnik nosime, si vsak uvédomime, ze se ndm na krku porad toci,
a tudiz jsou ndhrdelniky, které se lisi jenom pootocenim, vlastné stejné. To ale znamend, Ze jsme
nékteré nahrdelniky zapocitali ve vice otocenich.

Které to jsou? Jednobarevny nahrdelnik (téch je presné a) jsme dvakrat nezapocitali. Naproti
tomu nahrdelnik, ktery neni jednobarevny, jsme zapoditali pravé p-krat, nebot p je prvocislo.

Pro¢ tomu tak je? Necht je pro spor n&jaky nejednobarevny nahrdelnik zapocitdn méné nez
p-krat. Pro n&jaké k tedy otofenim o k < p koralki dostaneme stejny néhrdelnik (stejné barvy
na jednotlivych pozicich). Toto oto¢eni nyni mizeme provadét opakované a vzdy tim dostaneme
stejny ndhrdelnik. Diky k& < p a prvociselnosti p jsou k a p nesoudélnd, takze pro néjaké x plati
zk = 1 (mod p). To odpovida tomu, ze kdyZ z-krat zopakujeme otoceni o k koralku, dostaneme
ve vysledku otoceni o jeden koralek. Nyni vsak i toto otoceni o jediny koralek vyrobi stile stejny
nahrdelnik, takze vSechny koralky maji stejnou barvu, coz je spor.

Vsechny nahrdelniky kromé jednobarevnych jsme tedy ptuvodné zapocitali p-krat. Celkovy pocet
aP—a | a, nebot z ptivodniho poctu aP bylo

nahrdelnik®, u nichz nehledime na otoceni, je potom
a nahrdelnikt jednobarevnych a pro zbylych a? — a jsme zapoditali jen jedno z p otoceni. Pocet
nahrdelnikd ale musi byt celoéiselny, takze p | a? — a. Pokud je navic a nesoudélné s p, pak
kongruenci a? = a (mod p) zkratime na a?~! =1 (mod p).

Dikaz. (obecny) Ocislujme si vSech n — 1 nenulovych prvku télesa jako x1,...,zn—1. Déle kazdy
z nich pfenasobme nenulovym prvkem a, pro ktery budeme chtit vétu dokazat. Ukazme, Ze pre-
nasobeni tyto prvky jenom zamicha mezi sebou. Diky tomu, Ze jich mame jen kone¢né mnoho, si
sta¢i rozmyslet, ze pro z; # x; bude i ax; # ax; a ze zaddné ax; nebude nulové. Pro spor necht

"Pierre de Fermat (1607-1665) byl francouzsky pravnik a ve volném case také matematik.
K frustraci budoucich generaci k vétsiné tvrzeni, ktera objevil, nezanechal zadné dikazy.

18



axr; = ax; pro né&jakd i # j. Jelikoz je a nenulové, mizeme jim vydélit, ¢imz dostaneme x; = x;,
coz je spor. Obdobné kdyby ax; = 0, znamenalo by to z; = 0, coz neplati.

Z toho uz nutné plyne, Ze posloupnost ax1,azs,...,axn—1 se od 1,x2,...,Ty—1 lisi jen pora-
dim svych prvki. Kdyz tedy vSechny prvky jedné posloupnosti vynasobime dohromady a s druhou
provedeme totéz, urcité dostaneme stejny soucin. To ndm dava rovnost

T1 T2 Tyl = QL1 QT2 ATp—1 =a" L 21 - Ta - Tp1.

V souéinu 1 - &2 - - - Tp—1 se vyskytuji jen nenulové prvky, takze je sdm nenulovy (téleso je i obor
integrity), tudiz jim mtizeme obé strany vydélit Tim uz dostavame kyZenou rovnost a”~1 = 1. [J
Cviéeni 21. Urdi zbytek 292° po déleni 11.

Cvigeni 22. Uréi zbytek (11 + 7i)'® po déleni 3.

Uloha 9. Urdi zbytek 220 4 330 4 440 4 550 4 660 o déleni 7.

Uloha 10. (t&z81) Uréi, ktera pfirozend ¢isla z jsou nesoudélna se viemi ¢leny posloupnosti ay, =
2" + 3" 4+ 6" — 1.
Uloha 11. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice z° + 2 = 1019.

Méjme na paméti, ze mald Fermatova véta plati pro konecnd télesa, takze pro faktorokruhy,
které nejsou koneénymi télesy, takova identita platit nemusi. Kdyz naptiklad budeme v Z modulit
slozenym &islem 9 = 3 - 3, narazime na 28 =4 # 1 (mod 9). Nékdy dokonce mocnénim nenulového
prvki miizeme dostat nulu, jako tieba 32 = 0 (mod 9).

Ve skutecnosti i pro slozené moduly méame identitu podobnou malé Fermatové vété, jenom

s jinym exponentem a s omezenim na zaklad mocniny. Uvedeme ji bez dikazu a budeme se déle
vénovat konecnym télestim.

Véta. (Eulerova®) Necht ¢(n) znaci pocet jednotek v okruhu Z,. Pak pro jednotku a € Z,, plati
a?(™ =1 (mod n).

Zatimco mald Fermatova véta fikd, co ziskdme mocnénim jednoho prvku, ta nasledujici zase
pomaha tam, kde vynasobime (skoro) vSechny prvky télesa.

Véta. (Wilsonova®) Bud T téleso s n — 1 nenulovymi prvky ai,as,...,an—1. Potom plati
ajaz---ap = —1,

kde —1 znadi prvek spliujici (—1) +1 = 0.

Dikaz. Vyuzijeme toho, Ze v télese je kazdy nenulovy prvek jednotkou, takze pro a € T existuje
(jednoznaéné urcené) % Muzeme tak sparovat a s é a v ramci soucinu je znasobit na jednicku.

Parovani a s % se nam rozbije, pokud a = % neboli a? = 1. To vSak znadi 0 = a2 — 1 =
(a—1)(a+1), takZe to mlze nastat jen pro a = 1 nebo a = —1. VSechny zbylé prvky se ndm tudiz
poda¥i sparovat, takze zbude ajas---an = 1-(—1) = —1. Kdyby platilo 1 = —1 (napiiklad v Zs),
zbude nam jen jeden nesparovany prvek 1 = —1, takze soucin stale vyjde —1. O

Uloha 12. Je déno n > 1. Uréi, jaké = € Zy, v zévislosti na n spliiuje (n — 1)! =z (mod n).

8Leonhard Euler (1707-1783), $vycarsky matematik, vyrazné rozvinul takika vSechna odvétvi
tehdejsi matematiky, nékterd dalsi svou praci zalozil a k tomu také zavedl ¢i ustalil mnoho prvka
moderni matematické notace. Vysledky a koncepty po ném pojmenované lze v matematice potkat
prakticky kdekoliv.

9John Wilson (1741-1793) byl anglicky matematik. Jak uz to tak byva, Wilsonova véta byla
znama jiz dlouho pfed nim.
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Charakteristika*

V této sekei se podivame na vlastnost télesa naznacujici, kterému Zj, (anebo Q) se toto téleso tak
néjak podoba.

Definice. Charakteristika télesa T je nejmensi ¢islo ¢ takové, Ze soucet ¢ jedni¢ek v T je roven
0. Pokud takové c neexistuje, pak fikame, ze charakteristika je 0.

Cviceni 23. Rozmysli si, kterd zndme télesa s charakteristikou 0.
Tvrzeni. Kazdé konecné téleso ma nenulovou charakteristiku.

Dikaz. Staci pouzit podobnou techniku jako v diikazu, ze koneény obor integrity je téleso. Namisto
mocnin si vezméme nekone¢nou posloupnost

1, 141, 1+141, 1+141+1,...

Jelikoz mame konec¢né téleso, vime, ze né€jaké dva prvky musi byt v této posloupnosti stejné. Tedy

soucet m jednicek je roven souctu n jednicek pro néjakd m < m. Potom je jejich rozdil nula a

zaroven soucet n — m jednicek, tedy 1 + 1+ --- + 1 = 0. Charakteristika télesa tedy neni 0. O
———

(n—m)-krat

Cviceni(!) 24. Necht ma téleso T charakteristiku ¢ > 0. Pak je soucet n jedni¢ek nulovy, pravé
kdyz c | n.

Tvrzeni. Kazdé téleso, které ma nenulovou charakteristikou, ji ma dokonce prvodciselnou.

Diikaz. Necht je pro spor charakteristika slozené ¢islo ¢ = ab, kde a i b jsou vetsi nez 1. Poté si
vezméme prvky predstavujici soucty a a b jednicek. Vytknutim zavorek potom dostavame, ze

0=1+414...+1=(1+1+...41)-1+1+...4+1).

c-krat a-krat b-krat

Vime také, ze kazdé téleso je obor integrity, a tudiz alespon jedna ze zavorek na pravé strané musi
byt nulova. To je ale spor s tim, Ze ¢ je nejmensi pocet jednicek, které se poséitaji na nulu, protoze
a i b jsou obé mensi. O

Charakteristika je velmi uzitecna vlastnost, protoze se da ukazat, ze konecné téleso s charakte-
ristikou p m4 p* prvki pro néjaké p¥irozené k. Lze také dokézat, ze pro kazdé prvocislo p a pFirozené
¢islo k existuje koneéné té&leso s pF prvky. Da se dokonce dokézat i to, ze struktura koneéného télesa
je v jistém smyslu jednoznac¢né urcena tim, kolik méa prvki, takze vsechna télesa se stejnym poctem
prvku jsou ,stejnd“. Posledni dvé tvrzeni vSak ponékud pfesahuji moznosti naseho seridlu, proto
se omezime na to prvni.

Tvrzeni. Necht je prvoéislo p charakteristikou konecéného télesa T. Pak méa T pravé p* prvku
pro néjaké prirozené k.

Dukaz. Budiz n pocet prvku T. Dokazeme toto: kdyz prvocislo g déli n, potom je ¢ = p, tedy jiné
prvocislo nez charakteristika nemize délit pocet prvki. Z toho uz vyplyne, Ze n musi byt mocnina
p, tedy pF a zaroveni n > 1, takze k > 0.

Meéjme tedy néjaké prvocislo g | n. Provedeme trik podobny pocitdni ndhrdelnikt v dikazu
malé Fermatovy véty. Podivame se, kolik existuje usporfadanych g-tic (ag,a1,...,aq—1) prvka T
takovych, Ze ag + - - + ag—1 = 0. Na jednu stranu hned nahlédneme, Ze jich je n9~!. Vizdy si totiz
muzeme zcela libovolné zvolit ¢isla a1, ...,aq—1 a zbyvajici ¢islo ag je pak jednoznacné urceno jako
agp = —(a1 + -+ + ag—1). P¥i vybéru kazdého jednotlivého a; mame n moznosti a tyto moznosti
jsou nezavislé, coz da celkem n9~1 zpiisobi, jak vybrat prvnich ¢ — 1 &isel.

Nyni tyto g-tice za¢neme rotovat. Orotovanim g-tice (ag,a1,...,aq—1) 0 j mist budeme myslet
to, ze z ni vyrobime g-tici (aj,a14,...,aq—14;), pfiemz se na indexy divame, jako by byly modulo
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q, tedy aq je totéz co ap atp. Takovymto orotovanim nezménime to, Ze soucet celé g-tice je nula.
Rotovanim o j = 0,1,...,9—1 tak vyrobime q néjakych g-tic — budou v8ak navzajem rtzné. Jsou-li
nékteré dvé stejné, necht je to BUNO rotace o 0 a o né&jaké 0 < j < g. To potom znamena, ze

ap =aj; =azj =ag; = ---

Jenze q je prvocislo, takze v posloupnosti 0, 7,27,37 ... se vyskytnou vSechny zbytky modulo q.

Z toho plyne, ze g-tice slozené ze stejnych ¢isel (a,a,...,a) jsou vyjimeéné. Kolik jich existuje?
Pro vSechny ostatni g-tice, které obsahuji néjaké rtizné prvky, uz mame vsech g rotaci odlisnych,
takze pocet g-tic s rliznymi prvky je nasobek q. Zaroveii je ale podet viech g-tic roven n4~1, coz
je podle pfedpokladu g | n také nasobek g. Tim padem musi i pocet g-tic tvaru (a,a,...,a) byt
nasobkem ¢. Tento podet vSak neni nula, protoze mame g-tici (0,0,...,0), jejiz soudet urcité je 0.
Aby tedy pocet t&chto g-tic byl nasobek g, musi existovat jesté n&jaka dalsi g-tice (a,a, ..., a) jejiz
soucet je 0 a zaroven a # 0. Potom vS8ak v rovnosti

at+a+---+a=0
S ——

g-krat

staci vyndasobit prvkem % a dostaneme

141+ --+1=0.
——— —
g-krat
chtéli dokazat.
Ptiklad. Pro prvoéislo p je Z, kone¢né téleso s charakteristikou p a s p' prvky.
Piiklad. Okruh Z[i]/(3) je koneéné téleso s charakteristikou 3 a s 9 = 32 prvky.

Ptiklad. Vyrobme si t&leso s charakteristikou 2 a s 8 = 2% prvky. Vezmeme okruh Zs a piidame
k nému prvek o, kterému pfitkneme vlastnost a® = « + 1. Kazdy prvek okruhu Zs[a] potom
budeme moci zapsat jako a + ba + ca? pro a,b, ¢ € Zs, a vidy kdyz dva vynésobime, tak vysledek
bude opét mozno vyjadFit pomoci 1, o a a2, nebot kazdé o prepiseme na a+1 (obdobné s vyssimi
mocninami). Celkové tak tento okruh bude mit osm prvka

0, 1, a, 1+ q, a“, 1+a2, a+a2, 14+ a+a?.

Ze se jedna o téleso, neni na prvni pohled ziejmé, ale je tomu tak, nebot kazdé = € Za[a] k sobé&
mé y takové, ze xy = 1. Napiiklad pro = 1 + a2 vyhovi y = o, nebot

1+a?)-a=a+a®=a+(a+1)=10+1a+1=1.

Primitivni prvek

Podivejme se znovu a dikladnéji na mocnéni v koneénych télesech. Mala Fermatova véta nam dava
jistotu, ze v n-prvkovém télese nam umocnéni nenulového prvku na n — 1 vyrobi jednicku. Nestacil
by ale néjaky mensi exponent?

Definice. Rddem nenulového prvku a rozumime nejmensi ptirozené &islo r takové, ze a” = 1.

Ekvivalentné nam fad ¥ika, kolik rtznych prvki se vyskytne v posloupnosti al,a?,a?, ...

Tvrzeni. Necht je r fdd prvku a. Potom a™ = 1, pravé kdyz r | n.
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Dikaz. Kdyz r | n, pak zjevné a™ = 1% = 1. Pokud naopak r t n, pak skrze déleni se zbytkem
plati n = rq 4+ x pro né&jaké 0 < = < r. Nésledné plati a” = a®1+"? = a® - 19 = a®, coz nemiize byt
jedna, nebot to by byl vzhledem k 0 < z < r spor s definici fadu. O
Cviceni(!) 25. Méjme Fad r nenulového prvku a ngjakého n-prvkového télesa. Dokaz, ze r | n—1.

Cviéeni 26. Najdi nejmensi liché prvoéislo p, které déli 898 + 1.

Cvigeni(!) 27. Budiz r fadem a. Potom kdyz k | r, pak ma a® fad o

Spousta prvku muze mit fad mensi nez n — 1. Zaméfime se na ty, které jej maji nejvétsi mozny.
Definice. Primitivnim prvkem télesa s n prvky rozumime takovy prvek g, ktery ma rad n — 1.
Poznamka. Ekvivalentné miizeme ¥ici, ze v posloupnosti g1, g2, ..., ¢g" ! vystupuje kazdy nenu-
lovy prvek télesa pravé jednou. Z tohoto divodu se primitivnimu prvku téz nékdy rika generdtor,
a proto jej casto znacime g.

Piiklad. V télese Z7 je 3 primitivnim prvkem, nebot

Priklad. V télese Z[i]/(3) je 1 + ¢ primitivnim prvkem, nebot

A+l =1+4, (1 +4)2 = 2i, (1+4)3=1+2i, (1+)* =2,
(1+4)5=2+2i, (1+4)8 =4, 1+4)"=2+1, 1+ =1.

Véta. Kazdé konecné téleso obsahuje primitivni prvek.
Diikaz je trochu techni¢téjsi, proto se k nému propracujeme postupné pires nékolik lemmat.
Lemma. (prvni) Rovnice 2™ =1 m4d v kone¢ném télese nanejvys n Feseni.

Ve tfetim dile seridlu si dokdzeme o néco obecnéjsi tvrzeni. Nyni si ukdzeme alespon naznak
dikazu, pro¢ by néco takového meélo platit.

Ndznak dukazu. Prevedeme 1 na levou stranu a budeme pracovat s £ — 1 = 0. Myslenka dikazu
je, ze kdykoliv bude a FeSenim rovnice, vytkneme na levé strané ¢initel (z — a). Jak to provedeme?
Kdyz je a fesenim rovnice, znamena to a™ — 1 = 0, takze mtizeme levou stranu nasi rovnice pfepsat
jako

2"—1=(2"-1)=0=(2"-1)—(a"—1) = 2" —a" = (z—a) (" +2"2a+ Fxa" "2 4a" ).

Tim jsme Gspésné vytknuli (z — a). Co kdyz bude nyni néjaké b # a dalsim FeSenim? Inu, pokud
ma pii dosazeni x = b byti (x —a)(z" ! +---+a" 1) = 0, pak musi alespoii jedna ze dvou zévorek
vyjit nula. Jenze diky b —a # 0 to nemuze byt ta prvni, musi to byt tedy ta druhd. To znameni, ze
b je fesenim nové rovnice vzniklé z druhé zavorky, ve které mame o jedna mensi nejvétsi exponent
u z. Dale opakujeme stejny trik: kdyz je b feSenim, upravime

xnfl +l_n72a+“_+xanf2+an71 —

=@ 142" 204+ Fra" 24" ) - 40" 20 - a2 4 o).

Toto vSak stadi preuspoiadat tak, ze dame k sobé& odpovidajici mocniny ¥ a b*. Dostaneme tak
soucet vyrazil tvaru (zF — b¥) - néco. V kazdém z téchto ¢lentt dovedeme vytknout = — b, takze
toto muzeme vytknout z vyrazu jako celku. Tim puvodni rovnici pfepiSeme do tvaru (z — a)(z —
b)(n&jaky vyraz s z™~2) = 0.

Takto pokracujeme dél a dal. V kazdém kroku vytkneme dvojclen odpovidajici jednomu feseni
a snizime tim nejvétsi exponent u x ve ,zbyvajicim vyrazu“ o jedna. Tim padem nebudeme moci
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vytknout vice nez n ¢leni: po n vytknutych zavorkach by nam zbyla jenom néjaka konstanta, ze
které uz zadné x — d vytknout nepuijde. O

Zbyla dvé lemmata se budou zabyvat tim, jak ziskat prvek s rddem, ktery je nasobkem radu
dalsich prvki.

Lemma. (druhé) Pokud maji a a b Fddy m a n, kde m, n jsou nesoudélnd, pak ma ab idd mn.

Dikaz. Podivejme se na fad r prvku ab a dokazme, ze je roven mn. Jelikoz m a n jsou fady a a
b, plati ab™™ = (a™)"(b™)™ = 1"1™ = 1. Kazdy exponent, ktery v mocniné vyrobi jedni¢ku, musi
byt nésobek Fadu, takze r | mn.

Nyni dokazme opac¢nou délitelnost. Vime, ze 1 = (ab)” = a”b". Umocnénim obou stran rovnosti
na m dostavame 1 = 1™ = a"™bp™™ = (a™)"b"™™ = b"™. R4d b tak musi délit rm, tedy n | rm.
Jenze m je s n nesoudélné, takze v délitelnosti nehraje roli, proéez n | r. Analogicky umocnénim
1 = a"b" na n dostaneme m | r. Dohromady je r nasobkem n i m, takze z jejich nesoudélnosti i
mn | r. Spojenim délitelnosti r | mn a mn | r pak mame r = mn. O

V obecném pripade se nam ale stane, Ze fady nemusi byt nesoudélné. Proto si druhé lemma
vylepsime, abychom pro kazda a, b byli schopni najit prvek, jehoz rad je délitelny fadem a i b.

Lemma. (tfeti) Pro kazdé dva prvky a a b s Fddy m a n umime najit prvek, jehoz ¥ad je nejmensi
spole¢ny nasobek m a n.

Dikaz. Necht nsn(m, n) zna¢i nejmensi spoleény nasobek. Upravme si zadané prvky tak, abychom
ziskali nesoudélné fady — pak budeme moci pouzit druhé lemma. Nejprve si z m, n vyrobme
né&jaké jejich délitele m’, n’, ktefi budou nesoudélni a pfitom splni m’ - n’ = nsn(m, n). Necht jsou
P1,- .., Pk viechna prvodisla, kterd déli m nebo n. Déle necht jsoum = pit - pp* an = pfl - -pik
prvociselné rozklady nasich fadua. Pro kazdé ¢ = 1,...,k se podivame na mocniny p; v rozkladech
m a n. U toho fadu, ktery ma tuto mocninu vétsi, ji ponechdme, zatimco tomu s mensi mocninou

ji celou seberemel® — a takto vytvoiime m/, n/. Formalné&ji, necht
/) i, pokud a; > B, 5l = 0, pokud a; > B,
’ 0, pokud o < Bi, ’ Bi, pokud a; < B;
a/ a/ ﬁ/ /B,
a nasledné polozme m’ =p;* ---p, * an’ =pi* - p.*. Tim docilime

m n = pllnax(ahﬁl) . .p;nax(akaﬁk)

= nsn(m,n),

nebot jsme zachovali nejvétsi mocninu kazdého p;. Zaroven budou m’ a n’ nesoudélna, nebot
nesdileji zadna prvocisla ve svych prvociselnych rozkladech.

Nyni jesté vyrobme prvky a’, b’, které budou mit ¥addy m’, n’. Rozmysleme si, ze staéi vzit
o = am/™ |y = pn/" 7 konstrukce m’ plati m/ | m, takze m/m’ je pfirozené ¢islo, které je
cvideni uz vime, %e fad vysledku bude jen pivodni f4dd vydéleny exponentem, takZe a’ méa fad
m’. Obdobn& m4 b’ fad n’. V této situaci uZ miZeme pouzit druhé lemma, takZe a’b’ mé fad
m/n’ = nsn(m, n). O

Skloubenim prvniho a tfetiho lemmatu uz nyni svedeme dokézat, ze primitivni prvek existuje
v kazdém télese.

Diikaz véty. Necht ma uvazované téleso n prvki. Ty nenulové z nich si oéislujme ai,...,an—1 a
necht maji ¥ady r1,...,7n,—1. Podle tfetiho lemmatu muzeme vzit kterékoliv dva prvky a nalézt
prvek, jehoz fad je nasobkem obou fadt puvodnich dvou prvka. Opakovanym pouzitim tohoto

10V piipadé rovnosti piislusnou mocninu ponechame tieba v m/’.
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lemmatu (nejprve na prvni dva prvky, potom na vysledek a na tfeti prvek atd.) tak dovedeme najit
néjaky prvek g s fadem m, ktery je nasobkem vsech r;.

Ukazeme m = n — 1, coz uz bude znamenat, %Ze g je primitivni prvek. Zaprvé m je fddem
né&jakého prvku télesa, takze urcité m | n — 1, z ¢ehoz m < n — 1. Z druhé strany se podivejme na
rovnici 2™ = 1. Rad kazdého a; déli m, takze ai* = 1. To je n — 1 rlznych feseni rovnice 2™ =1,
takze podle prvniho lemmatu nutné n — 1 < m. Dohromady tak m = n — 1, takze g je primitivni
prvek.

Poznamka. Dokéazali jsme, Ze existuje alesponn jeden primitivni prvek, coZ ale neznamena, ze

existuje pravé jeden — typicky jich mame vice. Pro pouziti primitivniho prvku nam to nijak nevadi,

jde ndm jenom o to, abychom dovedli nenulové prvky télesa vypsat jako geometrickou posloupnost
1,2 n—1

9,9--,9 .

VyuZiti primitivniho prvku

Diikaz byl trochu pracnéjsi, ale uvidime, ze primitivni prvek je opravdu silny nastroj. Tvrzeni,
ktera by jinak byla nejasné ¢i pracna, se Casto stavaji primocafe nahlédnutelnymi, kdyz si nenulové
prvky télesa zapiseme jako gl7 927 .9 L

. e . . k+1_
Tvrzeni. (geometrickd fada) Pokud v télese mame prvek a # 1, pak 1+a+a?+- - 4a* = aa7711
Dikaz. Staci obé strany vynésobit a — 1, potom se na levé strané vétSina ¢leni vyrusi a zbude
platné rovnost. O

k
Pokud fada zac¢ina ¢lenem a, je tieba vytknout a, tedy a + a2 +--- +aF =a - aai__ll

P#iklad. Necht je p prvocislo. Najdi véechna pirozena k, pro kterd p déli 1% + .- + (p — 1)F.
Reseni. Necht je g primitivni prvek v Z,. Cisla 1,...,p — 1 miizeme (v né&jakém jiném poradi)

zapsat jako g',g2,...,gP~!. Uvazovany soudet se tim (modulo p) upravi na

g* + 2% 4 g3 4o gPDE

Pokud g* # 1, pak toto vzorcem pro soucet geometrické fady vyjde

gP=Dk _q e 1P -1

k =gF.
gk—l =9 gk—l

g

=0 (mod p).

Naopak pokud ¢g* = 1, pak mame v souctu p — 1 jednicek, takze dostaneme p — 1 = —1 # 0. Zbyva
tedy jenom rozhodnout, kdy g¥ = 1. To vsak z definice primitivniho prvku nastéva, pravé kdy#
p — 1| k. Zadany soucet je tak ndsobkem p, pravé kdyz p — 11 k.

Uloha 13. Rozhodni, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit &sly 1,2,...,100 a zvolit A, B € Zi01 tak,
aby platilo:

(i) Souéin prvku libovolného fadku dava po déleni 101 zbytek A.
(ii) Soucet prvku libovolného sloupce déavéa po déleni 101 zbytek B.

Cviceni 28. Dokaz Wilsonovu vétu pomoci primitivniho prvku pro téleso s lichym poctem prvkii.

Definice. Necht je T téleso. O mnoziné S C T fekneme, ze je multiplikativni, pokud je neprazdna,
0 ¢ S a zaroven je S uzaviend na nasobeni, tedy kdykoliv a,b € S, pak i ab € S.

Priklad. V télese Z7 mame multiplikativni mnoziny {1}, {1,6}, {1,2,4} a {1,2,3,4,5,6}.
Tvrzeni. Necht je T' koneéné n-prvkové téleso s primitivnim prvkem g. Potom jde jeho kazdou
multiplikativni podmnozinu S popsat pomoci vhodného m | n — 1 jako
S ={g™ g*", g®", ... gn7Bm gn=bmy,
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n—1
m

n—1
Posléze pro nenulové a € T plati a € S, pravé pokud a™m =1, a mnozina S tak ma prvki.

Diikaz. Vypi$me si vechny nenulové prvky T v potadi g',g2,g3,...,9" 1. Nechf je m nejmensi
exponent, pro ktery g™ € S. Postupnym nasobenim g dovedeme vyrobit i g™, g3™ ..., takze
z definice multiplikativni mnoziny musi i tyto prvky lezet v S. Dale také plati g—! = g" 2, jelikoz
g-g"2=g"1=1, takze i g-™ = g("=2)™ ¢ . Z toho uz g*™ € S pro libovolné celé &islo z.
Ukazme, Ze jiné prvky nez mocniny g™ uz v S nelezi. Uvazujme né&jaké g* € S a dokazme
m | k. Necht je d nejvétsi spoleény délitel m a k. Pak existuji Bézoutovy koeficienty x, y takové, ze
xm + yk = d. BUNO necht y > 0 (vzdycky mtizeme x sniZit o n — 1 a y zvy$it o m). Potom mame
gd _ gzm+yk — gzm . (gk)y )
Pritom ¢g=™ je prvek S a g* je prvek S, takZe na pravé strané mame jenom soudin nékolika prvki
S, coz znamena i g% € S. Jenze m ma byt nejmensi exponent s touto vlastnosti, takze d > m. Ale
d | m, takze d < m. Proto uz nutné d = m, takze m je délitel k, jak jsme chtéli.

Specialné i (gm)"71 = 1= g" ! je prvkem S, takze i m | n — 1, jak jsme chtéli. Zbyva tak
n—1 n—1
dokazat, ze a € S, pravé pokud a m = 1. Zapisme a = g pro néjaké b, pak je rovnost a m =1
b(n—1) _
ekvivalentni g~ m = 1. Jenze g ma ¥ad n — 1, takZe toto je ekvivalentni n — 1 | % neboli

% € Z neboli m | b. To ale piesné odpovida tomu, ze a = g® = g*™ € S.
Kone¢né diky tomu, ze kazdd m-td mocnina g lezi v S a v celém T mame n — 1 prvka

g',6%,...,g" 1, uz musi S mit "771 prvku. ([l

Cviceni 29. Necht je S multiplikativni mnozina v kone¢ném télese. Potom pokud mé S vice nez
jeden prvek, pak je soucet vSech prvki S roven 0.

Cvigeni(!) 30. Mgjme n-prvkové téleso T a pfirozené ¢islo k. Zobrazeni f(z) = z* je na T
prosté!!, pravé kdyz je k nesoudélné s n — 1.

Uloha 14. (t&z8{) Posloupnost {an} je definovana piedpisem a1 = 1 a pro dalsi ¢leny agy; =
ai + 1. Dokaz, ze pro kazdé prvoéislo p tvaru 3¢ + 2 (pro £ € N) je néjaké a, ndsobkem p.

Kvadratické zbytky

Na zavér se podivejme na velmi konkrétni priklad multiplikativni mnoziny prvkua, které se daji
zapsat jako druhé mocniny. Béhem seridlu jsme jiz nékolikrat vyuzili, ze vyraz 2 vétsinou nemiize
modulo néjaké pevné zvolené n nabyvat uplné libovolnych hodnot: napfiklad modulo 4 déavaji
¢tverce celych cisel jenom zbytky 0 a 1. Podivejme se, jak to vypada v kone¢nych télesech.
Definice. O prvku a koneéného télesa 1" fikdme, Ze je to kvadraticky zbytek, pokud pro néj existuje
prvek z spliiujici 2 = a. V opa¢ném piipadé fikdme, e a je kvadraticky nezbytek.

Pozorovani. Nenulové kvadratické zbytky tvori v télese T multiplikativni mnozinu.

Diikaz. Necht je S mnozina nenulovych kvadratickych zbytkt. Z a,b € S plyne a = z2, b = 3?2
pro n&jaké x,y € T, takze ab = (xy)2. Zaroven z nenulovosti a, b je i ab nenulové, takze ab € S. []

Dusledek. (Eulerovo kritérium) Méjme konecné téleso T s n prvky, kde n je liché. Potom pro
nenulovy prvek a plati

n-tl { 1, je-li a kvadraticky zbytek,
a =

—1, je-li a kvadratickym nezbytkem.

Diikaz. Necht je g primitivni prvek v T. Pro jaké m tvori multiplikativni mnozinu kvadratickych
zbytka pravé g™, g™, g3™, ... ? Pro m = 2 budou vSechny exponenty sudé, takze dostaneme samé

11 Zobrazeni f je prosté, zobrazuje-li rizné vzory na rtzné obrazy, tedy = #vy = f(z) # f(y).
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kvadratické zbytky. Naopak kdy# je a = x2 nenulovy kvadraticky zbytek, potom z = ¢g* pro né&jaké
k, takze a = g2F. Zaroven z predpokladu 2 | n — 1, takze vie funguje a nenulové kvadratické zbytky
jsou presné g2, g%, 4% ..

Z tvrzeni o multlphkatlvnlch mnozinach to znamena, ze a # 0 je kvadratlckym zbytkem, pravé
kdyz a S 1. Naopak kdyz je a kvadratmkym nezbytkem, tak a "2~ neni 1, ale stale plati

1
a1 = 1, coz upravime na (a - 1) ( + 1) = 0. Prvni zavorka neni nulova, takze je
, , n—1
nulova ta druhé, tedy a” 2 = —1. U

n—1
Obvykle se vyrazua” 2 pro prvek a v n-prvkovém télese T ¥ika Legendretiv? symbol a znadi se

%) Pro T = Z, se ujalo jednodusi znaceni (%) Ukazme si nyni, jaké ulohy se timto daji vyresit.

Cviceni(!) 31. Pro liché n je v n-prvkovém télese presné nT-&-l kvadratickych zbytki (véetné 0).
Uloha 15. Nechf je T kone¢né téleso s lichym poétem prvki. Pak pro kazdé a € T existuji
z,y € T takova, ze a = 2 + y>.

Cviceni 32. Pokud je n liché a vétsi nez 3, pak je soucet vsech kvadratickych zbytkt v n-prvkovém
télese roven 0.

Cvigeni 33. Modulo liché prvodcislo p je —1 kvadraticky zbytek, pravé kdyz p = 1 (mod 4).

ex 2 A o . e e . b\ b
Cvigeni(!) 34. Rozmysli si, ze Legendretiv symbol je multiplikativni, tedy (%) = (%) . (7)
Priklad. Mséjme liché prvoéislo p. Dokaz, Ze existuje celé ¢islo z spliujici p | 22 — x + 3, pravé
pokud existuje celé &islo y spliwjici p | y2 — y + 25.

Reseni. Podivejme se na obé délitelnosti jako na kongruence v Zp. Potom 0 = 22 — x + 3, co% je

po prenasobeni 4 ekvivalentni 0 = 422 — 4z + 12 = (22 — 1)2 + 11 neboli —11 = (2z — 1)2. Kdyz
uz najdeme a € Z; tak, aby a? = —11, tak z lichosti p dopoéteme z = %Ll takze z spliujici
zadanou délitelnost existuje, pravé kdyz je —11 kvadraticky zbytek. Obdobné muzeme upravit
druhou délitelnost, abychom zde znovu dostali ¢tverec. Tedy 0 = 4y2? — 4y + 100 = (2y — l)2 + 99,
takze existence takového y je ekvivalentni tomu, ze —99 je kvadratickym zbytkem.

Pouzijme nyni Legendreovy symboly. Pokud p = 11, tak jsou —11 i —99 nuly v Z;, tedy oba
kvadratické zbytky. Obdobné kdyz p = 3, tak jsou —11 = 1i —99 = 0 kvadratické zbytky. Kone¢né
kdyz p neni 11 ani 3, jsou —11 i —99 nenulové v Z,, takze z multiplikativity Legendreova symbolu

<*T99> = (*TH) (%) = (7711), nebot 32 je étverec. Tim je piiklad vyiesen.

Priklad. Rozhodni, zda ma rovnice z2 = y® + 7 celoéiselné feseni.

Reseni. Nema. Podivejme se na ni modulo 11. Tim se z y° stane Legendretiv symbol ( ) takze

bude nabyvat jen hodnot 0 (kdyZ y = 0) nebo +1. Prava strana tak bude moci nabyvat jen hodnot
6, 7 a 8. Snadno vSak ovéfime, ze ani jedno z téchto Cisel neni kvadraticky zbytek v Zi1, takze
2 =95+ 7 (mod 11) nemé feseni.

Uloha 16. Necht p je prvocislo tvaru 4k — 1. Nyni pokud modulo p plati a = 2, pak = = +dF.

Uloha 17. Necht je p prvocislo tvaru 2% 4+ 1. Potom je g € Zp primitivnim prvkem, pravé kdyz
je kvadratickym nezbytkem.

12 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francouzsky matematik.
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Zavér

Zde kon¢i druhy dil seridlu. Vime jiz, co délat s Pellovou rovnici i jak ji nalézt skrytou v tlohach,
nezalekneme se moduleni, at uz pracujeme v jakémkoli okruhu, a vidime dovnitf struktury koneé-
nych téles pomoci primitivniho prvku. Dékujeme Ti, Ze ses doCetl(a) az sem. V t¥etim dile budeme
k okruhim misto néjakého konkrétniho ¢isla pfidavat tplné obecnou proménnou. Tim ziskdme
okruhy polynomt, u nichz si opét prozkoumame, jak je to s délenim se zbytkem ¢i s jednozna¢nym
rozkladem a jak souvisi vlastnosti okruhu polynomt s vlastnostmi ptivodniho okruhu.

Mezitim se téSime na vidénou a pfejeme mnoho zdaru pii feSeni tloh druhé seridlové série!

Navody ke cvicenim

1. Kdyje \/Tv?l; racionédlni? Az budes chtit ukazat, ze jiné dvojice to byt nemohou, zkus ve spravnou

chvili umocnit.

Porovnej jejich prvky v Q(+/d).

Staci prosté vSechno rozepsat.

Kdyby néco nenulového mélo normu 0, pak by v/d bylo racionélni.

Rozsif pomoci 5.

DA ol

Postupuj stejné jako pro Z[v/2], jen lépe odhadni |z2 — 3y2| pro |z|, |y| < % Trojihelnikova
nerovnost nestaci, protoze si nemizeme dovolit rovnost!

8. Prosté to ovér, staci se divat jenom na samotné #.

9. Rozloz na soudin v Z.

11. Uprav na ctverce.

12. Uprav na Pellovu rovnici s d = 8.

13. Postupuyj jako v feseném pirikladu. Pokud Ti neptijde nalézt fundamentélni feseni pro d = 28,
zacniud="1.

14. Vezmi kladnou Pellovu rovnici a jeji fundamentalni feSeni. Uprav ji tak, aby Slo vyuzit ne-
soudélné ¢initele a specifickou podobu prvociselného rozkladu.
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15. Kazda jednotka je £ mocninou té fundamentélni. Rozlis, zda tato mocnina méa sudy ¢i lichy
exponent.

16. Specialni pfipad pfedchoziho cviceni.

17. Rozepi§ podle definice kongruence. Vyuzij toho, ze celé &islo m déli ¢1 + cav/d, pravé kdyz
déli obé slozky ci1, ca.

18. Jednotka déli cokoliv.

19. Kiréceni je jenom specialni pfipad déleni.

20. Najdi dva nenulové prvky, jejichz soucin je nulovy.

21. Pouzij malou Fermatovu vétu.

22. Pouzij malou Fermatovu vétu v télese Z[i]/(3). Neroznasobuj binomickou vétou.
24. Ze souctu n jednicek odebirej po ¢ jednickach.

25. Sloz dohromady predchozi tvrzeni a malou Fermatovu vétu.

26. Rozmysli si, ze 89 musi mit v Z; fad 16.

27. Kazda mocnina a* je i mocninou a.

28. Zapis prvky télesa pomoci primitivniho prvku.

29. Poscitej geometrickou fadu.

30. Zapis prvky télesa pomoci primitivniho prvku. Exponenty jsou modulo n — 1.
31. Pouzij tvrzeni o multiplikativnich mnozinach.

32. Kvadratické zbytky jsou multiplikativni mnozina — se¢ti geometrickou fadu. Toto cviceni je
jen specialni pfipad jednoho predchoziho.

33. Eulerovo kritérium.

34. Rozepis si z definice Legendreova symbolu.

Navody k Gloham

1. Opét vydél % = z + yv/7 a snaz se od x a y odeéitat cela &isla tak, aby absolutni hodnota
normy spadla pod 1. BUNO staéi vyfesit z,y € <0, %> Funguje v = 1 nebo v = —1 + /7. Bacha
na to, kde nastava rovnost.

2. Pokud se na rovnici budes snazit pouzit kvadratické zbytky, neuspéjes. Radsi vyuzij funda-

mentalni feSeni kladné Pellovy rovnice, které je v tomto pripadé 35 + 61/34

3. Uprav zadani do tvaru Pellovy rovnice a rozmysli, které exponenty davaji zpét platna reseni.
Na vyrazu, ktery dostanes, nemusi byt na prvni pohled vidét, ze jde upravit na ¢tverec, ale skutecné
jde. Hodi se 2- (2 4+ v/3) = (1 + v3)2.

4. Zvol si n&jaké d, které neni étverec, a vztah b2 + 1 = d - a(a + 1) uprav vhodnou substituci na
rovnici Pellova typu N(z + y\/a) = konstanta. Pokud najdes jedno feSeni, uz jich mas nekonec¢né
mnoho — sta¢i pfendsobovat fesenimi Pellovy rovnice. Dobfe funguje tfeba d = 5.

5. Vyuzij Z[/q2d] C Z[\Vd).

6. Vyuzij étyiku v 7+4+v3 = (2 + v/3)2. Je potieba dusledné najit viechny &initele dvojky, které
se nabizi. Pokud znas kvadratické zbytky modulo 8, pak muzZe byt snazsi prosté pouzit je.

7. Pokud a? = 2n+1, b = 3n+ 1, pak substituce a = z + 3y, b = x + 2y povede k Pellové rovnici
s d=6.

8. Nejprve si rozmysli, Ze toto plati tehdy, kdy# jsou pro a = a + bV/d slozky a, b nesoud&lné.
9. Pouzij malou Fermatovu vétu.
10. Jetojenom$:1.Hodise%—&-%—}—%:1.
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11. 101 je prvoéislo. Pro y > 0 ziskej kongruenci > = —2 (mod 101), umocni na 20 a pouZij
malou Fermatovu vétu.

12. Kdyz je n prvocislo, pouzij Wilsonovu vétu. Pro slozené n si rozmysli z =0 (mod n).

13. Jde to. 101 je prvocislo.

14. Podivej se na piredpis posloupnosti jako na zobrazeni v Zp. VSimni si, ze 0 se posiléd na 1.
15. Pro spor predpokladej, ze rovnice nema feseni, a najdi prili§ mnoho kvadratickych nezbytki.
16. Vyuzij, ze a je kvadraticky zbytek, a pfipomen si, co pro néj diky Legendreovu symbolu plati.

17. Kdyz prvek neni primitivni, jaky muaze mit f4d? Porovnej s Eulerovym kritériem.

Reseni cviceni

1. Jsou to presné ty dvojice, kde g—; = ¢2 pro né&jaké racionalni ¢q. Potom uréité v/dy = ¢v/dz €

Q(v/d2) a obdobng v/d2 € Q(v/d1), coz znaéi Q(v/d1) = Q(v/dz2). Naopak pokud Q(v/d1) = Q(v/d2),
pak \/di = a+by/dz € Q(v/d2). Pokud b = 0, pak je v/d; racionalni, coz je spor. Pro b # 0 piedchozi

vztah upravime na
a = +/d1 — by/d2,
a® = di — 2b\/d1ds + bda,

2 _ 2 _
a d2b dl _ \/m7

2b

takze v/d1ds je racionalni. Pak jei g = Z—; = 7%12@ racionalni, neboli % = q¢2.

2. Kazdy prvek priniku QNZ[Vd] zéroveti vyjadiime jako ¢ € Q a jako a+bvd € Z[\/d]. Kdyz to
formulujeme jako rovnost ¢ + 0 - v/d = a + bv/d dvou prvku Q(\/&)7 pak podle predchoziho tvrzeni
q = a a 0 =b. Prvni rovnost ale znamena, ze q je celé éislo, takze kazdy racionélni prvek Z[\/E] je
celé cislo.

3. Ovéiime takika stejné jako pro komplexni &isla v prvnim dile. Necht oo = a+bV/d, 8 = z+yV/d.
V piipadé s¢itani je (o + B) = @ + B ziejmé. V piipadé nasobeni prosté dosadime a obdrzime

af = (a+ bVd)(x + yVd) = (az + byd) + (ay + bx)Vd,
@ B =(a—bVd)(z — yVd) = (az + byd) — (ay + bx)Vd,

takze (a8) = @ - B. Z toho nésledné N(aB) = a3 -af = aa- BB = N(a) - N(B).

4. Necht o = a + bv/d. Rovnost N(a) = 0 upravime na a? = b2 - d. Kdyby nyni b # 0, mohli
bychom vydélit a dostali bychom Vd = %, coz je spor. Urcité tedy b = 0, takze i @ = 0 a dohromady
a=0.

5. Necht a = a+ bVd, 8 =z + yVd. Pak

aiaiﬁi(a—i-b\/a)(m—y\/a) ar — byd bx—ay\/g

B BB a2 — dy? a2 —dy?  a? —dy?

Jelikoz B # 0, tak uré¢ité N(B) # 0 ¢ili nedélime nulou a vse je v porddku.

6. Pokud je a racionalni, pak je zfejmé samo sobé sdruzené. Naopak pokud a = @, pak je jeho

ata — o, takZe a je racionalni.

racionalni slozka rovna 5

7. Stejné jako v ptikladu Z[v2] vydélime a zaokrouhlime. Potom pro a = = — xg, b = y — yo

chceme dokézat |a? — 3b2| < 1, pfifemz mame zarudeno |a, |b| < % Kdybychom jenom pouzili

trojihelnikovou nerovnost, dostaneme |a? — 3b%| < % +3- % = 1, coz nam ale nestaci, protoze
potiebujeme ostrou nerovnost. Vyuzijeme toho, ze a? i b2 jsou nezidporna ¢isla, takze diky omezeni
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, 4) Vyraz a? — 3b? (bez absolutnich hodnot) tak
bude nejmensi mozny, kdyz a? bude nejmensi mozné a b? nejvétsi mozné, takze 0 — 3 - i = —%.
Naopak nejvétsi hodnoty vyrazu dosdhneme pii a? = 1, b2 = 0, tedy % —3-0= i. Dohromady

2_3p2 e (- 4,4> z ¢ehoz uréité |a? — 3b2| < 3 <1
1+f

absolutni hodnoty ur¢ité obé lezi v intervalu (0

8. Uzavfenost na s¢itani je jasna. Oznaéme o = , potom o? = %\/M =a+ % € Zlal,

jelikoz % € Z. Kdyz pak roznésobime (a1 + b1c) - (a2 + baar), tak uz bude kazdy ¢élen vysledného
sou¢tu prvkem Z[a].

9. Kdyz d = a?, pak rozlozime na sou¢in z? — a?y? = (z — ay)(z + ay) = 1. Nyni je soudin
dvou celych ¢éisel roven 1, takze jsou bud obé 1, nebo obé —1. Z prvni moznosti dostaneme 2z =
(x—ay)+ (z+ay) = 1+1 = 2, takze x = 1. Obdobné z druhé moznosti ¢ = —1 a v obou pfipadech
pak nutné a?y? = 0, takze y = 0. Takze kdyby byl d ¢tverec, Pellova rovnice by méla jen trivialni
feseni.

10. (i) a4+ Vd, (ii) (a? — 1)+ aV/d, (a® + 1) + aV/d,

(iti) Diky a® — 12 - (a® + 1) = —1 je a + v/d jednotka s normou —1. Jeji Gtverec pak bude
jednotka s normou 1, tedy mame feseni (2a2 + 1) + 2aVd.

11. Rovnici upravime na (z—2y)? —3y? = 1, takze je to Pellova rovnice v Z[v/3]. Fundamentalnim
Wn«#l_wfn—l o
“——«  Dalsi

2v/3

wh—w™™

2V3

feSenim je w = 2 + /3. Z jeji mocniny w” uz dopoéteme y = ax=

feseni bychom dostali obracenim znamének u z i y zaroven.

12. Necht w = y2. To upravime na 4n? + 4n = 8y? a nasledné (2n + 1)2 — 8y? = 1.
Pojmenujeme-li £ = 2n + 1, pak pro kazdé feSeni z + y+/8 musi = byt liché, takie nadm z néj
n = ””Tfl dé platné feSeni. Stadi tedy vzit tfeti nejmensi FeSeni = + y+/8, to jest tieti mocninu
fundamentalniho feseni. Tim je 3 4+ /8, takie x + y/8 = 3+ \/§)3 = 99 + 35v/8, z &hoz n = 49.

13. Staéi postupovat podobné jako v feseném piikladu. Najit fundamentélni feseni pro d = 28
muze byt trochu problém, mizeme se vSak podivat na d = 7. Tam je fundamentalnim Fesenim
wo = 8 4+ 31/7. Jeho iracionalni slozka je licha, takze to vzhledem /28 = 2v/7 neni prvek Z[\/ﬁ]
Zato wd = 127 + 48V/7 = 127 + 241/28 = w uz je, takze je to fundamentélni feseni pro d = 28.
Potom uz postupujeme uplné stejné jako v feseném piikladu.

14. Necht je = + y,/p fundamentélni feSeni Pellovy rovnice 2 — py? = 1. Upravme ji do tvaru

2 _ 1 = py?. Podle toho, zda je x sudé &i liché, miize na levé strané modulo &ty byt budto —1,
¢i 0. Na pravé strané pak podle parity y mize diky p = 1 (mod 4) byt budto 0, nebo 1. Aby tedy
mohla nastat rovnost, urcité je x liché a y sudé.

V upravené Pellové rovnici tak mizeme vydélit ¢tyfmi, ¢imz dostaneme ZTH . ITfl =p (%)2
Na levé strané jsou nesoudélnd cela cisla ”TH, %’1 (jejich rozdil je 1), zatimco na pravé strané

mame c¢islo, v jehoz prvociselném rozkladu maji vSechna prvocisla vyjma p sudy exponent. Jelikoz
Cinitelé nalevo jsou nesoudélni, musi jeden z nich byt a? a druhy pb? pro néjaka a,b € N (nemtize
se zde vyskytnout nula, jelikoz pak by i y bylo nulové). Kdyby platilo ITH =a?a %1 = pb?,
pak dostaneme a2 — pb? = 1. To by bylo opét fedeni Pellovy rovnice, jenze by muselo byt mensi
nez x + y./p, které je fundamentalni. To by byl spor, takze musi byt TT'H =pb? a TT_I = a?, coz

znamena a? — pb? = —1. Zaporna Pellova rovnice tedy ma4 feSeni, jak jsme chtéli.

15. Vime, jak vyrobit viechna feSeni z toho fundamentalniho, takze = + yvd = +(x0 + Yo \/3)"
pro né€jaké n € Z. Kdyz obratime znaménko + nebo znaménko exponentu n, jenom tim obratime
znaménko jedné nebo obou slozek z, y, coz na délitelnost xoyo | £y nebude mit vliv. BUNO tedy
piedpokladejme = + yvd = (zo + yo/d)™ pro pfirozené n.

Nyni kdyz je n liché, tak podle pfedchoziho tvrzeni jak xo, tak yo déli y, z éehoz uréité zoyo | zy.
Kdyz je naopak n sudé, tak stéle yo déli y, ale xg tentokrat déli z, coz vsak stéle implikuje zoyo | zy.
Dohromady tak zoyo | zy plati vzdy.
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Pro fundamentéalni jednotku a obecnou jednotku bychom postupovali stejné: dilezité je jenom
to, e mame (tfeba s pomoci ngjakého BUNO) = + yvd = (zo + yov/d)" pro n € N.
16. Stadi nalézt fundamentalni feseni 73 + 121/37, nacez diky 876 = 73 - 12 stadi vzit predchozi
obecné cvideni. Jak na toto feSeni p¥ijit? Tt¥eba diky 37 = 62 4 1 mame jednotku 6 4+ /37 s normou
—1, kterd uz musi byt fundamentalni, jelikoz zadna jind jednotka nemuze mit mensi iraciondlni
¢ast. Fundamentalni feseni Pellovy rovnice je pak ¢tvercem fundamentalni jednotky.
17. Kdyz znéni cviceni rozepiSeme podle definice kongruence, pak chceme fici, ze m | a — b
neimplikuje m | @ — b = (a — b). Naproti tomu m | (a —b) by z m | a — b plynulo, ale tim, ze
provedeme sdruzeni jen na pravé strané délitelnosti, nemusime dostat pravdivé tvrzeni: napiiklad
v Z[i] méme 2+ |2+, ale2+it2—1.

Nyni necht je viak m € Z a budiz a—b = ¢1 +c2v/d pro n&jaka c1, ca € Z. Potom je m | c1 +eoVd
ekvivalentni m | ¢1 a zaroveii m | c2. Ale m | (a — b) = c1 —caV/d je totéz, jelikoz m | c2 am | (—c2)
je ekvivalentni.

18. Jednotka u déli 1 a 1 déli kazdy prvek R, takZe i u déli vSechno. Potom ale pro kazdé a € R
mame u | a — 0, takze a = 0 (mod u). Kazdy prvek je tak kongruentni nule, takze méame jedinou
zbytkovou t¥idu, v niz lezi kazdy prvek okruhu.

19. Necht je T téleso a méjme a, b, c € T, kde ¢ je nenulové. Vime, Ze c je jednotka, takze existuje
1 Potom pokud ac = be, pak prenasobime dostaneme a =a-1=a - (c~ l) =bc-L=b-1=0,
C c c

¢imz je hotovo.

20. Z definice toho, ze n je slozené, existuje jeho rozklad n = ab, kde a i b jsou vétsi nez 1 a mensi
nez n. Z toho uz nutné plyne, ze a,b #Z 0 (mod n) a zaroveni pg = n =0 (mod n).

21. Zaklad mocniny muZeme zmens$it modulo 11 pomoci 29 = 7 (mod 11). Z malé Fermatovy
véty plati 710 = 1, takze exponent mizeme snizit modulo 10. Dostaneme tak 2925 = 7%, nasledné
zakonéime tieba trikem 7° = (—4)5 = —45 = — (22)5 = —210 = 1 (mod 11), kde v posledni
kongruence opét pouzivame malou Fermatovu vétu.

22. Téleso Z[i]/(3) ma 9 prvkd, takze exponent snizime modulo 8. Dostaneme (11 + 74)'8 =
(2+4)2=3+4i=1i (mod 3).

23. Treba raciondlni ¢isla. V Q umime nenulovymi prvky délit, takze je to téleso, avSsak suma
libovolné mnoha jednic¢ek nikdy neni 0. Stejné tak nadtélesa racionalnich c¢isel jako R, C nebo
kterékoliv Q(v/d) maji charakteristiku 0.

24. Necht  x 1 znadi soucet z jedni¢ek. Pro spor necht ¢ { n, potom déleni se zbytkem davd
n=cq+r, kde 0 <r <c. Mamen x 1 =0 a zarovenn ¢ x 1 = 0. Z n x 1 tak mizeme odecitat
¢ x 1 a vzdy dostaneme nulu, takze r x 1 = (n — ¢c) x 1 = 0. Pfitom ale 0 < r < ¢, takze to je spor
s definici charakteristiky.

25. Z malé Fermatovy véty plati a™~1 = 1, takZe musi n — 1 byt nasobek fadu a.

26. Necht je r fad 89 v Zp. Vztah p | 89® + 1 upravme na 898 = —1 (mod p), coz znaéi r ¢ 8.
Umocnénim na druhou pak 896 = 1 (mod p), z &ehoz r | 16. Z toho je r délitel 16, ktery neni
deélitelem 8, takze uz r = 16. Téleso Z, ma p prvku, takze vzhledem k 7 | p — 1 hleddme prvoéisla
se zbytkem 1 modulo 16. Prvnim takovym je 17, jenze spocitame, ze

88 +1=48+1=16*"+1=(-1)*+1=2 (mod 17).

Dalsi ¢isla se zbytkem 1 modulo 16 jsou 33, 49, 65 a 81, coz nejsou prvocisla. Dalsi se tedy nabizi
teprve p = 97, coz vyjde diky

898 +1=(—88+1=642+1=(-33)2+1=10892+1=222+1=484+1=0 (mod 97).
27. Necht je s fad a®. Vime, ze (ak)% =a" =1, takze s < % Zaroven kdyby s < %, znamenalo

by to aks = (ak)5 =1 a zaroven ks < r, coz by byl spor s tim, Ze r je fad a.
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28. Necht je g primitivni prvek. Wilsonova véta ik, Ze soucin vSech nenulovych prvka koneéného
télesa je roven —1. Tedy soucin nenulovych prvka télesa je

-~ (n—1)(n—2) n—1\n—2 _
ataz---an-1=g"-g'--g" P =g 2 :<9 2 ) =) =-1

Rozeberme postupné vsechny rovnosti. V prvni prosté zapiSeme prvky télesa pomoci primitivniho

prvku. Druhd rovnost je jen soucet exponentd a pouziti vzorce 1+ -+ + (n — 2) = w
Poté nahlédnéme gnT_l = —1. Z malé Fermatovy véty mame (gnT_l)2 = g" ! = 1, takze
(gnT_l - 1) (gnT_l + 1) = 0. Z definice primitivniho prvku nemtize nastat g% = 1, takze
gnTil = —1. Posledni rovnost plyne lichosti n — 2.

1

n

29. Podle tvrzeni mame S = {gm, 9>, ,g D

‘m}. Navic jelikoz |S| > 1, pak uréité m < n—1,

takze g™ # 1. Soucet prvku S je potom jenom

ne — (n—1)m __ m o_
gnL _’_927”_’_.”_’_9(7171)771 +gTL1-m:g7n.g 1 1 1

30. Necht je g primitivni prvek. Nehledé na k plati 0F = 0 a pro z # 0 je 2* nenulové, takze nulu
nadale nemusime Fesit. Prostost f je ekvivalentni tomu, Ze se kazdé a € T objevi jako obraz néjakého
z. Pokud je k nesoudélné s n — 1, tak mame Bézoutovy koeficienty u, v spliujici uk +v(n —1) = 1.
Pro a = g" potom f(g"%) = g"F = grukto(n=1)) — gr — g takse uz je f skuteénd prosté.

Pokud naopak maji k a n — 1 n&jakého spolecného délitele d > 1, pak uz kazdé f(x) bude lezet
v multiplikativni mnoziné {gd7 g%¢ g3, ... }, ktera neobsahuje vsechny prvky 7. Zobrazeni f tak
nemuze byt prosté.

31. Je-li g primitivni prvek, jsou kvadratickymi zbytky pravé g2, g%, ¢%, ..., takze jich je "T_l

Poté jesté pricteme 1 za nulu, kterd je vzdy kvadratickym zbytkem.
32. Nula soucet nezméni, takze se staci divat na nenulové kvadratické zbytky. Ty tvori multipli-
n—1

kativni mnozinu o “5= > 1 prvcich, takze uz se podle dfivéjsiho cviceni o souc¢tu multiplikativni

mnoziny musi kvadratické zbytky poscitat na 0.

—1
33. Plati (_?1) = (71)%. Dale bude —1 kvadratickym zbytkem, pravé kdyz uvedeny Legen-
dretiv symbol vyjde jedna, coz nastane pravé tehdy, kdyz bude pr1 sudé, tedy kdyz 4 | p — 1.

34. (#)=()" 7 =a"7 "7 = (2) (%)-
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