Teorie nejen Cisel 1 — Souciny

Mily priteli,
vitame Té na zacatku letosniho seridlu, v némz se naucime varit teorii ¢isel z roztodivnych a mnohdy
exotickych ingredienci. Jako predkrm vhodime do hrnce celd ¢isla a ukazeme si, jak z nich ukuchtit
néco jednoduchého na zasyceni. Po zbytek nasich kuchaiskych lekci vsak jiz uvidime, co lze ziskat,
kdyz do hrnce pfidame trochu kofeni a nechdme vsSe bublat nebo kdyz si pokrm rozkrajime na
mensi sousta.

Serial pro Tebe letos pisi Fila Cermak a Mat&j Dolezalek. Vyvstanou-li Ti pii éteni na mysli
jakékoliv otazky ¢i nejasnosti, nevahej se na nas obratit, naptriklad ndm muzes napsat mail na
adresy filip.cermak2@gmail.com a matej@prase.cz.

O co pujde?

Pod honosnym nazvem teorie ¢isel' se skryva ta oblast matematiky, jez zkouma hlavné pfirozena,
celd anebo racionalni éisla. Pracuje tedy naptiklad s délitelnosti, s prvoéisly nebo s diofantickymi?
rovnicemi. Tak fikdme rovnicim, v jejichz feSeni navic pozadujeme, aby neznamé nabyvaly jen
celoéiselnych (nékdy dokonce jen pfirozenych) hodnot.

V tomto seridlu se podivame na to, jak vést podobné uvahy o délitelnosti, o specidlnich vlast-
nostech nékterych ,cisel“ a diofantickych rovnicich i s jinymi objekty nez s celymi ¢isly. Typicky
tak kupfikladu k celym ¢islim pridame néjaky dalsi exotic¢téjsi objekt a uvidime, co ndm vznikne a
jaké to bude mit vlastnosti. Jindy se naopak rozhodneme néco zapomenout, aby ndm zbylo jenom
to dulezité.

Proc se vilbec o néco takového zajimat

Duvodn, proc se snazit pouzivat néjakou ,teorii ¢isel“ i na jiné struktury nez cela ¢isla, je hned
nékolik. Jednak je to prirozend matematicka snaha zobecnovat to, co jiz zname — tim si mizeme
1épe rozmyslet, které vlastnosti jsou na celych ¢isel vyjimecné a které naprosto tuctové. Dale nam
ale pocitani s novymi objekty a strukturami muize pfinést i néjakd nova pozorovani o celych ¢islech,
ktera bychom jinak ziskavali jen obtizné.

Nejcastéji nam pridani novych objektt pomize s rozkladanim vyrazi na soucin. V celych ¢islech
dovedeme snadno rozlozit vyrazy jako tfeba a2 — b% = (a — b)(a + b), a® + 2ab + b?> = (a + b)?
nebo ab—a—b+ 1= (a—1)(b—1). Diky tomu pak mnohé rovnice, které fesime v celych ¢islech,
dovedeme rozlousknout vhodnou tpravou na soucin.

1Zastarale téz aritmetika. S timto oznadenim se jesté lze setkat v nékterych odvozenych pojmech.
V modernim vyznamu se pod pojmem aritmetika rozumi spise zékladni pocetni uikony.

?Diofantos z Alexandrie (asi 3. stoleti n. 1.), fecky matematik, proslul svym spisem Aritmetika
o feSeni (diofantickych) rovnic a dalsich uloh.



Priklad. (motiva¢ni) V diofantické rovnici ab = a+b (tedy hleddme Feseni, v némz jsou a, b celd
¢éisla) Gpravou do tvaru
ab—a—-b+1=1,

(a—1)(b—-1)=1

hned zjistime, Ze dvé celd ¢isla a — 1, b — 1 dévaji v souéinu 1. Potom ale nutné budtoa —1=1 a
zaroven b—1=1 (atedy a=b=2),aneboa—1=b—1= —1 (a tedy a = b = 0).

Vsimnéme si, Ze iprava na soucin nam okamzité€ omezila mozné hodnoty a—1, b—1. I kdybychom
byvali na pravé strané ziskali jinou hodnotu nez 1, stacilo by ndm projit koneéné mnoho moznosti,
nebot kazdé celé ¢islo m4 jen kone¢né mnoho déliteld.

S timto pfistupem ale mnohdy narazime — vyrazy jako a2 + b2, a® + ab + b2, a? — 2b2 nebo

a* + a®b+ a®b? + ab® + b*

se nam v celych &islech na soudin rozlozit nepodaii. ReSenim této nesndze pak miize byt pravé to,
ze si celd Cisla rozsifime na néjakou ,,vétsi“ strukturu, v niz uz dany vyraz rozlozit ptijde. Bohuzel
se vSak ne vzdy budeme moci spolehnout na vSechny vlastnosti celych ¢isel, na néz jsme zvykli.
Kli¢ové pro nas tedy bude zjistovat, které hezké vlastnosti celych ¢isel se pfi riznych zptsobech
rozsifeni zachovaji a které jiz platit pfestanou.

Jak serial Cist

Serial obsahuje celou fadu ukold na procviceni. Ty, jez jsou oznaceny ,,Cviceni“, po Tobé vétsinou
zadaji néjak jednoduse pouzit zavedené pojmy ¢i tvrzeni, anebo rozmyslet si néjaky jejich jed-
noduchy dusledek. Vykri¢nikem jsou oznacena ta cviceni, jez povazujeme za obzvlasté dulezita a
ktera pozdéji vyuzivame. Cviceni s hvézdic¢kou jsou pak ta, kterd z rozlicnych davodt povazujeme
zbytku seridlu. Poslednim druhem tikold jsou pak ,Ulohy“, coz jsou (alespori na prvni pohled)
obycejné priklady, v nichz lze tvrzeni a postupy, které si v seridlu ukdzeme, s ispéchem vyuzit.
Na konci dilu naleznes navody k nékterym cvicenim a vSem tloham a také feseni vSech cviceni.
Doporucujeme tedy zkusit si soubézné se ¢tenim serialu fesit cviceni, predevsim ta vykfi¢nikova.
Pokud se Ti to nebude dafit, nezoufej, zkus si pfeéist navod, a pokud si stale nebudes védét rady,
nahlédni do feseni. Ulohy jsou dosti nezavislé na zbytku serialu, ni¢emu tedy nevadi, kdyz jich
vyTesis jenom par nebo pokud se k nim vratis az po docteni celého dilu. Hvézdickova cviceni muzes
pfi prvnim ¢teni s klidnym svédomim preskakovat a vratit se k nim az pozdéji, budes-li chtit.
se tedy naptiklad zaseknes na nékterém dikazu, muzes jej zkusit preskocit a pozdéji se k nému
vratit. Dokud budes rozumét definovanym pojmutum a védét, co tvrzeni fiké, nemélo by T¢€ vynechani
dtikazt pozdéji prilis omezovat.
Umluva. (znaéeni mnozin) V seridlu zna¢ime mnozinu p¥irozenych éisel N = {1,2,3,...}. Nulu
nepovazujeme za priirozené &islo. Cela ¢isla znadime Z, racionélni ¢isla (zlomky) jsou Q a konec¢né
R predstavuje mnozinu realnych ¢&isel, tedy ¢ehokoliv z redlné pfimky: racionalni i iracionélni ¢isla
jako v/2, 7 a mnoh4 dalsi. Komplexni &isla, kterd si v pribéhu seridlu zavedeme, budeme znadit C.
Dale budeme nékdy mnoziny psat notaci {vyraz : podminky}. Tim myslime mnozinu vSech
moznych hodnot vyrazu za splnéni podminek. Napiiklad {2n : n € N} je mnozina vsech sudych
prirozenych ¢isel, zatimco {% ra €Z,be N} je jenom jinak zapsané Q.



Cela ¢isla

Cela ¢isla® snad neni t¥eba predstavovat piilis okazale — jedna se zkratka o ¢&isla

o, =3, —2, -1, 0, 1, 2, 3, ...,

tedy o nulu, pfirozena ¢isla a jejich zadporna dvojcata. S celymi Cisly umime provadét nékteré
zakladni operace: lze je séitat, od¢itat a nasobit. Pfi déleni by vsak vysledkem nemuselo byt celé
éislo (a déleni nulou neni definovéno vibec).

Shriime nékteré zakladni vlastnosti celych ¢isel a pocitani s nimi. VétSina z nich ma sviij vzneseny
matematicky nézev, neni vSak pfilis dilezité si vSechny tyto ndzvy pamatovat:

(1) Sectenim i vynasobenim dvou celych ¢isel dostaneme opét celé éislo, tedy pro a, b € Z plati

(2

(6

)

=

)

a+b€EZia-be Z Rikdme, ze cela &isla jsou na séitani i ndsobeni uzaviend.
Pii s¢itani i nasobeni dvou celych cisel nezalezi na potradi neboli pro cela a, b plati

a+b=b+a, a-b=>b-a.
Rikéme, Ze s¢itani i nasobeni celych &isel je komutativni.
Pii séitani, resp. nasobeni tii celych ¢isel nezalezi na tom, jak tyto operace uzavorkujeme
neboli pro celd a, b, ¢ plati

a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)y=(a-b)-c
Rikdme, Ze s¢itani i nasobeni celych &isel je asociativni.
Nasobi-li celé ¢islo soucet dvou dalsich, pak lze ,roznasobit zavorku“ (anebo naopak vy-
tknout ze sou¢tu soucini spoleény ¢initel) neboli
a-(b+c)=a-b+a-c
Rikdme, Ze nasobeni je distributivni ke s¢itani.
V Z existuji vyjimecné prvky 0 a 1, které pro kazdé a € Z splnuji
a+0=a, a-1=a, a-0=0.

Rikadme, ze 0 je neutrdlni prvek vzhledem ke séitani, 1 je neutrdini prvek vzhledem k né-
sobeni a 0 je absorpcéni prvek vzhledem k néasobeni.

Pro kazdé celé a existuje né&jaké celé ¢islo —a, které spliiuje a + (—a) = 0. Rikdme, Ze —a
je inverzni prvek k a vzhledem ke sc¢itani. Jinymi slovy tato vlastnost fikd, ze cela cisla
1ze odcitat.

(7) Pro celd a, b plati a - b = 0 jenom tehdy, kdyz je a = 0 nebo b = 0.

Délitelnost

Kdyz uz umime cisla sc¢itat, odcitat a nasobit, mizeme se podivat i na jejich déleni, které je vSem

urcité dobfe znamé. Pro jistotu to ale lehce zopakujeme.

Definice. Cislo a déli ¢islo b (znadime a | b), pokud existuje né&jaké &islo k takové, Ze b = ka.

Deélitelnost mé spoustu hezkych vlastnosti, které si mizes dokadzat v nasledujicim cviceni.

Cvicéeni(!) 1. Méjme nenulova celd a, b, ¢, d. Potom plati:

(i) Kazdé a spliuje 1 |aialO.

3Cela &isla znacime Z, z némeckého Zahlen, v prekladu ,&isla® nebo ,,pocty“.
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(ii) KdyZ a | b a zaroven b | ¢, pakia | c.
(iii) Kdyz a | b, pak i a | bc pro libovolné c.

)
)
(iv) Kdyz a | ¢ a zéroveti b | d, pak i ab | cd.
(v) Kdyz a | c azaroveia | d, pakia|c+d.
)

(vi) Pokud a | b a zaroven b | a, pak |a| = |b].

Definice. Pokud a | b a zaroven b | a, fikdme, Ze Cisla a, b jsou asociovand, znacime a || b.
Jednotkami jsou ta Cisla, ktera déli 1.

Jednotkami v Z jsou tedy ¢isla 1 a —1. Jak také vidime z bodu (vi) pfedchoziho cvi¢eni, pokud
jsou ¢isla a a b asociovand, pak je a = £b a naopak.

Cviceni 2. Rozmysli si, ze pokud je a asociované s b a b asociované s ¢, pak je i a asociované s c.

Doted jsme se bavili o délitelnosti obecné, ale jiz ze zakladni Skoly kazdy dobfe vi, Ze v délitelnosti
jsou dtlezita tieba prvocisla a jina podobnd zviratka, tak se na né pojdme podivat zblizka.

Definice. Ireducibilnim nazvéme ¢islo g, které neni jednotkou a splnuje, ze kdyz ¢ = ab, pak
jedno z ¢isel a ¢&i b je jednotka.*

Definice. Prvoéislo je takové ¢islo p, které neni jednotkou a splituje, ze pokud p | ab, tak i p | a
nebo p | b.

Tyto definice se daji samozfejmé rozsifit na soucin vice ¢isel. Vsimni si také, ze pfi takovéto
definici povazujeme za prvodisla i zaporna éisla —2, —3, —5, —7 a podobné.

Cvicéeni(!) 3. (i) Necht je g ireducibilni prvek. Pokud ¢ = a1as - - - an, potom vSechny a; aZ na
jedno jsou jednotky.

(ii) Necht je p prvoéislo. Pokud p | ai1az - - - an, potom p déli né&jaké z a;.

V celych cislech nam definice ireducibilnich ¢isel a prvocisel splyvaji a to se nam libi, avsak
obecné to platit nemusi a taky neplati, nicméné odstrasujici priklady si ukdzeme radéji az pozdéji
v kapitole o komutativnich okruzich. Pfedtim nez si ukdzeme dukaz, ze v celych cislech jsou ire-
ducibilni prvky prvocisly, budeme chtit védét, ze pro kazdou dvojici mame nejvétsiho spolecného
délitele. Druhou implikaci vSak zvladneme uz ted.

Tvrzeni. Kazdé prvocislo je ireducibilni.

Dikaz. Necht p = ab, potom z definice prvoéisla vime, Ze p | a nebo p | b. Z druhé strany vsak
plati a,b | ab | p, tedy urcité a || p nebo b || p. To uz znamen4, Ze ten druhy ¢initel musi byt
jednotkou, takze p je ireducibilni. O

Déleni se zbytkem a Eukleidiiv® algoritmus

Uz jsme si ukéazali déleni beze zbytku, avSak ted nas ¢ekd i to se zbytkem. Pravdépodobné si jej
alesponl matné pamatujes z prvniho stupné, rovnou tedy zformulujeme trochu formalné, o co se
jedna.

Tvrzeni. (déleni se zbytkem) Pro libovolnd celd éisla a, b # 0 existuji cela ¢isla q, r takova, Ze
a = gb+r a zaroven |r| < |b|.

Platnost tohoto tvrzeni lze snadno nahlédnout. Kazdé |b|-té ¢islo je nasobek b, takze nékteré
z ¢isel a,a—1,...,a— |b| +1 je ndsobek b. Sta¢i nam tedy od a odeéist néjaké r € {0,...,|b| —1} a

4Ekvivalentné: pokud ¢ || ab, pak jedno z ¢isel a nebo b je s nim asociované.
5Eukleidés, nékdy téz Euklid (asi 325-260 pf. n. 1.), fecky matematik, polozil Zdklady geometrie
svym stejnojmennym spisem. Nékteré casti Zakladi se vSak vénuji i teorii Cisel jako napt. existenci
nekone¢né mnoha prvocisel ¢i pravé Eukleidovu algoritmu.
4



ziskame tim gb. Pfedtim nez pomoci déleni se zbytkem zavedeme Eukleiduv algoritmus, zadefinujme
si nejvétsiho spole¢ného délitele, kterého ndm tento algoritmus pomiize nalézt.

Definice. Cislo d je spoleény délitel &isel a, b, pokud d | a a zaroven d | b. Nejvétsim spolecnym
délitelem (zkracené NSD) ¢&isel a, b pak myslime nejvétsi takové pfirozené ¢islo, které je spole¢nym
délitelem a, b. NSD ¢&isel a, b znacime (a, b).

Ted uz vime, co nejvétsi spolecny délitel je, ale jak ho spoc¢teme? No Eukleidav algoritmus je
tu pro nas! Standardni Eukleidiav algoritmus slouzi ke spoc¢teni nejvétsiho spole¢ného délitele. My
vSak nebudeme zadna ofezavatka — radéji si pridélame trochu prace a vyrobime rovnou i takzvané
Bézoutovy® koeficienty x, y, coz jsou &isla, pro néz plati az +by = (a, b). Zaroven tim, Ze nalezneme
algoritmus, ktery tyto koeficienty najde, dokézeme jejich existenci.”

Jak bychom ale mohli zac¢it? Podivejme se na to prvné v pfirozenych ¢islech, protoze tam je to
nejjednodussi. Mzeme si vS§imnout, ze (a,b) = (b,a — b). To lehce ovéfime tfeba tak, zZe pokud ma
a i b spolecného délitele, pak déli i a — b. Naopak pokud existuje néjaky spolecny délitel d Cisel b a
a—>b,pak déliid|b+ (a —b) = a. Z toho tedy uz plyne, ze nejvétsi spole¢ni délitelé téchto dvojic
se rovnaji.

Spocitat (1005,1000) muze zprvu vypadat désivé, ale kdyz si Fekneme, Ze tento NSD je totozny
s (1005, 5), uz jsme si moznosti zna¢né omezili. Tady vidime myslenku, na které je cely Eukleidav
algoritmus zalozeny. Budeme stale zmensovat danou dvojici a u toho zachovavat stejného nejvétsiho
spolecného délitele, az dorazime na tak malé Cislo, ze uz bude jasné, co tim nejvétsim spolecnym
délitelem je.

Jesté si dovolme malou poznamku. VSimnéme si, ze pokud a > b, pak se nam vyplati b odecist
nejvicekrat, co to jde. To tedy znamend (a,b) = (b,a—b) = (b,a—2b) = ... = (b,a—gb), kde a —gb
chceme nezaporné. To ndm ale uz urcité pfipomina nase déleni se zbytkem.

Pokud se tedy vratime k naSemu piikladu s ¢isly 1005 a 1000, dostaneme ze (1005,1000) =
(1000, 5) = (5,0) = 5.

Nyni si to jen zformulujeme pofadné a s pridanou hodnotou Bézoutovych koeficientu.

Definice. (rozsifeny Eukleiduv algoritmus) Mé&jme jako vstup dvé nenulova celd &isla a, b. Zave-
deme posloupnosti {an}, {zn}, {yn} nasledovné:

(i) Pocéatecni hodnoty nastavme jako
ay = a, az = b, r1 =1, y1 =0, z2 =0, y2 = 1.

(ii) Déle postupné pro n = 2,3,... pouzijme déleni se zbytkem na vyjadfeni an—1 = gan + 7
za splnéni |r| < |ay|. Dalsi ¢leny posloupnosti pak definujme

Apn4+1 =T = ap—1 — qan, In+1l = Tn—1 — qTn, Yn+1 = Yn—1 — qQYn.
(iii) Skonceme, jakmile pro néjaké N dostaneme ay = 0.

Za okamzik si ukdzeme, ze z takto definovaného algoritmu ziskdme na pozici N — 1 nejvétsi
spole¢ny délitel spolu s Bézoutovymi koeficienty. Na prvni pohled vSak nemusi byt zcela prihledné,
co ze to nas algoritmus déla. Tak si ho pojdme ukézat na piikladé a poté i dokazat, ze opravdu
pocita, co chceme.

Piiklad. Najdéme nejvétsi spoleény délitel ¢isel 13 a 5:
Posloupnost {an}: 13 - 5 - 3 —- 2 —- 1 — 0.
Posloupnost {zn}: 1 - 0 - 1 — -1 - 2 — —5.
Posloupnost {yn}: 0 - 1 - -2 —- 3 - -5 — 13.

6Etienne Bézout (1730-1783), francouzsky matematik.
"Pozor, Bézoutovy koeficienty nejsou jednoznac¢né. Plati totiz napiiklad a(z — b) + b(y +a) =
az + by = (a, b).



Ve sloupeécich si muzeme vSimnout, Ze plati an, = xna + ynb. Ve vysledku jsme spocetli, ze NSD
je 1 spolu s vyjadfenim 1 =2-13 —5-5.

Tvrzeni. Rozsifeny Eukleidiv algoritmus najde NSD ¢éisel a, b. Plati ay_1 = (a,b) a navic pro
T =xN_1,Y =YN—1 mame vyjidreni (a,b) = ax + by.

Dukaz. Uvazujme podle definice rozsifeného Eukleidova algoritmu index N takovy, ze ay = 0,
ale ay_1 # 0. Tato situace urcité nékdy nastane, jelikoz diky déleni se zbytkem mame vzdy
lan| > |lan+1|. Ozna¢me D(u,v) mnozinu vSech spole¢nych délitelti u, v. DokaZzme si, Ze pro kazdé
n plati D(an—1,an) = D(an, @n+1). Tim uz bude zfejmé, ze

(av b) = (a17a2) == (aN—lvaN) = (aN—lvO)v

coz je az na znaménko zjevné an_1. Uvazujme jakéhokoliv spolecného délitele d; Cisel an—1, anp.
Podle bodu (ii) definice rozsifeného Eukleidova algoritmu pro né&jaké &islo g plati

An4+1 = Gn—-1 — qan.

Kdyz tedy di | an—1 a zaroven d | an, pak uréité i di | an+1. Stejné tak ale uvedenou rovnost
miizeme prepsat jako an—1 = an+1 + qan, ¢imz obdobné ziskame, ze kazdy spolecny délitel da ¢isel
an, an+1 je i délitelem an—1. Dohromady jsme tak ukazali, Ze D(an—1,an) = D(an, an+1)-

Tim jsme jiz naptl vyhréli, vime, Ze (a,b) = ay_1. Dokazme déle indukci, Ze pro kazdé n plati
an = Tna + ynb. Pron =1 a n = 2 to plati diky nastaveni poéate¢nich hodnot {zn}, {yn}. Nyni
necht rovnost plati pro n—1 a n a dokazme ji pro n+ 1. Opét pro &islo ¢ ziskané z déleni se zbytkem
s pouzitim indukéniho predpokladu dostaneme

An+4+1 = an—-1 — qan = (CL{ETL71 + bynfl) - q(aa:n + byn) =
= (Tn-1 —qZn) -a+ (Yn—1 — qYn) - b = Tnt1a + Yn41d.

Indukei pak toto plati pro vSechna n, takze specidlné (a,b) = ay—1 = y—_1a + yn—1b, jak jsme
chtéli.

Uloha 1. Dokaz, ze pro kazdé piirozené n je zlomek 2;271417 v zékladnim tvaru, tedy ze Citatel
a jmenovatel jsou nesoudélni.

Pomoci Eukleidova algoritmu jsme jiz NSD nalezli, takZe si pojdme s jeho pomoci dokazat, ze

kazdy ireducibilni prvek je také prvocislo.

Tvrzeni. Je-li celé ¢islo p ireducibilni, pak je to také prvocislo.

Dikaz. Méjme p ireducibilni a pfedpoklddejme, Ze plati p | ab pro néjaka nenulova a, b. Chceme
dokazat, ze p musi délit jedno z a, b.

Pro spor predpokladejme, Ze p t a a zaroven p 1 b. JelikoZ je p ireducibilni, tak jsou jeho déliteli
pouze £1 a +p. Proto kdyz p { a, tak uz musi byt (a,p) = 1. Existuji Bézoutovy koeficienty =1, y1
spliiujici z1a + y1p = 1. Obdobné je (b, p) = 1, takZe existuji Bézoutovy koeficienty x2, y2 splitujici
z2b + y2p = 1. Znéasobenim téchto dvou rovnosti ziskame

z1x20b + T1Y2ap + y1w2bp + y1y2p® = 1.

Na levé strané jsou ab, ap, bp i p? nasobky p, takze i cel4 leva strana je nasobkem p. To ale znamena
p | 1, coz je spor, protoze ireducibilni prvek neni jednotkou. To znamen4, ze urcité muselo nastat
p | @ nebo p | b, jak jsme chtéli. O

Proc je prvociselny rozklad jednoznacny?!

Prvné dokazme, ze jsou celd ¢isla souc¢inem ireducibilnich a jednotky (zatim bez jednoznacnosti).
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Lemma. Kazdé nenulové celé ¢islo n je soucinem ireducibilnich ¢isel a jednotky.

Diikaz. Cisla 1 a —1 jsou jednotky, tedy souéin jednotky a zadnych ireducibilnich &isel. Dale
postupujme silnou indukci podle velikosti ¢isel v absolutni hodnoté: necht pro vSechna nenulova
In| < N plati, Zze jsou sou¢inem ireducibilnich éisel a jednotky. Poté musi pro |n| = N + 1 byt n
budto samo ireducibilni, nebo plati n = k¢, kde |k|, |¢| > 1. Pak ale musi |k| i |[¢| byt mensi nez
N + 1, tedy mensi nebo rovna N. Potom z indukce vime, ze k i £ jsou soucinem ireducibilnich ¢isel
a jednotky. To samé tedy plati pro n, nebot ndm staci zapsat ¢initele z k a z £ za sebe a vynasobit
spolu pfislusné jednotky. (|

Nyni uz mame vSechen potifebny aparat k tomu, abychom odpovédéli na otazku z nadpisu
sekce. Vime, ze ireducibilni ¢isla jsou totéz co prvocisla a ze kazdé celé ¢islo lze rozlozit na soucin
ireducibilnich cisel. Zbyva tak dokazat jednoznacnost.

Tvrzeni. (Zékladni véta aritmetiky) Kazdé nenulové celé ¢islo n se da jednoznacné (az na poradi
a zmény znamének) rozloZit na souéin prvodéisel.

Dikaz. Méjme tedy £p1---pr =n = %q1 ---qs, kde p; a g; jsou prvocisla. Potom bychom chtéli
dokéazat, ze r = s a prvocisla napravo lze sparovat s témi nalevo tak, aby sparovana prvocisla byla
asociovana neboli se lisila nanejvys znaménkem.

Pouzijme znovu silnou indukci podle absolutni hodnoty. Pro |n| = 1 je tvrzeni trivialni. Déle
pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna n spliujici [n| < N. Jelikoz plati p1 -+ pr = q1 - - ¢s,
musi p1 z definice prvoéisla délit néktery cinitel napravo. BUNO® necht p1 | ¢1. Jelikoz je ¢1
ireducibilnim prvkem, tak je p1 = 4qi. Pokriacenim téchto prvocisel dostaneme, ze £p2---p, =
+g2 - - - gs. Pritom v8ak |p2---pr| = ‘%‘ < |n] = N + 1, takze |p2---pr| < N. Tento souéin uz je
tedy z indukéniho predpokladu jednoznacny. Plati tudiz » — 1 = s — 1 neboli » = s. Dale musi
zbyvajici prvoéisla byt sparovana do asociovanych dvoji¢ek, takze spolu s p1 || ¢1 uz je cely rozklad
jednoznacné urcen. O

Poznamka. Uréité vsichni vime, e se normalné nepise 24 = 2 -2 -2 -3, nybrz 24 = 23 . 3.
Tento zkraceny zapis si mtizeme dovolit nyni i my. Kdyz v jednozna¢ném rozkladu spojime vSechna

so. . 7 vz . , . (e3 (e}
navzajem asociovana prvocisla do jedné mocniny, dostaneme rozklad ve tvaru n = £p{* --~pk’“,
B

kde pro @ # j plati p; }f p;. Potom plati b | a pravé tehdy, kdyz b = :I:pé31 -++ - p).” pro nezdporna
cela B; splnujici oy > B;.
Uloha 2. Najdi viechny dvojice piirozenych &isel z, y takové, ze = +y + 1 | 2zy a zaroveii
z+y—1]|224+y%—-1.

Nyni bychom se chtéli podivat, k ¢emu nam jednoznacny rozklad je.
Definice. Rekneme, Ze celd ¢isla a, b jsou nesoudélnd, pokud jsou jejich spoleénymi déliteli pouze
jednotky neboli kdyz (a,b) = 1.

Tvrzeni. (mocniny a nesoudélnost) Necht pro nesoudélnd a, b plati ab = ¢™. Potom existuji celd
cisla k, ¢ spliujici

a = +k", b=+L"
a zdroven k¢ = +c.
Dikaz. Zapisme si rozklad na prvocisla ¢ = ip‘lll <. pi7T, kde p; jsou navzajem neasociovana.
Potom vime, Ze rozklad ¢" je £p7“!--- - pr®". Jelikoz jsou a, b nesoudélnd, nemiize se v jejich

rozkladu vyskytovat stejné prvodéislo. Proto pokud p; | a, pak uz se v a vyskytuje p; ve stejné
mocniné jako v ¢”. Staci tedy definovat k jako soucin téch p?" , pro kterd p; | a. Totéz provedeme
pro b. Tim jsme naSe tvrzeni dokazali. O

8Zkratka pro ,bez Gjmy na obecnosti“. Myslime tim, Ze se nabizi nékolik moznosti, které jsou
ale stejné az na néjaky nepodstatny detail, takze si prosté vybereme jen jednu a pokracujeme.
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Piiklad. V celych &islech vyfesme rovnici 22 + z = y3.

Reseni. Upravime rovnici do tvaru z(z + 1) = y3. Jelikoz = a = + 1 jsou nesoudélnéd, musi byt
oba ¢initelé jednotka krat tfeti mocnina. Plati vSak, ze 1 i —1 lze zapsat jako tfeti mocniny celého
&isla, takze mizeme BUNO ,vlozit“ jednotku do mocniny a piedpokladat = = a3, z 4+ 1 = b® pro
néjaka a,b € Z. Z toho mame

1=0%—a® = (b—a)(b? + ba + a?).
Musi platit b > a, takze uz urcité b — a = 1. Nasledné ma byt
1=b24ba+a®>=(a+1)2+(a+1a+a®=3a%2+3a+1,

takze 3a(a + 1) = 0. To znamené a = 0 nebo a = —1, z ¢ehoz dopocitame feseni (z,y) = (0,0) a
(-Z’,y) = (_17 0)

Poznamka. Zatim jsme tvrzeni o nesoudélnosti a mocninach pouzili v pfipadé, kdy jsou v rovnici
ab = ¢" éisla a, b nesoudélnd. Co kdyz to ale neni tak snadné? Necht jsou a, b soudélna néjakym
prvocislem p. Pak i p | ¢, takZze muzeme zapsat a = pag, b = pbo, ¢ = pco a upravit rovnici na

agbo = p" 3"

Takto lze pokracovat, az na levé strané dostaneme nesoudélné Cinitele. Na pravé strané nam sice
mohou zbyt néjaké mocniny prvocisel, ale to prilis nevadi — z nesoudélnosti ¢initeld nalevo si kazda
tato mocnina bude muset vybrat, zda déli ap, nebo bg. Néjaka soudélnost a, b nam tedy typicky
jenom pridélé praci s rozebiranim nékolika pfipadi. V néasledujicich cvicenich si muzes vyzkouset,
jak v takovém pripadé postupovat.

Cvideni 4. Vyies v celych &islech rovnici z2 = ¢ + 16.
Uloha 3. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) = k2.

Uloha 4. Najdi vSechny dvojice pfirozenych prvoéisel (p,q), pro néz je p? + 5pq + 4¢% druhou
mocninou celého ¢isla.

Modulime

Nyni uz mame spoustu znalosti o délitelnosti v celych ¢islech. Pojdme si jesté ale zavést jeden zapis,
ktery je velmi Casty, dost mozna jej jiz znas a ve svéte teorie ¢isel ndm usnadni praci.

Definice. Skutecnost, ze n | a — b, zna¢ime a = b (mod n) a fikdme, Ze a je kongruentni s b
modulo n. Mnoziné vsech cisel a + xn pro x € Z tikdme zbytkovd trida. Mnozinu vsech zbytkovych
t¥id znacime Z,.

Mozné jsi jiz s kongruencemi nékdy pracoval(a), ale nikdy neni na Skodu si zopakovat, proé¢
v nich nékteré véci plati.

Doporuc¢ujeme nad kongruencemi nepremyslet tak, ze se jedna o vztah mezi celymi ¢éisly z mno-
ziny Z, nybrz tak, ze pocitame se zbytkovymi tfidami z mnoziny Z,. Jak totiz uvidime v nasleduji-
cim cviceni, vysledky béznych operaci typicky nezalezi na tom, se kterym zastupcem z dané zbytkové
tiidy je provedeme. Chytrym vybiranim si tak ¢asto lze usetfit praci: naptiklad 992 = (-1)2 =1
(mod 100) je snazsi nez 992 = 9801 = 1 (mod 100).

Cviceni(!) 5. Pokud a =b (mod n), c =d (mod n) a k je né&jaké ¢islo, pak plati i:
(i) a+k=b+k (mod n), (ii) a-k=b-k (mod n),
(iii) a+c=b+d (mod n), (iv) a-c=b-d (mod n).
8



Posledni véc, kterd nam schézi, je kraceni. S tim je ale trochu potiz, protoze nemuzeme vzdy
jenom zkratit ¢isla na obou stranach kongruence: kongruence 2 = 10 (mod 8) je pravdiva, ale
szkrdcenim® dvojky bychom dostali 1 = 5 (mod 8), coz neplati. Proto musime zkratit i modul a
ziskdme platnou kongruenci 1 = 5 (mod 4). Nyni si to pojdme dokdzat obecné.

Cviéeni 6. Necht ac = bc (mod n).
(i) Pokud navic (n,c) =1, pak a =b (mod n).

(ii) Obecnéji bez naroku na c plati a = b (mod ﬁ)

Abychom si trochu s kongruencemi pohréli, zkusime si néjaké to lehéi cviceni.
Cvigeni 7. Urdi, jaky zbytek dava 520 po déleni 26.
Cviceni 8. Ur¢i paritu, posledni cifru a zbytek po déleni sedmi ¢isla N = 22-31+411-17+13-19.
Cviéeni(!) 9. Rozmysli si, ze 22 dava po déleni étyimi zbytek 0, je-li x sudé, & 1, je-li = liché.

Nyni uz umime s kongruencemi n&jak pracovat, jesté jednou se pojdme zamé&fit na déleni.
Presnéji na to, kdy lze zbytkovou tf¥idou a mod n délit.

Tvrzeni. Pokud je a nesoudélné s n, pak existuje ¢islo x, takové Zze ax = 1 (mod n). Toto ¢islo
zapisujme jako %

Dikaz. Kongruence ax =1 (mod n) je ekvivalentni s délitelnosti n | az — 1, coz je znovu ekviva-
lentni s nk = ax — 1 neboli n(—k) + az = 1. Diky tomu, Ze uz znadme Eukleidav algoritmus, vSak
vime, Ze pro nesoudélna a, n dovedeme najit takové Bézoutovy koeficienty —k, x. O

Vzhiiru do komplexnich ¢isel

Nyni se ale posunime o kus dal. V tlohéch, které jsme vidéli, ndm casto pomohlo rozlozit néjaky
vyraz na souéin. Uskalim je tomu ale fakt, e ne vSechny vyrazy jde na soucin rozlozit. Napiiklad
a? 4+ b2 se ndm v celych & redlnych &islech nepodaii rozlozit na souéin dvou vyrazi s a, b. Abychom
toto zklamani napravili, pfiddme si nova ¢isla. Konkrétné, prohlasme, ze existuje néjaké ,cislo“
i (byva nazyvano imagindrni jednotkou), které spliiuje i2 = —1. Takové i uréité nenajdeme mezi
redlnymi ¢isly, nenechme se vSak timto odradit. Prosté si vymyslime takové i a fekneme, Ze se
nau¢ime pocitat s ¢isly tvaru a + bi, kde a, b mohou byt redlna éisla (pozdéji se omezime na celd).

Cisla a + bi nazyvame komplezni a jejich mnozinu zna¢ime C. Hned si rozmysleme, Ze poé&itani
s nimi neni nic désivého. Chceme-li secist a + bi s ¢ + di, jednoduse spocteme

(a+ bi) + (c+ di) = (a+c) + (b+ d)i.

Odeéitani provedeme obdobné. Budeme-li chtit komplexni ¢isla nasobit, zkratka roznasobime za-
vorky a dostaneme
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + bei + adi + bdi?.

Kdyz vsak vyuzijeme i2 = —1, coz je jedind podminka, kterou po i viibec pozadujeme, ziskdme

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. Takto definované operace s komplexnimi &isly maji
vSechny obvyklé vlastnosti, na které jsme zvykli z redlnych ¢isel: nezélezi v nich na poradi, mizeme
roznasobovat zavorky a tak podobné. My tyto vlastnosti nebudeme dokazovat pftilis dopodrobna.
Pokud se s komplexnimi ¢isly potkavas poprvé, muzeme Té ujistit, ze z hlediska upravovani vyrazu
zde vse funguje stejné jako v realnych éislech.?

9Pokud se o nich chces dozvédét vice, doporu¢ujeme PraSedi seridl o komplexnich &islech:
https://prase.cz/archive/30/9.pdf .



Abychom mohli vymyslet déleni komplexnich ¢isel, nakreslime si nejprve obrazek. Stejné jako
si realna ¢isla kreslime na redlnou pfimku, budeme komplexni ¢isla kreslit do komplezni (nebo téz
Gaussovyl®) roviny. Komplexni ¢islo a = a + bi zde zakreslime na pozici se soufadnici a na rediné
ose a b na imagindrni ose. Také nazyvame a redlnou a b imagindrni ¢dsti komplexniho ¢isla a.

m o=3+2
2 F ————— =~ ===
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Pro komplexni &islo o = a + bi v komplexni roviné definujeme jeho komplexné sdruzené éislol!
jako to, které odpovida bodu pfeklopenému podle redlné osy, tedy obraceni znaménka imaginarni
¢asti. Znacime jej o = a — bi (¢teme ,alfa s pruhem®). VSimnéme si, ze

a-a=(a+bi)(a—bi) =a® — (bi)2 = a® +b2.

Diky Pythagorové vété je toto druhd mocnina délky usecky spojujici a v komplexni roviné s bodem
0. To ndm umoziuje definovat absolutni hodnotu komplexniho &isla jako || = vVaa = vaZ + b2.
Rozmysli si, ze pro realné ¢islo se tato definice shoduje s béznou absolutni hodnotou.

S pomoci komplexné sdruzeného ¢&isla uz mtzeme zavést déleni. Pokud je komplexni ¢islo a + bi
nenulové, pak a? 4 b? > 0, takze mtzeme pii déleni rozsifit komplexné sdruzenym &islem a spoéist

c+di (c+di)(a—bi) (ac+bd)+ (ad—bc)i ac+bd ad—bc,
— = = i.
a+bi  (a-+bi)(a—b) a? + b2 a2 +b2  a? + b2

Gaussova celd cisla

Jiz jsme si zavedli komplexni ¢isla s redlnymi slozkami. Abychom se s nimi mohli pustit do néjaké
teorie Cisel, bylo by zdhodno si je omezit na néco podobného celym ¢islim. Pfirozenou volbou je
povolit v redlné i imaginarni ¢asti pouze cela ¢isla. Dostaneme takzvana Gaussova (celd) ¢isla, jimiz
myslime komplexni ¢isla a + bi pro a,b € Z. Jejich mnozinu zna¢ime Z[i]. Je snadné si rozmyslet,
Ze soucet i sou¢in dvou Gaussovych &isel je op&t Gaussovo Cislo, takze Z[i] predstavuje rozum-
nou ,komplexni verzi Z“ (splituje vlastnosti (1) az (7), které méla celd ¢isla). Pozdéji v kapitole
o komutativnich okruzich uvidime, ze v komplexnich ¢islech existuji i jiné struktury s podobnymi
vlastnostmi.

Definice. Pro a, € Z[i] fekneme, ze « déli 8 (znacime « | 8), pokud existuje v € Z[i] spliiujici
B=ay.

Tato definice délitelnosti fikd v podstaté totéz, co definice délitelnosti pro celd ¢isla. Stejné tak
pro nenulové « plati « | 8, pravé kdyz je g Gaussovo celé ¢islo. Pojdme si délitelnost vyzkouset.

10Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik piezdivany kniZe matematiki, pii-
spél k rozvoji mnoha oblasti matematiky i dalSich véd. Z jeho dila zminme knihu Disquisitiones
Arithmeticae, kterou polozil zdklady moderni teorie ¢isel. Jeho jméno v seridlu jesté nékolikrat
potkame.

11V angli¢ting se setkdme s pojmem complex conjugate.

10



Cviéeni 10. Rozhodni, zda 9 + 37 | 12 — 64.

V celych ¢islech jsme ve spousté dukaza vyuzivali absolutni hodnotu. Ta nam slouzila k tomu,
abychom umeéli néjakym zptsobem urcit velikost ¢isel. Vyuzivali jsme ji napfiklad vSude, kde jsme
potfebovali né€jak indukovat podle velikosti, tedy v diikazu lemmatu o rozkladu na ireducibilni prvky
nebo (trochu skryté) v Eukleidové algoritmu. Abychom tedy s Gaussovymi ¢éisly mohli pracovat
velmi podobné jako s Cisly celymi, bylo by skvélé, kdybychom na nich méli néco podobného jako
absolutni hodnotu. Absolutni hodnota Gaussova celého ¢isla vSak nemusi byt celé ¢islo, napfiklad
[342i] = V/13. To by nam mohlo &init uré¢ité nep¥ijemnosti, proto budeme radsi pracovat s druhou
mocninou absolutni hodnoty.

Definice. Normu Gaussova celého &isla a = a + bi definujeme jako N(a) = aa = a? + b2.

Norma nam nejenom Fika, jak je Gaussovo ¢islo velké, ale jak si ukdzeme, chové se také hezky
k nasobeni. V&imni si, ze kazdé celé &islo a je i Gaussovo celé &islo a plati pro néj plati N(a) = a?.

Tvrzeni. Pro a,f € C plati (af8) =@ - B.
Drikaz. Prosté to rozpocitejme. Necht a = a + bi, 8 = ¢ + di. Potom

af = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i,
@- B = (a—bi)(c—di) = (ac — bd) + (—ad — be)i,

takze skuteéné (af) = @ - B. O
Dusledek. (multiplikativita normy) Norma souc¢inu dvou Gaussovych ¢isel je soucin jejich norem.
Rikéme, 7e norma je multiplikativni.l2

Dikaz. Pro «, B € Z[i] mdme N(aB) = af - (af) = af-aB = aa- BB = N(a) - N(B). (]

Cviéeni 11. Pokud lze pfirozena ¢isla m, n obé& vyjadiit ve tvaru 22 + y2 (pro z,y € Z), pak lze
v tomto tvaru vyjadrit i mn.

Cviceni(!) 12. Pokud « | 8, pak i N(«a) | N(B). Opa¢né tvrzeni vSak neplati.

Poznamka. Miuzeme si vS§imnout, ze je to dobry aparat k tomu, abychom zjistili, kdy éisla déli-
telnd nejsou.

Cvic¢eni 13. Rozhodni, zda je 14 — 3¢ nasobkem 3 — 1.

Nyni si rozmysleme, jak vypadaji jednotky v Gaussovych celych ¢islech. Stejné jako v Z jednot-
kami myslime ta ¢isla, jez déli 1.

Tvrzeni. Jednotky jsou pravé cisla +1 a =+i.

Dikaz. Urcité vidime, Ze tato Cisla jednotkami jsou, jelikoz +£1 - (£1) =1 a +i- (F2) = 1.

Nyni se podivejme, zda nemohou existovat dalsi. Pokud a + bi | 1, pak nutné plati i N(a + bi) |
N(1) = 1. Jinymi slovy a? + b2 = N(a + bi) = 1. Celd &isla a, b, ktera spliiuji nasi rovnici, jsou ale
pouze ta, kterd nam davaji jednotky +1, +i. O

Vidime, ze jednotky jsou ta ¢isla, jejichz norma je jedna, coz je dle jejich ndzvu také velmi
prirozené.

Abychom dovrsili prizkum vlastnosti Z[i], dokdzeme si, ze i Gaussova celd ¢isla se rozkladaji
jednoznacné na souéin ,,prvocisel“. Budeme postupovat stejnou cestou jako v celych ¢islech. Definice
ireducibilniho ¢isla a prvocisla ponechme stejné — ireducibilni ¢islo nelze rozlozit na sou¢in dvou

120becné tikame, Ze funkce f je multiplikativni, pokud spliuje f(ab) = f(a) - f(b). Nékdy se
timto oznacenim mini i funkce, kterd toto spliiuje jen pro nesoudélnd a, b, v seridlu vsak tento
vyznam pouzivat nebudeme.
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nejednotek, zatimco prvocislo déli souc¢in jen tehdy, kdyz déli jeden z ¢initelii. Budeme si ale muset
upravit nékteré dikazy a rozmyslet si, ze vSe funguje tak, jak m4, i tady.
Na&s postup k dikazu Zakladni véty aritmetiky se odvijel od déleni se zbytkem.

Tvrzeni. Pro«, B € Z[i] existuji 7,0 € Z[i] takovd, ze o = By + & a zdrovenn N(§) < N(B).

V Gaussovych ¢islech to ale neni tak snadné. Necht v = 27 — 23¢ a 8 = 8 4 ¢. Zkusme je vydélit

normalné: )

o _ 2T 97 3051

B 8+1
V celych ¢islech bychom si vzali nejvétsi nasobek 3, ktery je jesté mens$i nez «, tedy podil %
zaokrouhleny dolt. Kdybychom toto provedli zvlast v redlné a imaginarni slozce, bylo by to 2 — 44.
Potom by ale § = (27 — 23¢) — (2 — 44)(8 +¢) = 7+ 74. Vidime, Ze norma tohoto zbytku je vetsi nez
norma 3, coz je néco, ¢eho se chceme vyvarovat. Neni tedy néjaka lepsi moznost?

Podivejme se na to prvné zase zpatky v Cislech celych. Pokud budeme vyuzivat naSe tvrzeni pro
¢isla 33 a 7, dostaneme 33 = 7-4+5. Ale také bychom misto toho nejvétsiho mensiho ndsobku 7 mohli
vzit nejblizsi ndsobek (at uz je vyssi, nebo nizsi). V tomto ptipadé bychom zvolili 33 = 7-5 — 2. Za
cenu toho, ze mame zédporny zbytek, jsme ho zmensili (v absolutni hodnoté) nanejvys na polovinu
absolutni hodnoty ptvodniho délitele.

Toho vyuzijeme i zde v Gaussovych cislech. Kdyz si vybereme v kazdé slozce ¢islo nejblizsi, pak
dostavame & = (27 — 23i) — (3 — 3¢)(8 + 4) = —2i. Tato hodnota uz naSe tvrzeni spliiuje, ted uz si
to pojdme jen dokézat obecné.

Dikaz. ZapiSeme si obecné podil %, ktery chceme vyjadrit se zbytkem, jako

a af _k+ b

B N@B)  N®B)
Vyuzijeme toho, ze v Z uz délit umime a umime to dokonce tak, ze jsou zbytky dost malé. Tedy
necht k = N(8)q1 + z1 a £ = N(B)q2 + z2, kde |z1| < %, |za| < % Nyni si to uz jenom
rozepisme:

a  k+bi . X1+ T2t
B-N@ TR NG

Zvolme v = q1 + g2i. Potom § = o — By = % Potom tedy

. N NB)? L N
N(@) =N xltx21>:N("E1+z”> it s NO) ), O
= ("5 NGB S NG > <N

Uz tedy umime délit se ,spravnym“ zbytkem. V dukazu funkénosti Eukleidova algoritmu jsme
vyuzivali pouze toho, Ze algoritmus skon¢i, coz bylo zptusobeno klesajici absolutni hodnotou. S nor-
mou namisto absolutni hodnoty bychom mohli téhoz vyuzit i zde. Dostali bychom tak rozsireny
Eukleidtv algoritmus pro Gaussova &isla. Na jeho zakladé uz lze dokazat, ze v Z[i] je kazdé iredu-
cibilni ¢islo prvocislem, z ¢ehoz uz by vyplynul jednoznac¢ny rozklad Gaussovych ¢isel na prvocisla.
Zméni se pouze obor ¢isel, se kterym pracujeme, tedy co pro nas budou prvodisla ¢i jednotky.
Jedinou vadou na krése je, Ze zatim nevime, jak takovd Gaussova prvocisla vypadaji.

Nebudeme se s témito dikazy nyni trapit do detailu, protoze si je pozdéji ukdzeme v obecnéjsi
verzi. Namisto Eukléidova algoritmu si ukdZeme Bézoutovo lemma, které piinasi stejné disledky,
pouze bez algoritmického pohledu na véc.

I bez znalosti Gaussovych prvocisel ndm jednoznacny rozklad muze byt uziteény — plyne z néj
totiz tvrzeni o mocninach a nesoudélnosti.

Uloha 5. Najdi vSechny dvojice (z,y) celych ¢&isel takovych, ze spliuji 2 = y3 — 1.
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Komutativni okruhy

Dosud jsme vidéli nékolik struktur, v nichz dovedeme séitat a nasobit s podobnymi pravidly jako
v celych ¢islech. Konkrétni podobu témto strukturdm podobnym Z dame definovanim komutativ-
niho okruhu.

Definice. Bindrni operaci * definovanou na mnoziné M rozumime zobrazeni, které dvojici prvka
a,b € M ptifazuje pravé jeden prvek a x b z mnoziny M.

Neformalné fe¢eno: binarni operace je cokoliv, co dvéma vécem jednozna¢né pfifazuje néjakou
tfeti véc, pricemz vysledek této operace znacime tak, ze mezi dva puvodni argumenty napiSeme
znak pro prislusnou operaci.

Priklad. Uvedme nékteré bézné piiklady binarnich operaci:
e Scitani ,+“, od¢itani ,—“, ndsobeni ,-“ celych ¢isel nebo déleni ,:“ nenulovych racionalnich
Cisel. Povsimni si, ze pfi od¢itani nebo déleni dvou ¢isel zalezi na poradi.
e Budiz X néjakd mnozina. Pro dvé jeji podmnoziny A, B C X definujeme
o jejich sjednoceni A U B, jez obsahuje ty prvky, které jsou alespon v jedné z A, B,
o jejich pranik AN B, jez obsahuje ty prvky, které jsou v obou A, B,

o jejich symetrickou diferenci A @ B, jez obsahuje ty prvky, které jsou v pravé jedné
z mnozin A, B.

e Uvazme funkce z R do R. Pro dvé takové funkce f, g definujeme jejich slozeni g o f jako
funkci h pfedepsanou h(z) = g(f(x)) pro kazdé x € R. V této operaci zalezi na poradi —
napf. pro f(z) = 2z a g(z) = 2 dostaneme

(9o f)@) = (22 =42, ale  (fog)(a) = 22>

Definice. Komutativnim okruhem nazyvime mnozinul® R (té fikdme nosnd mnoZina okruhu)
spolu s bindrnimi operacemi + a - (nazyvédme je ,s¢itani“ a ,ndsobeni“) definovanymi na R, které
splnuji:

(1) Mnozina R je uzaviend na séitani i ndsobeni neboli pro libovolna a,b € R plati

a+beR, a-b€R.

(2) Se¢itani i ndsobeni jsou komutativni neboli pro libovolna a,b € R plati

a+b=b+a, a-b=b-a.
(3) Scitani i nasobeni jsou asociativni neboli pro libovolna a,b,c € R plati
a+(b+c)=(a+b)+e, a-(b-c)=(a-b)-c
(4) Nasobeni je distributivni na s¢itani neboli pro libovolna a, b, c € R plati
a-(b+c)=a-b+a-c

(5) V R existuji prvky 0 a 1, které pro kazdé a € R spliuji
a+0=0+a=a, a-1=1-a=a, a-0=0.

(6) Pro kazdé a € R existuje n&jaky prvek —a € R, ktery spliiuje a + (—a) = 0.

130Obecny okruh budeme ¢asto znacit R z némeckého (Zahl)ring.
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Kdybychom chtéli byt zcela formélni a presni, pak bychom méli vzdy, kdyz chceme hovorit
o néjakém komutativnim okruhu, presné fici, s jakymi operacemi + a - pracujeme, ¢i dokonce které
prvky jsou 0 a 1 nebo co je —a pro kazdé a € R. Komutativni okruh by tak mél byt urcen Sestici
(R,4+,-,0,1,—). Velmi ¢asto je vSak z kontextu zfejmé, o jakych operacich hovotfime, takze budeme
fikat pouze ,,(komutativni) okruh R«.14

Dale si v komutativnich okruzich budeme dovolovat bézné zjednodusovani zapisu, jaké zname
z celych ¢isel, budeme pséat ndsobeni jako ab namisto a - b, od¢iténi jako a — b namisto a + (—b) a
mocnéni jako a™ namisto a - a---a pro prirozené ¢islo n.

——

n-krat

Poznamka. Mozna Té napadlo, pro¢ fikame ,komutativni“ okruh. Samotnym slovem okruh se
nazyva struktura, u které na rozdil od komutativniho okruhu nepfedpokladame, ze néasobeni je
komutativni, takZe se muze stat, ze ab je néco jiného nez ba. Takové okruhy vsak v seridlu nebudeme
potkavat.1® I kdyz tedy v seridlu fekneme jenom ,okruh“, bude se takika vzdy jednat o komutativni
okruh.

Cvigeni(!) 14. Dokaz, ze v okruhu existuje pravé jedna nula (neutralni prvek vzhledem ke séitani)
a pravé jedna jednic¢ka (neutralni prvek vzhledem k nasobeni).

Cviceni(*) 15. Podminku o komutativité s¢itdni mizeme v definici (i nekomutativniho) okruhu
vypustit: pokud R s operacemi +, - spliiuji pouze podminky (1), (3) az (6), pak uz pro libovolna
a,be Rplatia+b=0>b+a.

Cviéeni(*) 16. Podminku 0 - a miizeme v definici okruhu vypustit — pokud R s operacemi +, -
spliiuji vSechny ostatni podminky z definice okruhu, pak uz pro libovolné a € R plati 0-a = 0.

Piiklady (komutativnich) okruht

Vidéli jsme abstraktni definici okruhu, nyni si ukazeme konkrétni priklady. Mnohé z nich nas budou
v seridlu jesté néjakou dobu provazet.

Priklad. Cel4, racionalni, realna i komplexni ¢isla tvofi komutativni okruhy s obvyklym s¢itanim
a nasobenim. Nula a jednicka jsou v nich pfesné ty, na které jsme zvykli.

Piiklad. Prirozena ¢isla, licha celd ¢isla ¢i suda celd ¢isla netvori s obvyklym séitanim a nésobe-
nim okruh. Pfirozenym ¢islim chybi 0, lichym ¢islim chybi 0 a nejsou uzaviena na sc¢itani, zatimco
sudym ¢islim chybi 1.

Priklad. Pro pfirozené ¢islo n tvofi mnozina Z, = {0,1,...,n — 1} zbytkovych tfid mod n ko-
mutativni okruh se s¢itdnim a nasobenim zbytkovych t¥id. Nulou je zde zbytkova t¥ida 0, jednickou
zbytkova tfida 1.

Piiklad. Nechf je X mnozina. Mnozina vsech jejich podmnozin'® P(X) spolu s operacemi sy-
metrické diference (jako s¢itani) a priniku (jako nasobeni) tvori okruh. K tomu si rozmysli, ze pro
A, B,C € P(X) plati

AN(BeC)=(ANB)® (ANC)

(viz Vennovy diagramy nize). Jednickou je celd mnozina X, nebot X N A = A pro kazdou A C X.
Nulou je pradzdna mnozina (), nebot ) & A = A pro kazdou A C X. Odé&itani je v tomto okruhu
totéz jako s¢itani, nebot plati A ® A = @) pro kazdou A C X.

14 A slibujeme, ze kdykoliv si vymyslime okruh s neobvyklymi operacemi, tak na to upozornime.
15K dyby Té viak zajimaly, doporu¢ujeme jako piiklady na seznameni s nekomutativnimi okruhy
tzv. kvaterniony nebo ¢tvercové matice fadu n.
16Rika se ji potencni mnoZina.
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Q

AN(BaC)
Priklad. Libovolna jednoprvkova mnozina {a} tvoii spolu s operacemi s¢itani a ndsobeni defino-
vanymi jako
a+a=a, a-a=a
komutativni okruh. O okruhu s jednoprvkovou nosnou mnozinou fikdme, ze je trividlng. V§imni si,

ze v tomto okruhu jsou ,nula“ a , jednicka“ ten samy prvek.

Cviéeni(!) 17. Budiz R komutativni okruh s vice nez jednim prvkem. Dokaz, Zze potom v R plati
0+#1.

Priklad. Gaussova celd ¢isla Z[i] tvori komutativni okruh se s¢itanim a nisobenim komplexnich
cisel.

Priklad. Necht w = 1"';7‘/3 Potom mnozina Z[w] = {a + bw : a,b € Z} tvoii komutativni okruh,
nebot plati (a+bw)(c+dw) = (ac—bd)+(ad-+be+bd)w. Cislim tohoto tvaru se fika Eisensteinoval”.

Priklad. Necht je S mnozina vSech funkci f: R — R. Potom S tvofi okruh se s¢itdnim a nasobe-
nim funkci definovanym jako

(f +9)(=@) = f(2) + g(2), (f-9)(=@) = f(=z) - g(=).

Nulou a jednickou jsou konstantni funkce fo(z) =0 a fi(z) =1.

Cviceni 18. Nahlédni, Ze se stejnymi operacemi jako v pfedchozim pfikladu tvoti okruh i mnozina
Sa v8ech sudych funkci, tedy funkei f: R — R spliujicich f(—z) = f(x) pro kazdé = € R.
Priklad. Méjme &tyfprvkovou mnozinu 7' = {0,1,a,b} a definujme na ni s¢itdni a nasobeni
pomoci nasledujicich tabulek:

+ 0 1 a b : 0 1 a b
0 0 1 a b 0 0 0 0 0
1 1 0 b a 1 0 1 a b
a a b 0 1 a 0 a b 1
b b a 1 0 b 0 b 1 a

Potom T tvofi s operacemi +, - okruh. Vsimni si, Ze a¢ je to ¢tyfprvkovy okruh, je rizny od Za.

Priklad. Uvazme vSechna raciondlni ¢isla, jejichz jmenovatelé jsou mocniny dvou, tedy

Z{ﬂ:{zin:aez,nem}.

17Gotthold Eisenstein (1823-1852), némecky matematik. Ani jeho jméno v serialu jesté nevidime
naposledy.
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Se séitanim a nésobenim racionélnich ¢isel tvori tato mnozina okruh.

Mozné uz si v8imas obecného pravidla: kdyz napiSeme R[m], kde m je néjaké ,éislo“, myslime
tim nejmensi takovy okruh, pro ktery R C R[m] a zarovenn m € R[m]. Prakti¢t&jsi je ale pied-
stava, ze v R[m] prosté lezi vSechny vyrazy ap,m™ + -+ - + aim + ap pro nezaporné celé n a prvky
ag,a1,...,an, € R. V zavislosti na tom, co je m za&, se mohou jednotliva m* pro k = 0,1,2,...
postupné opakovat (jako kdyZz napf. m = i nebo m = w), anebo se muze jednat o navzajem rtzné
prvky R[m] (jako kdyz napf. m = %)

Specialni vlastnosti okruhii

Vime jiz, co je okruh, je tedy na c¢ase zkoumat, jaké vlastnosti mohou jednotlivé okruhy ¢i jejich
prvky mit. Nasim cilem bude dopracovat se k ,,prvocislim“ v okruzich. Za¢néme ale u vlastnosti
nuly a jednicky.

Definice. Komutativni okruh nazveme oborem integrity, paklize pro libovolné jeho prvky a, b
plati ab = 0, pouze pokud a = 0 nebo b = 0.

Ekvivalentni pohled na obory integrity je, Ze jsou to pfesné ty okruhy, v nichz mizeme v rovnicich
kratit nenulové Cinitele:

Tvrzeni. V oboru integrity pro a # 0 plati, ze pokud ab = ac, pak i b = c.

Dikaz. Prevedenim ac na levou stranu dostaneme ab — ac = 0 a poté vytknutim a ziskdme
a(b — ¢) = 0. Néasledné z definice oboru integrity plati a = 0 nebo b — ¢ = 0. Pfedpokladdme vsak
a # 0, takze uz nutné b — ¢ = 0 neboli b = c. O

Kdyz R neni obor integrity, miize se stat, ze ab = ac, i kdyz b # c. Pfikladem budiz okruh Z4,
v némz plati 2-1 =2-3 (mod 4).
Cviceni 19. Rozmysli si, které z nasledujicich okruht jsou obory integrity:
(i) Z, Q, R, C, (i) z[i], Zlw], Z[3], (i) trivialni okruh,
(iv
(v
(vi) étyfprvkovy okruh T'= {0, 1, a,b} z pfedposledniho piikladu.

) Zn v zavislosti na pfirozeném n,

okruh P(X) v zavislosti na mnoziné X,

Obory integrity nam fikaji, Ze muzeme Kkratit rovnice, neznamend to ale, Ze muzeme délit.
Abychom se blize podivali na to, ¢im lze délit, zavedeme si délitelnost a nékolik dalsich pojm.

Definice. V komutativnim okruhu R pro a,b € R fikdme, Ze a déli b (znacime a | b), pokud
existuje ¢ € R takové, ze ac = b.

Cvicéeni(!) 20. Pokud a | b a zaroven a | ¢, pak uz a | bd + ce pro libovolna d, e.

Cviéeni 21. V okruhu P(X) plati A | B, pravé pokud B C A.

Definice. V komutativnim okruhu R nazveme u € R jednotkou, pokud u | 1.
Tedy u je jednotka, pokud existuje v € R takové, ze uv = 1.

Cviceni 22. Najdi mnoziny vSech jednotek v nasledujicich okruzich:

@) z, (i) Q, R, C, (iii) Z[3], Z[w], (iv) Z[3],

(v) P(X) v zavislosti na mnoziné X.
Cviceni 23. Pokud okruh R neni trividlni, pak 0 neni jednotkou.

Definice. V okruhu R fekneme, Ze jsou prvky a,b € R asociované, pokud plati a | b a zaroven
b | a. Tuto skute¢nost budeme znacit a || b.
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X6

Asociované prvky se ,chovaji stejné
plati

vzhledem k délitelnosti. Kdyz a || b, pak pro vSechna c

ale <= bl|c a zéroven cla < c|b.

Cviceni(!) 24. V oboru integrity jsou a, b asociované, pravé pokud existuje jednotka u takové,
ze a = ub.

Ireducibilni prvky a prvocinitelé

Je na Case, abychom se podivali na zobecnéni prvocisel. Podobné jako jsme ucinili dfive, rozlisime
dvé vlastnosti, které budeme zkoumat: to, jak se prvky rozkladaji na soucin a jak déli souciny.
Vétsinou uz odted budeme pracovat jen v oborech integrity, i kdyz nékteré pojmy definujeme
v obecném komutativnim okruhu.

Definice. Bud R komutativni okruh a uvazme jeho nenulovy prvek p, ktery neni jednotkou.
Rekneme, ze p je ireducibilni (v R), pokud pro kazda a,b € R splijici ab = p plati, ze jedno z a, b
je jednotka. Rekneme, Ze p je prvocinitel (v R), pokud pro libovolna a,b € R plati, ze kdyz p | ab,
pak p | a nebo p | b.

Vlastnosti ireducibilnich prvka a prvocinitela se jednoduchou indukci zobecnuji pro souciny
libovolné mnoha c¢initeld. Kdyz je souéin aj ---ay roven ireducibilnimu prvku, pak jsou vsichni
Cinitelé krom jednoho jednotkami. Naproti tomu pokud je tento soucin nasobkem prvocinitele p,
pak uz musi p délit néktery z Cinitela.

Cvicéeni(!) 25. V oboru integrity jsou prvocinitelé vzdy ireducibilni.

Dle nasich zkuSenosti ze Z a Z[i] bychom réadi, aby vSechny ireducibilni prvky byly prvo¢initeli.
Casto to vsak neplati.

Priklad. (varovny) Uvazme okruh Z[v/—3] = {a + bv/—3 : a,b € Z}, kde v/—3 je (komplexni)
&islo spliwjici (v/—3)2 = —3 (kdyby Té& zépis se zapornym ¢&islem pod odmocninou zneklidiioval,
mitizes si predstavovat, ze v/—3 = i1/3). Tento okruh je obor integrity (jelikoz Z[v/—3] C C) a plati
v ném

2-2=4=(1+v-3)(1—V-3).

Ukazeme, ze 2 je ireducibilni. K tomu vyuzijeme normu N(a) = a@, kterou snadno vyjadiime
jako N(z + yv/—3) = 22 + 3y2. Kdyby 2 nebyla ireducibilni, méli bychom 2 = ab, kde a ani b
nejsou jednotky. Norma je multiplikativni, tedy N(a)N(b) = N(2) = 4. Pfitom prvky s normou
1 jsou jednotky, takze potiebujeme N(a), N(b) > 1, proto uz nutné N(a) = N(b) = 2. Pokud ale
a=z+yv/=3 (kde z,y € Z), dostavame 2 = 22 + 3y2.

Ukézeme, Ze tato rovnice nemé v Z feseni. Kdyz bude y # 0, tak uz 3y2 > 3 > 2. Tedy nutné
y = 0, takZe by mélo platit 22 = 2, tato rovnice ale nemé v Z feSeni. Hledané prvky a, b tedy
neexistuji a 2 je ireducibilni. P¥itom vsak neni prvoéinitelem — déli soucin (1 + /=3)(1 — /=3),
ale nedéli ani jeden z ¢initeld, nebotf ty maji obé slozky liché.

Ukazeme si vSak, jak najit obory, v nichz ,prvocisla funguji“, tedy kde vSechny ireducibilni
prvky jsou prvocinitelé. K tomu si zobecnime postup, ktery jsme upotiebili v Z. Tam jsme vyuzili

vlastnosti déleni se zbytkem a Eukleidova algoritmu, ktery pocitd nejvétsiho spoleéného délitele
dvou cisel. Zaénéme tedy tim, Ze si tento posledni pojem definujeme i v obecném okruhu.

Definice. Bud R komutativni okruh. Prvek d € R nazveme spoleénym délitelem prvki a,b € R,
pokud d | a a zaroven d | b. Prvek g € R nazveme nejuétsim spolecnym délitelem a, b, pokud
soucasné plati:

(i) Prvek g je spoleénym délitelem a, b.
(ii) Libovolny spole¢ny délitel d prvki a, b déli také g.
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Receno jednoduseji: nejvétsi spoleény délitel je spoleény délitel, kterého vsichni spoleéni délitelé
deéli. Vsimni si, ze timto neni definovan jeden jediny nejvétsi spolecny délitel a, b. Kdyz napfi-
klad nejvétsiho spole¢ného délitele prenasobime jednotkou, dostaneme néco, co je opét nejvétsim
spole¢nym délitelem. Taky ale nemame zaruceno, ze nejvétsi spolecny délitel vibec existuje.
Priklad. (varovny) UvaZme znovu okruh Z[\/—3] a ukaZme, %e prvky 4 a 2 + 2¢/—3 nemaji
nejvétsiho spole¢ného délitele. Pro spor necht maji néjakého nejvétsi spoleéného délitele g. Nejprve
pozorujme, ze 2 i 1 + /=3 jsou spoleénymi déliteli, takze urcité 2 | g a zaroven 1 + /=3 | g.
Vzhledem k 2 | g tedy g = 2a pro né&jaké a € Z[/—3]. Také ma platit g | 4, tedy 2a | 4 neboli a | 2.
7 ptedchoziho piikladu uz vime, Ze 2 je ireducibilni, takze kazdy jeho dé&litel je budto asociovany
s 2 samotnou, nebo s 1. Pokud a || 2, pak méme 4 | g, pfitom ale 4 { 2 + 2v/—3, takZe toto nelze.
Pokud a || 1, pak g | 2, takze i 1 + /=3 | 2. Kdy# ale tuto délitelnost rozsifime pomoci 1 — /=3,

dostaneme
4=(1+v=3)(1—-v=3) |21 —v=3) =2—2/=3.
Délitelnost 4 | 2 —2+/—3 ale neplati, takZze a nemuze byt asociovano ani s 1. Vycerpali jsme vSechny

moznosti a v kazdé jsme nalezli spor, takze nejvétsi spolecny délitel 4 a 24 2+/—3 nemuze existovat.

Cvideni 26. Bud R obor integrity. Pokud jsou oba prvky g1, g2 € R nejvétsimi spoleénymi déliteli
néjakych a,b € R, pak uz jsou g1 a g2 asociované.

Eukleidovské a gaussovské obory

Vidime tedy, Ze s nejvétsimi spoleénymi déliteli bychom méli zachézet opatrné. Jak jsme jiz ale
slibili, za urcitych podminek mizeme na vétsinu z téchto obav zapomenout. Motto né€kolika nasle-
dujicich stran zni: pokud umime délit s malym zbytkem, pak jsou ireducibilni prvky a prvocinitelé
totéz a rozklad na né je az na jednotky jednoznac¢ny. Po prikladech, které jsme jiz diive vidéli, neni
prilis tézké si rozmyslet, co od takového déleni se zbytkem chtit — néjaké ohodnoceni prvka oboru
integrity, ve kterém lze libovolné nenulové prvky vydélit se zbytkem tak, aby ohodnoceni zbytku
bylo nizsi nez ohodnoceni délitele.

Definice. Obor integrity R nazveme eukleidovskym oborem, pokud existuje funkce d: R — Ny
spliujici pro vSechna a,b € R, b # 0, nasledujici podminky:
(i) Plati d(a) = 0, pravé kdyz a = 0.
(ii) Plati d(a) < d(ab).
(iii) Existuji ¢, € R takova, ze a = bg + r a zaroveii d(r) < d(b).
Funkci d budeme fikat eukleidovskd funkce.
Eukleidovska funkce nam tedy dava ohodnoceni prvki oboru integrity, pfi kterém pouze nula

dava nulu, nasobky nejsou nikdy mensi nez délitelé a umime délit se zbytkem tak, aby zbytek byl
mensi nez délitel.

Cviceni(*) 27. Podminku (ii) bychom mohli v pfedchozi definici vynechat. Pokud totiz pro R
existuje funkce d spliujici (i) a (iii), pak uz je funkce d definovand jako

d(a) = El’;légl d(ab)

eukleidovskou funkei.

Nyni v nékolika krocich dokazeme, ze v eukleidovském oboru jsou ireducibilni prvky prvoéinitelé
a Ze v nich lze jednoznac¢né rozkladat na prvocinitele. Zacneme Bézoutovou identitou.

Tvrzeni. (Bézoutova identita) Budiz R eukleidovsky obor. Pro libovolnd nenulovd a,b € R pak
existuje g € R takové, ze
(i) g je nejvétsi spoleény délitel a, b,
(ii) prvky tvaru za + yb jsou pravé ndsobky g neboli {za+ yb: z,y € R} = {zg: z € R}.
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Dikaz. Pojmenujme S = {xa + yb : z,y € R} a necht je d eukleidovskd funkce. Zvolme g jako
nenulovy prvek S, pro ktery je hodnota d(g) minimalni ze vSech nenulovych g € S. Tady vyuzivame,
ze hodnoty d(z) (pro = # 0) jsou pfirozend Cisla — kazd4d mnozina pfirozenych ¢isel ma totiz
minimum.

Nejprve ukazeme, ze vSechny prvky S jsou nasobky g. Necht pro spor existuje n&jaké s € S
takové, ze g 1 s. Z definice eukleidovského oboru mame ¢,r € R takovd, ze s = gq + r a zaroven
d(r) < d(g). Kdyby r = 0, znamenalo by to g | s, takze urcité r # 0. Nahlédnéme také, ze r € S,
nebot pokud g = z1a + y1b a s = x2a + y2b, pak

r=s—gq=(r2 —qzi1)a+ (y2 —qy1)b € S.

Ziskali jsme tedy nenulovy prvek S, v némz funkce d nabyva mensi hodnoty nez v g. To je spor,
protoze g jsme zvolili tak, aby d(g) bylo minimalni.

Ukazme nyni, ze g je nejvétsi spolecny délitel a, b. Vime jiz, ze g déli vSechny prvky S. Kdyz ale
zvolime z = 1, y = 0, dostaneme a € S, zatimco z = 0, y = 1 d& b € S. Takze g je jejich spolecny
délitel. Zaroven kdyz je m spolecny délitel a, b, pak urcité i

m|zia+y1b=g.

Oveérili jsme tedy, Ze g je spoleény délitel, jehoz vSichni spole¢ni délitelé déli, takze je to nejvétsi
spole¢ny délitel. O

Dusledek. V eukleidovském oboru je kazdy ireducibilni prvek p prvocinitelem.

Dikaz. Méjme a,b € R takova, ze p | ab. Pro spor piedpokladejme, Ze p nedéli a ani b. Podle pravé
dokazaného tvrzeni maji a, p né€jakého spolecného délitele g. Ten muze jako délitel ireducibilniho
p byt budto asociovany s 1, nebo s p. Kdyby p || g, pak by bylo i p | a, coz (z pfedpokladu sporu)
neplati. Takze g je asociovano s 1, tudiz BUNO g = 1. Z Bézoutovy identity existuji 1, y1 takova,
ze x1a + y1p = 1. Zcela analogicky je 1 nejvétsim spolecnym délitelem b, p, takze existuji xz2, y2
spliiujici z2b + y2p = 1. Kdyz dvé ziskané rovnosti vynasobime, dostaneme

(z1a + y1p)(22b + y2p) = 1,
z1T20b + T1Y2ap + T2Y1bp + Y1y2p® = 1.

Predpokladame p | ab, takze kazdy séitanec na levé strané je ndsobkem p. Cela leva strana je tak
nasobkem p, takze jsme dostali p | 1, coz je spor — ireducibilni prvek nemtize byt ze své definice
jednotkou. N4&s pfedpoklad, Ze existuji a, b spliiujici p | ab a zaroven p 1 a, b, tak byl chybny, takze
p musi byt prvocinitel.

Vime uz tedy, ze vSechny ireducibilni prvky jsou v eukleidovském oboru prvocinitelé. Tento
vysledek ale jesté vylepSime na zobecnéni Zakladni véty aritmetiky — ukdZeme, Ze prvky euklei-
dovského oboru lze ,jednozna¢né“ rozlozit na soucin ireducibilnich prvka. Tato vlastnost neni jen

vysadou eukleidovskych obori, proc¢ez ma své vlastni oznaceni.

Definice. Rekneme, 7e obor R je gaussovsky'8, pokud v ném lze kazdy nenulovy prvek rozlozit
na soucin ireducibilnich prvku jednoznac¢né az na poradi a asociovanost. Formalnéji: kazdy prvek

a € R se da zapsat jako a = u - p1 - - - pn, pro néjaké ireducibilni prvky!® p1,...,p, a jednotku u, a
pokud jsou

Aa=UpLPn=VqL " Gm
dva takové rozklady na soucin ireducibilnich prvka, potom n = m a posloupnost qi,...,q, se da
pieuspofddat na posloupnost ¢i,...,q;, takovou, Ze p; || ¢} pro j =1,2,...,n.

18V angli¢tiné se setkame s oznadenim unique factorization domain, éasto zkracovano jako UFD.
19Muze byt n = 0, v takovém piipadé je a jednotka.
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Poznamka. KdyZ uz méame rozklad na ireducibilni prvky, miizeme ho jesté mirné zkraslit tim,
7e navzajem asociované ireducibilni prvky ,slouc¢ime“ do jedné mocniny. Dostaneme tak

— (o5} (e}
a=1u-py "'pnnv

kde pro ¢ # j plati p; { p;. V tomto zapisu je ziejmé, jak vypadaji délitelé a — maji v rozkladu
pouze ireducibilni prvky pi,...,pn (ne nutné vSechny), pfi¢emz exponent u p; je nanejvys «;, a
libovolnou jednotku.

Cvigeni(!) 28. Nahlédni, ze v gaussovském oboru musi
(i) kazdy ireducibilni prvek byt prvoéinitelem,

(ii) kazdé dva prvky mit nejvétsi spoleény délitel.

K dikazu, ze eukleidovské obory jsou gaussovské, se propracujeme v nékolika krocich. Nejprve
ukézeme, ze kazdy nenulovy prvek lze zapsat jako néjaky soucin ireducibilnich prvkia a jednotky.
Posléze vyuzijeme toho, Ze ireducibilni prvky jsou prvocinitelé, abychom ukazali, ze kazdé dva
takové rozklady jsou stejné az na potfadi a pfenasobeni ireducibilnich prvkt jednotkami.

Lemma. Necht je R eukleidovsky obor s eukleidovskou funkci d. Pro nenulovd a,b € R plati
d(a) = d(ab) pravé tehdy, kdyz je b jednotka.

Diikaz. Dokazujeme ekvivalenci, ukdZeme tedy dva sméry implikace. Nejprve necht je b jednotka.
Potom existuje ¢ € R tak, ze bc = 1. Z vlastnosti (ii) mame d(a) < d(ab), ale také

d(ab) < d(ab-c) = d(a),

takze dohromady d(a) = d(ab).

Nyni necht naopak d(a) = d(ab). Pouzijeme vlastnost (iii) na dvojici a, ab. To ndm ¥ika, Ze musi
existovat ¢, € R tak, ze a = abg+r a zaroven d(r) < d(ab) = d(a). Z toho ale a(1 — bq) = r, takze
1 —bg # 0 by vlastnosti (ii) znamenalo d(a) < d(a(1 —bq)) = d(r), coz je spor s d(r) < d(a). Ur¢ité
tak musi byt 1 — bg = 0 neboli bg = 1, coz uz znaci, ze b je jednotka. O

Tvrzeni. V eukleidovském oboru R lze kazdé nenulové a € R zapsat jako soucin jednotky a
ireducibilnich prvku.

Drikaz. Necht je d eukleidovska funkce. Pokud je a jednotka, pak tvrzeni plati trividlng — prosté
zapiSeme a = a, tzn. nepouzijeme v soucinu zadné ireducibilni prvky. Nadale pfedpokladejme, ze a
neni jednotka.

Budeme postupovat silnou matematickou indukei vzhledem k d(a). To znamend, ze budeme
predpokladat, ze tvrzeni plati pro vSechna d(a) < n, a dokdzeme jeho platnost i pro d(a) = n + 1.
Méjme tedy néjaké a takové, Ze d(a) = n + 1 a rozliSme dva pfipady. Pokud je a ireducibilni, pak
mame vyhrano, protoze potom a = a je rozklad na soucin jediného ireducibilniho prvku. Pokud a
neni ireducibilni, plati a = bc pro néjaka b, ¢ € R, ktera nejsou jednotky. Z pfedchéazejiciho lemmatu
tak plati

d(b) < d(bc) =d(a) =n+1,

takze uréité d(b) < n. Obdobné d(c) < n. Z indukéniho pfedpokladu se tedy b i ¢ daji rozlozit na
soucin ireducibilnich prvku a jednotky. Mame tedy

b=w-p1--pp 2  c=v-oqioooqe
pro néjaké jednotky u, v a ireducibilni prvky pi,...,DPk,q1,--.,q¢. Z toho pak mame rozklad
a=(uv) p1--Pk-q1- e,

takZe platnost tvrzeni je pro dokdzdna pro d(a) = n + 1. Silnou indukei je tak tvrzeni dokazano
pro vSechna nenulova a € R. O
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Tvrzeni. Kazdy eukleidovsky obor R je gaussovsky.

Dikaz.  Vime uz, ze kazdy nenulovy prvek R lze rozlozit na souéin ireducibilnich prvki a jednotky.
Vime také, ze vSechny ireducibilni prvky v R jsou prvocinitelé. Méjme tedy jednotky w, v, nezaporna
celd c¢isla m, n a ireducibilni prvky p1,...,Pn,q1,--.,qm € R, pro néz

U Pl Pn =V QL Gm.

Ukazeme, ze potom jsou tyto dva rozklady stejné az na pofadi Cinitelt a asociovanost.

BUNO necht n > m. Pokud nyni n = 0, pak mame v rozkladu na obou stranéch jen jednotku
a neni co dokazovat. Jinak vezméme ireducibilni prvek p;. Jedna se o prvocinitel, ktery déli levou
stranu, takze musi délit i néktery ¢initel v souéinu na pravé strané. NemiZe byt p1 | v, protoze
pak by p1 byla jednotka. Pro né&jaké j € {1,...,m} tedy p1 | q;. Jelikoz g; je ireducibilni, kazdy
jeho délitel je budto asociovany s 1, nebo s g;. Pfitom p1 neni jednotka, takze uz musi byt p1 a g;
asociované prvky. Plati tedy g; = v1p1 pro né&jakou jednotku v;. Nyni tak mizZeme zapsat ¢} = g;
a rovnost dvou rozkladt pokratit na

w-p2---Pn = (VU1) Q1 @_1Gj+1 " Im

a proces opakovat: vezmeme p2, to déli néjaké g, na pravé strané, takze ¢4 = qi a op&t pokratime.

Takto pokra¢ujeme, dokud nepokratime vSechna qi,...,¢m na pravé strané (pfedpokladame
n > m, takze ndm nedojdou ireducibilni prvky na levé strang). Kdyby n > m, pak by nam nyni
na levé strané zbyly néjaké ireducibilni Cinitele, které by ale délili jednotku na pravé stran€, coz
neni mozné. Urcité tedy n = m. Zaroven jsme v procesu kraceni ziskali poradi ireducibilnich prvka
qi,...,q,, které jsou asociované po fadé s pi,...,pn. Tim mame dokdzano, ze R je gaussovsky

obor. O

Pozor! Tvrzeni neplati naopak: gaussovsky obor viibec nemusi byt eukleidovsky.
Priklady eukleidovskych oborti

Dokézali jsme spoustu vlastnosti eukleidovskych obort a nékolik jsme jich uz vidéli (Z, Z[i], Z[w]).
Eukleidovské obory nemusi byt vzdy jednoduché rozpoznat, protoze obecné viibec nevime, jak by
méla vypadat vhodné eukleidovskd funkce. Ukézeme si proto alespon nékolik pfikladi. Budeme
v nich volit takové funkce, které se chovaji hezky k sou¢inu prvka (jesté o néco hezéeji nez jenom
d(a) < d(ab)).

Nyni se podivejme na nékteré dalsi obory, které dovedeme sestrojit v komplexnich ¢islech. Zde
muze byt dobrym tipem zvolit za eukleidovskou funkci normu definovanou jako N(a) = a -a. Ta
totiz spliiuje, Ze hodnoty 0 nabyva pouze v nule, a kdyZ navic zvolime obor tak, aby hodnoty normy
byly celo¢iselné, pak uz pro b # 0 plati N(b) > 1, takze i

N(ab) = N(a)N(b) > N(a) -1 = N(a).

Kdyz tedy v takovémto oboru budeme chtit jako eukleidovskou funkci pouzit takto definovanou
normu, staci ndm ovéfit, ze nabyva pouze celociselnych hodnot a ze dovedeme délit se zbytkem.

Priklad. Jiz jsme vidéli, ze Z a Z[i] jsou eukleidovské, nebot jsme v nich zprovoznili déleni se
zbytkem. V Z jsme pouzili eukleidovskou funkcei d(a) = |a|, v Z[i] poslouzilo d(a) = N(a).
Priklad. Z[v/—2] je eukleidovsky obor s normou jako eukleidovskou funkci.
Reseni. Pro x,y € Z vyjadiime normu jako N(z + yv/—2) = x2 + 292, coz je celé &islo. Ukazme
tedy, jak budeme délit se zbytkem. Mé&jme a,b € Z[\/—2], kde b # 0. Chceme zvolit ¢ € Z[v/—2]
tak, ze

N(a—gb) = N(r) < N(b).
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Vydélme § = 1\7&2) =z +yv/=2, kde 2,y € Q, protoze b je prvek Z[/—2], takze cely Citatel ab je
prvek Z[v/—2]. Muzeme tedy vyuzit multiplikativity normy a nasi ,cilovou“ nerovnost ekvivalentné
upravit na

N(%—q><1.

Nyni staéi zvolit ¢ = zo + yov/—2 tak, Ze zaokrouhlime z, y na nejblizsi celé ¢islo (nizsi ¢i vyssi
podle toho, které je bliz). Tim bude zaruéeno |z — zo|, |y — yo| < %, coz nam da

N (% =) = @200 +2( — w0)? < <%>2+2~<%>2§%<1-

Tim uz je dokdzéno, Ze norma je eukleidovské funkce v oboru Z[v/—2].

Priklad. Uvazme komplexni ¢islo oo = H’#ﬁ, které spliiuje a«®> = a — 2. Potom je obor Z[a] =

{z 4+ ya: z,y € Z} eukleidovsky s normou jako eukleidovskou funkci.

Reseni. Platia+a=1aaa= # = 2, takZe pro z,y € Z ma prvek z + ya € Z[a] normu
(z +ya)(x+ya) =22 +zy- (a+a) +y? - aa =22 +zy+ 242,

coz je celé cislo. Stejné jako v predchozim prikladu pouzijeme trik s délenim, takZe budeme pro
% =z +ya, kde z,y € Q, hledat takova xo,yo € Z, Ze
N((z —z0)+ (y— yo)oz) <1

Na tento problém mtizeme nahlizet geometricky. Nerovnice 2 4+ zy + 2y < 1 uréuje v kartézské
roviné vnit¥ek néjaké elipsy.20 To, ze odecitame xg +yoe, odpovida tomu, Ze se soufadnice né&jakého
zadaného (z,y) snazime posunout o celd ¢isla tak, aby vysledek spadl dovniti této elipsy.

S tim uz se lze vyporadat celkem jednoduse. Nejprve zaokrouhlime y na nejblizsi celé ¢islo yo.

Tim bude rozdil y — yo lezet mezi —% a % Kdyz elipsu protneme s primkou y = %, budou z-ové

1 1 1
—aEyatts

soutadnice prisecikii feSenimi rovnice x2 + 3 - % = 0. Témi jsou z1,2 = 5 , takze tyto
dva priseciky jsou od sebe vzdaleny
/1 1 19 3
—4+4.-—=4/-==>1
4 2 4 2
Diilezité je, Ze toto je ostfe vic ne# 1. Na pfimce y = —1 mame dalsi dva pruseciky, stredové

soumérné podle pocatku s prvnimi dvéma. Tyto Ctyfi prﬁsegiky jsou vrcholy rovnobézniku, ktery
lezi uvnitt této elipsy (vyjma vrcholu, ty lezi na elipse), protoze elipsa je konvexni atvar.2! Tento
rovnobéznik ma vysku presné 1 a sifku (délku prFislusné strany) ostie v&tsi nez 1. Tyto vlastnosti
uz zarucuji, ze se do néj dovedeme trefit vhodnou volbou xg, yo — nejprve se vybérem yo trefime
mezi —% a % a nasledné budeme schopni vybrat xg, protoze se trefujeme do intervalu delsiho nez
1.

Pro formélni spravnost postupu jenom musime rovnobéznik o velmi maly kousek zmensit, aby
lezel v elipse cely, v€etné vrcholi. Vrcholy lezi pfimo na elipse, takze jakkoliv malé zmenSeni nam
postaci. Je tedy ziejmé, ze tohle dovedeme provést tak, abychom zachovali siftku vétsi nez 1.

207e tato nerovnice skuteéné uréuje elipsu, zde nebudeme dokazovat. Pokud si tedy lames hlavou
nad tim, pro¢ by tomu tak mélo byt, prosime T¢, abys ndm to prosté véfil(a) :-).
21Je to totiz jenom splacnutd kruznice.
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Cvicéeni 29. 7Z drivéjska uz vime, ze v Z[\/—3] nejsou ireducibilni prvky vzdy prvoéinitelé, takze
to urcité neni eukleidovsky obor. Rozmysli si, pro¢ zde norma nevyhovuje jako eukleidovska funkce.

K ¢emu nam je jednoznacny rozklad

Ukazme si konec¢né, k ¢emu je nam jednoznacny rozklad na ireducibilni prvky dobry — umoznuje
nam ziskavat uzite¢né informace z Gpravy rovnice na soudéin.

Definice. Nechf je R komutativni okruh. Rekneme, ze prvky a,b € R jsou nesoudélné, pokud je
1 jejich nejvétsim spole¢nym délitelem.

Tvrzeni. (mocniny a nesoudélnost) Necht je R gaussovsky obor. Pokud pro nesoudélnd a,b € R,
¢ € R a piirozené k plati ab = c*, pak uz plati

a:udk, b:vek7

pro prvky d,e € R a jednotky u, v spliiujici de || c.
Dikaz. Budiz c=w-p]'---pp"

P1,...,Pn Navzajem neasociované. Potom ma prvek c¥ rozklad
k _ k k1 kvn
c =(w : pl cPp .

Jelikoz a, b jsou nesoudélnéd, nemohou mit ve svych rozkladech zadné spole¢né ireducibilni prvky.
Kazdé p; se tak musi vyskytovat v rozkladu pravé jednoho z a, b. Z jednoznacnosti rozkladu se

rozklad ¢ na souéin ireducibilnich prvki a jednotky a necht jsou

v tomto rozkladu uz musi vyskytovat v mocniné pfw. Pokud tedy d zavedeme jako soucin vsech
téch p;”, pro ktera p; | a, pak mizeme rozklad a zapsat jako a = ud® pro né&jakou jednotku wu.
Analogicky mame i b = ve®. O

Poznamka. (schovavani jednotky do mocniny) Drobnou nepfijemnosti v pouzivani tohoto tvr-
zeni je jednotka, kterou muze byt mocnina prenasobena. Pokud ma R mnoho jednotek, muze byt
pomérné namahavé je vyzkouset vSechny, a pokud jich mé dokonce nekone¢né mnoho, jedna uz se
o podstatny problém, ktery je tieba Fesit néjak ,chytieji* nez rozebranim vSech moznosti. Casto si
ale lze uSet¥it praci tim, Ze jednotku u ,BUNO¥ vlozime do mocniny d¥. Pokud totiz vime, ze v R
1ze kazdd jednotka vyjadfit jako k-td4 mocnina, pak lze prosté vzit u = ulg a nasledné a = (uod)k.
Obecnéji miuzeme jednotky, které prochazime, zredukovat tak, abychom meéli zastoupeny ,vSechny
jednotky az na prendsobeni k-tymi mocninami jednotek®.
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Piiklad. Najdi viechna celoéiselna feSeni rovnice z2 = 33 — 2.

Reseni. Vyuzijeme obor Z[v/—2], o kterém jiz vime, Ze je eukleidovsky, a tedy i gaussovsky. Rov-
nost upravime na
22 +2=43,
(z 4+ vV=2)(z — vV=2) = ¢°.

Rozmysleme si nyni, jaké spolecné délitele mohou mit z + /-2 a  — v/—2. Budiz d néjaky jejich
spole¢ny délitel. Potom d déli i

(@ +V=2) — (¢ — vV=2) = 2v/=3.

Kdyz vezmeme normu, tak ur¢ité N(d) | N(2y/—2) = 8. Musi tedy byt N(d) € {1, 2, 4, 8}. Ukazeme,
%e 21 N(d), takze uz N(d) = 1 a d je tak jednotka. Necht pro spor 2 | N(d). Vzhledem k d | z++/—2
pak uz dostaneme (v Z)

2| N(z+v=2)=a2?+2=1¢3

takze y je sudé. Zaroven také 2 | z2, takze z je také sudé. Jenze potom uz jsou z? i y3 nasobky
¢tyf. Kdyz se nyni na puvodni rovnici podivime mod 4, dostaneme 0 = 2 (mod 4), coz je spor.
Uréité 21 N(d), a d je tedy jednotka.

Timto jsme dokézali, Ze  + v/—2 a © — v/—2 jsou nesoudélna. Kdyz nyni pouzijeme tvrzeni,
dostaneme, 7ze = + /—2 = t3 pro n&jaké t € Z[v/—2] — jednotku muzeme vlozit do mocniny,
protoze jedinymi jednotkami v Z[\/—2] jsou 1 a —1, pfi¢emz obé& jsou tfetimi mocninami. Kdyz
tedy zapiSseme t = a + b\/—2 pro a,b € Z, dostaneme

z+vV=2=(a+b/=2)% = a® 4 3a20v/=2 + 3a(bv/=2)? + (bv/—2)% =
= a® 4 3a%bv/ =2 — 6ab? — 2b°V/—2 =
= (a® — 6ab?) + (3a%b — 2b) V=2.

V tomto tvaru se nase rovnice v Z[v/—2] sklada ze dvou rovnic v Z. Kdy# se podivame jen na
koeficienty imaginarnich slozek, méame rovnici 1 = b (3a2 — 2b2). Prava strana je nasobkem b, ale
leva strana je 1, takZe b musi byt jednotka, tedy 1 nebo —1. Z toho uz si muZeme byt jisti, ze
b2 = 1. Upravime tedy na +1 = 3a? — 2. Rozlisme dva ptipady podle toho, jestli je na levé strané
1, nebo —1.

(i) Pokud b = —1, dostaneme rovnici 1 = 3a®. Tento pi¥ipad tak nem4 feseni, jelikoz 3 { 1.

(i) Pokud b = 1, obdrzime 3 = 3a? neboli a®> = 1. To znamena a = +1. Kdy% se v rovnici
vySe podivame tentokrat na realné slozky, dostaneme

z=a(a®—6b?) = £1-(1-6).

Resenimi tak mohou byt pouze x = £5. Snadno vyzkousime, e tyto hodnoty davaji feseni
pavodni rovnice a obéma odpovida y = 3.

Jedingmi celoéiselnymi fesenimi 22 = y3 — 2 jsou tedy (z,y) = (&5, 3).

Shriime si, co nas$ postup obnéasel. Nejprve jsme rovnici upravili na soucin ve vhodném oboru,
poté jsme se zabyvali moznymi spole¢nymi déliteli Ciniteld. Zde jsme méli S$tésti a podafilo se
nam vylouéit vechny az na jednotky — kdyby se toto nepodafilo, museli bychom rozebrat mozné
hodnoty nejvétsiho spolecného délitele. Jakmile jsme si byli jisti, ze mame soucin nesoudélnych
¢initeld, bylo jiz mozno pouzit tvrzeni, coz ndm s trochou vytrvalosti a rozebirani jednotek dalo
jednodussi rovnice v Z.

Uloha 6. Najdi viechna celoéiselné feseni rovnice z2 = y° — 1.

24



Gaussova cela cisla pod drobnohledem

Vezméme nyni vse, co jsme si dokazali o eukleidovskych a gaussovskych oborech, a podivejme
se dikladné&ji na Z[i] a jeho vyuziti. Gaussova celd ¢isla, potazmo komplexni ¢isla viibec jsme
ptivodné zavedli proto, abychom uméli rozkladat na souéin vyrazy jako a2 + b2. Nemélo by tedy

ptilis piekvapit, Ze Z[i] ndm pfijde k uzitku tam, kde najdeme né&jaky soucet dvou &tvercii®2.

Pythagorejské trojice

Jak vi kazdé skolou povinné ditko, v pravoihlém trojihelniku je obsah ¢tverce nad pfeponou roven
souctu obsahu ¢tverci nad odvésnami neboli

a?+bv2 =2

pii obvyklém znaceni délek stran. Néktera z téchto ditek si také mozna pamatuji, ze jeden obzvlasté
hezky takovy trojuhelnik se py$ni délkami stran 3, 4 a 5, ¢i mozna znaji trojuhelnik (5,12,13). Ta
nejbystiejsi pak dokonce vymysli i to, ze kazdy trojuhelnik s délkami stran 2n + 1, 2n? + 2n,
2n? + 2n + 1 je pravouthly. Takovémuto popisu vsak stale unika spousta pravouhlych trojahelniki
s celoc¢iselnymi délkami stran — pojdme je najit vsechny.

Definice. Trojici (a,b,c) pfirozenych &isel nazveme pythagorejskou trojici, pokud a? + b? = c2.

Pythagorejskou trojici (a, b, ¢) nazveme primsitivni, pokud jsou a, b, ¢ nesoudélna.

Maéame-li pythagorejskou trojici (a, b, c) a g je nejvétsi spole¢ny délitel a, b, ¢, pak je (%, g, §>
primitivni pythagorejska trojice, takze libovolnou pythagorejskou trojici lze ziskat z néjaké primi-
tivni pfenasobenim. Dale si v§imnéme, ze kdyZ je (a, b, c) primitivni pythagorejska trojice, tak uz
jsou a, b, ¢ i po dvou nesoudélna. Kdyby totiz napt. a, b byla soudélna, pak by néjaké prvocislo p
délilo obé z nich. Potom ale i

pla®+b°=¢,

takZe nutné p | ¢, coz znamend, Ze (a, b, c) neni primitivni.

Dale se podivejme na to, jak je to v primitivni pythagorejské trojici (a, b, c) s paritou. Jelikoz
&leny trojice jsou po dvou nesoudélné, uréité je nanejvys jeden z nich sudy. Vzpomerime si, ze 2
dava mod 4 zbytek 0, kdyz je = sudé, a zbytek 1, kdyz je x liché. Kdyby tedy a, b i ¢ byla licha
éisla, dostaneme 1 + 1 = 1 (mod 4), coz neni mozné. Kdyby bylo ¢ sudé, dostaneme 1 +1 = 0
(mod 4), coz také neplati. Musi tedy byt sudé jedno z a, b — BUNO necht je a liché a b sudé.

Po této piipravé se koneéné muzeme na rovnici a? + b2 = ¢2 podivat v Z[i] a rozlozit levou
stranu na

(a + bi)(a — bi) = 2.

Podivejme se na spole¢né délitele zavorek na levé strané. Kdyz néjaké d € Z[i] déli obé a + bi, pak
nutné déli i cisla

2a = (a + bi) + (a — bi),

2b=14-(a—bi)—i-(a+ bi).
Vzetim normy je N(d) v celych &islech délitelem N(2a) = 4a? a N(2b) = 4b%. Obdobné diky
d | a + bi plati

N(d) | N(a+ bi) = a? + b2 = 2,

22V kontextu teorie ¢isel minime slovem &tverec druhou mocninu.
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coz je liché ¢islo, takze i N(d) je liché. Z toho uz je N(d) spoleénym délitelem a2 a b2, coz jsou
nesoudélnd disla, takze uz musi byt N(d) = 1. V Z[4] jsou tedy a + bi, a — bi nesoudélna.

Na rovnici tak muzeme hodit tvrzeni o mocninidch a nesoudélnosti. Pro néjaka z,y € Z a
jednotku u € Z[i] tak mame a+bi = u(x+yi)?. Vimni si, Ze zde nemizeme jednotku ,schovat* do
mocniny, protoze napf. i je jednotka, kterou nelze vyjadrit jako druhou mocninu. Nahlédnéme ale, ze
nasobeni jednotkami u € {1,4, —1, —i} ndm muZe jenom prohazovat redlnou a imaginarni slozku ¢éi
obracet jejich znaménka. Kdyz se tedy domluvime, Ze zanedbame prohozeni a, b a budeme je hledat
pouze jako pfirozend &isla, mizeme ,BUNO“ pfedpokladat u = 1. Potom uz snadno dopoéitame

a+bi = (z+yi)? = («? — y?) + 2ayi,

takze (primitivni) pythagorejské trojice v jistém smyslu odpovidaji ¢tvercim (druhym mocnindm)
v Z[i}.% Aby nyni a, b byla nenulova, budeme pfedpoklddat, ze x, y jsou pfirozend a navic z > y.
Dale dopocitame

? = N(a+bi) = N ((x +yi)?) = N(z + i) = (2° + %)%,

takze ¢ = z2 + y2.

Dopliime jesté par podminek pro z, y. Aby a, b byla nesoudélna, musi i z, y byt nesoudélna.
Kdyby navic obé z, y byla lich4, pak je a = z2 — y? sudé, takze a, b by byla soudélna, tedy
musi prdvé jedno z x, y byt sudé. Obecnou (ne nutné primitivni) pythagorejskou trojici pak zpé&t
z primitivni ziskdme prenasobenim vsech tii a, b, ¢ néjakym prirozenym k. Shriime:

Tvrzeni. (parametrizace pythagorejskych trojic) Je-li (a,b,c) pythagorejskd trojice, pak lze (po
mozné zdméné a, b) vyjadrit

a:k:(xQ—y2), b = 2kxy, c:k(x2+y2),

kde z, y, k jsou ptrirozena cisla, x > y, Cisla x, y jsou nesoudélna a pravé jedno z nich je sudé.

Uloha 7. Pokud piirozena ¢&isla a, b, ¢ spliuji a? 4+ b2 = 2, pak je %(c — a)(c — b) &tverec
prirozeného d¢isla.

Soucty Ctverci

Pythagorejské trojice byly odpovédi na otazku, kdy je soucet ctvercti opét ctvercem. Polozme si ale
obecnéjsi otdzku: kterd prirozena ¢isla umi byt souc¢tem dvou ¢tverci, tedy pro kterd n lze vyjadrit
n =22 +y? pro z,y € Z.

Jako diive toto pieformulujeme pomoci Z[i]. Vyraz x2 + y2 je jenom norma x -+ yi, coz miizeme
zvolit zcela libovolng, takZze nas zajimé, jakd pfirozend éisla se vyskytuji jako normy prvkia Z[i].
Dale si rozmysleme, ze ndm vesmés staci zodpovédét, kterad prirozena ¢isla se vyskytuji jako normy
prvoéiniteld v 7Z[i]. Kazdy prvek Z[i] se totiz rozklad4d (jednozna¢né) na soucin prvodéinitelt a
jednotky — kdyz

T+ 14y = up1- - Pn,

kde p1,...,pn jsou néjaci prvocinitelé a u je jednotka, pak multiplikativitou normy
2? +y* = N(z +yi) = N(p1)--- N(pn).

Jakmile tedy budeme védét, jaké hodnoty mohou mit normy prvocinitelt, dostaneme mozné normy
vSech prvku Z[i] jejich vzédjemnym nasobenim.

Lemma. Necht je** 7 € Z][i] prvocinitel. Potom pro néjaké prvocislo p € Z plati 7 | p.

23Hezkou vizualizaci lze shlédnout v tomto videu (anglicky): https://youtu.be/QJYmyhnaaek.
24Recké pismenko 7 zde pro nas nemé nic spole¢ného s konstantou 3,14159. ..
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Dikaz. Rozlozme pfirozené ¢islo N(7) na soudin prvoéisel pi - - - pn. Jelikoz N(7) = 7 - 7, plati
7w | N(w) = p1---pn. Pfedpokldadame ale, ze 7 je prvocinitel, takze kdyz déli soucin, musi délit i
nékterého z Ciniteld. Pro né&jaké j € {1,...,n} tedy plati 7 | p;, jak jsme chtéli. O

V dusledku tohoto lemmatu je norma kazdého prvoéinitele rovna p nebo p? pro néjaké prvoéislo
p. Zaroven musi kazdé prvocislo p mit néjakého prvocinitele, ktery je déli, takze se ndm staci podivat
na to, jaké prvocinitele které prvocislo ,vyrabi“.

Rozmysleme si také, ze kazdému prvoéislu p € Z takto prislusi budto prvocinitelé s normou p,
anebo prvoéinitelé s normou p? — ne oboji. Kdybychom méli prvoéinitele 7, p spliujici N(7) = p,
N(p) = p?, plynulo by z toho

m|p|p®=pp.

Z toho nutné 7 | p nebo 7 | 5, BUNO necht 7 | p. Jenze p je (jakozto prvoéinitel) ireducibilni, takze
uZ musi 7 a p byt asociované neboli p = um pro néjakou jednotku u. Z toho N(p) = N(u)N(w) = 1-p,
coz je spor.

Sta¢i nam tedy zkoumat jenom to, kterd prvocisla p lze vyjadrit jako normu, tzn. jako soucet
dvou ¢tvercti. Zde nam pomiize podivat se na problém mod p.

Tvrzeni. Prvocislo p € N Ize vyjadriit jako soucet dvou étvercu, pravé pokud mé kongruence
22 +1 =0 (mod p) feseni.

Dikaz. Chceme dokézat ekvivalenci, dokazme tedy dva sméry implikace. Necht nejprve mame
vyjadieni p = a2 + b2. Kdyby p | b, pak uz nutné musi platit i p | a2, takze p | a, tudiz

p° | a® +b* =p,

coz je spor. Kdy# se tedy na p = a? + b? podivime mod p, mizeme v kongruenci a? + b%> = 0
(mod p) vydélit nenulovym b2 a dostat 22 +1 =0 (mod p), kde = = % (mod p).
Necht naopak existuje celé ¢islo = takové, ze p | 2 + 1. UkdZzeme, Ze p neni v Z[i] prvocinitelem.
Vskutku plati
p|(z+i)(z—1),

ale pfitom zcela zfejmé p t z£1, protoze imaginarni slozka je £1, coz neni nasobek zadného prvocisla.
Vime tedy, ze p neni prvocinitel, nemize tedy byt ani ireducibilni. To znamena, Ze existuji néjaka
o, € Z[i], z nichz ani jedno neni jednotka, ktera spliiuji a8 = p. Ob& normy N(a), N(B) nyni
dsli N(p) = p?. Kdyby ale N(a) bylo p?, znagilo by to N(8) = 1, coz nelze, nebot 3 neni jednotka.
Urcité tedy N(a) = N(B) = p, ¢imz jsme vyjadrili p jako normu Gaussova celého &isla neboli jako

soucet dvou ctverct. O
Zbyva nam tedy zkoumat jen fesitelnost z2 = —1 (mod p). To lze ¢init mnoha zplisoby, my si

zde ukazeme jeden kombinatoricky argument.

Tvrzeni. Pro prvoéislo p € N ma kongruence 2> = —1 (mod p) feseni, pravé pokud p = 2 nebo

p=1 (mod 4).

Dikaz. Vyporadejme se nejprve s dvojkou jako se specidlnim pfipadem. Prvocislo p = 2 dovedeme

vyjadtit jako 2 = 12 4 12a zarovein mame kongruenci 12 = —1 (mod 2), takZe dokazované tvrzeni

plati.

Nadale tedy predpokladejme, ze p je liché. Provedeme nasledujici trik: vSech p — 1 nenulovych
zbytkovych tiid mod p rozdélime do skupinek

1 1
T, =Xy, —,—— p.
T oz

Pozor, nemusi se vzdy jednat o ¢tveficky, nebot pro vhodné x mohou nékteré z vyrazt z, —x, %,

—% byt rovny — na tom bude dukaz zalozen. Rozmysleme si nejprve, ze takto korektné rozdélime
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zbytkové tfidy do skupinek, tedy Ze x = a ndm vytvori stejnou skupinku jako x = —a atp. To lze
ovéfit budto projitim vSech moZnosti, anebo si prosté staéi rozmyslet, jak spolu interaguji ipravy
T —xrazr— %

Vytvorili jsme tedy skupinky a kazda zbytkova tfida lezi jednozna¢né v jedné z nich. Ocekavali
bychom, ze ,typicky* bude mit skupinka ¢tyfi prvky. Podivejme se tedy na to, jak mohou vypadat
skupinky s méné prvky. Protoze nezalezi, od kterého prvku z skupinku vytvaiime, budeme BUNO
zkoumat, kdy je x totozné s dalsim vyrazem. Jelikoz je p liché, nemtze nam nastat x = —x, nebot
kongruenci 2z = 0 (mod p) spliiuje jenom x = 0. Kazd4 skupinka mé tedy aspori 2 prvky. Kdyby

nastalo x = %, mame z toho kongruenci

22 —1=0 (mod p),
(x —1)(z+1) =0 (mod p),

coZ znamené budto z = 1, nebo z = —1. Toto ndm tedy nastéva pouze ve dvouprvkové skupince
2 = —1 (mod p), coz nas presné

{1, —1}. Naproti tomu = = 7% by nadm vedlo na kongruenci z
zajima. Zaroveri bychom tim dostali dvouprvkovou skupinku, nebot potom i —z = 1. Také si
povSimnéme, Ze toto by nam dalo jenom jednu dvouprvkovou skupinku, protoze kdyz uz néjaké c
splituje ¢ = —1, pak pro libovolné 22 = —1 mizeme rozlozit

tedy z = ¢ (mod p).

Shrime: p — 1 zbytkovych t¥id se nam déli do skupinek. Vzdy mame dvouprvkovou skupinku
{1, —1}, nésledné se muze vyskytnout nanejvys jedna dalsi dvouprvkova skupinka a vSechny ostatni
skupinky jsou ctyfprvkové. Pokud tedy tato druhd dvouprvkova skupinka existuje, dava celkovy
pocet prvki rozdélenych do skupinek mod 4 zbytek 2 + 2 = 0 neboli p = 1 (mod 4). Obdobné
kdyz tato druha dvouprvkova skupinka neexistuje, dava p — 1 zbytek 2 mod 4. Nicméné tato druhé

dvouprvkova skupinka existuje pravé tehdy, kdyz ma x2 = —1 (mod p) feseni. Tim je ditkaz hotov.

|
S timto tvrzenim je nasSe lopota zavrSena. Shriime, jak to tedy je s prvodiniteli a s normami
v Z[3).
Véta. Prvocinitelé v Z[i] jsou dvou druhi:
(i) Prvky s prvociselnou normou p = 2 nebo p =1 (mod 4), napf. 1+, 2 — i, —2 — 3i atp.
(ii) Prvocisla p = 3 (mod 4) a jejich asociované prvky, napi. 3, —7, 11i atp. Jejich norma je
pak p?.

Jelikoz norma obecného Gaussova celého ¢isla je jenom sou¢in norem prvodéiniteld, plyne z to-
hoto, Ze normy nabyvaji téch hodnot, které dostaneme nasobenim dvojky, prvodisel tvaru 4k + 1 a
druhych mocnin prvocisel tvaru 4k + 3. Jinymi slovy:

Dusledek. (¢isla tvaru xz2 + y2) Ve tvaru n = 2 + y2 se daji vyjadFit pravé ta pFirozend &isla n,
v jejichz prvociselném rozkladu se vsechna prvocisla tvaru 4k + 3 vyskytuji v sudych mocninach.

Obecné bychom si z tohoto méli odnést, ze vyjadiovani ve tvaru n = x2+y? je spjato s rozkladem
n na prvocisla, resp. s rozkladem z + yi na prvocinitele. Zkus si to vyzkouSet na néasledujicich
cvicenich.

Cviceni 30. Necht je p =3 (mod 4) prvoéislo. Pro a,b € Z pak plati, Ze kdyz p | a® + b2, pak i
p|a,b.
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Cvigeni 31. Necht je p = a? + b2 = c2 + d? prvodéislo. Pak uz jsou dvojice (a,b) a (c,d) az na
poradi a zménu znamének stejné, tzn. {|al,|b|} = {|c|,|d|}.

Cviceni 32. Necht je 7 € Z[i] prvocinitel. Pokud N(w) = 2, pak jsou 7, 7 asociované, stejné tak
pokud je N(w) = p? pro prvoéislo p = 3 (mod 4). Naopak pokud N(7) = p =1 (mod 4), pak 7, ©
nejsou asociované.

Uloha 8. Najdi viechna feSeni rovnice dzy — x — y = 22

v prirozenych cislech.
Uloha 9. Najdi viechna celoéiselné feseni rovnice z* = 4 + 32 + 22.

Uloha 10. Dokaz, ze rovnice 3™ = x2 +y2 + 1 mé nekoneéné mnoho feseni (n, z,y) v pfirozenjch
Cislech.

Uloha 11. Najdi vSechna celo¢iselna feseni rovnice z? = y3 + 7.
Uloha 12. Najdi vSechna celo¢iselna feseni rovnice z7 + 7 = 2.

Uloha 13. Najdi vSechna celoé¢iselna feseni rovnice 23 — 22 + 8 = y2.

Zaveér

Prvni dil timto doSel svého konce. Vime jiz, pro¢ funguje prvodéiselny rozklad, ze dobrou cestou
k jednozna¢nému rozkladu v komutativnich okruzich je déleni se zbytkem i Ze vyzbrojeni Gaus-
sovymi celymi ¢isly se nemusime zaleknout souctd ¢tverct. Dékujeme Ti, Ze ses docetl(a) az sem.
V pristim dile si opét rozsifime svuj katalog okruhi o par novych kouski, podiviame se na zub
jednotkdm v podobé Pellovy rovnice a rozmyslime si, jak modulit v roztodivnych okruzich.

Do té doby na vidénou a hodné zdaru s tlohami prvni soutézni série!

Navody ke cvicenim

1. Vzdy si vSe rozepis definici délitelnosti.

2. Pouzij vlastnost (ii) délitelnosti prvné z a do ¢ pfes b a poté naopak.

3. Pouzij indukci.

4. Rozloz (z — 4)(x + 4) = y>. Pro liché = pouij tvrzeni o nesoudélnosti a mocninach. Pro sudé

z uz musi z i y byt nasobek ¢tyf, vhodnou tpravou ziskas rovnici, kterou jsme jiz vidéli.

5. Rozepis z definice kongruence. Neboj se séitat/odecitat délitelnosti. VSimni si také, ze (i) a (ii)
jsou jenom speciélni pfipady (iii) a (iv).

6. (i) Rozepis z definice kongruence. (ii) Vytkni nejvétsiho spoleéného délitele.

7. Zkus druhou mocninu 5, neni to uz néjaky hezky zbytek? Pokud Ti nepfijde dostatecné hezky,
zkus ¢tvrtou mocninu.

8. Spoc¢ti N (mod 2), (mod 10), (mod 7).

10. Znovu zlomek rozsif éislem sdruzenym ke jmenovateli. Alternativné mtzes zkusit zapsat 12—6¢
jako (9 + 3i) - (a + bi) a vyfesit soustavu rovnic.

12. Vyuzij definici délitelnosti a multiplikativity normy.

13. No, co ta norma?

14. Pokud existuji dvé riuzné nuly, co je jejich souctem?
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15. Roznésob (1 + 1)(a + b) dvéma raznymi zpusoby.

16. Vyuzij 0 =0+0.

17. Ukaz, ze kdyz 0 = 1, pak uz 0 = a pro kazdé a € R.

25. Uvaz p = ab a vyuzij definici prvocéinitele.

27. Necht d(b) = d(bc), pak vyuzij podminku (iii) na dvojici (a, be).
28. Pouzij jednoznacny rozklad.

32. Vezmi délitelnost 7 | 7 a rozsif ji na p | 72

Navody k Gloham
1. Eukleidiv algoritmus. Nelam si hlavu s tim, aby Gpravy nutné snizovaly hodnotu pro kazdé n,
prosté to ,zmensuj“ jako vyraz.
2. Ukaz nejprve, ze iz +y — 1| 2zy.
3. Vyporadej se s moznymi spolecnymi déliteli jednotlivych ¢initelt — neni jich mnoho.
4. Rozloz p? + 5pq + 4¢% = (p + q)(p + 4q). Pro p # q je NSD zavorek budto 1, nebo 3. Pfiprav
se na rozebirani pripadui.
5. Rozloz v Z[i] a podivej se na mozné spolecné délitele ¢initelt. Pomuze Ti rozmyslet si, ze
nemiize byt liché — vyuzij 2 = 1 (mod 4).
6. Rozloz v Z[i]. Nesoudélnost zavorek ukaz s pomoci mod 4.
7. Dosad parametrizaci pythagorejskych trojic.
8. Uprav levou stranu na soucin a koukni se, co dostanes na pravé.
9. Preved ¢tytku, rozloz na soudin a najdi zakdzaného délitele. Pokud je z sudé, vydél nejprve
celou rovnici étyfmi.
10. Vol n = 2* a rozloz 32’€ — 1 na soucin.
11. Pricti jednicku a najdi zakdzaného délitele.
12. Nahlédni, ze x je liché, pricti 121 a najdi zakdzaného délitele.
13. Az vyloudis 2 | x, pticti 22 a najdi zakdzaného délitele.
Reseni cvi¢eni
1. (i) Platia=1-a,0=a-0.
(ii) Mame b = ka, c = £b, takze ¢ = (kf)a. Obdobné se dokazi (iii) az (v).
(vi) Pokud a = 0, pak uz i b = 0, nebot jen nula je ndsobkem nuly. Déle necht a,b # 0. Kdyz
b = ka, a = la, dostaneme a = kla, tedy 1 = k¢, takze |k| = |¢| = 1, z Eehoz uz |a| = |b].
2. Stru¢né: mame a | b a zaroven b | ¢, takze a | c. Analogicky c | a, takze a || c.
3. (i) Indukujeme podle n. Pro n = 2 se jedna o definici ireducibility. Déle pouzijeme definici
ireducibilniho prvku na ¢ = (a1az2 - - - ap—1)an. Nyni je jednou moznosti, Ze an je jednotka
a t(a1a2---an—1) = ¢, pak jsme hotovi z indukéniho pfedpokladu. Pokud by naopak
(araz -+ - an—1) byla jednotka, tak vSechna a; jsou pro i < n — 1 jednotky.
(ii) Velmi podobné jako (i).

4. Jak uz vime z navodu, rozebereme si dva piipady. Pokud d | z — 4, d |  + 4, pak i d | 8.

Pokud je z liché, jsou vSak oba vyrazy také liché, takze muzeme pouzit tvrzeni o nesoudélnosti a
mocninéch (jelikoz vime, ze &1 jsou tfeti mocniny, mizeme je ,schovat® do mocniny). z — 4 = a3,
x +4 = b3 neboli (b — a)(a? + ab + b%) = b2 — a3 = 8. Jelikoz druhd zavorka je vizdy kladna (a?
nebo b2 je v absolutni hodnoté vetsi roven ab). Tudiz staéi vyzkouset pouze kladné délitele b — a.
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Z nasich ¢tyf moznosti méa pouze jedind celoCiselné feSeni. A to ta, kdyz (b — a) = 2 s FeSenim
(a,b) = (0,2),(—2,0). Jelikoz by ndm vSak z téchto a, b vyslo sudé z, mizeme i tuto dvojici
vylouéit.

Informaci z nadvodu lehce ovéfime. Diky tomu, Ze miizeme &isla zapsat ve tvaru x = 4z’ a y = 4y’
ziskavame o'2 = 4y’3 +1 neboli (¢/ —1)(z/ +1) = 4y’>. Jelikoz je NSD téchto dvou zavorek nanejvys
2 a zaroven je prava strana suda, je to pravé c¢islo 2. Potom uz miiZzeme zase pouzit nase znamé
tvrzeni o nesoudélnosti a ziskdme dvé rovnice. z’ — 1 = 2a3 a 2’ + 1 = 2b3. Pouzijeme znamy trik
z jejich odeétenim z Gehoz ziskdme (b — a)(a? + ab + b2) = b3 — a® = 1. Jak uz vime z minulého
pfipadu, sta¢i nam rozebrat jen jedna moznost a to ta, kde jsou obé zavorky na levé strané rovny
1. To nam dé dvojice (a,b) = (0,1), (—1,0).

Celkové mame tedy dvojice ptivodnich (z,y) = (4,0), (—4,0).

5. ()nla-b=a+k—-b—k. (ii) n|a—b,tedyin|k-(a—0>b).
(iii) nl(a—b)+(c—d)=(a+c)— (b+d). (iv) n]l(a—b)-c—(c—d) -b=ac— bd.

6. (i) Mame tedy n | c(a — b). Jelikoz médme jednozna¢ny rozklad a n s ¢ jsou nesoudélné, tak
také plati, ze n | a — b.
(ii) V obecné varianté si ozna¢me g = (n,c), potomn =guac=gvan-k=c-(a—b). Po
dosazeni guk = gv - (a — b) neboli uk = v(a —b), tedy i —~ | a —b.

(n;c)

Plati 52 = 25 = —1, tedy 520 = (52)10 = (1)1 =1 (mod 26).
8. Jak uz jsme si fekli, staci si vybrat jen vhodné reprezentanty. Prvni tedy N modulo 2. N =
22-31411-17413-19=0-14+1-1+1-1 = 0 (mod 2). Stejné tak to udéldme modulo 10.
22-314+11-174+13-19=2-141--3+3-—-1=6 (mod 10). A posledni modulo, které musime
prozkoumat je modulo 7, tedy 22-314+11-174+13-19=3--3+4-34+ —1-—-2=5 (mod 7).
9. Jednou moznosti je prosté to vyzkouset pro z = 0,1,2,3. Alternativné muzeme nahlédnout
(2n)2 = 4-n?, zatimco (2n +1)2 =4- (n®> +n) + 1.
10. 12 —6i = (9 + 3¢)(1 — i), takze ano.

11. Pfirozené &islo Ize vyjadiit jako 22 +y?2, pravé kdy# je normou néjakého Gaussova &isla. Mame
m = N(a), n = N(8), takze multiplikativita normy nam snadno dd mn = N(a)N(8) = N(af).

12. Z definice mame ak = (. Podivejme se, jak vypadaji normy téchto cisel: N(a)N(k) =
N(ak) = N(B). Tim padem N(«) | N(B). Délitelnost norem vSak neni postadujici k délitelnosti
samotnych éisel: kuptikladu N(2+41) | N(3+414), ale 2+ it 3 + 1.

13. Stadi se nam tedy podivat na normu: N(3 — i) = 10 t 205 = N(14 — 3i). Jelikoz se nedéli
normy, nemuzou se délit ani odpovidajici Gaussova ¢isla.

14. Necht existuji dva prvky 0, 0’ spliiujici 0 + a = a = 0’ + a pro kazdé a. Dosazenim a = 0’
mame 0 + 0’ = 0/, zaroveri ale dosazenim a = 0 mame 0’ 4+ 0 = 0. Dohromady tak 0’ = 0.
Analogicky pokud mame dvé jednicky 1, 1/, pak dostaneme 1’ =1-1'"=1"-1=1.

15. Uvazme (14 1)(a + b). KdyZ roznasobime nejprve pravou zavorku, dostaneme
(1+1)(a+b)=0+Da+(1+1)b=a+a+b+b.

Kdyz naopak roznasobime nejprve levou zavorku, dostaneme
A1+D(a+b)=1(a+b)+1(a+bd)=a+b+a+bd.

Dohromady taky a+a+b+b=a+b+a+bnebolia+b=>b+a.
16. Vyuzijeme 0 = 0 + 0 a distributivity nasobeni. Dostaneme

0-a=(0+0)a=0-a+0-aq,
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takze odec¢tenim 0 - a z obou stran dostaneme 0 =0 - a.

17. Pro kazdé a € R je 0-a = 0, zatimco 1 - a = a. Kdyby tedy platilo 0 = 1, pak dohromady
0=0-a=1-a = a. Takze kazdy prvek R je nula neboli R ma jen jeden prvek.

19. (i) VSechny tyto okruhy jsou podmnozinami C, takze sta¢i ukazat, ze C je oborem integrity.
V C umime délit nenulovymi prvky, takze kdyby pro a,b € C platilo ab = 0 a zaroven
a,b # 0, dostaneme a = %b = 0 =0, coz je spor. Z toho je C obor integrity, takze i Z, Q

7 =
a R jsou obory integrity.

(ii) Stejné jako v pfedchozim odstavci jsou Z[i], Z[w] i Z[%} podmnozinami C (a jejich séitani
a nasobeni je jen zZeni séitdni a ndsobeni v C), takze uz musi byt obory integrity.

(iii) Trividlni okruh je oborem integrity. Definice oboru integrity hovoii o tom, Ze pro ab = 0
musi byt a = 0 nebo b = 0. V trividlnim okruhu je ale kazdy prvek roven 0, takze zavér
dokazovaného tvrzeni plati automaticky.

(iv) Kdyz n = 1, pak mame trividlni okruh Z;, tedy obor integrity. Kdyz je n slozené &islo,
muzeme ho zapsat jako n = ab pro néjakd a,b > 1, nadez ab = n (mod n), ale a,b # 0
(mod n), takze Z, neni obor integrity. Konecné kdyz n = p je prvocislo, tak ab = 0
(mod p) znamend p | ab, takZze p | a nebo p | b, coZ znamend a = 0 nebo b = 0 (mod p),
takze Zy je obor integrity. V souhrnu je tedy Z, obor integrity, pravé kdyz n neni slozené.

(v) Pro |X| = 0 m4 P(X) jediny prvek 0, takze je to trividlni okruh. Pro |X| = 1 méme
P(X)={0,X}.Pro A, B € P(X) obértizné od @ tedy nutné ANB = XNX = X # 0, takze
P(X) je obor integrity. Pro | X| > 2 zvolme dva rtizné prvky a,b € X. Ob& mnoziny {a}, {b}
jsou neprazdné, ale pfitom {a} N {b} = 0, takZe P(X) neni obor integrity. V souhrnu je
tedy P(X) obor integrity, pravé pokud |X| < 1.

(vi) Kdyz se podivame na tabulku nasobeni v okruhu 7', ovéfime projitim v8ech jejich policek,
ze jediné souliny, které davaji vysledek 0, jsou ty, v nichz je 0 jednim z ¢initeli. Tedy T'
je obor integrity.

20. Z definice délitelnosti a | b znamend, ze b = ka pro néjaké k. Obdobné ¢ = fa. Z toho uz
bd + cd = (kd + £e)a neboli a | bd + cd.

21. Kdyz B C A, tak vskutku B = AN B. Kdyz B = ANC pro néjakou C, tak z definice pruniku
musi byt B C A.

22. (i) {1,-1}.
(ii) V téchto okruzich lze délit kazdym nenulovym prvkem, takze Q \ {0}, R\ {0}, C\ {0}.

(iii) Jsou to presné prvky s normou 1 (v Z[w] definujeme normu pro a = a + bw jako N(a) =
a@ = a? + ab + b?). Tedy jednotkami jsou {£1, £i}, resp. {£1, +w, +w?}.

(iv) Pokud je ¢itatel ndsobkem néjakého lichého prvoéisla, pak se ho ndsobenim ,nezbavime* a
nevyrobime tak jedni¢ku. Zbyvaji tedy jen plus nebo minus mocniny dvojky (vCetné téch
se zapornymi exponenty). Ty ale jednotkami jsou, nebot £22 . (+27%) = 1. Mnozinou
vsech jednotek v Z[%} je tedy {£2° :a € Z}.

(v) Jedinou jednotkou je X. Podle diivéjsiho cvideni jiz vime, Ze aby né&jakd podmnoZina
A C X délila X, musi byt jeji nadmnozinou, coz znamena A = X.

23. Vime jiz, ze kdyZ R neni trividlni, pak 0 # 1. Potom kdyby 0 | 1, pak pro né&jaké a € R plati
1=0-a =0, coz je spor.

24. Mame dokazat ekvivalenci, ukdzeme tedy dvé implikace. Necht nejprve a = ub. Potom zaroven
a = bv, kde u, v jsou jednotky spliujici uv = 1. To znamena a | b, b | a. Nyni necht naopak a || b.
To znamena, ze pro néjaka u, v plati au = b a zaroven a = bv. Dohromady tedy a = bv = auv,
takze 1 = uv neboli je u jednotka, jak jsme chtéli.
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25. Budiz p prvoéinitel a necht p = ab. Potom p | ab, takze z definice prvocinitele mame p | a
nebo p | b. BUNO piedpokladejme p | a. Zéroven ale a | p, takze a, p jsou asociované, tedy p = au
pro néjakou jednotku u, takZe uz au = ab neboli u = b, a b je tak jednotka.

26. Z definice je nejvétsi spoleény délitel spoleény délitel a zaroven kazdy spoleény délitel déli

nejvétsiho spoleéného délitele. To znamend gi | g2 a zéroven gz | g1, takZe g1 a g2 jsou asociované.

27. Je ziejmé, e d spliuje (i). Abychom nahlédli (i), vSimnéme si, Ze d(a) je minimum z d na

mnoziné nenulovych nasobku a. Ale kazdy nasobek ab je i nasobek a, takze J(ab) je jenom minimum

z néjaké podmnoziny nenulovych nasobkt a. Minimum podmnoziny je vétsi nebo rovno minimu

celé mnoziny, takze d(a) < d(ab).

Zamé&Fme se nyni na (iii). Jsou dana a, b € R. Z definice d existuje ¢ € R takové, ze d(b) = d(bc).
Nyni s funkei d vyuzijeme vlastnost (iii) na (a,bc). To ndm da a = b(cq) + r pro d(r) < d(bc).
Pfitom ale z definice d(r) < d(r - 1), takze d(r) < d(r) < d(bc) = d(b).

28. (i) Ireducibilni prvek p déli nenulovy prvek c pravé tehdy, kdyZz se p nachézi (az na asociova-
nost) v rozkladu ¢ na souéin ireducibilnich prvka. Kdyz tedy p nedéli ani a, ani b, pak se
nevyskytuje ani v jednom z jejich rozkladu, takze se nevyskytuje ani v rozkladu ab. To uz
znadi, ze kdyz p | ab, pak p | a nebo p | b.

(ii) ZapiSme zkraslené rozklady prvka a, b, pfi¢emz pouzijme pro kazdou ,rodinku“ asociova-
nych ireducibilnich prvkia v obou rozkladech jen jednoho zastupce. Mizeme tedy napsat

a:u'ptlll"'p?7fn7 b:vp?lpgn7
kde u, v jsou jednotky, p1,...,pn jsou navzajem neasociované ireducibilni prvky a expo-
nenty ai,...,Qn,B1,...,0n jsou neziporna celd ¢isla — muze se jednat o nuly, pokud se

piislusny ireducibilni prvek viibec nenachéazi v rozkladu. Nyni uz je zjevné, ze

— pllnin{oqﬁl} . ,pgin{an,ﬁn}

g

je nejvétsim spoleénym délitelem a, b. Tento prvek totiz urcité déli obé a, b (ma mensi
nebo rovné exponenty) a zaroven kazdy spoleény délitel déli g (nemtze mit vétsi zadny
exponent).

29. Analogicky s diikazem eukleidovskosti Z[\/—2] bychom se dostali na ekvivalentni formulaci:
pro dand x,y € Q najit xo,yo € Z takové, ze (x —x0)2+3(y—yo)? < 1.Prox =y = % vsak takova
o, Yo neexistuji.
30. Plati p| (a+ bi)(a — bi) a p je prvocinitel, takze uz déli jedno z a % bi, tudiz déli obé& a, b.
31. Necht m = a+bi, p = c+di. JelikoZ je jejich norma prvocislo, musi to byt prvoéinitelé. Mame
7t = pp. Leva strana je nasobkem 7, takze i w | pp. To znamend, Zze budto 7 | p, nacez 7 || p,
nebo 7 | p, nafez 7 || p. JenZe nésobeni jednotkou jenom prohazuje redlnou a imaginarni slozku
a méni jejich znaménka, zatimco komplexni sdruzeni jenom méni znaménko imaginarni slozky. To
znamena, ze slozky m, p jsou tak stejné az na prohozeni a zmény znamének.
32. Pro 7w || p = 3 (mod 4) je tvrzeni zfejmé. Déle jsou prvocinitelé normy 2 jenom 1+ ¢ a
asociované prvky. Pfitom 144 = (1—1)-, takZe tyto dva komplexné sdruzené prvky jsou asociované.

Méjme nyni # = a+ bi a N(7) = p =1 (mod 4). Kdyby 7 || 7, pak 7 | 7, z ¢ehoz rozsifenim
nutneé i

p =77 | 72 = (a® — b?) + 2abi.

Jenze a, b musi byt nesoudélna, takze a i b je nesoudélné s a? +b% = p. Z lichosti p je i 2 nesoudélné
s p, takze dohromady je 2ab nesoudélné s p. To znamend, Ze uréité p { 2ab, takze ani p { 72. Prvky
7, T tak nejsou asociované.
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