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ABSTRAKT. V teorii ¢isel se obcéas vyplati védét nejen to, zda jedno ¢islo déli druhé,
ale i jak moc ho déli. To vystihuji p-valuace. Postupné se naucime pocitat je v rozma-
nitych situacich a pouzivat je k dokazovani délitelnosti a feSeni rovnic.

Definice. Pro celd ¢isla a, b fikdme, Ze a déli b (znacime a | b), pokud existuje celé
¢islo ¢ splnujici b = ac.

Definice. Pro prvodislo p definujeme p-valuaci celého ¢isla a # 0 jako nejvétsi
nezaporné celé k takové, ze p* | a. Znaéime v,(a) = k. Pro a = 0 budeme brit
vp(a) = oo pro kazdé p.

Tedy neforméalné: v,(a) je exponent u p v prvoéiselném rozkladu ¢isla a. Jak uvi-
dime, p-valuace davaji zptsob, jak se na situaci podivat z pohledu jednoho prvocisla.
Jedn4 se pfitom o trochu jemnéjsi informaci nez pouhy zbytek modulo p.

Zakladni vlastnosti

Tvrzeni. Platia|b, pravé pokud v,(a) < v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Proa,b> 0 plati a = b, pravé kdyz v,(a) = v,(b) pro kazdé prvoéislo p.
Tvrzeni. Plati v,(ab) = vy(a) + v, ().

Tvrzeni. Plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}. Pokud navic v,(a) # v,(b), potom
v predchozi nerovnosti nutné nastane rovnost. Obdobné plati totéz pro rozdil a — b.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze p-valuace se daji rozumné dodefinovat i pro racionalni
Cisla a Ze i po tomto rozsifeni vétsina z predchoziho stale plati.

Cviceni. Nahlédnéte, Ze pro pfirozené n je v,(n) < log,n <n — 1.

Obecnéjsi podoba predchoziho cviceni:
Lemma. Pro kazdé pfirozené n plati odhad n—wvy(n) > n—log,(n), pficemz vyraz
napravo je pron > 2 rostouci vzhledem k n.

Tvrzeni. Pfirozené ¢islo a je k-tou mocninou prirozeného Cisla pravé tehdy, kdyz
k | vp(a) pro kazdé prvocislo p.
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Tvrzeni. Necht gcd znadi nejvétsiho spolecného délitele a lem nejmensi spoleény
nasobek. Potom plati

vp(ged(a, b)) = min{vy(a),vp(b)},  vp(lem(a, b)) = max{vy(a), vy(b)}.
Uloha 1. Dokazte, e pro libovolna pfirozena ¢isla a, b, ¢ plati

(ged(a,b,))?  _ (lom(a,be))?
ged(a, b) - ged(b, ¢) - ged(c,a)  lem(a, b) - lem(b, ¢) - lem(c,a)

Uloha 2. Jsou déna piirozena &isla a, b takova, Ze
alb?, b a®, a® b, bt|d®, a®|b°,

Dokazte, ze a = b.

Uloha 3. Dokaizte, Ze pro piirozena a, b, ¢, d spliiujici ab = cd plati
ged(a, ¢) - ged(a,d) = a - ged(a, b, ¢, d).

Uloha 4. Jsou déna piirozend a, b, c splitjici a® | b¢, a® | ¢®. Dokazte, Ze a? | be.

Uloha 5. Rekneme, ze kladné realné éislo je copaté, pokud neni celé a v jeho
desetinném zapisu nasleduje za desetinnou ¢arkou jen konec¢né mnoho nenulovych
¢islic. Rozhodnéte, zda existuji copata cisla a, b, ¢ takova, ze vSechna tii ¢isla ab, bc
i ca jsou cela. (MO 64-C-11-4)

Faktorialy a kombinacni Cisla

V délitelnostech a rovnostech obsahujicich faktoridly se ¢asto hodi spocitat nebo
alesponi odhadnout p-valuaci. Vznikavaji tim relativné nevabné vyrazy s dolnimi
celymi ¢astmi — obcas je sta¢i odhadnout, jindy je tfeba preciznéjsi pristup. Zakladni
pomuckou je Legendreova formule, zbylé dvé véticky jsou jen trochu specializovand
tvrzeni plynouci z ni.

Tvrzeni. (Legendreova formule) Pro kazdé pfirozené ¢islo n plati
| n
1) = —
vp(nl) =Y ijJ .
j=1
Poznamka. Soudet v predchozi vété je sice forméalné nekoneény, ale pro libovolné
p a n budou od néjaké chvile vSechny ¢leny nulové.
Véta. Necht s,(n) znadi ciferny soucet pfirozeného ¢isla n v soustavé o zdkladu p.

n—sp(n)

Potom plati vp(n!) = ==
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Véta. (Kummer) Kombinaéni ¢islo (Z) ma p-valuaci rovnou poctu ,,prenosi jed-
nicky do vyssiho radu“ pri séitani k a n — k pod sebou v soustavé o zakladu p.

Uloha 6. Pro prvoéislo p plati p™ { ((p — 1)n)!.

Uloha 7. Plati v,(n!) < {;%J
Uloha 8. Najdéte vSechna piirozena n, pro néz va(n!) =n — 1.
Uloha 9. Pro libovolna celd nezédporna m, n je
(2m)!(2n)!
m!In!(n + m)!
celé ¢islo.

Uloha 10. Dokazte, Ze pro pfirozena n plati

<n+1>.1cm((g), (1) @) Clem(L2,.. 0+ 1).

Uloha 11. Dokazte, 7e existuje konstanta ¢ takové, Ze pro libovolna piirozena a,
b, n spliujici a! - b! | n! nutné plati a + b < n + clogn. (Erdés)

Uloha 12. Pro piirozené n > 3 definujme posloupnost pfirozenych éisel ar, .. ., ay
pomoci rozkladu

— (e5pNes) (&35
nl=pyipy? - ppt,

kde p1 < pa < -+ < pg jsou prvocisla. Najdéte vSechna n, pro néz je posloupnost
a1, ..., qr geometricka. (MEMO 2017 T8)

Lifting the exponent (LTE)

Podkapitolou samou pro sebe jsou valuace na rozdilech mocnin. Z velké casti je
vystihuje lifting the exponent lemma (zkrdcené LTE), pfi jeho aplikovani je vSak
tfeba davat pozor na podminky. Hodi se také tusit néco o fadech prvka modulo p.

Lemma. Necht je p libovolné prvocislo, m pfirozené &islo a x, y cela ¢isla takova,
Ze ptm,x,y, ale p | x —y. Potom v, (z™ — y™) = vp(x — y).

Lemma. Necht je p > 2 prvodislo a x, y cela ¢isla spliiujici p { x,y, ale p | © — y.
Potom vy, (2P — y?) = vp(z —y) + 1.

Cviceni. Co se na dikazu pfedchoziho lemmatu rozbije pro p = 27

Véta. (lifting the exponent lemma) Necht je p liché prvocislo, n piirozené ¢islo a

x, y celd cisla spliiujici p t x,y, ale p | x — y. Potom

vp (2" —y") = vp(x — y) + vp(n).
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Poznamka. Pokud je n liché, pak nahrazenim y za —y ziskdme obdobné tvrzeni i
pro soucet namisto rozdilu.

Cvicéeni. Najdéte priklady dosvédcujici, Ze pii vynechani jednoho z predpokladi
(lichosti p, délitelnosti p | z —y ¢i nedélitelnosti p 1 x, y) uz zdvér LTE nemusi platit.

Véta. (LTE pro dvojku) Necht je n sudé pfirozené ¢islo a x, y licha celd cisla.
Potom
v2 (2" —y") = v2(x —y) +v2(z +y) +vp(n) — 1.

Cviceni. Rozmyslete si, ze v LTE pro dvojku bude vidy pravé jedno z va(x + y)
rovno 1, takze se prava strana zjednodusi na

vo(x —y) + va(n) nebo  wa(x +y) + va(n).
Tvrzeni. BudiZ p prvocislo a necht p { a,b. Pokud je k nejmensi pfirozené ¢islo
splitujici p | a* — b*, pak pro pfirozené n plati p | a™ — b™ pravé tehdy, kdyz k | n.
Uloha 13. Je dano pfirozené k. Najdéte viechna pfirozena n spliujici 3 | 2" — 1.

Uloha 14. Pro liché prvoéislo p, pfirozené a a n > 2 plati p™ | a? — 1 pravé tehdy,
kdyz p"~ ! |a— 1.

Poznamka. (makroskopickd) Predchozi loha ilustruje, ze LTE fik4 ,zhruba to-
téz“ jako cykli¢nost multiplikativnich grup Z;k pro k > 2. V obojim se pfidani p do
exponentu projevi posunem piesné o 1 ,aroven“ vys, oboji fesi jen prvky nesoudélné
s p a v obojim je dvojka trochu ,rozbitd“ (ale ne zas tak moc).

Uloha 15. Dokazte, Ze pro kazdé pFirozené n lze zvolit pfirozené k tak, ze
7|28 43k 4k 1.
Uloha 16. Prvodislo p a p¥irozend a, n splituji 2P 4+ 37 = a™. Dokaizte, ze n = 1.
(Irsko)
Uloha 17. Pfirozen4 a, n, k splijin | (a—1)*. Dokazte n | a® ' +a" "2+ - -+a+1.

Uloha 18. Najdéte vSechny trojice (,y,p), kde =, y jsou piirozena ¢isla a p pr-
vocislo splnujici p* — yP = 1.

Uloha 19. Je dano bezétvercové! pfirozené n. Dokazte, Ze neexistuji nesoudélna
pfirozen4 ¢isla x, y splitujici (z + y)* | 2™ + y".

Uloha 20. Mg¢jme liché pifirozené n > 1 a nesoudélna piirozena a > b. Dokazte,
ze @™ — b™ ma prvociselného délitele, ktery nedéli a — b.

Uloha 21. Najdéte viechna piirozend n splitujici 2" | 3" — 1.
Uloha 22. Najdéte viechny dvojice piirozenych é&isel (a, b), které splituji b* | a®—1.

1Pfirozené ¢islo nazyvame bezétvercovym, pokud neni nasobkem zadného a? pro a > 1.
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Uloha 23. Najdéte viechna piirozend a, pro néz je 4(a™+1) tieti mocninou celého
¢isla pro kazdé prirozené n.

Uloha 24. Pokud pro piirozend a, b, ¢ plati ¢ | a® — b, pak uz i c | “C*ZC.

a—

Uloha 25. Budte a, b racionalni ¢isla. Pokud je a™ — b™ celé ¢islo pro nekoneéné
mnoho ruznych ptirozenych n, pak uz jsou obé a, b cela.

Uloha 26. Budiz k > 1 pfirozené &islo. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych n spliujicich
n 1" 42" 4 K"

Uloha 27. Najdéte vSechna piirozena n, pro ktera je 2"*+2(2" — 1) —8-3" 4 1
Ctverec. (Vietnam)

IMO dlohy
Uloha 28. Najdi nejvétsi mocninu 1991, ktera déli &islo
199019911992 + 199219911990

(ISL 1991)
Uloha 29. Najdéte viechny dvojice p¥irozenych &isel (n, k), které spliiuji

(2F —1)(2F —2)(2% —4).-- (28 — 2"y = nl.

(IMO 2019)
Uloha 30. Je dana nekoneéné posloupnost a1, as, as, ... pfirozenych &isel takova,
ze
a a Cp— a
Y + 22 +o.4 2 1 + 2
ag as (079 ay

je prirozené ¢islo pro vsechna n > k, kde k je néjaké pevné ptirozené ¢islo. Dokazte,
7€ @y = ap41 pro vsechna n > m, kde m je néjaké pevné prirozené ¢islo.

(IMO 2018)
Uloha 31. Najdéte viechny trojice (p, z,v), kde p je prvoéislo a x, y jsou p¥irozena
¢isla takova, ze P! +y i 2 + yP~! jsou mocniny p. (ISL 2014)
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Navody

1. BUNO si sefad valuace, potom piimocaie pocitej.

2. a" | b"*! znamena v”—(&) < ”+1 . 'V podstaté totéz jde fict s logaritmem misto
valuaci.

3. Oznac si p-valuace jednotlivych proménnyjch a rozebirej jejich mozné poradi.
4. AG nerovnost.

5. Chces nezaporné 2-valuace a 5-valuace. Dirichlet pomuze.

6. V Legendreové formuli zahod celé ¢asti.

7. Ukondi soucet u indexu j = k takového, Ze 1 < % < p a vyuzj [z] + [y] <

[z +y].
8. V nerovnostech z ditkazu pfedchozi tlohy musela v§ude nastat rovnost.

9. Odhadni zvlast kazdy clen

] )Ll 157

z Legendreovy formule.

10. Vyuzij Kummerovu vétu. Pokud a = v,(n + 1), pak n + 1 zapsané v soustavé
o zakladu p kon¢i a nulami.

11. Délitelnost dava nerovnost (t¥eba) 2-valuaci. Vhodné odhadni celé ¢asti v ne-
nulovych ¢lenech, téch je asymptoticky logn.

12. Hodi se Bertranduv postulat: pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo
p spliujici n < p < 2n.

13. Pfimocaie pouzij LTE. Pozor na pfedpoklady!

14. Nezapomen na predpoklady LTE. Hodi se mald Fermatova véta: a? = a
(mod p) pro kazdé a.

15. Vol k tak, aby vznikly dvé LTEckové dvojice.

16. LTE néco povi o 5-valuaci. Dej pozor na pfipad p = 2.

17. LTE na a™ — 1. Nezapomeiite peclivé ovérit predpoklady.

18. Prieved yP na pravou stranu a podivej se na p-valuaci.

19. Chces aplikovat LTE a vyuzit v,(n) < 1, dej vS8ak pozor na degenerované
pripady souvisejici s dvojkou.

20. Ma-li a™ —b" pouze prvociselné délitele, kteri déli a—b, pak dovedes odhadnout
vSechny p-valuace.

21. Rozkladej 3" — 1 = (3"/2 + 1)(3"/2 — 1), dokud to jde.

My

22. Nejtézsi ¢ast: dokaz, Ze nejmensi prvocislo p | b také déli a — 1. Potom rozlis
paritu p, pouzij LTE a peclivé odhadni n — v,(n).
6
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23. Pokud m4 4(a™ + 1) lichého prvodéiselného délitele p, podivej se na 4(a?™ 4+ 1).
24. Pro kazdé prvodislo p | ¢ rozli§ pfipady dle toho, zda p | a — b a zda p | a,b.

25. Predpokladej, ze spoleény jmenovatel mé prvociselného délitele, a najdi spor.
Hodi se tusit néco o fadech prvkid modulo p.

26. Zkus n = p™, trik je ve spravné volbé lichého prvocisla p. Zkus pouzit LTE na
yzrcadlové® Cleny.

2

27. Pojmenuj si ¢tverec a® a uprav na soucin. Potom zkoumej 3-valuaci, zbav se a

a omez n.

28. Prosté si vyrob LTEckovy tvar a moc se s tim nepére;j.

29. Pomoci 2-valuace a 3-valuace omez k, zbytek dorozeber.

30. Staci ukézat, ze nepribyvaji nova prvocisla a vSechny p-valuace jsou od néjaké
chvile nerostouci. Rozli§ pfipady podle toho, zda nékdy (za indexem k) nastane
vp(an) = vp(ar).

31. Priprav se na spoustu rozebirani rozbitych pripadi. Hlavni myslenka je hledat
velké valuace p v rozdilech y — x potazmo yP — xP.
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