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Vieta jumping
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Poc¢inaje tlohou ¢islo 6 z IMO 1988 1ze v olympiddach narazit na ma-
gické ulohy, které pozaduji vyvodit ze zdanlivé tuctovych délitelnosti neuvétitelné
silné zavéry. Metodou pro feseni tloh s touto dosti specifickou prichuti je Vieta
jumping — dosti specifickd souhra Vietovych vztahi a klasického nekone¢ného se-
stupu. V této prednésce zkusime Vieta jumpingu odebrat jeho magickou auru,
prohlédnout si kazdou jeho prisadu zvl4st a ziskat hezkou obrazkovou predstavu
pro preskakovani mezi kofeny.

Prvni pfisadu na cesté k Vieta jumpingu napovidd samotny néazev:

Tvrzeni (Viétovy vztahy). Ma-li polynom c,2" + ¢, 12" 1 + - + 12 + ¢
kofeny x1,...,x, (vfetné nasobnosti), pak plati

Ck
(—l)kc— = E I | T;.
n JC{1,...n} i€J
|J|=Fk

Specialné pron =2 a ¢ = 1 plati z1 + 20 = —c¢1 a 122 = ¢p.

Diofanticka geometrie

Zacneme s geometrickym pohledem na diofantické rovnice, ktery méa sice k Vieta
jumpingu jako takovému daleko, ale pouzivd podobné myslenky a davd k nému
hezkou geometrickou predstavu.

Definice. Bod v roviné nazveme raciondlnim, pokud jsou vsechny jeho souradnice
racionalni ¢isla. K¥ivku v roviné nazveme raciondlni, pokud se da zapsat jako mno-
zina FeSeni néjaké polynomalni rovnice s raciondlnimi koeficienty. Stupneém kiivky
rozumime stupen polynomu, ktery ji zadava.

Tvrzeni. Necht raciondlni pfimka protind racionalni k¥ivku stupné n v n bodech
(vCetné nésobnosti), z nichz n — 1 je raciondlnich. Potom uz je vSech n priseéika
racionalnich.

Poznamka. Pokud n > 3, pak je uvazovand pfimka automaticky racionalni uz jen
z toho, Ze prochéazi > 2 racionalnimi body.

2

Uloha 1. Najdi vSechna feseni 22 + 42 = 22 v celjch &islech.

Uloha 2. Dokaz, ze kdyZ na kruznici v roviné lezi tii rizné racionalni body, pak
uZ jich na ni lezi nekone¢né mnoho.
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Uloha 3. Rovnice 22+ 2y? = 322 m4 nekone¢né mnoho primitivnich*) celo¢iselnych
feseni.
Uloha 4 (eliptické kiivky). Uvazujme v roviné kiivku

E: y*=a34az+0, a,beqQ,

pricemz si pfedstavujme, ze navic prochazi jesté bodem O v nekonecnu ve svislém
sméru“, ktery povaZzujeme za racionalni. Pfedpokladejme také, Ze E je hladkd (mé
v kazdém bodé tecnu).

Necht jsou A, B dva body na E, pak jako A x B oznaéime treti prﬁseéikh
pfimky AB s E a jako —A oznacime obraz A v osové soumérnosti podle osy x. Poté
definujeme A + B jako —(A % B). Nahlédni, ze:

(i) Pro racionalni A, B je A+ B opét racionalni.

(ii) A+ 0 = A

(iii) A+ (—A) = 0.

(iv) Tefna v raciondlnim bodé A je racionalni piimka.

(v) Pokud A = B, tak za pfimku AA miZzeme povazovat te¢nu v bodé A a vSe bude
stale fungovat.

Taky plati A+ (B + C) = (A+ B) + C, ale to je netrivialni dokazat.

Uloha 5. DokaZ, Ze v roviné lze zvolit nekoneénou mnozinu bodt
oy Pooy, Py, Ry, P, P

tak, ze pro celé ¢isla a, b, clezi P,, Py, P, na jedné pfimce, pravé kdyz a+b+c = 2014.
(USAMO 2014)
Sestupy

Druhou pulkou Vieta jumpingu je nekonecny sestup: v prirozenych cislech se neda
klesat do nekonecna. Totéz vyjadiuje skutecnost, ze prirozena ¢isla jsou dobre uspo-
rfadana — kazda jejich neprazdna podmnozina ma minimum.

Uloha 6. Dokaz, ze rovnice a® +2b® +4c® = 6abc nema Feseni v piirozenych éislech.
Uloha 7. Najdi v8echna FeSeni 24 + y* + 2% = 9w* v celych éislech.

Uloha 8. Najdi viechna celo¢iselné feseni rovnice 22 + y2 + 22 = 2zyz.
(Korea 1996)
Uloha 9. Res 2% + zy + y? = 2%y? v celych ¢slech.

Uloha 10. Je dano 2017 kamenti s celoéiselnymi hmotnostmi. Kdykoliv jeden kamen
odebereme, 1ze ty zbylé rozdélit na dvé stejné hmotné hromadky po 1008 kamenech.
Dokaz, ze vSechny kameny maji stejnou hmotnost.

*) Reseni (z,y, 2) nazveme primitivnim, pokud jsou z, y, z po dvou nesoudélné.
1) Véetns nasobnosti: napi. pokud se AB dotykd E v bodé B, pak je tfetim prusecikem bod B.
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Skakani k dalsim FeSenim

O néco snadnéjsi verzi Vieta jumpingu je jeho obraceny chod: vyrabéni vétsich feSeni
z malych.

Uloha 11. Pro pfirozené n feSme rovnici
a?+ b2+ +n=abe

v prirozenych ¢islech. Dokaz, Ze:

(i) Pro n = 2017 neexistuje zadné feseni (a, b, ¢).
(ii) Pro n = 2016 je v kazdém FeSeni ¢islo a nédsobkem 3.
(iii) Pro n = 2016 existuje nekone¢né mnoho Feseni. (MEMO 2016 T8)

Uloha 12. Je déno nenulové celé ¢islo k. Dokaz, Ze rovnici

2% — xy + 2y°
r+y

k=

vyhovuje lichy pocet uspofadanych dvojic celych ¢isel (x, y), pravé kdyz je k délitelné
sedmi. (MO A-66-111-6)

Uloha 13. M4 pro néjaké m € N rovnice

1+1+1+1_ m
a b ¢ abc a+b+c

nekoneéné mnoho feSeni v pfirozenych ¢islech? (ISL 2002 N4)

Uloha 14. DokaZ, 7e pro kazdé p¥irozené ¢islo m lze najit nekoneéné mnoho dvojic
piirozenych &isel (r,y) takovych, ze x, y jsou nesoudélna, x | y? + m a zéarovei
y|z?+m. (ISL 1992)

Uloha 15. Existuje nekoneéné mnoho dvojic pfirozenych &isel (z,v) takovych, ze

zly?+y+1 a zaroven yla® 4+ +17

Uloha 16. Najdi nejmensi piirozené ¢islo n, pro né# existuje nekoneéné mnoho

n-tic (a1, ...,a,) kladnych racionélnich ¢isel takovych, Ze
. 1 1
a1+...+an 1 7_’_._’_7
ay Qp,
jsou celd ¢isla. (ISL 2017 N6)
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Uloha 17. Budiz n pfirozené é&islo, které neni étverec a uvazujme rovnici

2?2 —n
k=—5—.
re =y

Necht je A mnozina téch pfirozenych k, pro néz mé rovnice celoéiselné feseni s © >
\/n, zatimco B budiZz mnozina téch pfirozenych k, pro néz ma rovnice celoc¢iselné
feSeni s 0 < z < y/n. Dokaz A = B. (ISL 2016 N5)

Uloha 18. Dokaz, 7e existuje nekoneéné mnoho trojic pfirozenych éisel z, v, z
spliwjicich 22 + 32 + 22 = 3xyz. Parametrizuj ¢ast z nich pomoci Fibonacciho ¢isel.
(Markov)

Uloha 19. Najdi nejvétsi moznou hodnotu v§razu a? +b? pro pfirozend a,b < 1981

splitujici (a2 — ab — b?2)* = 1. (IMO 1981/3)

Skakani s parametrem

vvvvv

kou délitelnost s kvadratickymi vyrazy a pozaduji néco dokazat o podilu ¢i jiném
parametru; obcas se prosté hledaji vSechna feSeni. Méné casté je skadkani v nerov-
nostech, ale po zafixovani vhodné veli¢iny se fesi podobné.

Motto. Délitelnost je jen rovnice s proménnou navic.
Uloha 20. Pro pfirozena &isla a, b je

a?+b2+1

ab
celé ¢islo. Dokaz, ze je to ¢islo 3.
Reseni. Pojmenujme k = %. Pak fesme a? — kba+b?+1 = 0 jako kvadratickou
rovnici v a. Z Vietovych vztahd musi jeji kofeny spliiovat
a1 + as = kb,
ajas = b% + 1.

Pokud je tedy a1 = a prirozené ¢islo, pak je z prvniho vztahu as taktéz celé, zatimco
z druhého je kladné. Dohromady je tedy as pfirozené.

Zafixujme nyni k a uvazme feseni (a,b) € N? takové, ze a + b je minimélni.
Vime, Ze (aq,b) bude taky FeSeni v pfirozenych éislech, takze as + b > a + b. Tedy

V1
N a

a < as

neboli a? < b% 4 1. Zcela obdobné taky b? < a? + 1, takze dva pfirozené étverce a2,
b? se od sebe lisi nejvys o 1. Mezi rfiznymi pfirozenymi étverci je ale vidy mezera
alespon 3, takZe nutné a = b.

Z toho uz plyne a? | 2a® + 1, takze a = 1, coz d& k = 3, jak jsme chtéli.
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Uloha 21. UvaZujme pfirozena ¢sla a, b. Dokaz, Ze pokud je

a? +v?

ab+1
celé ¢islo, pak uz je to ¢tverec. (IMO 1988/6)
Uloha 22. Najdi vSechny dvojice piirozenych ¢&isel a, b, pro néz je

a b

v e

celé ¢islo.

Uloha 23. Najdi viechny celo¢iselné hodnoty vjrazu

a?+v>+3
ab
pro pfirozend a, b. (Turkey TST 1994)
Uloha 24. Je déno pfirozené n. Nahlédni, ze pro piirozena a, b miize vyraz
a?+b+n
ab

nabyvat jen kone¢né mnoha celociselnych hodnot.

Uloha 25. Uvazujme nad piirozenymi &isly rovnici 22 +y? —azy+2 = 0 s pfirozenym
parametrem a. Dokaz, Ze pro a = 4 mé rovnice nekonec¢né mnoho feSeni, zatimco
pro a # 4 neexistuji zadn4. (Greece TST 2008)

Uloha 26. Najdi viechny dvojice piirozenych ¢&isel a, b, pro néz plati
ab4a+b]|a®+b*+ 1.

Uloha 27. K pfirozenému &islu k existuji pfirozena a, b splitujici

a+1 b+1
—+ =
b a

Uréi v8echny mozné hodnoty k. (MOP 2007)

k.
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Uloha 28. Dokaz, ze délitelnost pg + 1 | p? + ¢® nema feSeni v prvocislech.
Uloha 29. Najdi viechny celo¢iselné hodnoty virazu
P+¢+1
pq + 2
pro prvocisla p, g.
Uloha 30. Piirozena &isla a, b, ¢ spliji
0<a®+b>—abe<ec.

Dokaz, ze a® + b2 — abc je Etverec. (Crux Mathematicorum)
Uloha 31. Najdi vSechny celoéiselné hodnoty virazu
a? + ab + b?
ab—1
pro prirozena a, b.

Uloha 32. Najdi viechny dvojice monickych komplexnich polynomi P, @ takovyjch,
7e P | Q%+ 1 a zaroveii Q | P% + 1. (IMC 2018)

Uloha 33. Urdi vechna pfirozena ¢isla n, pro néz méa rovnice

r+y+z+w=ny/ryzw
TeSeni v prirozenych cislech. (Vietnam 2002)
Uloha 34. Najdi viechny celo¢iselné hodnoty virazu

(a+b+c)?
abc

pro pfirozend a, b, c. (AMM 1994)

Uloha 35. Licha piirozena ¢isla a, b spliwji 2ab + 1 | a® + b? + 1. Doka, 7e a = b.
(Iran 2013)

Neodcividné skakani
V nésledujicich tilohach se neda skakat hned — je potfeba se nejdiiv pomoci néjakych
substituci dostat k rovnici ¢i délitelnosti, ktera vypada lépe.

Uloha 36. Pfirozena ¢isla a, b spliuji 4ab — 1 | (4a2 — 1)2. Dokaz, ze a = b.
(IMO 2007/5)

Uloha 37. Lich4 piirozena ¢isla m > n spliuji
m?—n?4+1|n?—1

Dokaz, ze m? —n? + 1 je étverec. (Ireland 2005)
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Uloha 38. Pro jist pfirozené z, y, k plati o 4 k*. Dokaz, 7e k = 3

Uloha 39. Najdi viechny dvojice piirozenych ¢isel (z,y), pro néz je
(zy + D)(azy + z + 2)

Ctverec. (China TST 2018)

Uloha 40. Jsou déna pfirozena &isla a, b. Dokaz, Ze

4q?
2 R—
a+[b—‘

neni ¢tverec. (ISL 2019 N8)
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Hinty

Hint 1. Racionalni pfimky skrz jeden pevny bod na jednotkové kruznici.

Hint 2. Stfed je raciondlni.

Hint 3. Raciondlni pfimky skrz pevny bod. Vypsat vSechna celoCiselna feSeni je trosku
otrava kvili technikaliim s nejvétsim spolec¢nym délitelem, tak se s tim moc nezdrzuj.
Hint 4. (i) Racionaln{ pfimka skrz 3—1 racionalni body. (iv) Derivuj a vyuzij racionalitu
bodu.

Hint 5. Vol body na kubické kiivce. Nepfijemnosti mtzou vznikat kvuli 3 1 2014, ale d&
se s nimi vyporadat.

Hint 6. Vezmi feSeni s minimélnim a + b+ ¢ a vSimni si, ze v rovnici pijde zkratit dvojka.
Hint 7. Ttfeba modulo 5 nebo 16.

Hint 8. Modulo 4.

Hint 9. Zeslab pravou stranu na z2y?z2 a postupné krat prvodisla z z a y.

Hint 10. Vyrob zhruba polovi¢ni sadu kament.

Hint 11. Pro prvni dvé ¢asti najdi spravné modulo. V posledni najdi jedno feseni a skakej
k vétsim a vétSim fesenim.

Hint 12. Paruj ty body na elipse, které lezi ve stejné vysce.

Hint 13. Zvol si m tak, aby jedno FeSeni existovalo, a pfimocare skakej k dalsim. Taky to
jde zabit ndhodnymi Pellovkami.

Hint 14. Slu¢ délitelnosti do jedné a pak z jednoho feSeni skakej k dalsim. Rozmysli si, ze
skakani zachova nesoudélnost.

Hint 15. Slu¢ délitelnosti do jedné a skakej.

Hint 16. Mala n vysporuj. Potom vyrabéj dalsi a dalsi feseni skakanim.

Hint 17. Presubstituuj do souctu a rozdilu, potom skakej po hyperbole.

Hint 18. Pfimocaie skdkej. Skédkani podle prostfedni proménné (pii sefazeni podle veli-
kosti) d4 rekurenci lichych Fibonacciho éisel.

Hint 19. Najdi par malych Feseni a odhadni, kterd (a, b) fesi rovnici.

Hint 21. Zafixuj hodnotu a skakej k minimalnimu a 4 b. Nectvercovost zafidi nenulovost
absolutniho ¢lenu. V ptipadé zdporného az jej dosad do zlomku a zkoumej znaménko.
Hint 22. Pokud je jedna proménna vétsi nez druha, skoc¢ k nizsimu feseni.

Hint 23. Miniméalni feSeni zjednodusi délitelnost.

Hint 24. Jen si pofadné rozmysli, co se délo v pfedchozi a ukazkové tloze.

Hint 25. Standardné doskékej k = = y.

Hint 26. Standardni skdkani, pozor nulu.

Hint 27. Skakej Gplné stejné jako v ukdzkové uloze.

Hint 28. Za¢ni u minimalniho bodu na hyperbole a poradné prozkoumej skékaci rekurence.
Hint 29. Doskakej k minimalnimu feSeni. U jedné rodinky hyperbol podoba rekurence
vylouéi prvociselnost, zbylé moznosti povoli jen jednu hodnotu podilu.

Hint 30. Zafixuj d = a? 4+ b*> — abc a skékej. Piipad zdporného ap vyfes podobné jako
v IMO 1988.

Hint 31. Zafixuj podil k, doskékej k minimalnimu feseni a udélej odhad k pomoci ﬁ.
Hint 32. V komplexnich polynomech se da skadkat stejné dobie jako v celych ¢islech. Co
dava smysl minimalizovat?
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Hint 33. Vieta jumpingem odhadni n < 4, pak najdi ptiklady.

Hint 34. Vyuzij Vieta jumping k odhadu vyraz < 9. Pak zbyva trochu pracné dorozebrani.
Hint 35. Skoky zachovavaji paritu, lichost vylouc¢i az = 0.

Hint 36. Uprav podminku, aby byla symetricka, a nasledné skakej k minimalnimu feseni.
Hint 37. Ctvercovost délitele se dokazuje mizerné — preved to na &tvercovost néjakého
podilu. Substituce do souctu a rozdilu dé symetrii.

Hint 38. Pieved na tlohu 20. Taky to lze ubit Pellovou rovnici a okruhem Z[vk2 — 4], ale
neni to vibec zabava.

Hint 39. Nejvétsi spolecny délitel dvou zavorek napovi prvni z nékolika substituci, ktera
t& dovede ke skékatelné délitelnosti. Ta bude (povrchné) pfipominat tlohu 37.

Hint 40. Necht se vyraz rovna ¢ pro né&jaké ¢ > a. Substituci = c¢+a, y = ¢—a dostanes
symetri¢téjsi situaci, v niz uz se da skakat.
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