mezinarodni

korespondenc¢ni QIKS)’ 1kSkO . Org

seminar

Iterace
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Jak zkrotit funkci aplikovanou mnohokrat za sebou? Nakreslime si
obrazek a vydame se na cestu po Sipkdch. Mozna ptijdeme do nekonec¢na a jesté
dal, anebo se mozna dostaneme do bludného kruhu, ale s trochou $tésti ndm oboji
néco povi o zkoumané funkci.

Umluva. Necht je f funkce. Pro p¥irozené n budeme znagit

i) =(fo--of)(x)=f(f(..[(x)...)),
n-krat n-krat
tedy f aplikovano n-krat na z, a pro n = 0 dodefinujeme f°(x) = z. Kdybychom
nahodou chtéli zapsat n-tou mocninu hodnoty f(z), napiseme (f(x))".

Umluva. S funkei f: M — M budeme zachazet jako s orientovanym grafem na
mnoziné vrcholtt M. Sipka z a do b povede pravé tehdy, kdyz f(a) = b. Nésledné
budeme pro takovou funkci pouzivat grafové motivované terminy:

e (Cyklem nazveme konecnou posloupnost vrcholid, mezi nimiz dokola vedou Sipky.
Specialné cyklus délky 1 je pevny bod, tedy prvek, ktery se zobrazuje sdm na

sebe.
[ Rl
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e Retézem nazveme posloupnost navzajem raznych vrcholid spojenych postupné
Sipkami, kterd je ve sméru Sipek nekonec¢na. Pokud je fetéz nekonecny i proti
sméru Sipek, nazveme jej oboustrannym retézem.
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e (Cestou z vrcholu bude rozumét posloupnost vrcholl, na néz se dostaneme, kdyz
prosté pujdeme po Sipkéach, coz odpovida opakovanému aplikovani funkce na
prislusny prvek. Cesta se muze bud zacyklit, nebo miZe byt fetézem.

Pozorovani. Funkcim f: M — M odpovidaji pravé ty grafy na mnoziné vrcholi
M, kde z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna Sipka.
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Pozorovani. Pro funkci na koneéné mnoziné se cesta z libovolného vrcholu zacykli.

Pozorovani. Necht x lezi v cyklu délky k na funkci f. Potom f"(x) = x, pravé
kdyz k | n.

Pozorovani. Funkce uvazovana jako graf je

e prostd, kdyz do kazdého vrcholu vede nejugyse jedna Sipka,
e na, kdyz do kazdého vrcholu vede alespori jedna Sipka,
o bijektivni, kdyz do kazdého vrcholu vede prdvé jedna Sipka.

Pozorovani. Nechf je M konecnd mnozina. Potom je funkce f: M — M prosta,
pravé kdyz je na.

Pozorovani. Bijekce se sestava jen z navzajem disjunktnich cykli a oboustrannych
fetézi.

Pozorovani. Prosta funkce se sestdva jen z navzajem disjunktnich cykld, jedno-
strannych fetézti a oboustrannych fetézti. Pocatecni vrcholy jednostrannych retézi
jsou pritom presné ty prvky, ktery chybi v oboru hodnot.

Ulohy s iteracemi dovedou byt dost riznorodé a kromeé vyse uvedenych pozoro-
vani nemame moc silnéj§i zbrané. Casté postupy a nastroje zahrnuji:

e prostost a bijektivita: Pokud dokazeme, ze je funkce prosta ¢i bijektivni, zna¢né
to zjednodusi obrazek. Nasledné uz lze zvl4st pracovat s cykly a Fetézy.

e cxtremadlni princip: Na cyklech se muze vyplatit podivat se na nejvétsi nebo
nejmensi prvek. Stejné tak mize nékdy pomoci minimélni prvek oboru hodnot.
Obecnéji ma kazda podmnozina N minimum.

e poradi a vzddlenost: Hodi se uvazovat o potradi a vzdalenostech prvki na fetézu.
Neékdy se taky hodi porovnat to s pozicemi na ¢iselné ose.

e indukce: Iterace ¢asto potkdme nad pfirozenymi ¢isly. Indukovat potom muzeme
oby¢ejné podle argumentu, anebo tfeba podle poradi v cyklu ¢i na fetézu.

o funkciondlkove triky: Funkcionalka s iteraci je porad funkcionalka. Chytré do-
sazeni, iprava nebo symetrie mohou tlohu zpfehlednit.

Rozcvicka I — prochazky

Uloha 1. David na svych cestach zabloudil do zemé, kde je koneéné mnoho silnic,
kazda z nich za¢ind a konéi kiizovatkou a kazda kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou
byt klikaté a mimotiroviiové se kiizit.) Rekl si, Ze by si ji rad prohlédl, ale trochu
se obaval, aby se tam uplné neztratil. Naplanoval si to tak, Ze vyrazi ze krizovatky
u hospody Na mytince a stridavé bude na kfizovatkidch odbocovat doleva a doprava.
MizZe si byt jisty tim, Ze se po néjakém case ocitne opét u hospody Na mytince?
(PraSe 35-4j-5)



Uloha 2. Na kruznici lezi nékolik hrobti. Do kazdého z nich dal Hamlet nékolik
lebek (klidné zddnou), k né&jakému nepréazdnému se postavil a zacal si hrat podle
nasledujicich pravidel. Pokud u sebe nemé zadné lebky, vezme si vSechny z hrobu,
u kterého praveé stoji, a hned se posune o jeden dal. V opac¢ném piipadé da jednu
lebku do hrobu, u néhoz se nachazi, a pokud jesté néjakou drzi, prejde opét k dalsimu
hrobu. Dokaz, ze at Hamlet rozmisti lebky jakkoli a postavi se kamkoli, budou po
néjaké dobé pocty lebek v jednotlivych hrobech stejné jako na zacatku.

(PraSe 37-1j-5)

Uloha 3. V kazdém patie nekonecné vysoké zacarované véze se nachazi magicky
portal, na kterém je napsano pfirozené Cislo. Tato pfirozena c¢isla tvori nerostouci
posloupnost a zaroven kazdé ¢islo udava, do kolikatého patra pfislusny portal vede.
Mezi patry véze lze cestovat pouze pomoci portalt a kazdy portal je pouze jedno-
smérny. V jednom z pater si mald myska usmyslela, Ze se vyda na vyzvédy, a zacala
putovat skrze portaly. Ukaz, Ze za néjakou dobu ziistane uvéznéné ve dvojici pater,
pripadné dokonce jen v jediném. (PraSe 35-1p—4)

Uloha 4. Mé&sto ma tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tise¢ky rovnobézné s nékte-
rym jeho okrajem (stranou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové ¢tvrti. Centrem
nazveme takovou ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky Zaddn4 hlavni ulice
nevede napfi¢ celym méstem. DokaZ, Ze mésto ma centrum. (PraSe 34-1j-6)

Uloha 5. Na tabuli jsou v néjakém potadi napsana ¢isla 1 az 2021 v fadé. V jednom
kroku se podivame na prvni &islo, necht je to k, a obratime poradi prvnich k éisel
—tedy a1, as,...,ar_1,ar prepiSeme na ay,ai_1,...,as,a;. Dokaz, ze po kone¢ném
poctu kroki dostaneme na prvni pozici jednicku.

Rozcvicka II — iterujeme jenom trochu

Uloha 6. Rozhodni, zda existuje funkce f: N — N takova, ze f(f(n)) < f(n) pro

kazdé n € N. (PraSe 36-4p—2)
Uloha 7. Je dana funkce g: N — N. Zkonstruuj f: Z — Z takovou, ze f"(x) = 0
m4é presné g(n) feSeni pro kazdé n € N. (zobecnéné PraSe 37-4p-3)

Uloha 8. Najdi vSechny funkce f: N — N, které pro vsechna n € N spliiuji

f(n) + f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.

Uloha 9. Rozhodni, zda existuje funkce f: N — N splitujici f(f(n)) = n + 2021

pro kazdé n € N. (IMO 1987)
Uloha 10. Rozhodni, zda existuje funkce f: Z — Z spliwjici f(f(n)) = 3n pro
v8echna n € Z. (USAYNO)

Uloha 11. Funkce f: R — R spliuje f(f(x)) = = + f(z) pro kazdé = € R. Najdi
v8echna FeSeni rovnice f(f(z)) = 0.



Cykly
Uloha 12. Najdi vSechny neklesajici funkce f: R — R, pro néz existuje g: R — N
splitujici f9(*)(z) = z pro kazdé = € R.

Uloha 13. Je déna bijekce f: R — R. Musi nutné existovat nekoneéné mnoho funkci
g9: R — R takovych, ze f(g(x)) = g(f(z)) pro kazdé = € R? (ELMO SL 2018)

Uloha 14. Najdi viechny bijekce f: N — N, které splituji

n+ f(n
Frmy) < M0
pro libovolné n € N. (Rumunsko 2004)
oha 15. Funkce f: N — N spliiuje
Uloha 15. Funkce f: N — N spliiuj
2
n
() =
f(F(n)
pro kazdé n € N. Uréi vSechny mozné hodnoty f(2020). (USAMO 2019)

Uloha 16. Necht S = {1,2,...,n}. Funkce f: S — S je krutopiisnd, pokud pro
kazdé k € S plati ff(*)(k) = k. Dokaz, 7e kazda krutop¥isna funkce ma alesponn P+ 1
pevnych bodt, kde P je pocet prvocisel v intervalu (y/n, n). (PraSe 36—-4p-7)

Uloha 17. O re4lném polynomu f(z) = 2% +ax —1 je znamo, Ze rovnice f*7(z) =
mé alespon 50 realnych feseni. Dokaz, ze tato rovnice mé alespoil 96 feseni.
(Russia TST 2020)

Uloha 18. Funkci f: N — N nazveme ZiZovou, pokud

fff(n)(n) (n) —n
pro kazdé n € N. Najdi vSechna m takova, ze kazda zGzova funkce f spliiuje
22 (m) = m. (ELMO SL 2014)

Uloha 19. Budiz S = {1,...,n}. Pro bijekci f: S — S necht ¢(f) zna¢i pocet cyklt
na f. Dokaz, Ze pro dvé bijekce f, g plati ¢(f) + c¢(g) < c(f o g) + n.
(USA TST 2016)

Retézy
Uloha 20. Jsou dana a, k € N. Dokaz, 7e funkce f: N — N splitujici f*(n) =n+a
pro kazdé n € N existuje, pravé kdyz k | a. Bonus: kolik takovych funkci existuje?

Uloha 21. Najdi vSechna nezaporna celd &isla k, pro néz existuje funkce f: N — N
splitujici f™(n) =n + k pro kazdé n € N.



Uloha 22. Najdi vSechna pfirozena k, pro nez existuji funkce f: N -+ Nag: N - N
takové, Ze g nabyva nekoneéné mnoha hodnot a f9(")(n) = f(n)-+k pro kazdé n € N.
(MEMO 2020 I1)

Uloha 23. Najdi viechny funkce f: N — N takové, 7e
fff(m)(y)(z) =zx+y+z+1
pro libovolna z,y,z € N. (ELMO 2020)
Uloha 24. Najdi vechny funkce f: N — N, které spliiuji
FrY) + [ () = 2f (2 +y)

pro libovolné z,y € N a navic nabyvaji nekone¢né mnoha rtznych hodnot.
(upravené IMOC 2019)

Uloha 25. Najdi vSechny funkce f: Ny — Ny, které spliwji f(f(f(n))) = f(n+1)+1
pro kazdé n € Ny. (ISL 2013)

Uloha 26. Pro funkci f: N — N plati, Ze pro kazdé n € N existuje k spliujici
f?(n) = n+k. Jako k,, ozna¢me nejmensi takové k. Dokaz, ze posloupnost {k, }>
je neomezena. (ISL 2012)

Trocha teorie ¢isel

Uloha 27. Pro dané celé é&islo ag > 1 definujme posloupnost ag, a1, az, . . . pro kazdé
n > 0 predpisem

{ /G, pokud je \/a,, celé Cislo,
Ap+1 =

an + 3, jinak.
Uréi vSechny hodnoty ag, pro néz existuje ¢islo A takové, Ze a, = A plati pro
nekoneéné mnoho indexi n. (IMO 2017)
Uloha 28. Definujme posloupnost pfirozenych &isel a1, as,as,. .. takto: a; =1 a

pro kazdé pfirozené k je ax41 = ai + 1. Dokaz, ze pro vSechna prvodcisla p tvaru
30+ 2, kde / je celé nezdporné, existuje pfirozené n, ze p | a,. (MEMO 2018 T7)
Uloha 29. Uré¢i nejvétsi prirozené N < 2020, pro néz existuje polynom P s celoci-
selnymi koeficienty takovy, ze 2020 | P*(0), pravé kdyz k | N. Bonus: jak se odpovéd

zmeéni, kdyz misto 2020 napiseme 20217 (USA EGMO TST 2020)
Uloha 30. Najdi vSechny funkce f: N — N takové, ze = + f*(y) | 2(z + y) pro
libovolna z,y € N. (IMOC 2018)

Uloha 31. Je dano prvoéislo p a S = {1,2,...,p}. Uréi pocet funkei f: S — S,
které spliiuji fP(1) = 2.
Uloha 32. Je déna funkce f: N — N spliiujici:

(i) Pro libovolnad m,n € N plati W cN.
(it) Mnozina N\ {f(n) : n € N} je konecna.

Dokaz, Ze posloupnost {f(n) — n}22, je periodicka. (ISL 2015)
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Nahodné

Uloha 33. Najdi vechny funkce f: R — N, jeZ pro libovolna z,y € R spliiuji
() = f(@)f(y)-

Uloha 34. Najdi vSechny péry funkei (f,g) z N do N, které splituji
PO ) £ g5 ) = fln 1) g+ 1) +1

pro kazdé n € N. (ISL 2011)
Uloha 35. Najdi viechny prosté funkce f: N — N spliiujici

FO®) - 1O (a) = (fla+b))?

pro libovolna a,b € N. (Taiwan TST 2017)

Uloha 36. Nechtf je S C R. Dvojici funkci (f,g) z S do S nazveme spanélskou,
pokud

(i) jsou obé rostouci,
(ii) pro libovolné = € S plati f(g(g(z))) < g(f(x)).

Rozhodni, zda existuje Spanélskéd dvojice

(a) pro S =N,
(b) pro S = {a— ¢ :a,b € N}. (ISL 2008)

Uloha 37. Rekneme, 7e funkce f: N — N je chutovka, pokud existuje nekonstantni
g: N — N takova, ze
f(n) +g(n) = 170 (n) + ¢/ ™ (n)

pro kazdé n € N. Rozhodni, zda existuje fo: N — N takova, ze zaroven plati

(i) Pokud f(n) < fo(n) pro kazdé n € N, pak uz f je chutovka.
(ii) Pokud f(n) > fo(n) pro kazdé n € N, pak uz f neni chufovka.
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Hinty

Hint 1. Jako stavy Davidovy cesty ber tfeba trojice (silnice, smér, parita).

Hint 2. Stacdi si rozmyslet, Ze proces jde jednoznacné obratit.

Hint 3. Kazda cesta se zacykli — podivej se na cyklus.

Hint 4. Rozmysli si, Zze ve mésté neexistuji zatacky, které zaroven nejsou ktizovatky. Potom
se zkus prochéazet uvnitt mésta.

Hint 5. Podivej se na cyklus a ucin extremalni volbu.

Hint 6. Podivej se na cestu z libovolného n.

Hint 7. Prosté si nakresli stromecek.

Hint 8. Nahlédni prostost a poté indukuj.

Hint 9. Kazdy retéz musi stiidavé prochazet dvé zbytkové tiidy mod 2021.

Hint 10. Zkus si tipnout.

Hint 11. Je to jen 0.

Hint 12. Neklesajicnost je v cyklu dost omezujici.

Hint 13. Rozdél komponenty souvislosti na oboustranné fetézy, pevné body a ostatni
cykly.

Hint 14. Oboustranné fetézy vysporuj, v cyklech ucin extremalni volbu.

Hint 15. Rozmysli si, ze f musi byt posklddana z dvojcyklt a pevnych bodu.

Hint 16. Délky cyklu.

Hint 17. Kolik je cyklu délek 1 a 477

Hint 18. Rozmysli si bijektivitu. Uvnitf cyklu indukuj proti sméru Sipek.

Hint 19. Funkci zeslab na neorientovany graf, misto cyklu ber komponentu souvislosti.
Hint 20. Kolik prvka se s kazdou aplikaci f ztraci z oboru hodnot?

Hint 21. Cesta z n musi navstivit (skoro vSechny) prvky zbytkové t¥idy n mod k. Najdi
spor pomoci toho, ze po vhodném n nasleduje na retézu n + k pfilis brzo.

Hint 22. Cesta z f(n) navstivi skoro celou zbytkovou tfidu f(n) mod k. Bud najdi spor
s neomezenosti g, anebo zkus vhodné poskladat graf.

Hint 23. Retéz z 1 musi obsahovat vSe. S pomoci tilohy 20 si rozmysli 1 — 2 — 3 a je
vyhréno.

Hint 24. Vyindukuj f(n) = f™(1). Nekonec¢nost oboru hodnot potom zptehledni situaci.
Hint 25. Uprav do f*(n) = n+c, nasledné porovnavej, kolik prvki chybi v oborech hodnot
f a f3. Pak uz si stadi rozmyslet pofadi prvnich éty¥ prvki na Fetézu — jsou dvé moznosti,
které funguji.

Hint 26. Omez se na cestu jdouci z 1 a ozna¢ g(n) = f2hn (n) = n+ kn. Vyuzij toho, ze g
posouva véci na cesté z 1 dvakrat dal, nez je posouvéa na ¢iselné ose. Kolik bude mit fetézu?
Hint 27. Rozmysli si modulo 3. Potom se divej na minimum cyklu.

Hint 28. Trik: 04+ 1=1 (mod p).

Hint 29. Rozloz tlohu do Z4, Zs a Zio1. Jak funguje délka cykla pri skladani zpét?
Hint 30. Zafixuj y a ber dostatecné velké z.

Hint 31. Prosté kombinatoricky pocitej, prvociselnost zaridi, ze skoro zadna délka cyklu
nevadi. AZ nebudes védét, co se sumou, zkus teleskop.
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Hint 32. Rozmysli si prostost a vysporuj cykly. Pro fixni a si rozmysli, ze kdyz néjaké T

d
spliuje %j*“ = T pro nekonecné mnoho ruznych d, pak uz je fetéz jdouci z a aritmeticka

posloupnost s diferenci T'.

Hint 33. Je to trochu troll. Rozmysli si f(f((z)» = c a déle pracuj jen na oboru hodnot.

x

f
Hint 34. Zeslab rovnost na f9*1(n) < f(n + 1). Indukuj najednou, ze
f) < f(2) << fla=1) < f(a) < f(cokoliv vétsiho nez a)

a zaroven f(n) =npron <a-—1.

Hint 35. Existuje jen jedno feSeni. Nejdiiv urozebirej 1 +— 2 — 3, potom indukuj.

Hint 36. V (a) vyindukuj ¢*(z) < f(z) pro kazdé z € S, k > 0. V (b) najdi konstrukei:
zkus, aby na ¢islech tvaru a — % funkce f meénila a, zatimco g méni b.

Hint 37. Pro (i) zkus zvolit fo tak, se dalo zdola odhadnout g(n) — ¢ (™ (n). To napovi
spravnou konstrukci funkce fo, pro (i) pak zkus vymyslet dost postacujicich podminek.
Pevné nervy a dobrou chut!
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