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ABSTRAKT. Prfispévek shrnuje zékladni vlastnosti harmonickych ¢tvefic,
harmonickych étyfuhelniki a polar. Obsahuje rovnéz pres dvacet tloh ty-
kajicich se dané tematiky.

Cim je pro zac¢atecnika v geometrii angle-chasing, tim jsou pro ambiciézniho
olympionika vlastnosti harmonickych ¢tvetic bod.

TEORIE

Definice. Dvoupomérem ¢tyf bodi A, B, C, D lezicich na jedné p¥imce rozu-
mime hodnotu

AC AD

AB,CD)=—: —
( ? C ) OB DB ?
kde tsecky nahlizime orientované.

Tvrzeni. Primky a, b, ¢, d prochdzejici bodem P protnou primku £ v bodech A,
B, C, D a primku ' v bodech A', B', C', D'. Pak (AB,CD) = (A'B',C'D’).

Definice. Rekneme, Ze étvefice bod@ A, B, C, D lezicich na jedné piimce je
harmonickd, jestlize (AB,CD) = —1. Ctvefice A, B, C, D je tedy harmonick4,
jestlize body C, D déli tsetku AB ve stejném poméru (jeden zevnit¥, jeden
zvendi).

Tvrzeni. V ndsledujicich béinych konfiguracich se vyskytuji harmonické ctve-
rice:
(1) At M je stied AB. Pak (AB, Moo) = —1.
(2) At se cevidny AD, BE, C'F protinaji v P a oznaéme D' = EF N BC.
Pak (BC,DD') = —1.
(8) Na priméru AB kruZnice k se stiedem O je dan bod X. Je-li X' jeho
obraz v inverzi podle k (tj. plati-li OX - OX' = OA? = OB?), pak
(AB,XX') = —1.
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(4) At A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak z libovolngjch dvou
bodu plyne treti:
e (AB,CD) = —1,
o LAPC = 90°,
e /BPC = ZCPD.

Mozné ponékud prekvapivé lze promitat i na kruznice.

Tvrzeni. Je dan bod P lezici na kruZnici k a mimo primku £. Piimky a, b, ¢,
d protnoul vA',B',C',D akvA,B,C,D. Pak
AC AD
A'B,C'D) = ——:—=—.
( ,C'D') CB DB
Definice. Rekneme, Ze tétivovy étyfuhelnik ABCD je harmonicky, pokud pro
délky jeho stran plati ac = bd.

Tvrzeni. Bud D bod na oblouku BC (neobsahujicim A) kruZnice k opsané
trojuhelniku ABC'. Pak nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
(1) ABDC je harmonicky
(2) AD je A-symediina v AABC (tedy édra symetrickd s A-téZnici podle
osy thiu u A).
(8) AD a tecny ke k skrz B a C prochdzeji jednim bodem.
Tvrzeni. Tecny ke kruznici k vedené bodem A se ji dotgkaji v T, U. Libovolnd

primka £ skrz A protne pfimku TU v B a kruZnici k v X, Y. Pak (AB,XY) =
—1.

Definice. Bud k kruznice se stiedem O a X # O. Rekneme, ze pifimka / je
poldra bodu X vzhledem ke k (bod X je pol pfimky ¢ vzhledem ke k), jestlize
pfimka ¢ prochézi obrazem X’ bodu X v inverzi podle k a je kolmd na OX.

Tvrzeni. At P, Q jsou body a p, q jejich poldry (vzhledem k néjaké kruznici
k). Pak plati, Ze pokud P lezi na q, pak Q lezi na p.

Tvrzeni. Ctyrihelnik ABCD je vepsany do kruznice k. Oznacme P = AC N
BD,Q=ABNCD a R= AD N BC. Pak trojuhelnik PQR je selfpolar, tedy
PQ je poldra bodu R, PR je poldra bodu QQ a QR je poldra bodu P.

NA ROZJEZD

Uloha 1. Mé&jme trojthelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-piip-
sisté, D je prisecik osy thlu u A a strany BC. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Cevidny AD, BE, CF se protinaji v P. Oznaéme Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT = DFnN BR. Ukazte, Ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.
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Uloha 3. Na piimce p jsou dany body B, D, C' v tomto pofadi. Dokazte, Ze
vSechny body A takové, ze AD je osa thlu BAC, leZi na pevné kruznici (tzv.
Apoloniové kruznici).

Uloha 4. Uhlopticky tétivového étytfihelniku ABC D se protinaji v P. Dokazte,
7e pokud je BP symedidna v ABC, pak AP je symedidna v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 5 (Blanchet Theorem). Na A-vysce AD trojihelnika ABC je dan bod
P. Ozna¢cme X = BPNAC,Y = CP N AB. Dokazte /ZXDA = /YDA.

Uloha 6. Uvniti trojthelnika ABC je dan pevny bod P. Body X, Y se pohybuji
po AB, AC tak, ze /XPA = /Y PA. Ukazte, ze pfimka XY prochéazi pevnym
bodem.

Uloha 7. Je dana kruznice k a piimka p, kterd ji neprotina. Po pfimce p se
pohybuje bod P. Teény z P ke k se ji dotykaji v T a U. Dokazte, ze pfimka TU
prochéazi pevnym bodem.

Uloha 8. Uhlopiicky AC, BD tétivového étyfahelnika ABCD vepsaného do
kruznice k se stfedem O se protinaji v P # O. Polopfimka OP protne k v X.
Ukazte, ze obraz pfimky C'A podle C' X, obraz ptimky DB podle DX a pfimka
OX prochézeji jednim bodem.

NA ZAMYSLENI

Uloha 9. Je dan trojahelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvniti trojuhelniku ABC
tak, Zze kruznice vepsand trojihelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D,
Y a Z. Dokazte, ze E, F', Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO shorlist 1995)

Uloha 10. KruZnice vepsan4 rovnoramennému trojihelniku ABC (AB = AC)
se dotykd AC v E. Pfimka rizna od BE protind kruZnici vepsanou v bodech
F, G. Primky EF, EG protnou BC' v K, L. Dokazte BK = C'L.

(MEMO 2008)

Uloha 11. V trojihelniku ABC ozna¢me D patu osy tthlu u A a I, I.. vepsisté
trojthelnika ABD, ACD.
(1) (Sharygin 2013) Je-li @ = BC' N I 1., dokazte ZDAQ = 90°.
(2) Oznacime-li pruseciky I,I. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC
a NB se protnou na AD.
Uloha 12. Je dan ostrotihly trojihelnik ABC' s patou A-vysky D a kolmistém

H. Kruznice skrz B a C protne kruznici nad primérem AH v X a Y. Oznacéime-
li P projekci D na XY, dokazte /ZBPD = /CPD. (Japonsko 2013)
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Uloha 13. Trojahelnik ABC' je vepsan do kruznice k. Osa thlu u A a A-
téznice protnou kruznici k£ podruhé v S a T'. Oznac¢me X = ST N BC. Dokazte
AB-BX =AC-CX.

Uloha 14. Je déan trojuhelnik ABC s vepsistém I. Body dotyku kruznice
vepsané s odpovidajicimi stranami ozna¢me A;, By, Ci. Déle ozna¢me D =
BCNB;Cy aF=DINAA;. Dokazte LZAFB = LAFC.

Uloha 15. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC s ortocentrem H. Kruznice

s prumérem AB protne CH v X a Y, kruznice s praimérem AC protne BH

v Z a W. Dokazte, Ze (nezévisle na oznacdeni) se XZ a YW protinaji na BC.
(Brazilie 2013)

Uloha 16. Kruznice vepsana trojihelniku ABC' se stfedem I se dotyka jeho
stran AB, AC v F, E. Oznacme N pruse¢ik EFF a A-téznice AM. Dokazte
NI1BC.

Uloha 17. V tétivovém pétithelniku ABC DE plati AC | DE a stfed M tétivy
BD spliuje ZAMB = /BMC'. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Uloha 18. Kruznice vepsané trojihelniku ABC' se dotjka jeho stran BC, C A,
AB v D, E, F. Usetka AD protne vepsanou podruhé v J a piimky BJ, C.J
protnou vepsanou podruhé v K, L. Dokazte, ze KC, LB a AD prochézeji jednim
bodem.

Uloha 19. V trojthelniku ABC oznaé¢me M, N projekce B, C na osu thlu u A.
Kruznice nad pramérem M N protne BC v X a Y. Dokazte /BAX = ZCAY.
(Sharygin 2013)

Uloha 20. Je dan konvexni étyfihelnik ABCD. P¥imky AB a CD se protnou
v bodé E, pfimky BC, AD v bodé F'. Prusecik uhlopficek oznacme P a projekci
P na EF ozna¢me O. Dokazte, ze /BOC = ZAOD. (China TST 2002)

Uloha 21. Na stranach AB, AC ostrotihlého trojihelnika ABC' jsou dany
body E, F tak, Ze oznacime-li jejich projekce na BC postupné G, H, pak se
FH a FG protinaji na A-vysce AD. Oznadime-li P projekci F' na DE, dokazte
LAPF = ZCPF. (Korea 2012)

Uloha 22. V tecnovém é&tyfuhelniku ABCD oznaéme P prisecik polopiimek
BA, CD a @ poloptimek BC, AD. Je-li H projekce D na P(Q, dokazte, Ze
kruZnice vepsané ADP a CDQ jsou z H vidét pod stejnym thlem.

(Rusko 2008)
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HINTY K ULOHAM

Hint 1. Vyuzijte tvrzeni ,dvé ze t¥i“.

Hint 2. Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

Hint 3. Dokreslete ¢tvrtého do party k B, D, C' a vyuZijte tvrzeni ,dvé ze t¥i“.
Hint 4. Oboje je prece ekvivalentni ac = bd.

Hint 5. Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva-Mene“ a tvrzeni ,dvé ze tii“.

Hint 6. Podivejte se na XY z P az A.

Hint 7. Kterym zajimavym bodem prochéazi polara bodu na pfimce p?

Hint 8. Protahnéte polopifimku i na druhou stranu a pouzijte ,,dvé ze t¥i“.
Hint 9. Ctvrty do party k B, D, C. Mocnost.

Hint 10. Oznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky ctyithelnik a pro-
mitnéte ho.

Hint 11. (1) Kde je ¢tvrty do party k I 1. a X = AD N I,1.7 (2) Pokud maji
dvé harmonické ¢tverice spolecny bod, pak zbylé tfi spojnice prochéazeji jednim
bodem.

Hint 12. Chordaly t¥i kruznic prochéazeji jednim bodem.

Hint 13. Dokreslete rovnobézku s BC bodem A.

Hint 14. Dokazte a vyuzijte, ze AA; je polara D.

Hint 15. Pokud maji dvé harmonické ¢tvefice spoleény bod, pak zbylé tri
spojnice prochazeji jednim bodem.

Hint 16. Dokazujte, ze N je pol rovnobézky s BC' bodem A.

Hint 17. Zacnéte tim, ze AC je symedidna v ABD.

Hint 18. UkaZte, ze JK DL je harmonicky (AD je poldra priseéiku BCNEF).
Hint 19. Uloha o rovnoramenném lichobé&zniku. Priise¢ik tthlopFicek a priisecik
ramen jsou harmonické se stredy zakladen.

Hint 20. Dokazte, ze OP je spoletna osa jistych dvou ahli.

Hint 21. X = EF N BC. S ¢m vs8im je X D harmonické?

Hint 22. Vnéjsi stfed stejnolehlosti mezi dvéma malymi vepsanymi lezi na PQ).



