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Diskrétni logaritmus
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Jak se chovd nasobeni a mocnéni mod n? S pomoci primitivniho
prvku si zadefinujeme diskrétni logaritmus a ukdzeme, jak skrze grupy nahlizet
na Fady, kvadratické zbytky a dalsi.

Bleskovy uvod do grup

Definice. Grupou rozumime mnozinu G s binarni operaci o takovou, ze

(i) G je uzaviend na o,

(ii) existuje takové e € G, Ze eoa = aoe = a pro kazdé a € G,
(iii) pro kazdé a € G existuje o’ takové, ze aoa’ =a’ oa =,
(iv) operace o je asociativni.

Definice. Rekneme, Zze H je podgrupou grupy G, pokud H C G a zarovei tvoii
H grupu se stejnou operaci jako G. Rekneme, ze prvky ai,...,a, € G generuji
H, pokud je H nejmensi podgrupa G spliiujici {aq,...,a,} C H. Tuto skutecnost
znacime {(aq,...,a,) = H.

Definice. Homomorfismem mezi grupami G, H po fadé s operacemi o, * rozumime
zobrazeni f : G — H spliujici

flaob) = f(a)x f(b)

pro kazda a,b € G. Izomorfismem rozumime homomorfismus, ktery je zaroven bi-
jekei. Skutecnost, ze G, H jsou izomorfni, zna¢ime G ~ H.

Definice. Direktnim soucinem grup G, H rozumime grupu G x H uspofadanych
dvojic (g,h), g € G, h € H, v niz binarni operaci provadime po slozkach: v prvni
sloZce operaci z G, v druhé z H.

Definice. Budiz n pfirozené ¢islo. Znakem Z, minme mnozinu zbytkovych tiid
mod n, resp. jejich grupu se s¢itanim. Znakem Z; minme mnozinu téch zbytkovych
t¥id mod n, které jsou nesoudélné s n, resp. jejich grupu s nasobenim. Oznacme
p(n) = |Z3,].

Cvicéeni. Najdi vSechny podgrupy Z,,.
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Mocnéni v Z7,

Definice. Rddem prvku a € Z¥ rozumime mohutnost podgrupy, kterou a generuje
v 2. Znacime ord, (a) = [{a)].

Cviceni. Nejmensi piirozené k takové, ze a* =1 (mod n), je k = ord,(a).
Dusledek. Plati a* = a¥ (mod n), pravé pokud 2 =y (mod ord,(a)).

Véta (Euler, maly Fermat). Pro a € Z? plati a¥(™) =1 (mod n). Pro prvoéislo
p pak specialné a?~! =1 (mod p).

Dusledek. Pro kazdé a € Z7 plati ord,(a) | ¢(n). Diky tomu mtZeme s exponenty
ve vyrazu mod n nakladat jako s prvky Z, ).

Primitivni prvek

Definice. Primitivnim prokem rozumime takové g € Z?, ze ord, (g) = ¢(n), neboli
<g> = L,

Lemma. Nechf a € Z} a k| ord,(a). Pak v Z existuje prvek fadu k.

Lemma. Necht a,b € Z¥, o = ord,(a), § = ord,(b). Potom pokud jsou «, §

nesoudélnd, pak ord,,(ab) = af.

Véta (Lagrange). Necht je f polynom s celoéiselnymi koeficienty, z nichZ ne
vSechny jsou nésobky p. Pak mé f nejvyse deg f ruznych kofend mod p.

Véta. Pro liché prvocislo p existuje primitivni prvek mod p.
Lemma. Pro liché prvoéislo p a pfirozené k > 2 plati ord,«(1 + p) = p*~1.

Véta. Primitivni prvek mod n existuje, pravé pokud je n rovno 2, 4, p* nebo 2p*
pro liché prvocislo p a k € N.

Diskrétni logaritmus

Definice. Necht je n jedno z ¢isel z predchozi véty. Pevné zvolme primitivni prvek

g mod n. Potom diskrétnim logaritmem prvku a € Z; minime ten prvek b € Zy(p),

ktery spliiuje ¢® = a (mod n), a znaéime jej log a.

Cvi€eni. Nahlédni, Ze pro z,y € Z;,, a € Z,(y) plati
log(zy) =logx +logy (mod p(n)), log (%) = alogx (mod ¢(n)).

Pozorovani. Diskrétni logaritmus je izomorfismem ze Z;, do Zy)-

Cvi€eni (Wilsonova véta). Kongruence (p—1)! = —1 (mod p) plati pravé tehdy,
kdyz je p prvocislo.



Cvi€eni. Pokud existuje primitivni prvek mod n, pak uz existuje pfesné p(p(n))
navzajem nekongruentnich primitivnich prvkd mod n.
Cviceni. Pokud n > 2 a existuje primitivni prvek, pak log(—1) = ‘OT") (mod ¢(n)).
Cviceni. Nechf existuje primitivni prvek mod n. Potom:

(i) Kongruence 2™ =1 (mod n) mé pravé ged(m, ¢(n)) FeSeni.

p(n

Zed(m.p(n)) ruznych hodnot.

ii) Vyraz ™ (mod n) nabyva pravée
(i) Vy FVa p

Cviceni. Budiz p prvocislo a necht je H # {1} podgrupou Z5. Potom nutné plati

ZGEO (mod p).

a€H

Co slozené moduly?

Cvi€eni. Pro nesoudélné a, b plati p(ab) = p(a)p(b). Nésledné
1
pln

kde soucin jde pres prvocisla p, ktera déli n.

Véta (Cinska zbytkova). Nechf jsou a, b nesoudélna piirozena éisla. Potom plati

Zab’:ZaXZb7 Zb’:Z:XZZ.

Cviceni. Prok > 2 je Z3,, izomorfni direktnimu soucinu Zs X Zgk--.

Véta (Dirichlet). Necht a € Z*. Potom existuje nekoneéné mnoho prvodéisel p
spliujicich p = a (mod n).

Kvadratické zbytky

Definice. Prvek a € Z} nazvéme kvadratickym zbytkem, pokud x? = a (mod n)
ma Teseni. V opac¢ném pripad€ jej zvéme kvadratickym nezbytkem.

Pozorovani. Nenulové kvadratické zbytky mod p jsou pravé prvky se sudym dis-
krétnim logaritmem.

Disledek. Pro liché prvoéislo p lezf v Z; prévé 251 kvadratickjch zbytki a 251
kvadratickych nezbytki.

Cviceni. Necht je p prvocislo a n pfirozené ¢islo. Charakterizuj v Z; zbytky tvaru
2™ pomoci diskrétniho logaritmu.

Cviceni. Pokud méa n dva rtizné liché prvocéiselné délitele, pak neexistuje primitivni
prvek mod n.



Definice. Necht je p liché prvodéislo. Pak pro a € Z,, definujeme Legendretiv symbol
jako

a\ |1, pokud je a kvadraticky zbytek,
<p> o { —1, pokud je a kvadraticky nezbytek.

Tvrzeni (Eulerovo kritérium). Plati (%) =a'z (mod p).

Dusledek. Legendreiv symbol je iplné multiplikativni — pro a,b € Z; plati

G)=G)G)

Véta (Zakon kvadratické reciprocity). Necht jsou p, ¢ rizna lichd prvodisla.
Potom plati

(p) <q) — (_1)W _ {-L pokud p = ¢ =3 (mod 4),
= =11

q P jinak.

Véta (Druhy suplement). Pro liché prvodéislo p plati

(2) e {17 pokud p = +1 (mod 8),

p -1, pokud p = =+3 (mod 8).

Pocitame
P¥iklad 1. Jsou déna rfiznd prvoéisla p, ¢. Dokaz p?~! + ¢?~! =1 (mod pq).

Priklad 2. Jsou dédna prvocisla p, g spliujici ¢ | 2P — 1. Dokaz, ze p | ¢ — 1.

Priklad 3. Najdi vSechna pfirozend c¢isla nesoudélnd se vSemi Cleny nekonecéné
posloupnosti a,, = 2" + 3™ + 6™ — 1. (IMO 2005, 4)

Piiklad 4. Necht je p prvoéislo a b celé &fslo. Dokaz, ze bP°~1 = 1 (mod p?), pravé
pokud »?»~!' =1 (mod p?). (MKS 28-9-4)

Priklad 5. Necht je p > 3 prvocislo a n = 22?3_1. Dokaz, ze n | 2™ — 2.
(iKS 1, N4)

Piiklad 6. Najdi vSechny trojice prvocisel p, ¢, r spliiujici soustavu délitelnosti
plqg +1, q|r?+1, r|p?+1.

(USA TST 2003)

Priklad 7. Dokaz, Ze pro n > 4 je soucin vSech primitivnich prvki mod n kongru-
entni 1.



P¥iklad 8. Necht je p prvoéislo tvaru 3k + 2. Ukaz, Ze pokud p | a® + ab + b?, pak
pla,b.

Piiklad 9. Nechf je p prvoéislo tvaru 2% + 1. Potom je kazdy kvadraticky nezbytek
mod p primitivnim prvkem.

Priklad 10. Pro liché prvodislo p uréi soucet vSech kvadratickych zbytka a soucet
vSech kvadratickych nezbytkt mod p.

Piiklad 11. Rozhodni, zda existuje nekone¢na rostouci posloupnost ¢tvercii celych
Cisel aq, aq, ... takova, ze 13" | a,, + 1 pro kazdé n € N. (ELMO SL 2014)

Priklad 12. Ukaz, Ze 2 je primitivni prvek mod 3".

Priklad 13. Pro n € N nemé 2" 4+ 1 z4dné prvociselné délitele tvaru 8k — 1.
(Vietnam TST 2004)

Piiklad 14. Dokaz, Ze neexistuje prirozené ¢islo a takové, Ze vSechna tii 2% — 1,
22a+1 _ 1 24e+3 _ 1 jsou prvodisla.

Priklad 15. Je dano liché prvodcislo p, pfirozené m, n a celé nezaporné s tak, Ze
p|m? +n?". Dokaz, ze p=1 (mod 2°71).

Piiklad 16. Pro kazdé a € N, které neni ¢tverec, existuje nekoneéné mnoho prvocisel

p takovych, ze (%) =—-1

Piiklad 17. Pro n € N existuje nekoneéné mnoho prvodisel p takovych, ze kazdy
primitivni prvek mod p je vétsi nez n.

Piiklad 18. Najdi v8echna n > 1, pro ktera existuje pravé jedno 0 < a < n! takové,
Zen!|a™+ 1. (ISL 2005 N4)

Priklad 19. Necht je p > 5 prvoéislo. Dokaz, ze existuje 1 < a < p — 1 takové, ze
ani a?~! — 1 ani (a + 1)?~! — 1 nen{ ndsobkem p?. (ISL 2001 N4)

Priklad 20. Necht je p liché prvocislo. Najdi v8echny dvojice (A, B) takové, ze A,
B jsou rizné neprazdné podmnoziny Z;, spliujici

(i) AUB =17},
(ii) pokud a,b € A nebo a,b € B, pak ab € A,
(iii) pokud a € A, b € B, pak ab € B. (Indickd MO)

Piiklad 21. Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho piirozenych n takovych, ze n* +1
m4 prvociselného délitele vétsiho nez 2n. (MKS 30-2-8)

Priklad 22 (Lifting the exponent lemma — LTE). Necht je p liché prvoéislo
ax,y€Ztak, zep|x—y, ptx,y. Potom pron € N plati

vp (2" —y") = vp(z — y) + vp(n),
kde v,(a) znaéi p-valuaci, tj. exponent nejvétsi mocniny p, jez déli a.
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Priklad 23. Najdi vSechna pfirozend n takové, ze n | 2" — 1.

Priklad 24. Najdi vSechna piirozend n takova, ze n? | 3" + 1. (TR4KS 69)
Piiklad 25. Najdi viechna piirozena n takova, ze n? | 2" + 1.

P¥iklad 26. Dokaz, Ze pro n > 1 nemtze nastat n | 2"~ + 1.

Priklad 27. Necht je p prvoéislo, které déva zbytek 3 nebo 5 mod 8. Necht navic
plati p = 2q + 1, kde q je také prvocislo. Urci

2! 22 or—1
wt Fw +tw ,

kde w € C spliiuje w? =1, w # 1.

Priklad 28. Urdi podet vSech posloupnosti {a,}3%, redlnych &isel takovych, ze
Amon = Gy * Qp & ZATOVEN A, = Apio011 Pro kazdd m,n € N. (MKS 30-6-8)

Piiklad 29. Je dano liché prvoéislo p. Najdi vSechna k takova, Ze
p1F 4284t (p = DN

(Hungary-Israel Math Competition 2009)
Piiklad 30. Pro liché prvocislo p definujme

Fo =SR-3 - {72,
k=1
kde {z} =z — |z]. Uréi f(p) pro kazdé p. (China TST 1993)

Piiklad 31. Pro a € Ny definujme n, = 101a —100-2%. Pro 0 < a,b, ¢, d < 99 ukaz
Ng + My = ne + ng (mod 10100) = {a, b} = {c,d}.
(Putnam 1994)
Piiklad 32. Najdi v8echna pfirozena n > 1, pro kterd

n\lJrHa.

a€Z},

Piiklad 33. Bud p prvocislo a aq, ..., a, po dvou riiznd pfirozend ¢isla mensi nez p.
Piedpokladejme, 7e p | a¥ + - - -+ af pro kazdé k € {1,...,p—2}. Uréi {ay,...,a,}.
(Mathematical Reflections)

Priklad 34. Budiz ¢ liché prvocislo. Najdi vSechna prvocisla p takova, Ze existuje
celé cislo = spliujici

rT 4?4 42+ 1=pT ! (mod p?).
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(ELMO SL 2010)

Piiklad 35. Budiz p > 13 prvodislo takové, ze p = 2¢+1 pro néjaké prvodislo q. Uréi,
kolik existuje uspofadanych dvojic (m,n) celych ¢isel takovych,ze 0 <m < n < p—1
a zaroven

3"+ (—12)™ = 3" + (—12)" (mod p).
(ELMO SL 2011)

Priklad 36. Jsou déana celd disla a, b takova, Ze pro vSechna pfirozend n plati
b™ +n | a™ + n. Dokaz, Ze a = b. (ISL 2005 N6)

Priklad 37. Najdi vSechny trojice (a,b,c) pfirozenych cisel takové, ze pro kazdé
prirozené n, které nema zadného prvociselného délitele mensiho nez 2020, plati

n+cla®+b" +n.
(ELMO SL 2014)
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Hinty

Hint 1. Divej se zvlast mod p a mod q.
Hint 2. ordy(2) = p.
Hint 3. Maly Fermat je tvij kamarad. % + % + é =1.

1
2
3
Hint 4. Kolik miize byt log (b7~ ')?
Hint 5. Kolik mize byt ordge(2) pro prvoéiselnou mocninu ¢<, jez dé&li n?
Hint 6
Hint 7
Hint 8. Uprav na a® = b> (mod p).

Hint 9. Rad déli p — 1.

Hint 10. Geometricka fada s pomoci primitivniho prvku.

. ordp(q) € {2,2r}. Pro lich4 p, ¢, r vyvod spor.
. Co je néjak sparovat?

Hint 11. Samoziejmé, ze existuje. Rostoucnost nas viibec neomezuje.
Hint 12. Kvadratické zbytky mod 3 a kubické zbytky mod 9.

Hint 13. Eulerovo kritérium a druhy suplement.

Hint 14. Kvadratické zbytky mod a, 2a + 1, 4a + 3.

Hint 15. —1 je 2°-t4 mocnina néceho, pfitom jeji diskrétni logaritmus je Z5

5
Hint 16. Navol si spravné zbytky modulo prvoéinitelé &isla a. Cinské zbytkovka a Dirichlet
zaridi zbytek.

Hint 17. Navol si spravné zbytky modulo 1,...,n. Cinskd zbytkovka a Dirichlet zafidi
zbytek.

Hint 18. Res zv1ast v jednotlivych modulech p* — kazdé feseni mod n! jednoznaéné odpo-
vida posloupnosti feseni v jednotlivich modulech p®. Pro slozené n najdi spor diky p? | n!
pro prvodislo p | n.

Hint 19. Vidy (—a)’~" = a”~'. Jak jsou rozmisténa feseni 2”~' = 1 (mod p)? Musi
tvorit podgrupu v Z;: — najdi spor.

Hint 20. Rozmysli si, ze A, B musi byt disjunktni. Kam patfi primitivni prvek?

Hint 21. Ber prvocislo p = 8k + 1.

Hint 22. Za zadanych predpokladi si rozmysli ekvivalence

J:P

y* (mod pkH) — =y (mod pk> ,

2™ =y" (mod pk) = x=y (mod pk>

pro p{m.

Hint 23. Necht je p nejmensi prvocinitel n. Najdi spor diskrétnim logaritmem (anebo
fadem) mod p.

Hint 24. Vyftes zvlast 2 | n. Potom stejné jako piedchozi piiklad.

Hint 25. Bacha, tady uz n = 1 neni jediné feseni. Muze se hodit LTE.

Hint 26. Predpokladej zadanou délitelnost. Rozmysli si, ze 2{n a ze —1 i 2 jsou kvadra-
tické zbytky modulo kazdé prvocislo p | n. Poté vyvod spor pomoci prvocisla p | n, které
minimalizuje va(p — 1).

Hint 27. 2 je primitivni prvek mod p.

Hint 28. Zjevné a, € {—1,0,1}. Vezmi primitivni prvek, dofe$ nulu.

Hint 29. Vyrob geometrickou fadu s primitivnim prvkem.
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Hint 30. Rozli$ pfipady podle toho, zda p—1 | 120. Vyrob geometrickou fadu s primitivnim
prvkem.

Hint 31. Uvazuj zvlast mod 100 a mod 101. Vyuzij toho, ze 2 je primitivni prvek mod
101.

Hint 32. Pokud existuje primitivni prvek, je to hracka. Pro ostatni najdi spor.

Hint 33. UvaZ polynom z'°8% + ... + z'°8%" Zadani mu d4va spoustu kofeni.

Hint 34. Nejdiiv si najdi dostatek x takovych, Ze levd strana ma p-valuaci ¢ — 1. Poté
dofes tim, ze néjaké z nich je mod p kofenem 971 4 - -+ 1, ale neni kofenem Z?;i gt
Hint 35. (%) =1, (_71) = —1, obé —4, —12 jsou primitivni prvky. Uprav s vyuzitim
z=n—m

Hint 36. Ukaz, ze a—b ma hodné prvociselnych déliteltt. Moduly p a p—1 jsou pro prvocislo
p nesoudélné!

Hint 37. Ukaz, Zze a + b — ¢ ma hodné prvociselnych délitelid. Navol si zbytky n v riznych
modulech dle libosti.
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