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Aritmetické vlastnosti polynomu
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Na polynomy klasicky nahlizime jako na funkce, které shodou okol-
nosti maji hezky predpis. Novy tihel pohledu se vsak otevira, zacneme-li misto
toho s polynomy zachézet jako s formalnimi vyrazy, do kterych se shodou okol-
nosti d& dosazovat. To ndm umozni zkoumat jejich ¢isloteoretické vlastnosti jako
délitelnost, ireducibilitu nebo tfeba nasobnost kofenti. Timto pristupem trochu
zabrousime do vysokoskolské teorie, ale ziskané nastroje dobie upotiebime ke
zdolani olympiddnich tuloh.

Definice. Oborem integrity rozumime mnozinu R, v niz se da scitat, odecitat a
nasobit podle vech obvyklych pravidel (véetné toho, Ze souc¢in nenulovych prvki je
nenulovy). Obor integrity K, v némz se navic dd délit kazdym nenulovym prvkem,
nazveme téleso.

Umluva. Neni-li feceno jinak, budeme pro obecnost oznacovat pismenem R li-
bovolny obor integrity a pismenem K libovolné téleso. Pokud se s témito pojmy
nekamaradis, muzes si s klidnym svédomim konkrétnéji predstavovat obor celych
Cisel Z a télesa (coz jsou zarover také obory integrity) Q, R, C a Z,, pro prvoéisla p.

Obory polynomu

Definice. Polynomem nad R rozumime vyraz tvaru
—1
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kde n je nezaporné celé ¢islo a ¢; € R, tyto prvky nazyvame koeficienty f. Stupném
nenulového f (znacime deg f) rozumime nejvétsi k takové, Zze ¢, # 0, a stupeil
nulového polynomu dodefinovavame jako —oo.

Polynomy lze s¢itat po ¢lenech a nasobit pomoci distributivity a vztaht 2%z
xF*+¢. Toto jim dava strukturu oboru integrity, ktery znac¢ime R[x].

e:

Cvicéeni. Pro polynomy f, g nad oborem integrity plati
deg(f +g) < max{deg f,degg} a deg(f-g)=degf+degy.

Poznamka. Koeficient ¢y nazyvame absolutni clen. Koeficient cqeq ¢ polynomu
f # 0 se nazyva vedouci koeficient a nékdy se znaci lc f. Polynom s vedoucim koefi-
cientem 1 se nazyva monicky.

Definice. V oboru integrity R fikdme, Ze a déli b (znac¢ime a | b), pokud existuje
¢ takové, ze b = ac. Déle fikdme, Ze a je kongruentni b modulo m (zna¢ime a = b
(mod m)), pokud m | a — b. Prvek d nazveme nejvétsim spolecnym délitelem prvki
a, b, pokud d | a, d | b a zaroven pro kazdé ¢ spliiujici ¢ | a, ¢ | b platii ¢ | d.
Specidlné tyto obecné definice pouzivame i v oborech polynomi Rlx].
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Tvrzeni (déleni se zbytkem). Je-li K téleso, pak pro libovolna f,g € K|[z], g # 0
lze zvolit ¢, r € Klx| tak, Ze f = qg + r a zaroven degr < degg.

Tvrzeni (Bézoutova identita). Je-li K téleso a d € K|[z] je nejvétsim spoleénym
délitelem f, g € K[z], pak existuji a,b € K[z] takova, Ze af + bg = d.
Dosazovani a koreny

Definice. Je-li f = ¢,2" + -+ + c12 + ¢o € R[x] a mame dalsi polynom g € R[z],
muzeme jej dosadit do f a obdrzet tak

flg) = eng” + -+ + 19+ co € Rla].
Specidlné mizeme dosazovat prvky a € R. Prvek r € R splitujici f(r) = 0 nazyvame

kotenem polynomu f.

Tvrzeni. Jsou-li f,a,b € R[z], pak v R[x] plati a — b | f(a) — f(b). Ekvivalentné,
pokud a =b (mod m), paki f(a) = f(b) (mod m).

Cvi€eni. Je-li r € R kofenem polynomu f € R[x], pak z —r | f.

Definice. Rikdme, ze r € R je kofenem ndsobnosti m polynomu f, jestlize plati
@=r" 17

Tvrzeni. Nenulovy polynom stupné n nad oborem integrity ma v tomto oboru
nanejvys n kofenti véetné nasobnosti.

Cvicéeni. Pokud se polynomy f, g stupné nanejvys n nad oborem integrity shoduji
v alesponl n + 1 bodech, pak f =g.

Véta (zakladni véta algebry). Polynom f € Clz] stupné n mé v C pfesné n
kofenti véetné nasobnosti.

Tvrzeni. Jsou-li z1,...,2, € R kofeny (vCetné nasobnosti) polynomu f € Rlx]
stupné n, pak
f=alz—x1) - (z —x,)

pro néjaké a € R.

Tvrzeni (Vietovy vztahy). Je-li v pfedchozim tvrzeni f = ¢, 2™ + -+ c1z + ¢y,
pak pro 0 < k < n plati

(—Dfer =cp - Z H Zi.

JC{1,...,n} i€J
|J|=k

Véta (rational root theorem). Je-li racionélni ¢islo 2 v zékladnim tvaru kofenem
celoc¢iselného polynomu c,a™ + - - - 4+ ¢1x + ¢g, pak plati p | co a q | ¢p.

Cviceni. Racionalni kofen monického celo¢iselného polynomu uz musi byt celé &islo.
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Tvrzeni. Je-li f € C[z] nekonstantni, pak pro |z| — oo nastava i |f(z)] — oc.
Neformalné feceno: nekonstantni polynomy pfi zvétSovani argumentu utikaji do ne-
konecna.

Definice. (Formdlni) derivaci polynomu
f= chxk € R[x]
k=0

rozumime polynom

= Z kepa®~t € Rlz].
k=1

Tvrzeni. Formalni derivace spliiuje obvyklé vztahy pro analyznickou derivaci, napf.
(f+o'=f+d, (f-9=f9+f9 a (fl9)=F(9 7

Tvrzeni (detekce nasobnych kofenu). Je-li 7 kofenem nasobnosti m > 1 poly-
nomu f, pak je také kofenem nésobnosti m — 1 polynomu f’.

Ireducibilita

Definice. Prvek u € R oboru integrity nazveme jednotkou, pokud « | 1. Nenulovy
prvek ¢ € R nazveme ireducibilnim, pokud neni to jednotka a jeho jsou déliteli az na
prenasobeni jednotkou pouze 1 a ¢. Nenulovy prvek p € R nazveme prvocinitelem,
pokud to neni jednotka a navic p | ab implikuje p | @ nebo p | b pro libovolna a,b € R.

Poznamka. O ireducibilité vzdy mluvime nad konkrétnim oborem: kuptikladu po-
lynom 2x2 4 2 neni ireducibilni nad Z, zatimco nad Q a R ireducibilni je a nad C
opét neni.

Tvrzeni. Jeli K téleso, pak je kazdy ireducibilni polynom v K[z] nutné také
prvocinitelem.

Tvrzeni (kofeny chodi spolu). Necht jsou K C L télesa a f, g € K[x] polynomy.
Pokud je f ireducibilni nad K a ma s g spoleény kofen v L, pak uz v K|x] plati f | g.

Poznamka. Pfredchozi tvrzeni typicky vyuZijeme s K = Q, L = C.

Cviéeni. Nahlédni, ze ireducibilni polynom f € Q[z] nemtZe mit ndsobny komplexni
koten.

Definice. Polynom c,2"™ + -+ + c1x + ¢o € Z[zr] nazveme primitivnim, pokud
ged(co, 1, .- ,0) = 1.

Véta (Gaussovo lemma). Primitivni polynom f € Z[z] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.



Véta (Eisensteinovo kritérium). Necht je f = c,a” + -+ + 12 + ¢o € Z[z]
primitivni polynom. Pokud pro néjaké prvocislo p plati

(i)ple;pro0<i<n-—1,
(ii) p f cn,
(iii) p? ¢ co,

pak je f ireducibilni nad Z.

Véta (rozsifeny Eisenstein). Necht je f = ¢,2" +---+c12+¢o € Z[z] primitivni
polynom. Pokud pro néjaké prvocislo p a pfirozené ¢islo k plati

(i)plepro0<i<k-—1,
(ii) p f cx,
(iii) p* 1 co,
pak je f nasobkem ireducibilniho polynomu stupné alespon k.

Ulohy

Uloha 1. Je dan polynom f € Z[z] stupné n a pfirozend &isla k, m. Nahlédni, ze
pokud zadné z ¢isel

f&), fk+1), ..., flk+m-=1)

neni nasobkem m, pak f nema celociselny koten.

Uloha 2. Komplexni &islo o # 0 je kofenem polynomu f € Q[z]. Najdi polynom
g € Q[z], jeho# kofenem je L.

Uloha 3. Lze zvolit realné a, b, ¢ tak, aby kazdy ze ti{ polynomt
az? + bz + ¢, bz? + cx + a, cx’> +axr+b

mél dva rizné realné koreny?

Uloha 4. Kralovské vojsko tahne krajinou po kiivce, kterd ma tvar grafu poly-
nomu f s celoc¢iselnymi koeficienty. Boleslav si cestu zkratil po tsecce mezi body
A =la, f(a)] a B =1[b, f(b)], kde a,b € Z. Vsiml si navic, ze délka této tsecky byla
celé ¢islo. Dokaz, ze Boleslav tahl ve sméru rovnobézném s osou x.

Uloha 5. Nahlédni, Ze polynom

T .232 n

x
1+ﬂ+§+"'+§

nema nasobny kofen.

Uloha 6. Nahlédni, ze 2% — 1| 2® — 1, pravé kdyz a | b.
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Uloha 7. Pro polynom f € Z[x] mé rovnice |f(x)| = 1 alespon tii rfizna celo¢iselna
feSeni. Dokaz, ze potom f nemé celociselny kofen.

Uloha 8. Nahlédni, ze nz"*! — (n 4+ 1)2™ + 1 m4 nasobny koten.

Uloha 9. Lucienovi se zdalo o nenulovém polynomu f € Z[z] s nezidpornymi ce-
lo¢iselnymi koeficienty. Ada se muze ptat na celd ¢isla z a Lucien ji vidy odpovi
hodnotu f(z). Kolik nejméné otdzek Ada potiebuje, aby zarucend uhodla Lucientiv
polynom? (PraSe—36—4p—6)

Uloha 10. Monicky polynom " + ¢, 12"t + - + 1z + ¢o € Z[z] mé4 viechny
kofeny celo¢iselné a po dvou nesoudélné. Dokaz, ze ged(co,c1) = 1.

Uloha 11. Polynom f € Z[x] mé4 sudy stupeii a vSechny koeficienty liché. Mize
mit racionélni kofen?

Uloha 12. Polynomy f,g,h € R[z] spliji 22 +z + 1| f a zaroveii
fl@)=g(2®) +z-h(z?).
Dokaz, ze x — 1 déli g i h.

Uloha 13. Jsou déna a,b,c,d € Z takova, ze ad je liché a bc sudé. Nahlédni, Ze
az3 + br? + cx + d m4 (klidné komplexni) iraciondlni koten.

Uloha 14. Reélny polynom az* + bz + 1 je nasobkem (z — 1)2. Uréi a, b.

Uloha 15. Pro kazdé prvoéislo p je polynom zP~! 4+ 2P~2 + ... + x + 1 ireducibilni
nad Z.

Uloha 16. Najdi viechny dvojice piirozenych ¢isel (m,n) takové, ze
1 + T + . + :L,'H'L | 1 _"_ YCC7L _"_ R _"_ xmn'
(USAMO 1977)

Uloha 17. Jsou dény polynomy f, g € Z[x], které jsou v Z[x] nesoudélné. Nahlédni,
Ze posloupnost a,, = ged(f(n), g(n)) je periodicka.

Uloha 18. Najdi vSechny polynomy f € Z[x], jez spliuji f(n) | n! + 2 pro kazdé
neN. (PraSe—41-4p-T7)

Uloha 19. Nekone¢nou posloupnost ¢y, 1, . . . pFirozenych ¢isel nazvéme krutopiis-
nou, pokud je pro kazdé n € N polynom

cpt 4+ -+ e+ oo

ireducibilni nad Z. Najdi krutoprisnou posloupnost, v niz se vyskytuji jen dva na-
vzéjem rizné prvky. (PraSe—40-3s-2)

Uloha 20. Pro ktera k € Z lze zvolit a,b € Z tak, aby polynomy
z° —kr+1 a 22 —ax—b

mély spoleény komplexni kofen?



Uloha 21. Polynom f € Z[z] m4 tu vlastnost, Ze pro libovolna pfirozena m, n ma
kongruence f(x) =n (mod m) feSeni. Dokaz, Ze f je linedrni.

Uloha 22. Polynom f € Z[z] a ¢&isla a € Z, k € N splituji

Dokaz, musi platit i f(f(a)) = a.

Uloha 23. Najdi viechny polynomy f € Z[x], které spliji n | f(2") pro kazdé
n € N.

Uloha 24. Doka, Ze pro piirozené n > 1 je polynom 2" + 52"~ ! 4 3 ireducibilni
nad Z. (IMO 1993)

Uloha 25. Pro které polynomy f € Z[z] plati pro a,b € Z implikace

alb = f(a)| f(b)?

Uloha 26. Jsou dana a,b,c,d,e, f € N takovéa, Ze pro S =a+b+c+d+e+ f
plati S | abc + def a zaroven S | ab+ bc+ ca — de — ef — fd. Dokaz, ze S je slozené
éslo. (ISL 2005 N3)

Uloha 27. Jsou-li pro a,b,c € Z obé &isla T+ g +oi2+ g + 7 cela, dokaz, ze
|a] = [b] = |c|.

Uloha 28. Je déno zobrazeni ¢ : Z[z] — Z, jez spliiuje:

(i) Pro libovolny polynom f € Z[z] je o(f + 1) = ¢(f) + 1.
(ii) Pokud pro polynomy f, g € Z[z] plati f | g, pak i o(f) | ¢(9)-

Dokaz, musi existovat z € Z takové, ze o(f) = f(z) pro kazdé f € Z[z].
(PraSe—40-3s-3)

Uloha 29 (Schurova véta). Pro nekonstantni f € Z[z] existuje nekone¢né mnoho
prvocisel p, ktera déli néjakou nenulovou hodnotu f(n) # 0 pro n&jaké n € N.

Uloha 30. Budiz ddn nekonstantni polynom f € Z[z] a piirozena &isla n, k. Na-
hlédni, ze existuje a € N takové, Ze kazdé z ¢isel f(a), f(a+1),..., f(a+n—1) ma
alespon k ruznych prvociselnych délitelt.

Uloha 31. Je dan polynom f € Z[z] splitujici f(n) > n pro kazdé n € N. Definujme
nekonec¢nou posloupnost celych ¢isel pomoci a1 = 1, a;41 = f(a;). DokaZ, ze pokud
je pro kazdou m € N néjaky ¢len a; nasobkem m, pak je f =x + 1.

(Iran TST 2004)



Uloha 32. Je dén polynom f € Z[z] stupné n > 1. Dokaz, Ze lze zvolit g € Z[x]
tak, aby f(g(x)) byl reducibilni nad Z.

Uloha 33. Jsou-li ai,...,a, navzajem riizna celd &isla, dokaZ, Ze polynom
(x—ay) - (zr—ay)—1

je ireducibilni nad Z.

Uloha 34. Pro monické ireducibilni polynomy f, g € Z[x] plati, ze f(n) a g(n) maji
stejné mnoziny prvociselnych déliteli pro vsechna kromé koneéné mnoha n € N.
Dokaz, ze f = g.

Uloha 35. Pro které polynomy f € Z[z] plati, ze jsou-li a,b € Z nesoudélnd, pak
jsoui f(a), f(b) nesoudélna? (Iran 2004)

Uloha 36. Je dan polynom f = 2" + ¢,_12" ' + --- 4+ ¢z + 1, v némz vSechna
¢; jsou nezaporna celd ¢isla a navic plati ¢,_; = ¢;. Dokaz, Ze existuje nekonecné
mnoho dvojic (a,b) pfirozenych ¢&isel takovych, ze a | f(b) a zarovenn b | f(a).

(1KS 2-N5)
Uloha 37. Pro ktera k plati, Ze spliuje-li f € Z[z] nerovnosti 0 < f(a) < k pro
a€{0,....k+1}, pak uz f(0)= f(1)=---= f(k+1). (ISL 1997)
Uloha 38. Pro kterd n lze zvolit navzijem rtizna celd &isla aq,...,a, tak, aby

polynom
(x—ay) - (x—an)+1

byl reducibilni nad Z?

Uloha 39. Mé&jme polynom f € Z[z| s alespoii dvéma riiznymi celoé¢iselnymi koteny

a oznatme A = {f(a) | a € Z}. Ukaz, Ze pokud v A lezi m po sobé jdoucich

prirozenych cisel, pak tato ¢isla nejsou mensi nez %’

Uloha 40. Méjme funkci f : Z — R, k niZ existuje polynom p takovy, ze pro kazda

a,b € Z plati nerovnost |f(a)| < p(a) a rozdil f(a) — f(b) je celo¢iselnym nasobkem

a — b. Dokaz, Ze pro jisty polynom ¢ € R[z| plati f(a) = g(a) pro vSechna a € Z.
(PraSe 34-2j-8)

Literatura a zdroje
[1] Filip Sladek: Artimetické vlastnosti polynomov, sbornik iKS, 2013.

[2] Danil Kozevnikov: Aritmetické vlastnosti polynomi, Paseky, 2018.
[3] Fila Cermak, Mat&j Dolezalek: Teorie nejen ¢isel, PraSedi serial, 2020/2021.



Hinty

Hint 1. Modulo m.

Hint 2. Jak vypada f (%)7

Hint 3. Diskriminanty.

Hint 4. Rozdil argumenti déli rozdil hodnot.
Hint 5. Nevypadéa derivace néjak hezky?

Hint 6. Odmocniny z jednicky.

Hint 7. Rozdil argumenta déli rozdil hodnot.

Hint 8. Derivace.

Hint 9. Desitkova (nebo jakakoliv jind pozi¢ni) soustava.

Hint 10. Vietovy vztahy.

Hint 11. Rational root theorem a modulo 2.

Hint 12. Kofeny 22 +x+1.

Hint 13. Pokud m4 vSechny kofeny racionélni, vyvod spor skrz rational root theorem a
Vietovy vztahy.

Hint 14. Derivace a dosazeni.

Hint 15. Posun argument.

Hint 16. Odmocniny z jednicky.

Hint 17. Gaussovo lemma a Bézout.

Hint 18. f(n) by nemélo mit malé délitele, ale pfitom hodnoty polynomu modulo cokoliv
jsou periodické.

Hint 19. Eisenstein v obraceném potradi.

Hint 20. 22 = az + b. Pozor na peclivy rozbor pifpadi, mélo by vyjit k € {-1,0,2}.
Hint 21. Co se stane, kdyz je a — b vlastni délitel f(a) — f(b)?

Hint 22. Rozdil argumentt déli rozdil hodnot, opakované.

Hint 23. Maly Fermat.

Hint 24. Rozsifeny Eisenstein.

Hint 25. f(2x) — 2987 f(z).

Hint 26. (z+a)(z +b)(z+¢) — (x — d)(z — e)(z — f).

Hint 27. Vyrob polynom, ktery o pfislusnych ¢islech néco hezkého povi.

Hint 28. Zvol z = ¢(z).

Hint 29. Pfedpokladej, Ze je jen kone¢né mnoho takovych prvocisel, omez valuace a vyvod
spor s tim, Ze nekonstantni polynomy utikaji do nekonecna.

Hint 30. Schur + ¢inska zbytkova véta.

Hint 31. Rozdil argumentt je délitelem rozdilu hodnot. Co kdyz to bude vlastni délitel?
Hint 32. g(x) — 2 | f(9(x)) — f(2).

Hint 33. Uvaz rozklad a dosazuj a;.

Hint 34. Zkombinuj tlohu o spole¢nych délitelich hodnot nesoudélnych polynomut s Schu-
rovou vétou.

Hint 35. Pokud f(0) # 0, vyuZij prvoéisla p 1 f(0).

Hint 36. (a,b) (b, @)

Hint 37. Vytkni kofeny z f(x) — f(0).

Hint 38. Uvaz rozklad a dosazuj a;.
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Hint 39. Uvédom si, jak mohou byt usporddany vzory uvazované m-tice a vyrob polynom
s mnoha koreny.
Hint 40. Interpoluj v dostatecné mnoha bodech, pak ukaz rovnost ve vSech dostatecné
velkych bodech.
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