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Analytické metody v olympiadni teorii Cisel
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Zakladni myslenkou analytické teorie Cisel je vzit divokou veli¢inu,
ktera v sobé kéduje zajimavou informaci (tfeba rozlozeni prvocisel), odhadnout
ji hezéi funkei a néco z toho vyvodit. UkdZeme si, ze myslenky podobného razu
mohou najit uplatnéni i v olympiddnich tlohach, a prozkouméame také, jak miize
konvergence posloupnosti pomoci v tlohach s celymi ¢isly.

Definice (asymptotickd notace). Budte f, g funkce definované na kladnjch
redlnych ¢islech. Rekneme, 7e funkce f(x) je O(g(z)), pokud existuje konstanta C
splijici | f(z)| < Cg(x) pro vSechna dostateéné velkd x. Tuto skute¢nost zapisujeme
f € 0(g(x)) a méné formalné téz f(x) = O(g(z)).

Umluva. Symbolem log budeme znagit pfirozeny logaritmus.

Uloha 1 (motivaéni). Pfirozené é&islo n nazveme mocninové, pokud n = x* pro

néjakd piirozend x, k, kde k > 2. Necht je ay,az,as, ... rostouci posloupnost, v niz
jsou serazena vSechna mocninova ¢isla. DokaZ, Ze pro nekonecné mnoho indexi i je
a;+1 — a; nasobkem d&isla 2021. (KS 10-N6)

Reseni. Vgimnéme si, Ze (a + 1)2 — a® = 2a + 1, takZe kdyz se pro néjaké a = 1010
(mod 2021) mezi a? a (a + 1)? nenachézi zadné dalsi mocninové ¢islo, dojde k déli-
telnosti, kterou chceme. Ted jen staci dokdzat, Ze se to déje nekonedné mnohokrat.
Ukazeme, Ze (neétvercovych) mocninovych ¢isel je jednoduse moc mélo na to, aby
zkazila (skoro) vSechny vyskyty hledaného jevu.

Uvazujme néjaké prirozené N. V rozmezi 1 az N je nachazi {\/ NJ ¢tverct a
pritom mezi kazdymi 2021 dvéma z nich se nachazi jeden, jehoz zaklad dava zbytek
1010 modulo 2021. Lze tedy Fici, #e v 1 a% N se vyskytne alespoii {20% \/NJ dvojic

a?, (a+1)?sa = 1010 (mod 2021). Aby nadm takova dvojice nedala vyhovujici index
1, musi se mezi témito dvéma ¢tverci nachazet dalsi mocninové ¢islo. To nemize byt
dalsi ¢tverec, takze to bude néjaka treti nebo vétsi mocnina.

Kolik je takovych v rozmezi 1 az N? Mélo by byt ¥ < N pro z > 2, k > 3. Pro
jedno fixni k je takovych dvojic (z,k) zjevné nanejvys ¥ N < V/N. Navic nemusime
uvazovat véechna k, diky = > 2 musi byt 2 < N, tedy k& < log, N. Dohromady
tak dostavame, ze vyssich mocninovych ¢isel, ktera by se mohla vetknout mezi nase
Ctverce, je jen O(\s/ﬁ log N). To je ale asymptoticky méné, nez kolik mame dvojic
¢tverctl, coZ roste az na konstantni nasobek jako v/N.

Méme tedy mnohem méné ,,problémovych ¢isel“ nez dvojic, které by jimi mohly
byt ,rozbity“. Nekoneéné mnoho dvojic (dokonce valné vétsina z nich) tak zlstane
nerozbito, takze mame vyhrano.
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Poznamka (kapitoly a jak je €ist). Tento pfispévek se zabyva mnoha nastroji
a vétSina tloh v ném je pomérné tézka. Rozhodné jej proto nechces ¢ist po-
poradé! Naopak doporucuji preskakovat z mista na misto a vyzkouset si tlohy ze
vSech kapitolek. Ty jsou na sobé povétsinou nezavislé, vyjimkou jsou (obzvlasté) pr-
vociselné sumy, jejichz znalosti a ideje se mohou hodit pti odhadech v prvociselném
union boundu.

Asymptotika valuaci a polynomii

Na rozehrati si zkusime rozmyslet, jak rychle nebo pomalu Ze nam to rostou né-
jaké kazdodenni objekty teorie ¢isel — budeme si hrat s celociselnymi polynomy a
s p-valuacemi. Pro jistotu nésleduje rychlé shrnuti vseho dilezitého o p-valuacich.
U polynomt si povétsinou vystacime s védomim, Ze (nekonstantni) polynomy utikaji
do nekonecna a polynomy vétsiho stupné utikaji rychleji.

Definice. Pro prvoéislo p rozumime p-valuaci celého ¢isla n (znacime vy,(n)) nejvétsi

exponent k takovy, Ze p* | n. Pro nulu dodefinovavame v,(0) = oo, pro racionalni
¢isla vp(a/b) = vp(a) — vp(b).

Tvrzeni (turboshrnuti p-valuaci). Pro pfirozena*) a, b a prvoéislo p plati:

(i) vp(ab) = vy(a) + vy(b),
(ii) vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)}, pro vy(a) # v,(b) uz v uvedené nerovnosti dokonce
musi nastat rovnost,

(iii) vp(a) < logp(a),

(iv) vp(al) = Z \‘;J = W, kde s, je ciferny soucet v soustavé o zakladu p,
j=1
(v) vp ((a;:b)) = podet ,prenost jednicky“ pfi s¢itani a + b pod sebe v soustavé
o zakladu p,
(vi) pokud liché p déli @ — b, ale ned8li a, b, pak v,(a™ —b™) = vy(a — b) + v,(n),
(vii) jsou-li z, y lichd a n sudé, pak vo(z™ — y™) = va(x — y) + va(z + y) + va(n) — 1.

Uloha 2. Pro polynom f s celodiselnymi koeficienty existuje posloupnost po dvou
riiznych pfirozenych ¢isel {a,}22 ; splitujici

0= f(al), a; = f(CLZ), az = f(a3)a

Jaky mize byt stupen f?7 (Turnaj mést 2003)

Uloha 3. Jsou dany nenulové polynomy f, g s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze
f(n) | g(n) pro nekoneéné mnoho pfirozenych n. Nahlédni, ze g = f - h pro néjaky
polynom h s racionalnimi koeficienty.

*) Nékteré z uvedenych vlastnosti plati i pro celd & dokonce racionélni a, b — zkus si rozmyslet
které.
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Uloha 4. Je déno liché prvoéislo p. Doka, e pro viechna dostateéné velka p¥irozena
Cisla x mé jedno z ¢isel x,x + 1,z +2,...,x + %,x + % prvociselného délitele
vétsiho nez p. (China Southeast 2020)

Uloha 5. Pfirozené ¢&islo nazveme palindromem, pokud se nezméni obracenim po-
fadi jeho cifer v desitkové soustavé. Najdéte vSechny polynomy f s celociselnymi
koeficienty takové, ze f(n) je palindrom pro kazdé pfirozené n.

Uloha 6. Je dano pfirozené ¢islo k. Dokaz, ze existuje N takové, ze pro viechna

n > N mé (Z) alesporni k riznych prvodéiselnych délitelt. (China TST 2010)

Uloha 7. Bud f nekonstantni polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Potom existuje
nekoneéné mnoho prvodéisel, jez déli néjaké nenulové f(n) pro n € N.
(Schurova véta)

Prevracené hodnoty

Obcas dovedeme o posloupnosti/mnoZiné néco vy¢ist z fady prevracenych hodnot.
S nekoneénymi sumami a limitami si zatim dovolime zachdzet jen intuitivné — pokud
by drahého ¢tenafe zajimala pofaddnd definice, necht mrkne do kapitolky o konver-
gentnich celoc¢iselnych posloupnostech.

Umluva. Bud {z,}°; posloupnost nezipornjch realnych &isel. Pokud je soucet
fady Zzozl x, koneény, fekneme, ze tato fada konverguje. V opac¢ném pripadé 1i-
kame, ze diverguje.

Uloha 8. Uvazujme rostouci posloupnost piirozenych &isel {a,}32 ;. Dokaz, ze

pokud pro néjaké k > 0 suma > -, (%k diverguje, pak existuje nekoneéné mnoho

prvocisel, jez déli néjaké a,,.

Uloha 9. Je dana neklesajici posloupnost piirozenych ¢isel {a, }5,, ktera spliiuje

lim,,_, @, /n = 0. Dokaz, ze posloupnost {n/a,},., obsahuje vSechna pfirozens

cisla.

Uloha 10. Jsou dana celd ¢isla a, b > 1. Dokaz, Ze néjaky nasobek a ve svém zapisu

v soustavé o zakladu b obsahuje kazdou z ¢islic 0,1,...,b — 1 alespon jednou.
(upraveny Putnam)

Uloha 11. Rostouci posloupnost piirozenych éisel {a, }°, spliiuje a,, < 100n pro
vSechna n. Dokaz, Ze v ni 1ze nalézt nekoneéné mnoho ¢lenti, jejichz zapisy v desitkové
soustavé obsahuji 2023 po sobé jdoucich jednicek.

Sumy a prvocdisla

Casto se nam stane, Ze potfebujeme odhadnout jakousi sumu pfes prvoéisla. V této
kapitolce si k tomu pfedstavime potiebna fakta a nastroje. Pokud zde néco oznacuji
jako ,,Fakt“, pak tim chci fict, ze poradny dilkaz je nad nase moznosti nebo z jiného
dtivodu nestoji za to.

Umluva. Pokud sumu nebo produkt indexujeme pismenkem p, pak za jeho hodnoty
bereme jen prvocisla.
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Tvrzeni (integralni odhad sumy). Necht je f nerostouci integrovatelna funkce
definovand na intervalu [a — 1,b + 1], kde a, b jsou celd ¢isla. Potom plati

b b b+1
/a RELEIWOE / f(z)da.

Analogicky odhad lze odvodit i pro neklesajici funkci.

Uloha 12. Z % =logz + O(1).

n<zx

Ve skutecnosti plati jesté silngjsi vztah > L — Jogz + v+ O(1/z), kde v =

n<x n

0,577 ... je konstanta. Dukaz vyZaduje sofistikovanéjsi formu integralniho odhadu.

Fakt. Z 1o loglogx + O(1).

p<z

Uloha 13. Nechf w(n) znaé¢i pocet riiznych prvociselnych délitelii pfirozeného é&isla
n. Dokaz, 7e plati > __ w(n) = zloglogx + O(z).

n<z

Uloha 14. H (1 - 1) =0.
p

p

=1
Uloha 15. Z — konverguje, pravé kdyz a > 1.
n=1 ne
=1 2
Fakt. —=—=164...
a ; n2 6 ’

6

Uloha 16. Nahlédni (neformélng), Ze v intervalu [1, z] je zhruba 5

Cisel.

1 1

Fakt. E —- < =.
2

p P 2

x bezétvercovych

1. Zde

nemame cas si o ni cokoliv dokazat pofadné€, k feSeni tloh by mélo stacit nésledujici:

Na zavér kapitoly si jesté oznacme prvociselnou funkei m(x) = 3_ -,

T
logz*

x
log z

Fakt (prvoéiselna véta). w(z) ~ Tim se mysli, Zze pomér 7(z) a

velkd x blizi k 1.
1 T
Uloha 17. — =0 —= ).
oha Z log p ((logac)Q)

p<z

se pro

Uloha 18. Necht Q(n) znaéi pocet prvociselnych délitelit n véetné nasobnosti. Do-

z(log log x)" 1 )

kaz, ze pro libovolné dané p¥irozené ¢islo k méa rovnice Q(n) = k jen O ( Tog

feSeni v intervalu [1, x].
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Prvocéiselny union bound

Vyzbrojeni nastroji na kroceni prvociselnych sum mizeme predstavit mirné kom-
plikovanéjsi verzi myslenek z ivodni motivacni tlohy — chceme-li ukdzat existenci
(nekone¢né mnoha) ,dobrych“ ¢isel, sta¢i odhadnout pocet téch ,Spatnych“. Jeli-
koz je mnoho jevl v teorii ¢isel dosvédceno néjakym prvocislem, budou se v nasich
odhadech mnohdy vyskytovat pravé sumy pres prvocisla.

Uloha 19. Jsou déna celd ¢isla a1, as, by, by takova, ze a; > 0 a zéroveii ged(a;, b;) =
1. Dokaz, ze existuje nekonec¢né mnoho t takovych, ze ait + b1 i ast + by jsou bez-
étvercova Cisla. (Iran 2020)

Reseni. Aby a;t+b; nebylo bezétvercové, musi to byt nasobek néjakého p?. Prozkou-
mejme tedy feseni kongruence a;t +b; =0 (mod p?). Mohou nastat dva piipady:

e p | a;. Potom z nesoudélnosti p 1 b;, takZe a;t + b; nikdy neni ani nasobkem p.
e pfa;. Potom mé kongruence jediné feseni t = —b;/a; (mod p?).

V souhrnu tedy existuje nanejvys jedna zbytkovéa tiida, ktera kongruenci fesi. Uvazu-
jeme dvé aritmetické posloupnosti, takze pro jedno p mizeme mit zakazany nanejvys
dvé zbytkové tiidy mod p?, tudiz mezi libovolnymi p? po sobé jdoucimi pfirozenymi
¢isly jsou jen (nanejvys) dvé zakdzana prvocislem p.

Podivejme se na pocet vSech zakazanych ¢ mensich nebo rovnych néjakému V.
Odhadneme jej shora jako soucet poctu Cisel zakazanych jednotlivymi prvocisly —
staél pritom ale zahrnout jen prvocisla mensi nez odmocnina ze vsech relevantnich
|a;t + b;|. Tuto velikost ¢lentt naSich aritmetickych posloupnosti sta¢i velmi hrubé
odhadnout tieba jako kN, kde k = l|ai| + |az| + |b1] + |b2| je konstanta. Pocet
zakazanych ¢isel tak bude odhadnut sumou

> 2{;\5‘<2N <Z > 2

1
— +
p
p<VEkN p<VEkN p<VN
Prvni ¢len shora odhadneme jako 2¢N, kde ¢ = Zp p% < %, druhy jako

VN
2r(VEN) = O (W) ,

coz je asymptoticky mensi nez N. Asymptoticky nejvétsim ¢lenem v odhadu tak je
2¢N, coz je linearni funkce s vedoucim koeficientem ostfe mensim nez 1. Pro dost
velkd N tedy ziskdme linedrné mnoho (zhruba (1 — 2¢)N) nezakdzanych ¢, pro kterd
budou obé a;t + b; bezétvercova.

Poznamka (pozor na zaokrouhlovaci €leny). V predchozi tloze jsme vidéli, ze
kromé ,,t¢ hlavni* sumy »° p% jsme v loze dostali i ¢leny plynouci z odhadu (horni)
celé ¢asti. Clovék muize pii pfemysleni o podobnych tilohach snadno nabit dojmu,
ze tyto Casti odhadu lze zanedbat, tak tomu ale neni! K jejich vyporadani typicky
pouzivame prvociselnou vétu, a pokud by tyto zaokrouhlovaci odhady pripadaly

v ivahu pro pfili§ mnoho prvocisel, mohly by se posc¢itat na néco prilis velkého.
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Poznamka (Ffedéni posloupnosti). UvaZujme, Ze se v tloze snazime o to, aby né-
jaké vyrazy (tFeba prvocisla nebo jejich mocniny) nedélily moc ¢lent néjaké posloup-
nosti {a,}5°; (tfeba aritmetické posloupnosti). Casto dovedeme nékteré konkrétni
vyrazy (prvocisla) tplné vyfadit ze hry, kdyz se misto celé {a,}$2; budeme divat
jen na vhodné zvolenou podposloupnost. Ilustrovano na ptikladu: u posloupnosti
an + 1 mozné musime Tesit, kolik ¢lenti je délitelnych jednim zvolenym prvocislem
q- Kdyz se ale zaméfime jen na podposloupnost agn + 1, jsme v klidu — v8echny jeji
Cleny jsou s ¢ nesoudélné.

V disledku toho nadm z prvociselné sumy, kterd se v tloze vyskytne, témér
zadarmo zmizi ¢len od prvodisla ¢. S timto trikem se tak ¢asto pfihodi, ze tam, kde
na prvni pohled potfebujeme prvociselnou sumu mensi nez 1, nam postaci, aby byla
konvergentni. Vyzkousej si to na nasledujici tloze!

Uloha 20. Jsou déna piirozena ¢isla ay, . . ., ai. DokaZ, Ze existuje nekoneéné mnoho
t takovych, ze a;t + 1 jsou bezcétvercova ¢isla pro vSechna i =1,..., k.

Uloha 21. Nahlédni, ze kdyby Zp % konvergovalo, pak by nekone¢né mnoho pfiro-

zenych ¢isel nemélo zadné prvociselné délitele. (elementarni dikaz > _ % = 00)
Uloha 22. DokaZ, ze pro nekoneéné mnoho pfirozenych n je n? + 1 bezétvercové
¢islo. (China TST 2015)

Uloha 23. Posloupnost piirozenych é&isel {a,, }52; nazveme roztomilou, je-li rostouci
a zdrovet spliiuje a,, < 9000n. Index i nazveme hustgm, pokud a; | lem(ay, ..., a;—1),
a fidkym, pokud a; { lem(ay, . .., a;—1). Rozhodni, zdali kazd4 roztomild posloupnost
musi mit nekoneéné mnoho

(1) hustych index,

(ii) Fidkych index. (EMMO 2016)
Uloha 24. Budiz a1, as, . .. rostouci posloupnost, v niz jsou sefazena vsechna bez-
¢tvercova prirozena cisla. Dokaz, ze pro nekone¢né mnoho indext ¢ plati a; 11 —a; =
2020. (China Southeast 2020)

Uloha 25. Dokaz, 7e existuje nekoneéné mnoho piirozenych n takovych, ze &islo
n? 4+ 1 nemé zadného délitele tvaru k2 + 1 vyjma sebe sama a jednicky.
(Iran 2010)

Uloha 26. Pro pfirozend b a x oznacujme jako sp(x) ciferny soucet ¢isla x zapsa-
ného v soustavé o zakladu b. Dokaz, Ze pro libovolné dané ptirozené k umime zvolit
nekoneéné mnoho pfirozenych n spliujicich s,(n) > k pro vSechna prvocisla p.

Uloha 27. Dokaz, ze existuje kladna realna konstanta ¢ s nasledujici vlastnosti:
kdykoliv jsou a, b, n pfirozen ¢isla takovd, Ze pro libovolna 7,5 € {0,1,...,n} plati
ged(a+4,b+ j) > 1, potom je splnéna nerovnost min{a, b} > (cn)™.

(zesilené USAMO 2014/6)
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Uloha 28. DokaZ, 7e existuje konstanta ¢ > 0 s vlastnosti: kdykoliv je n piirozené
¢islo a zvolime n raznych ¢isel neprevysujicich 2n, pak nékterd dvé z nich maji
nejvétsiho spoleéného délitele vétsiho nez cn. (Tuymaada 2007)

Konvergentni celoc¢iselné posloupnosti

Kdyz uz se bavime o technikich z pomezi teorie ¢isel a matematické analyzy, byl by
hfich nezminit konvergentni celo¢iselné posloupnosti. A co Ze je to teda ta konver-
gence?

Definice. Rekneme, Ze redlné ¢islo a je limitou posloupnosti realnych éisel {a,, }52 ;,
pokud pro libovolné £ > 0 existuje N takové, Ze pro vSechna n > N je |a, — a| < e.
Rikéme té7, ze (posloupnost) a,, konverguje k a.

Rikdme-li, ze fada Y- | a,, konverguje k néjakému souctu s, pak tim myslime,
ze k limité s konverguje posloupnost ¢asteénych souéttt s, = > 1, a;.
Tvrzeni (turboshrnuti limit). Necht jsou {a,}52,, {b,}>2, posloupnosti kon-
vergujici po fadé k a, b. Potom:

(i) {an + bn}52 konverguje k a + b,

ii) {anb, 152, konverguje k ab,
n=1
pokud b # 0, pak {a,/b,}°>, konverguje k a/b,
n=1
)
)

je-li f funkce spojitd v a, pak {f(a,)}52; konverguje k f(a),
(v) je-li a = b a pro vSechna dostate¢né velkd n plati a,, < ¢,, < by, pak i posloupnost

{cn}22; konverguje k a.

(ii

(iv

Cviceni. Rozhodni, zda nasledujici posloupnosti konverguji, a pfipadné k éemu:

(1) % v zéavislosti na polynomech p, g,

(i) v =T - v,

2023_,'_101010

(iii) *—ai—
Tvrzeni (stéZejni). M4a-li posloupnost celych ¢isel {a, }52; limitu A, znamena to,
ze od jistého N uZ pro n > N plati a, = A.

Uloha 29. Jsou déna kladna realna ¢isla ay, . . ., ay, z nichZ alespon jedno neni celé.
Dokaz, ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych n takovych, ze n je nesoudélné s

lain] + -+ [agn] .

Uloha 30. Najdéte viechny dvojice piirozenych &isel (a,b) takové, ze a™ + b™ je
(n + 1)-tou mocninou pfirozeného ¢isla pro kazdé n.
Uloha 31. Je déna rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {a,, }22 ,, ktera splituje

an | a1 + -+ + an—1 pro vSechna pfirozend n > 2001. Dokaz, Ze pro vSechna dosta-
teéné velka n plati a, = a1 + -+ + ap_1. (Turnaj mést 2001)
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Uloha 32. Je dan kvadraticky polynom f s celo¢iselnymi koeficienty takovy, ze f(n)
je ¢tverec pro kazdé pfirozené n. Nahlédni, ze f je rovno ¢tverci néjakého linearniho
polynomu.

Uloha 33. Cela éisla a, b spliwji, Ze a2™ +b je ¢tverec pro kazdé piirozené n. Dokaz,
ze a=0. (Polsko)

Uloha 34. Ptirozené ¢&islo nazvéme jednickové, pokud je v desitkové soustavé za-
psano samymi jednickami. Najdéte vSechny realné polynomy f takové, Ze pro jed-
nic¢kové n je f(n) také jednickové. (Putnam 2007)

Uloha 35. Budiz b > 5 celé ¢islo a pro kazdé n € N definujme z,, jako &islo se
zapisem

1...122...25

S~

n—1 n

v soustavé o zakladu b. Dokaz, Ze x,, je ¢tverec pro vSechna dostatecné velka n pravé
tehdy, kdyz b = 10. (ISL 2003)

Uloha 36. Je dan monicky polynom f s celo¢iselnymi koeficienty takovy, Ze f(z) =
2™ ma pro kazdé n € N feseni v pfirozenych ¢islech. Dokaz, ze f je linearni.
(1KS 8-N2)

Aplikace predchoziho

Na zavér je tu par ulozek, které jako lemmaéatko pouzivaji néco, co bylo k vidéni vyse
v piispévku. Ne vzdy je souvislost vidét na prvni chvili, takze dobrou chut!

Uloha 37. Nahlédni, ze pro nekone¢né mnoho piirozenych ¢isel n plati m(n) | n.

Uloha 38. Je dano kladné realné ¢islo v. Je-li py, pa, . . . rostouci posloupnost viech
prvocisel, dokaz, ze ¢isla |p,v| maji dohromady nekone¢né mnoho prvoéiselnych
déliteld.

Uloha 39. Ukaz, 7e existuje nekoneéné mnoho pfirozenych éisel n spliujicich dé-

litelnost
(n!)n+2015 | (nZ) 1

(Turkey TST 2015)

Uloha 40. Necht p,, znaéi n-té prvocislo a v je kladné realné ¢islo. Dale ozna¢me
an = |pnv]. Rozhodni, zda je mozné, aby existovalo pouze koneéné mnoho indextt
k takovych, ze pl? | (2(1“:) pro vSechna i = 1,2,...,2020. (KoMaL A.787)
Uloha 41. Necht ((n) znaéi pocet ptirozenych ¢isel mensich nez n, které jsou s nim
nesoudélné. Dokaz, Zze pro n&jaké pfirozené m m4 rovnice p(x) = m alesponi 2015
feSeni. (USA TSTST 2015)
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Uloha 42. Uvazujme funkci g : N — N, ktera vzdy pfirozenému ¢slu s prvociselnym
rozkladem n = [[/_, p{" pfifazuje hodnotu

T
g(n) = H aipi Tt
i=1

Dokaz, zZe existuje nekoneéné mnoho pfirozenych n takovych, ze g(n+1) = g(n)+ 1.
(VIIMC 2022)

Uloha 43. Necht 7(n) znaéi pocet délitelt piirozeného é&isla n a budiz dano & > 0.
DokaZ, ze pro vSechna dostateéné velkd x je v intervalu [1, 2] méné nez ex pFirozenych
¢isel n spliwujicich 7(n) | n.

Literatura a zdroje

Z nasledujicich zdroji jsem Cerpal vétsinu tloh, pficemz jsem ani zdaleka nevycerpal
v8echny. V [1] a v mensi mife téz v [3] (kapitoly 15 a 17) lze také nalézt dalsi
analytické techniky, kterym jsem se v tomto prispévku nevénoval, prevazné proto,
Ze obnasi vétsi mnozstvi teorie.

[1] Ayan Nath: A Taste of Analytic Number Theory,

https://www.cmi.ac.in/"ayannath/olympiad-analytic-nt.pdf.
[2] Pavel Turek: Konvergentni posloupnosti v N, sbornik iKS, 2019.
[3] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems of the Book, XYZ Press, 2008.
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Hinty

Hint 2. No, neocekavame spi§, Ze ndm polynomy ¢isla zvétsuji?

Hint 3. Vydél se zbytkem f = gh + r s degr < deg g. Pozor na technické detaily!

Hint 4. Napis si ke kazdému z Cisel nejvétsi prvociselnou mocninu z jeho rozkladu.

(Fun fact: tahle tloha je désné slabd — Stgrmerova véta fika, Ze pro vSechna dost velkd x
musi uz jen jedno z z, x + 1 mit prvociselného délitele vétsiho nez p.)

Hint 5. f(n+1)—f(n) bude asymptoticky mnohem mensi nez f(n), takze nékolik nejvyssich
cifer v zapisu f(n) se dlouho nezméni — tudiz se i nékolik nejmensich cifer dlouho nezméni.
Hint 6. Konstruktivnéjsi feSeni: nahlédni, ze kdyz k < p™ |n—j, 0 < j <k, pak p | (}).
Nekonstruktivni feSeni: prvociselné mocniny v rozkladu (2) neprevysuji n.

Hint 7. Vyber si pocatecni bod a skdkej z néj modulo velky spole¢ny nasobek vsech
,malych® prvocisel. Alternativné mrkni na tlohu 8 a vyuzij, Ze f(n)l/degf je zhruba n.
Hint 8. Pokud by se v rozkladech vyskytovala jen prvocisla pi,...,pr, odhadni fadu
geometrickymi.

Hint 9. Co se dgje, kdyz n/a, roste?

Hint 10. Suma pfevracenych hodnot ¢isel neobsahujicich jednu zvolenou ¢islici.

Hint 11. Zapis v soustavé o zdkladu 102922,

Hint 12. 1/z se zintegruje na log x.

Hint 13. Pfepi§ na sumu pfes prvoéisla a pouzij |z] = = + O(1).

Hint 14. > 1.

Hint 15. Budto odhadni integralem, anebo nahlédni a pouzij tzv. kondenzacni kritérium:
je-li {an}nZ; nerostouci posloupnost nezidpornych redlnych cisel, pak > an konverguje
pravé tehdy, kdyz konverguje Y 2" agn.

Hint 16. Muze pomoci pravdépodobnostni intuice: s jakou pravdépodobnosti je ,,ndhodné“
&slo délitelné p?? Délitelnosti nesoudélnymi ¢isly jsou nezavislé jevy.

Hint 17. Odhadni zvl4st prvocisla mensi a vétsi nez /.

Hint 18. Indukuj podle k a uvédom si, Ze sta¢i suma pies prvocisla p < ¥/x.

Hint 20. Z union boundu vyleze néco jako k Zp p%. Redénim dostateéné mnoha prvodéisel
zafid, aby to bylo < 1.

Hint 21. Prosté natfed posloupnost vsech ptirozenych ¢isel.

Hint 22. Kolik kofenti mod p? mize mit 2 + 1? Pak uz aplikuj standardni postup a ono
to vyjde.

Hint 23. (ii) je snazsi, posloupnost by pak musela byt omezend. V (i) nech nedélitelnosti
byt dosvédcéeny néjakymi prvociselnymi mocninami — zjistis, Ze jich neni dost.

Hint 24. Chce$ nachézet situaci, kdy (1) i  + 2020 jsou bezétvercova a (2) z +1, ...,
x + 2019 nejsou bezétvercova. (1) pfipomind néco, co uz jsme vidéli, (2) zafid fedénim.
Hint 25. Nahlédni, 7e 22 +1 = 0 (mod m) mé nanejvys 2¢0m) fegeni. Ale w je divna
funkce, odhadni ji vhodnym logaritmem, aby vznikla konvergentni suma.

Hint 26. Rozmysli, kolik ¢isel zakazuje jedno prvocislo; méla by z toho vzejit suma zobec-
nujici alohu 17. Pozor na mala n.

Hint 27. Vypis si do tabulky (n + 1) X (n + 1) spole¢né prvociselné délitele a ukaz, ze
prvoéisla mensi nez en? zaberou (pro vhodné €) méné nez polovinu tabulky.
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Hint 28. Vhodné zvol a, b tak, aby [],.,<,(1—1/p) bylo dost malé. Potom najdes v dané
n-tici ¢isel dost takovych, co maji prvociselného délitele a < p < b. Jeho pokracenim vyrobis
témto ¢islim délitele z intervalu [n/b, 2n/a.

Hint 29. Pokud se budeme divat jen na prvociselna n, pak se nesoudélnost zjednodusi na
nedélitelnost. Potom staéi odhad |z] = = + O(1).

Hint 30. Pokud a" 4 b" = ¢? !, k ¢emu konverguje ¢, ?

Hint 31. Podivej se na posloupnost %

Hint 32. Necht f(n) = 22, nahlédni e 2,41 — = konverguje.

Hint 33. Bud z2 = a2" + b, pak se podivej na 2z, — Tni2.

Hint 34. Necht f (WT_l) = %, pak se podivej na x, —ndeg f.

Hint 35. Bud z, = y2. Pomoci posloupnost by, — yn11 ziskas, ze b — 1 je &tverec, a pak
uz umis vse doresit pomoci mezer mezi ¢tverci.

Hint 36. Necht f(z,) = 2", pak se podivej na &, deg f —22». Jakmile narazi$ na konstantu,
muzes vyvodit rovnost polynomi a najit prili§ mnoho koreni.

Hint 37. lim,o " = 0.

Hint 38. 3 ;1 > 020 -

Hint 39. Upravuj nerovnost valuaci a rozmysli si, které ¢leny jsou podstatné.

Hint 40. Valuace kombinac¢niho ¢isla se dd poznat z ciferného zapisu. Nepfipomind to v tu
chvili nékterou tlohu?

Hint 41. Najdi dost velkou mnozinu prvocisel S takovou, Ze pro kazdé p € S nema p — 1
zadné délitele z S. K tomu pomiize prvociselna véta.

Hint 42. ¢(27) = 27, g(169) = 26. Nedovedeme je néjak prendsobit, aby se dostali vedle
sebe a hodnota g se pfitom nezménila?

Hint 43. Toto bude hint k feSeni, které znam ja — nevylucuji, Zze existuje jednodussi.
Néavodné situace: co kdybychom tlohu fesili jen pro bezétvercovd n? Najednou to bude
mnohem snazsi, a pritom bezétvercovych ¢isel je docela hodné. Zobecni tuhle myslenku
tak, aby fungovala pro libovolné malé ¢.
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