Zbytky a mocnéni

KuBA SvoBODA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje ndvod na feseni olympiddni teorie ¢isel pomoci kon-
gruenci a také uvadi zakladni véty z teorie ¢isel, malou Fermatovu vétu, Wilsonovu
vétu a Eulerovu vétu. Je zde také spousta prikladii na procviceni.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, pracujeme s celymi é&isly.

Definice. Skuteénost, ze a = b- k, tedy a je nasobek b, miuzeme vyjadiit jako b | a
a fikame b déli a.

Definice. Skutecnost, Ze p | a—b, zna¢ime a = b (mod p) a Fikdme a je kongruentni
s b modulo p.

Definice. Mmnozinu ¢isel nazyvame tuplnou sadou zbytkd modulo n, pokud kazdy
zbytek modulo n je kongruentni s alespon jednim prvkem z mnoziny.

Tvrzeni. {0,1,...,p—1}={a-0,a-1,...,a-(p—1)}, proa £ 0 (mod p)

Véta. (Mala Fermatova) Bud p prvoéislo a a ¢islo s nim nesoudélné, potom
a?” ' =1 (mod p).
Véta. (Wilsonova) Bud p prvoéislo, potom

(p—1D!'=-1 (mod p).

Véta. (Eulerova) Bud a nesoudélné s n a ¢(n) podet ¢isel mensich neZ n nesou-
délnych s n. Potom

i a?™ =1 (mod n).

Ulohy

Uloha 1. Najdéte pro n > 1 a celoéiselné x viechna fefeni (n — 1)! =z (mod n).
Uloha 2. Vysetiete, jak se chova (”~') modulo p pro viechna mozna a.

Uloha 3. Necht P(z) = 523 + 132° + 9az. Najdi nejmensi a takové, ze P(z) je
deélitelné 65 pro kazdé . (Irsko 2000)

Uloha 4. Najdi vSechna kladné n, pro ktera je n! + 5 ¢tverec.
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Uloha 5. Necht p > 5 je prvoéislo a ¢slo n je tvofeno p — 1 jednickami v soustavé
o zékladu p + 6. Dokazte, Ze p | a.

Uloha 6. Najdi viechna prvoéisla p a ¢ takova, ze p +q = (p — ¢)*.
(Rusko 2001)

Uloha 7. Dokazte, Ze existuji pravé tii nejvyse n-ciferné pfirozené ¢isla a takova,
ze
a*=a (mod 10™).
(MKS 24-5-5)

Uloha 8. Ukaz, ze pro riizna prvocisla p a ¢ plati
p? 4¢P =1 (mod pq).

Uloha 9. Zjisti, pro ktera pfirozena n plati, ze n | 3™ — 2™, (MKS 17-7-4)

Uloha 10. Uvazujme posloupnost aj, as, ... definovanou vztahem a,, = 6™ + 3" +
2™ — 1. Urcete vSechna prirozené cisla, ktera jsou nesoud€lna s kazdym c¢lenem této
posloupnosti. (IMO 2005)

Uloha 11. Dokaz, Ze pro kazdé x a kazdé y, z,w liché plati 17 | 2%~ — a¥".
(Irsko 2005)

Uloha 12. Pro liché prvoéislo p dokazte

—1\"7? 2o
1p2+2p2+...+(‘1)2> = (mod p).

(iKS 2012-N3)
Uloha 13. Dokaz, 7e pro kazdé sudé piirozené n plati, ze n? — 1 déli 2™ — 1.
Uloha 14. Dokazte, Ze pokud je 4™ +2" + 1 prvoéislo, potom je n mocnina trojky.

Uloha 15. Uréete hodnotu vyrazu 1-2714+2.371 +... +(p—2)-(p—1)"! (mod p)
pro libovolné p. (MKS 24-5-7)
Uloha 16. Miizeme najit piirozené éislo n délitelné pravé 2015 prvoéiselnymi dé-
liteli takové, ze n | 2™ + 17 (IMO 2000)

Uloha 17. Dokaz, ze 20052°%° je soucet dvou &tverctl, ale ne soucet dvou tietich
mocnin.

(Irsko 2005)

Uloha 18. Definujme a; = 2, a,, = 2%*-1. Dokaite, #e pro vSechna n > 1 plati
n|a, — anp_1. (7KS 2012-N5)

- . . , Ve ;v v n n m mo,
Uloha 19. Necht je a liché pfirozené &islo. Dokaz, ze a®" + 22" a a?  + 22" jsou
pro vSechna piirozend n # m nesoudélna.
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