Zaklady kombinatoriky
|

Eva Ondrackovd

Cilem této prednasky je shrnout a rozsifit vase znalosti stfedoskolské kombinato-
riky. Uvedeme si nékteré zakladni pojmy a fadu tvrzeni, kterd vam mohou byt casto
k uzitku.

Variace, permutace, faktorial

Pravidlo. (kombinatoricky sou¢in)  Poéet usporddanych k-tic, jejichz prvni élen lze
vybrat nj zpasoby, druhy po vybéru prvniho ny zptsoby atd. az k-ty po vybéru vsech
predchozich nj zplsoby, je roven ning - - - ny.

Tvrzeni. Necht n € Ny, m € N. Podet vSech zobrazeni z n-prvkové mnoziny do
m-prvkové mnoziny je m".

Tvrzeni. Libovolna n-prvkova mnoZina mé pravé 2" podmnoZin.

Tvrzeni. Necht n, m € Ny. Pocet vSech prostych zobrazeni n-prvkové mnoziny do
m-prvkové mnoziny je m(m —1)---(m —n+1).

Definice. (variace) k-clennd variace z n proki je uspofddand k-tice sestavend z téch-
to prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Variace muzeme také chipat jako prosta zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové.
Potom nikoho nepfekvapi, ze jejich pocet je n(n —1)(n —2)--- (n — k +1).

Definice. (permutace)  Permutace z n prvki je kazdd n-¢lennd variace z n prvka.

Rovnéz permutace lze chapat jako zobrazeni. Protoze variace jsou prostd zobrazeni,
budou prosté i permutace. Je-li zobrazeni z néjaké n-prvkové mnoziny M; do n-
prvkové mnoziny My prosté, musi byt i na (kazdy prvek My ma v Mj sviij vzor). Jde
tedy o bijekci. Dédle budeme uvazovat zejména bijekce mnoziny {1,2,...,n} do sebe,
budeme tedy mluvit o permutaci mnoziny {1,2,...,n}.

Kolik je takovych permutaci? Pouzitim vztahu pro variace dostaneme, ze jich je
nn—1)(n-2)---1.

Definice. Pron > 0 budeme ¢islo n(n—1)(n—2) - - - 1 znacit n! a nazyvat n faktoridl.
Specidlné je 0! = 1.
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Definice. (inverze permutace, cyklus permutace) Bud 7 néjakd permutace mnoziny
{1,2,...,n}. Rekneme, %e dvojice (i,j) € {1,2,...,n} x {1,2,...,n} je inverze ,
pokud ¢ < j a zéroven (i) > 7 (j).

Cyklem 7 nazveme posloupnost (i1,12,...,%) C {1,2,...,n} takovou, Ze iq # i} pro
a#bamn(iy) =io, (ie) =13, ..., w(ix) = i1.

Kombinace, kombinacni €isla a binomicka véta

Definice. (kombinace) k-célennd kombinace z n prvki je neuspoiddand k-tice sesta-
vena z téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Jak jisté kazdy vidi, kombinace predstavuje k-prvkovou podmnozinu n-prvkové mno-
ziny.

Definice. (kombinaé¢ni ¢islo)  Necht n > k jsou nezdpornd celd cisla. Kombinacni
¢islo (binomicky koeficient) (Z) (¢teme ,en nad kd“) je definovdno vzorcem (Z) =

n(n—=1)---(n—k+1) _ n!
K! — Kkl(n—k)!"

Definice. Necht X je mnozina a k nezdporné celé ¢islo. Symbolem ()k() budeme
znacit mnozinu vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny X.

Tvrzeni. Pro kazdou konecnou mnozinu X plati ’()k()‘ = (‘)k(l).

Tvrzeni. (nékteré vlastnosti kombinac¢nich ¢isel)  Necht n, k < n € Ny. Potom plati

n
Véta. (binomické) Pron € Ng plati (1+2)" = 3. (7).
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-~ace” s opakovanim, multinomicka véta
Definice. (variace s opakovanim) k-élennd variace s opakovdnim z n prvki je uspo-
fadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy je v ni nejvyse k-krat.

Jde opét o zobrazeni k-prvkové mnoziny do nm-prvkové, ale tentokrat nemusi byt

prosté. Podle toho, co jsme uz ukézali, je jejich pocet roven n*.

Definice. (permutace s opakovanim) Permutace z n prvki, které se opakuji k1, ... ,
kn krat, je usporadana n-tice, v niz jsou jednotlivé prvky zastoupeny k1, ... , kn krat.

Tvrzeni. Pocet takovych permutaci je roven Wk;‘|—kf

Definice. (multinomicky koeficient)  Cislo z pfedchoziho tvrzeni nazyvame multino-
micky koeficient a znac¢ime (kl.an... k,,)'

Véta. (multinomickd) Pro libovolnd éisla x1,...,2m € R a libovolné celé n > 1
plati rovnost
n
(@1+z2+ - +an)" = Z ek
k _ k17k27--~7kn
1+ +km=n
k1,...;km >0

Definice. (kombinace s opakovanim) k-élennd kombinace s opakovdnim z n pruki
je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvki tak, ze kazdy je v ni nejvyse k-krat.

Tvrzeni. Pocet k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvki je (”+,§_1).

Princip inkluze a exkluze

Véta. (Princip inkluze a exkluze)  Pro kazdy soubor koneénych mnozin A, ..., An
plati
n n
Jal=> oy 0
i=1 k=1 re(t2y oy liel '
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