Zakladni véty z teorie Cisel

MarTIN CECH

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje zdkladni poznatky z teorie ¢isel véetné Malé Fer-
matovy, Wilsonovy a Eulerovy véty. Déle obsahuje nékolik tloh na jejich pouzivani
v praxi.
Umluva. Nebude-li fedeno jinak, vSechny nize uvedené proménné jsou z oboru
celych cisel.

Na prednasce si ukdzeme zakladni metody pouzivané pri feSeni uloh z teorie
¢isel, které se vyskytuji v riznych olympiddach a dalsich matematickych soutézich.
Neobejdeme se vSak bez nejnutnéjsi teorie.

Trocha teorie

Definice. Rekneme, Ze ¢islo a je délitelem &isla b, pokud existuje ¢islo k takové,
ze plati k - a = b. Tuto skutecnost zapisujeme a | b.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro nenulové ¢isla a, b, ¢, d plati:
(1) 1 | a,
2) a|a,
3) a0,
4) pokud a |bab]|c, potom a | ¢,
) pokud a | baa|c, potom a | kb+ lc pro libovolna ¢isla k, I,
) pokud a | b a ¢ | d, potom ac | bd,
) pokud a | b, potom |a| < |b| (specidlné pokud navic b | a, potom |a| = [b]).
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Tvrzeni. (Déleni se zbytkem) Pro kazdd dvé ¢isla m a n existuje pravé jedna
dvojice nezapornych celych ¢isel k a r takovych, ze r < m an = km + r. Rikdme,
ze Cislo n ddvd po déleni m zbytek r.

Definice. (Kongruence) Rikame, 7e ¢isla a, b jsou kongruentni modulo d, pokud
dévaji po déleni ¢islem d stejny zbytek (tj. pokud d | @ — b). Tuto skuteénost zapi-
sujeme a = b (mod d).

Cviceni. Rozmyslete si, ze plati nasledujici zakladni vlastnosti kongruenci:

(1) a =0 (mod m) pravé tehdy, kdyz m | a,
1



ZAKLADNI VETY Z TEORIE CISEL

(2) pokud a = b (mod m), potom ¢ +k = b+ k (mod m) a ak = bk (mod m)
pro libovolné k,

(3) pokud a =b (mod m) a b =c¢ (mod m), potom a = ¢ (mod m),

(4) pokud @ = b (mod m) a ¢ = d (mod m), potom a + ¢ = b+ d (mod m) a
ac = bd (mod m).

Definice. Prirozena cisla, kterd maji pravé dva kladné délitele, nazyvame prvo-
cisla.
Definice. Je-li p prvocislo, mnozinu ¢isel 0,1, ..., p — 1 nazyvame mnoZinou zbytki
modulo p.

Prvocisla hraji zadsadni roli v teorii ¢isel, hlavné diky nasledujicim tvrzenim:
Tvrzeni. Jestlize p | ab, kde p je prvocislo, potom p | a nebo p | b.
Tvrzeni. (Prvociselny rozklad) Kazdé pfirozené ¢islo Ize jednoznacné az na pofadi
¢initelt vyjadrit jako soucin prvocisel.
Tvrzeni. Prvocisel je nekone¢né mnoho.

Pred slibovanymi vétami prichézi dilezité tvrzeni, které bude hrat zasadni roli
v jejich dikazech.

Tvrzeni. (StéZejni) Je-li p prvocislo a a ¢islo, které neni délitelné p, potom

{a (mod p), 2a (mod p), ..., (p — 1)a (mod p), pa (mod p)},

kde zdpis b (mod p) znamend zbytek b po déleni p, je mnozinou zbytku modulo p.

Predchozi tvrzeni fika, ze kdyz pocitdme modulo prvocislo p, mizeme délit li-
bovolnym nenulovym ¢islem (kde nenulovym myslime nenulovym modulo p, tedy
nedélitelnym p).

Nyni ptichazeji slibované véty:

Véta. (Mala Fermatova véta) Je-li p prvocislo a a ¢islo nedélitelné p, potom

a*' =1 (mod p).

Pro jeji dikaz stac¢i vynasobit vSech p — 1 kongruenci z predchoziho tvrzeni.

Véta. (Wilsonova véta) Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz

1-2.--(p—2)-(p—1)=(p—-1)!'=-1 (mod p).
Vyzbrojeni témito vétami se uz mizeme vrhnout na feseni tloh!
Ulohy

Uloha 1. Je-li p prvocislo, dokazte, ze p | ab? — baP pro vSechna é&isla a, b.
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Uloha 2. Bud p prvoéislo a n takové &islo, Ze p | 4n? + 1. Dokazte, Ze potom p = 1
(mod 4).

Vysledek pfedchozi tlohy se d& pouzit k dokézani existence nekoneéné mnoha
prvocisel tvaru 4k + 1. Staci pro spor predpokladat jejich koneéné mnozstvi a vzit
za n jejich soudin.

Uloha 3. Budte A = {CLl, ag, ... ,a101} aB= {bl, b2, ceey blOl} HlIlOiiIly vSech pfl—
rozenych ¢isel od 0 do 100 (v libovolném potadi). Mize i C' = {a1b1 (mod 101), azbs
(mod 101),...,a101b101 (mod 101)} obsahovat v8echna ptirozend ¢éisla od 0 do 1007

Uloha 4. M¢éjme danou posloupnost a,, = 2" 4+ 3" + 6" — 1. Najdéte viechna
prirozend cisla, ktera jsou nesoudélna s kazdym ¢lenem této posloupnosti.
(IMO 2005)

Zobecnéni Malé Fermatovy véty

Malé Fermatova véta se d& pouzit, pouze pokud pocitdme modulo prvocisla. V této
kapitolce si ukdzeme, Ze se dé zobecnit i pro slozena ¢isla.

Definice. Cisla a, b nazyvame nesoudélnd, pokud zadné prvoéislo nedéli obé z nich
(tj. pokud jediny jejich spoleény délitel je 1). Pro p¥irozené ¢islo n znadi ¢(n) pocet
nezapornych ¢isel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélné.

Vsimnéte si, ze je-li n prvoéislo, potom ¢(n) = n — 1. Budeme nyni postupovat
podobné jako pfi dikazu Malé Fermatovy véty. Nejprve si ukdazeme tvrzeni obdobné
stézejnimu tvrzeni z predchozi kapitoly, ze kterého potom obdobné dokazeme zobec-
néni Malé Fermatovy véty.

Tvrzeni. Je-li n pfirozené cislo, A = {ai,...,a,0)} je mnozZina nezipornych ¢i-
sel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélnd, a a € A, potom {aa; (mod n),aas
(mod n),...,aa,(,) (modn)} = A.

Po vynésobeni p(n) kongruenci z pfedchoziho tvrzeni dostaneme:

Véta. (Eulerova véta) Je-li n piirozené ¢islo a a piirozené Cislo nesoudélné s n,
potom
a?™ =1 (mod n).

Nyni ptichazeji dalsi tilohy na procviceni:
Uloha 5. Najdéte vsechna pfirozena éisla n takova, ze n | 3™ — 2",

(MKS, 17. ro¢nik)

Uloha 6. Ukaite, Ze pro kazda dvé nesoudélna pfirozend éisla a, b existuji p¥iro-
zend Cisla m, n takova, Ze a™ + b™ =1 (mod ab).

Uloha 7. Méjme danu posloupnost a,, = na+b, kde a, b jsou nesoudélné p¥irozena
¢isla. Dokazte, ze kdykoliv dostanete nekonec¢nou podmnozinu ¢lenti posloupnosti a,,
a prirozené Cislo NV, umite najit alesponi N prvku této podmnoziny, jejichz souéin je
¢len posloupnosti a,,.
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