Zajimavé funkce
| Alexander ,,Olin* Sldvik

ABSTRAKT. Prispévek uvadi pfiklady funkci v redlnych éislech, které se v mnoha
ohledech vymykaji intuitivnim pfedstavam o funkcich. Zejména je diskutovana
spojitost.

Uvod

Jaké znate ze skoly riizné funkce? Linearni a kvadratické? Ci snad i exponencialni,
logaritmické a goniometrické? Svét funkci v redlnych ¢islech ale je mnohonéasobné
vétsi — podivame se na nékteré jeho zajimavé obyvatele a jejich vlastnosti, zejména
(ne)spojitost.

Spojitost

O spojitosti a spojitych funkcich jste uz asi zaslechli, i kdyz asi ne ve skole. Bézné
uvadénd intuitivni ,definice” zni: ,,Funkce je spojita, kdyz jeji graf jde nakreslit
jednim tahem.“ Jako iivodni pfedstava to mozné postaci, ov§em z matematického
pohledu nam vlastné toto tvrzeni mnoho nerikd — neni totiz viibec jasné, co to
vlastné znamend ,nakreslit jednim tahem*. Pro dalsi praci tedy budeme potfebo-
vat formalni definici.

Definice. (mozna ponékud désiva) Rekneme, 7ze funkce f je spojitd v bodé a,
pokud ke kazdému kladnému ¢islu e existuje kladné ¢islo § tak, Ze nerovnost

[f(z) = fla)] <e
je splnéna pro vSechna x, pro néz plati
|z —al <.

Na prednaSce si ukazeme trochu néazornéji, co toto trochu nejasné tvrzeni
vlastné znamenad, a presvédcéime se, Ze nékteré ,bézné“ funkce jsou vskutku spojité.

Priiklad. Funkce f(z) = z je spojitd ve v8ech bodech svého definiéniho oboru
(tedy R).

Priklad. Funkce f(z) = |z| (dolni celd ¢ast ¢isla x) je spojita ve vech redlnych
¢islech s vyjimkou celych cisel.

KLi¢OVA sLovA. funkce, spojitost, monoténnost, protiptiklad
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Piiklad. (Dirichletova funkce) Funkce f definovand predpisem
1 pokud z € Q
flz) = 3
0 jinak
neni spojita nikde.

Dirichletova funkce dobie ukazuje, jak je oSemetné spoléhat se na grafickou
predstavu o funkcich — jeji graf asi tézko nékdo nékdy ,nakresli“. Od takto na-
definované funkce by se i dalo Cekat, Ze to s jeji spojitosti nebude moc slavné.
Nasledujici priklad vsak ukazuje, Ze i zdanlivé  divoka“ funkce muze byt nékde
spojita:

Priklad. (Riemannova funkce) Funkce f definovana pfedpisem
L pokud z € Q, z = %, NSD(p,q) =1
flz) =

q
0 jinak
je spojita ve vSech iracionalnich ¢islech, v racionalnich neni.

Vlastnosti funkci

Funkce, které jsou spojité ve vSech bodech néjakého intervalu, se v mnoha ohledech
chovaji hezky (alespoii v tom intervalu). Jednou z jejich pfijemnych vlastnosti je
takzvané ,nabyvani mezihodnot*:

Véta. Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b) a plati f(a) < f(b). Potom
pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje takové x € (a,b), ze f(x) =y.

7 grafického nazoru bychom mohli pfedpokladat, Ze funkce s touto vlastnosti
uz automaticky musi byt i spojitd. Ukédzeme si vSak, ze opak je pravdou.

Priklad. Funkce f definované piedpisem
sin1  pokud z # 0
)= {

z
0 pokud x =0

neni spojitd v nule, avSak na libovolném intervalu (byt obsahujicim nulu) mé

vlastnost ,nabyvani mezihodnot“.

Podivejme se na jednu jesté podivuhodnéjsi funkci. Pro jednoduchost se ome-
zime na interval (0, 1).

P¥iklad. Necht se ¢&islo x € (0,1) zapise v desitkové soustavé’ jako z = 0,aias

asay . . .. Funkci f definujeme nasledujicim predpisem:
0,a2n02n4202n+4 ... pokud je ¢islo 0,ajasas ... raciondlni
flz) = i
0 jinak,

"Tento zapis bohuzel neni jednoznaény, jak se muZeme piesvédéit napf. na skuteénosti, ze
1=0,999.... Pro ucely sestrojeni této funkce vsak nezalezi na tom, ktery z moznych zapisu cisla
pouzijeme.
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pri¢emz v prvnim pfipadé je n definovano tak, ze ¢islem ag, 1 zacind prvni perioda
v zapisu ¢isla 0,a1asas . . . . Tato funkce nabyva na kazdém (jakkoliv malém!) inter-
valu vSech hodnot z intervalu (0,1). Mimo jiné méa tedy také vlastnost ,nabyvani
mezihodnot®.

Podivame se je$té na to, jak jde dohromady spojitost s monoténnosti®. Cekayji
nas dvé funkce nesouci jména vyznamnych matematiku.

Priklad. (Cantorova funkce) Pracujme opét pouze na intervalu (0,1). Stejné
jako v predchozim piikladu, vyuzijeme zéapis ¢isla * = 0,a1a2as ..., tentokrat
ovSem v trojkové soustavé. V téch Cislech x, které 1ze zapsat bez pouziti Cislice 1,
nadefinujeme funkéni hodnotu

ay as as aq
f(x):§+2—3+2—4+§

_|_ s

jinak feceno, vSechny dvojky nahradime jednickami a vysledek ,precteme” jako
¢islo ve dvojkové soustave. V éislech, v jejichz trojkovém zapisu se néjaka jednicka
vyskytuje, postupujeme tak, Ze za prvni jednickou vSechny cifry pfepiSeme na nuly,
zbyvajici nenulové ¢islice nahradime jednickami a opét se na vysledek podivame ve
dvojkové soustavé. Takto sestrojend funkce f je na celém intervalu (0, 1) neklesajici
a spojita, plati f(0) =0 a f(1) = 1, ovSem pokud secteme délky vSech intervald,
na kterych je konstantni (to je tfeba <%, %) nebo <%, %)), dostaneme jednicku — kde
tedy tato funkce tak narostla?

Priklad. (Bolzanova funkce) Nez zkonstruujeme findlni produkt, budeme po-
tFebovat nadefinovat pomocné funkce. Funkci f; definujeme jako fi(z) = |z| pro
|z| < I a pro zbytek realnych &isel periodicky: fi(z +m) = fi(z) pro vSechna
r € Ram € N. Pron > 1 pak bude f,(x) = 47"+ . f1(4" 1z). Grafy téchto
funkci vypadaji jako ¢im dal vice se zjemnujici ,pily“. Funkci f pak definujeme
jako

f(x) = fi(x) + fa(x) + f3(x) + fa(z) +---

Na pravé strané mame soucet nekone¢né mnoha funkci, coz je pomérné kompliko-
vany objekt. BohuZel se budeme muset bez formalnich dikazt spokojit s faktem,
ze takto je funkce f korektné definovana pro vSsechna z € R a je dokonce vSude spo-
jita. Na prednéasce si ale dokaZeme, Ze tato funkce neni na zadném (opét libovolné
malém!) intervalu monoténni.

Pokud ndm na prednasce zbude néjaky c¢as, moznéd se podivame i na néco
dalsiho — v galerii zajimavych redlnych funkci jesté zbyvaji mnohé dalsi skvosty!

8To jest jestli je funkce rostouci, klesajici, neklesajici & nerostouci.
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