
Zajímavé funke

Mihal Bene¹

V na¹í pøedná¹e se sie nebudeme zabývat ¾ádnými komplikovanými problémy, pøesto

bude potøeba vyu¾ívat nìkteré pojmy, na které pravdìpododobnì nejste zvyklí. V prv-

ní èásti tedy pro jistou zavedu základní pojmy z metrikýh a topologikýh prostorù,

které jsou pro studium vlastností funkí zela nezbytné, druhou èást vìnuji studiu

spojitýh funkí, tøetí zejména obrázkùm, které budou v podání laserové tiskárny

vypadat urèitì lépe ne¾ ty, které jsem shopen kreslit po tabuli.

Ètenáøi se omlouvám za nadmìrnou struènost, je¾ je zpùsobena snahou vejít se

do minimálního poètu stránek.

Úvod do metrikýh a topologikýh prostorù

Uva¾ujme libovolnou mno¾inu M a funki % : M � M ! [0;1), která dvojiím

bodù z M pøiøazuje nezáporné èíslo (jejih vzdálenost). Jestli¾e tato funke splòuje

po¾adavky

(i) %(x; y) = 0 tehdy a jen tehdy, kdy¾ x = y,

(ii) %(x; y) = %(y; x) pro libovolná x, y z M ,

(iii) %(x; z) � %(x; y) + %(y; z) pro libovolná x, y, z z M (trojúhelníková nerov-

nost),

nazýváme ji metrikou. Dvojii (M;%) nazýváme metrikým prostorem. Symbolem

B

r

(x) rozumíme otevøenou kouli o polomìru r a støedu x (z anglikého ball), tj.

mno¾inu bodù y z M , pro které je %(x; y) < r. Symboliky to lze zapsat takto:

B

r

(x) = fy 2 M j %(x; y) < rg. Správnì byh je¹tì mìl uvést, v jakém metrikém

prostoru praujeme. Bod xmù¾e nále¾et víe mno¾inám a naví i jedna mno¾ina mù¾e

být opatøena víe metrikami (které dávají rozdílné koule). V dal¹ím textu ale nebude

hrozit nedorozumìní, proto se touto otázkou nebudu dále zabývat.

Dal¹ím dùle¾itým pojmem je okolí bodu. Øekneme, ¾e mno¾ina O �M je okolím

bodu x, pokud pro nìjaké " kladné platí B

"

(x) � O. Rozmyslíte-li si, o tato de�nie

øíká, hned pohopíte, proè se takové mno¾inì øíká okolí. Symbolem O(x) znaèíme

systém v¹eh okolí bodu x.

Neménì dùle¾itým pojmem je limita posloupnosti. Mìjme posloupnost x

1

, x

2

,

x

3

, : : : Øekneme, ¾e tato posloupnost konverguje k bodu x, pokud ke ka¾dému okolí

O 2 O(x) existuje n takové, ¾e x

n

; x

n+1

; x

n+2

; : : : v¹ehna le¾í v O. Rozmyslete si

souvislost s tradièní "-ovou de�nií!

Nyní de�nujme otevøené mno¾iny. Øekneme, ¾e mno¾ina G � M je otevøená,

pokud pro ka¾dé x 2 G existuje O 2 O(x) tak, ¾e O � G. Proè se otevøeným mno-

¾inám øíká otevøené, pohopíme, a¾ si uvedeme nìkolik pøíkladù, nebo a¾ de�nujeme
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uzavøené mno¾iny. Oznaème je¹tì G systém v¹eh otevøenýh mno¾in v M . Hned je

vidìt ¾e platí

(i) ; 2 G , M 2 G ,

(ii) je-li fG

�

g

�2�

koneèný systém otevøenýh mno¾in, pak také

T

�2�

G

�

je

otevøená,

(iii) je-li fG

�

g

�2�

libovolný systém otevøenýh mno¾in, pak také

S

�2�

G

�

je

otevøená.

Formulkami

T

�2�

G

�

, resp.

S

�2�

G

�

nemáme na mysli ni jiného, ne¾ prùnik, resp.

sjednoení mno¾in G

�

. Dvojii (M;G ) splòujíí podmínky (i), (ii), (iii) se øíká to-

pologiký prostor. Topologiké prostory jsou pojem obenìj¹í ne¾ prostory metriké.

S ka¾dým metrikým prostorem je toti¾ pøirozeným zpùsobem svázán prostor topolo-

giký (viz de�nie otevøené mno¾iny vý¹e), naopak to ale neplatí. Existují topologiké

prostory, které nelze metrizovat (nelze najít metriku tak, aby si otevøené mno¾iny

z metriky i z topologie odpovídaly). Doká¾ete nìjaký vymyslet? Takovými problémy

se ale trápit nebudeme, nebo» dále se budeme zabývat jen prostory s metrikou.

Uzavøenou mno¾inou nazveme libovolnou F � M takovou, ¾e M n F (prvky

z M nenále¾ejíí F ) je mno¾ina otevøená. Pro uzavøené mno¾iny se dají formulovat

podobné zákony jako pro mno¾iny otevøené. Vezmeme-li x

1

; x

2

; x

3

; : : : posloupnost

prvkù z uzavøené mno¾iny F konvergujíí k x 2 M , pak nutnì x 2 F . To je dùvod,

proè se F zve uzavøená | nelze z ní utéi konvergentními posloupnostmi.

Nyní nìkolik pøíkladù. Na pøíme jsou uzavøené intervaly uzavøené mno¾iny a

otevøené intervaly otevøené mno¾iny; polouzavøené intervaly [a; b) nejsou ani jedno.

V rovinì je ètvere uzavøená mno¾ina, zatímo ètvere bez obvodu otevøená. Pokud

vezmeme za M mo¾inu raionálníh èísel, za %(x; y) absolutní hodnotu rozdílu x�y a

za F mno¾inu raionálníh èísel men¹íh ne¾ �, pak je F otevøená i uzavøená mno¾ina.

Kompaktní mno¾iny lze v metrikýh prostoreh de�novat dvìma zpùsoby:

(i) Mno¾inu K �M nazveme kompaktní, pokud z ka¾dé posloupnosti x

1

, x

2

,

x

3

, : : : prvkù K lze vybrat podposloupnost x

n

1

; x

n

2

; x

n

3

; : : : konvergujíí

k prvku x 2 K.

(ii) Mno¾inu K �M nazveme kompaktní, pokud z ka¾dého systému fG

�

g

�2�

otevøenýh mno¾inK �

S

�2�

G

�

lze vybrat koneèný podsystém fG

�

g

�2�

0

takový, ¾e K �

S

�2�

0

G

�

.

Obì tyto de�nie jsou ekvivalentní. V eukleidovskýh prostoreh (kterými se budeme

zabývat) platí jednoduhá harakterizae. Kompaktní jsou zde ty mno¾iny, které jsou

uzavøené a souèasnì omezené (tj. vejdou se do nìjaké koule B

r

(x) ).
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Funke spojité

Buïte M , N dva metriké prostory a f : M ! N funke. Pro A � M znaème f(A)

mno¾inu bodù z N , které jsou tvaru f(x) pro nìjaké x 2 A. Pro B � N znaème

f

�1

(B) mno¾inu takovýh bodù x 2M , pro které je f(x) 2 B. Nyní jsme pøipraveni

k de�nii spojité funke. Opìt uvedeme víe ekvivalentníh variant. Øekneme, ¾e

f :M ! N je spojitá, pokud platí jedna z podmínek:

(i) Pro ka¾dou posloupnost x

1

; x

2

; x

3

; : : : prvkùM konvergujíí k x konverguje

posloupnost f(x

1

); f(x

2

); f(x

3

); : : : k f(x).

(ii) Pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G � N je f

�1

(G) otevøená.

(iii) Je-li y = f(x), pak pro ka¾dé O

N

2 O(y) existuje O

M

2 O(x) tak, ¾e

f(O

M

) � O

N

.

Z de�nie (ii) kompaktnosti a de�nie (i) spojitosti snadno doká¾eme, ¾e pro f

spojitou a K kompatní je také f(K) kompaktní.

Funke zajímavé

Cesarova funke

Neh» a

1

; a

2

; a

3

; : : : je dvojkový rozpis èísla x�bx (desetinná èást x). De�nujme

f(x) = lim

n!1

a

1

+a

2

+���+a

n

n

, pokud tato limita existuje, f(x) = 0 jinak. Nyní je f

funke, která zobrazuje libovolnì malý interval na elý [0; 1℄. Jak vidíme, nespojité

funke mohou být velmi þdivokéÿ.

Peanova køivka

Peanova køivka je spojitá funke f : [0; 1℄! R

2

taková, ¾e f([0; 1℄) je elý ètvere

[0; 1℄� [0; 1℄. To ukazuje, ¾e i spojité funke mohou být velmi þdivokéÿ. Na obrázíh

máme postupné aproximae f

1

, f

2

, f

3

, f

4

funke f .

Na obrázku jsem zámìrnì funke nekreslil pøesnì, aby byl rozpoznat jejih prù-

bìh v þuzlovýhÿ bodeh. Funki f dostaneme jako f(x) = lim

n!1

f

n

(x). Existuje

spojitá funke, která zobrazuje [0; 1℄ na elou rovinu? Nikoliv: [0; 1℄ je toti¾ kompakt,

a tedy jeho spojitý obraz musí být tedy opìt kompakt. Ale þmen¹íÿ interval [0; 1)

spojitì na elou rovinu zobrazit lze | není to paradoxní?
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Bolzanova funke

Zajímavou otázkou, kterou mù¾eme zkoumat, je souvislost derivae a spojitosti.

Ji¾ Bernard Bolzano (1781{1848) nalezl funki spojitou, která nemá nikde derivai.

Bolzanova my¹lenka byla postupné lámání fune y = x na intervalu [0; 1℄. Opìt kres-

lím èásteèné aproximae tzv. Bolzanovy funke:

Na druhém a tøetím obrázku jsou teèkovanì pro srovnání nakresleny pøede¹lé

aproximae. Mimohodem, dùkaz toho, ¾e takto vzniklá funke skuteènì nemá nikde

vlastní derivai, je pomìrnì praný. Lze dokone þvyrobitÿ spojitou funki, která nemá

nikde ani jednostrannou derivai, a to ani nevlastní. Pøíklad vymyslel A. Besikovith

v roe 1925.

Weierstrassova funke

Známìj¹í ne¾ Bolzanova funke je u nás funke Weierstrassova. Také toto je

spojitá funke, která nemá nikde derivai. Vznikne jako souèet funí f

n

, kde f

n

je

þpilaÿ. Sna¾¹í, ne¾ to formálnì popisovat, je pøíslu¹né funke nakreslit. Na obrázíh

jsou teèkovanì nakresleny funke f

n

a plnì èásteèné souèty f

1

+ f

2

+ � � � + f

n

n = 1 n=2 n=4 n=7

Ani u této funke není zela triviální dokázat, ¾e nemá nikde derivai.

Cantorova funke

V na¹em seznamu nesmí hybìt jedna z nejzajímavìj¹íh funkí, funke Canto-

rova. Nejprve se jemnì zmíním o tzv. Cantorovì diskontinuu. Oznaème C

0

interval

[0; 1℄. Z prostøedka tohoto intervalu odstraníme otevøený interval délky 1=3, dosta-

neme dva intervaly [0; 1=3℄, [2=3; 1℄, sjednoení tìhto intervalù oznaèíme C

1

. Dále

postupujeme analogiky. C

k

se skládá z 2

k

uzavøenýh intervalù délky 1=3

k

, z ka¾-

dého z tìhto intervalù odstraníme prostøední tøetinu, èím¾ obdr¾íme mno¾inu C

k+1

.

Mno¾ina C =

T

1

k=1

C

k

se zove Cantorovo diskontinuum.

Cantorovo diskontinuum je kompakt. Platí velmi zajímavá vìta, ¾e ka¾dý kom-

pakt je spojitým obrazem Cantorova diskontinua. Hned je tedy vidìt, ¾e ka¾dý oblou-
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kovì souvislý kompakt (ka¾dé dva jeho body lze spojit spojitou køivkou) je obrazem

intervalu [0; 1℄ | obloukovou souvislost pohopitelnì potøebujeme na þpøekonáváníÿ

dìr vzniklýh odstraòováním intervalù z [0; 1℄ (Cantorovo diskontinuum je velmi þdì-

ravéÿ). Tady si vzpomeòte na Peanovu køivku.

Cantorova funke vznikne tak, ¾e na i-tém intervalu odstraòovaném v k-tém

kroku pøedepí¹u hodnotu f(x) =

2i�1

2

k

. V bodeh Cantorova diskontinua funki do-

de�nuji tak, aby byla spojitá. Opìt je obrázek lep¹í ne¾ dlouhé vysvìtlování.

Cantorova funke je neklesajíí na intervalu [0; 1℄, a její

derivae je skoro v¹ude nulová | tj. je nulová a¾ na body

C, o¾ je ale mno¾ina nulové míry (spoèítejme si elkovou

délku odstranìnýh intervalù). Pøesto platí f(1) � f(0) = 1.

Vzdejme se tedy my¹lenky, ¾e by integrál derivae Cantorovy

funke mohl zpìt rekonstruovat Cantorovu funki. V teorii

Lebesgueova integrálu dokone pro Cantorovu funki platí

Z

x

0

f

0

(x)d� = 0 x 2 [0; 1℄:

Dal¹í zajímavostí této funke je, ¾e, aè spojitá, zobrazuje nìkteré mìøitelné mno¾iny

na mno¾iny nemìøitelné (to je poznámka pro ty, kteøí se ji¾ setkali s teorií Lebesgueovy

míry).

Volterrova funke

OznaèmeD

0

interval [0; 1℄, tentokrát v¹ak nebudeme odstraòovat intervaly délky

1=3

k

, ale délky 1=4

k

. Tím dostaneme diskontinuum D =

T

1

k=1

D

k

kladné míry. Na

ka¾dém z odstranìnýh intervalù (a; b) mù¾eme de�novat

f(x) = (x� a)

2

(x� b)

2

sin

1

(x� a)(x� b)(b� a)

;

v bodeh D de�nujeme f(x) = 0. Na obrázku je tato funke znázornìna, jen jsem

místo toho stra¹ného sinu nakreslil obyèejný þkopeèekÿ. Napravo od této funke je

nareslena derivae funke f

4

(vznikla analogikým zpùsobem z D

4

).

funke f funke f

0

4

Nyní f

0

je omezená, má Newtonùv integrál, ale nemá Riemannùv integrál (je

nespojitá na mno¾inì D, a ta má nenulovou míru). Tento pøíklad pohází od V.

Volterry.
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