Vytvoftujici funkce

| Zuzka Safernovd

Definice. Necht (ag, a1, as,...) je posloupnost redlnych ¢éisel. Potom vytvofujici
funkci posloupnosti rozumime mocninnou fadu

o0
_ i 2
a(x) = E a; " = ag + a1x + asx® + ...
i=0

Operace s posloupnostmi a jejich vytvorujicimi funkcemi

Vétsina operaci, které muzeme provést s posloupnostmi, se pfevadi i na jejich
vytvorujici funkce. Napf soucet dvou posloupnosti ¢len po ¢lenu neznamené nic
jiného nez soucet prislusnych vytvorujicich funkci. Zakladni operace shriime pro
struc¢nost do nasledujici tabulky:

operace s posloupnostmi prislusna vytv. funkce

{an + 00}, a(x) + b(x)
{aan},Zy aa(z)
{aman};2, alax)

0,...,0,a0,a1,...) z"a(x)

(an, Qnt1s Gnga,---) “(z)’(“°+a;7:f+a2m2+"')

(ao,0,...,0,a1,0,...,0,az,...) a(z™)
_—

n—1 n—1

{E?:o aibn—i 152, a(x)b(x)
{(n+ 1)an+1}20:o a'(x)

(0,a0, 3a1, 3as,...) Iy a(t)dt

Priklad. (Zékladni) Jakou vytvorujici funkei mé posloupnost (1,1,1,...)?

ResSeni. Zajima néas soucet geometrické rady

oo
Zaix’:1+x+x2+...,
i=0
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1

ktery je, jak vime, ;= pro |z| < 1, tudiz vytvotujici funkce posloupnosti ze samych

jednicek je ﬁ .

Zobecnéna binomicka véta

Nejdfive si definujme kombinacni ¢islo. Necht r je libovolné redlné éislo a k je
nezaporné celé cislo. Pak:

Ty 1 prok =0
k) —r(rfl)",;(f*kﬂ) pro k >0

Zobecnéna binomické véta ma tvar:
> /r
1+2)" = )t
ey =3 ()

coz v Tedi vytvorujicich funkci neznamena nic jiného, nez Ze vytvorujici funkci
posloupnosti (({), (1), (5).---) je'® funkce (1 +z)".

Fibonacciho cisla

Piedpokladam, Ze jste se s Fibonacciho éisly uz nékdy setkali (napf. pfi mnozeni
kralikii). Jsou dana rekurentni formulkou

Fn:Fn—1+Fn—27

pro n> 2 a pocatecnimi podminkami Fy = 0, F; = 1. Nasim cilem je vyjadrit n-té
Fibonacciho ¢islo explicitné. Jak na to?

(i) Uvazme vytvorujici funkeci F(z) =Y 02, F,z". Vytvofme si schéma:

F(z) =Fy+ Fio+ Fr?+.. +[ Fa" |+...
rF(r) = For+ Fiz?+ ... +| Fp1a™ | +...
x2F(x) = Fox? + ... +| Fpox™|+...
10Pokud je r celé zdporné (r = —n,n € N), pak lze kombina¢ni &slo (}) upravit na tvar

() = E e (447 ()

z ¢ehoz snadno plyne

(e cel ) R Y S Uy
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(iii)

(iv)

Diky rekurenci F,, — F,,_1 — F'n — 2 = 0 zbude po odecteni druhého a
tfetiho ¥ddku od prvniho F(z)(1 — z — 2%) = Fy + (Fy — Fy)z, z ¢ehoz
vzhledem k pocateénim podminkdm dostavame

T

Flz) = ——.
(@) 1—x—2a2

Jmenovatel 1 — z — 22 vyjadiime ve tvaru (1 — az)(1 — Bz), coz se rovna

1—(a+ B)r+aBr?, kde af = —1 a a+ 3 = 1. Z Vietovych vztahti plyne,

Ze a, 3 jsou FeSenim charakteristické rovnice y2 —y — 1 = 0, tedy

1++5
a,f= 2\/_.

Z (ii) plyne, ze F(x) = m, coz rozloZzime na parcidlni zlomky.

Tzn. hleddme konstanty A,B tak, aby
x A B

(—an)(il—p2) (—az)  (1=p2)
Neni t&zké zjistit, ze A = 25 = % B=gl; = —%.

Po rozkladu na parcidlni zlomky méme F'(z) ve tvaru:

1 1 1
F(x):a—b’(l—ax_l—ﬂx)'

1
—ax

1 n n n
F(J?)ZQ—_B(Z(OK — ")z )7
z ¢ehoz vzhledem k (i) dostdvame pozadované n-té Fibonacciho ¢islo*!
1

Fn:a_ﬂ(an_ﬁn)a

Vytvorujici funkce 7 je rovna Y a"x", tedy

po dosazeni konstant «, 3:

(59 ()

Predchozi priklad ndm dava obecny navod, jak fesit diferencni rovnice tvaru
Agn = Bgnfl + an72'

HPomér FF 11 se nazyva zlaty fez a ma limitu é pro n jdouci do nekonecna.
n
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Kucharka

Maéame rekurentni rovnici tvaru Ag,, = Bg,—1 + Cgn—2 a chceme uréit jeji n-ty
¢len.

(i) Uréime kotfeny pifslusné charakteristické rovnice — ta mé tvar Az? — Bz —
— C = 0. Necht jsou tyto kofeny p,q.

(ii) Hledané feseni ma tvar Kp™ + Lq", pficem? konstanty K a L ur¢ime z po-
¢atecnich podminek go a g;.

Pocet korektnich uzavorkovani n part zavorek

Korektnim uzavorkovanim rozumime posloupnost délky 2n obsahujici n levych
a n pravych zavorek, kde kazdé levé zavorce odpovida pravé jedna prava zavorka
lezici napravo od ni. Napf. (()())() je korektni uzdvorkovéani, naproti tomu ())(
neni.

Oznacme si b,, pocet korektnich uzavorkovani s n pary zavorek. Uvazujme ko-
rektni posloupnost n pari zévorek a jednu dvojici v ni pevné zafixujme. Je evi-
dentni, ze

~——
b; br—1-i
z ¢ehoz plyne rekurentni formulkas:
n—1
bn =Y bibn_1. (©)
i=0

Uréime si pocatecni podminky: by =1, by =1, by = 2.
Necht b(z) = 2, b,z". Z pravidla pro nasobeni dvou vytvorujicich funkci

dostavame
ba)b(r) = 3 ( bibn_i> o,
0

n=0 \i=

coz se vzhledem k (V) rovna by + baw + bzx? + ... TakZe
xb?(z) = by + box® + bgz® + ...+ by 12" = b(z) — by,
z ¢ehoz plyne xb?(x) — b(z) + 1 = 0. ReSenim dostavame

1+£+v1—-4x

b(z) = 2z
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Tato rovnice mé byt splnéna i pro = 0. V prvnim pfipadé dostavame, by = % =
= 00, coz rozhodné neni a ani nikdy nemtze byt jednic¢ka. V druhém piipadé mame
by = —, coz je sice neurCity vyraz, ale vzhledem k tomu, zZe rovnice néjaké feseni
mit musi (vime, Ze by = 1), je tohle jedind moznost.

Ze zobecnéné binomické véty plyne:

= /1/2
(1—43:)%22(7/1)(—1)”22"33”:1+clm+02m2—|—...,

n=0
Cn
takze
o) 1-(1+caz+cer®+...) 1 . Z
T) = = c1 + cox + 32 = —= c
21; 2 1 2 3 i+15
tudiz
1
bn:—56n+1.

Podivame-li se, jak jsme si zadefinovali ¢, zjistime, Ze plati (na prvni pohled

slozita) rovnost b, = —1 (nil)( 1)"+1227+2 ktera se viak da vcelku piimodcaie
upravit na b, = n+r1( ) Témto ¢islim fikame Catalanova.
Priklady

Priklad. Naleznéte vytvorujici funkce nésledujicich posloupnosti:
(1) 1,-1,2,-2,3,-3,4, 4, ...

(i) 3,2,3,4,3,8,3,16...

(iii) 1,4,9,16,...
Priklad. Urcete koeficient u 217 v (23 + 2% + 25 +...)3
Priklad. Urcete koeficient u 24 v (2° + 27 + 2% +...)?
Piiklad. Urcete koeficient u 2% v (2 + 3z)5y/1 — =
Priklad. Urcete koeficient u z* v (1 — x + 222)8
Piiklad. Ovéfte rovnost pro k prirozené:

22

(1+2)(1+22)(1+aY). .. (1+x2’“) _ %
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Priklad. Vé¢elar chce, aby sadaf vysadil 25 novych stromk, pfi¢emz ten ma
k dispozici pouze 4 druhy. Sadafova manzelka odmita ofesak, neb je velky a za-
bird moc mista. (Navic kazdy spravny borec vi, Ze med z ofe$aku se ned4 jist :-))
Jabloné jsou ji taky proti gustu, maji jich uz pfilis. Naproti tomu bezmezné mi-
luje tfesnovo-svestkovou marmeladu, a tak klade tvrdé podminky — nejvyse jeden
ofesak, nejvyse 10 jabloni, alesporn 6 tfesni a alespoii 8 slivoni (slivovice — silnd
motivace) — nebo rozvod. Kolika zpiisoby miZe sadaf zabréanit rozvodu? (Tedy
kolik existuje rtiznych zptisobl vybéru druhi stromi?)

Priklad. V krabici je 30 ¢ervengch, 40 modrych a 50 biljch mickt (micky téze
barvy jsou nerozpoznatelné). Kolik je riznych moznosti, jak z takovéto krabice
vybrat soubor 70 micka?

Priklad. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu 12 kostkami padne dohromady
soucet 307

Priklad. Vyjadfete obecny ¢len posloupnosti uréenych nésledujicimi rekuren-
cemi:

(i) a1 =3, az =5, apy2 =4ap+1 — 3a, pron=1,2,3...
(ii)) ap =0,a1 =1, apt2 = 2a,41 —4a, pron=0,1,2,3...
(iil) ap =1, ap+1 =3a, —2 pron=20,1,2,3...

P¥iklad. Reste rekurenci, kde v posloupnosti (ag, a1, as,...) je nasledujici ¢len
aritmetickym primeérem piedchozich dvou.

Piiklad. Reste rekurenci Gn+2 = \/Gn+1ay S pocatecnimi podminkami ag =
2,a7 = 8. Napovéda: b, = loga,,.

Priklad. Kolika zptsoby lze vyjit schodisté o n schodech, jestlize kazdym krokem
vyjdeme maximalné dva schody?

Priklad. Spoctéte pocet triangulaci konvexniho n-tthelniku.
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