Vytvorujici funkce

| Pavel Salom

ABSTRAKT. V pfispévku najdete definici vytvorujici funkce, zobecnénou bino-
mickou vétu, kterd je uziteCnd pii feseni prikladi, a prehledovou tabulku porov-
navajici operace s posloupnostmi a odpovidajici operace s vytvorujicimi funkcemi.
Nejedna se o studijni text.

Co je vytvorujici funkce?

Definice. Necht (ag,a1,az,...) je posloupnost redlnych ¢isel. Potom funkce dand
predpisem

o0
_ i_ 2
a(z) = a;x’ =ag+aix + axx” + ...
i=0
se nazyva vytvorujici funkce posloupnosti (ag, a1, az, ... ).

Je-1li posloupnost (a;)$2, od néjakého ¢lenu nulova, je jeji vytvorujici funkce
obyc¢ejny polynom. V obecném pfipadé se jedna o ,nekonecény polynom“ — tzv.
mocninnou fadu. Mocninné Fady budeme séitat a nésobit stejné jako polynomy?S.

Co se da vytvorujicimi funkcemi pocitat?

Diky své povaze se daji vytvorujici funkce velice elegantné pouzivat v kombinato-
rice a pravdépodobnosti a pfi praci s posloupnostmi. Pro motivaci mala ochutnavka
problém1, ve kteryjch mohou vytvorujici funkce dobfe poslouzit

(i) dokazovani kombinatorickych identit jako napiiklad

S (0= ()

(ii) hledani explicitniho vzorce pro rekurentné zadané posloupnosti jako je na-
priklad Fibonacciho posloupnost, rozmnozovani bunék, atd.,

(iii) pocet triangulaci n-uhelniku, pocet alkanovych radikdlt tvofenych n uh-
liky, atd.

Co bude potreba

Budeme potfebovat urcitou zru¢nost pfi praci s polynomy a mocninnymi fadami.
Casto budeme pouzivat vztah

1
1—:1+x—|—x2+x3—|—..., kde |z| < 1, (M)
-

KLiGOVA SLOVA. vytvofujici funkce, zobecnénd binomickd véta
16 Ptestoze neni zcela jasné, ze takové zachazeni je korektni, a ve skutecnosti je korektni jen

pro x z urcitého intervalu kolem nuly.
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a rizné formy binomické véty.

Zobecnéni binomické véty

Obycejna binomickd véta ma tvar

n n
14+2)" = 8, neN.
(1+2) Z<k>

Zobecnéna binomicka vétal” vypada podobné
= [r
Ay =% (k)xk reR,
k=0

kde ale je soucet nekonecny a vystupuji v ném zobecnéna kombinacni ¢isla

(Z) _ r(r—1)(r—2)]€.!..(r—(k—1))7 reRkEN, (g) .

Specialnim uziteénym piipadem je ,magicky vztah“!®

(l_;x)n:(Z:DjL(nil)mjt(Zfi)x%L, n e N. Q)

Jak si odpovidaji operace s posloupnostmi a funkcemi

Abychom uméli pomoci vytvorujicich funkci spoéitat néco netrividlniho, je potieba
se s nimi naucit dobfe pracovat. Pfedpokladejme, Ze posloupnost (a;)$2, ma vy-
tvorujici funkei a(x) a posloupnost (b;)5°, mé vytvorujici funkei b(z). Nésledujici
tabulka podava struény prehled, které operace si navzajem odpovidaji.

operace s posloupnostmi operace s funkcemi
(0,0,0,a0,a1,as9,...) 3a(x)
(a0,0,0,a1,0,0,az,...) a(z?)

(3ao, 3a1, 3az, 3as, .. .) 3a(x)

(ag, 3a1,3%az, 3%as, . ..) a(3x)

(az,as,aq,...) 7‘1(1)7;“17“0
(a0+bo,a1+b1,a2+b2,...) a(a:)—i—b(x)

17Ta se odvodi snadno, pokud vime, co to je Tayloriiv rozvoj, ale tak daleko se na pirednasce
poustét nebudeme.
18Kombinaéni &sla ve vzorci odpovidaji takzvanym kombinacim s opakovanim.
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(aobo, apby + a1bg, agbs + a1by + asby, . .. ) a(a:)b(x)
(ao,a0+a1,a0+a1+a2,...) @
(a1,2a9,3as,4ay,. . .) a'(x)
(0,a0, a1, 302, 3as, . ..) [ a(z)

Priklad 1. Vejtek se v Americe rozhodl nakoupit pohledy vSem prasatkiim na
soustfedéni (t&ch je 36). V suvenyrech ale méli jen t¥i druhy pohledu a jednotlivych
druhi bylo postupné 10, 20 a 30. Kolika zptsoby mohl pohledy nakoupit?

Priklad 2. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu 4 kostkami padne soucet 147

Priklad 3. Zjistéte, zda existuje podmnozina X C Ny takova, Ze rovnice n =
=a+2b, a,b € X, ma pro kazdé n € Ny pravé jedno reseni.

Priklad 4. Je déno pfirozené ¢islo n. Ozna¢me A pocet zptsobi, kterym lze n
zapsat jako soucet lichych ¢isel (mohou byt stejnd). Ozna¢me B pocet zpusobi,
kterym lze n zapsat jako soucet navzajem ruznych ¢éisel. Dokazte, ze A = B.
Piiklad 5. Je ddno koneéné mnoho (alespoii dvé) aritmetickych posloupnosti
takovych, ze kazdé prirozené Cislo patii pravé do jedné z nich. Dokazte, Ze potom
nékteré dvé z danych posloupnosti maji stejnou diferenci.

Piiklad 6. Dokazte >, (7)(,",) = (*7).

n—=k n
Priklad 7. Dokazte ), (nfk) = F,41, kde se scita pfes ta k, pfes ktera ma
vyraz smysl.

Priklad 8. Stojime pied schodistém, které ma n schodi. Kazdym krokem vy-
jdeme jeden nebo dva schody. Kolika zpisoby lze schodisté vyjit?

Priklad 9. Najdéte explicitni vyjadfeni n-tého ¢lenu posloupnosti zadané vzta-
hem xp49 — 62p41 + 92, =2"+nazy =129 =0.

Priklad 10. Kolik existuje n-¢lennych posloupnosti tvofenych pismeny a, b, ¢, d,
v nichz a nikdy nesousedi s b?

Priklad 11. Spocététe pocet triangulaci konvexniho n-thelniku.

Priklad 12. Ve fronté pred divadlem stoji 2n lidi. Listek stoji 50K¢, pfiGemz
n lidi mé padesatikorunu a dal$ich n stokorunu. Pokladni ale nemé zrovna zadné
drobné. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném sefazeni fronty bude mit po-
kladni pro kazdého nazpatek?

Piiklad 13. (spiSe pro zajimavost) Dokazte, Ze pokud je zrovna 13. den v mésici,
je to nejpravdépodobnéji patek!
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