Vytvorujici funkce
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ABSTRAKT. Cilem tohoto prispévku je seznamit se zakladnim vyuzitim vytvorujicich
funkci, a to zejména na kombinatorickych ulohach. Déle uvede ¢tenife do nejzéklad-
néjsi problematiky prace s mocninnymi rfadami.

Co jsou to vlastné vytvorujici funkce?

Vytvotujici funkce jsou krasnym odvétvim nebo spise metodou matematiky. Oplyvaji
spoustou teorie a zajimavych vysledku, které se s jejich pouzitim daji odvodit. Ale
jsou také necekané ¢inné pfi boji s pro nés tak znamymi kombinatorickymi tlohami.
Pouziti vytvorujicich funkci je sice velky trik, ale prace s nimi nakonec neni tak tézka
a ulohu predtim nepfistupnou dokazi snadno vytesit. Jdeme na to:

Definice. Necht (ag,a1, a2, ...) je posloupnost redlnych ¢éisel. Potom funkce dana
predpisem
o0
a(x):Zai-ﬂ:ao—i—al'x+a2'x2—|—~-~
i=0

se nazyva vytvorujici funkce posloupnosti (ag, a1, as, ... ).

Priklad. Mg¢jme dvé krabicky, ve kterych se nachézeji listecky s ¢isly mezi 1 a 10.
V prvni jsou pouze listecky se sudymi ¢isly a ve druhé s prvocisly. Ptejme se, kolika
zpusoby lze vybrat po jednom listecku z kazdé krabicky tak, ze soucet ¢isel na téchto
listeccich je 11.

Piiklad. Najdéte vytvorujici funkci ke geometrické fadé 1+ + 22 +---.

Operace s vytvorujicimi funkcemi

Zatim znédme vytvorujici funkci jenom jedné nekoneéné posloupnosti. Nyni si uké-
zeme nékolik operaci, které nam dovoli uréit vytvorujici funkce mnoha dalsich po-
sloupnosti.
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Nasobeni redlnym ¢islem (O1). Méjme funkei f(z), kterd je vytvofujici funkei
posloupnosti (ag,a1,...) a t redlné. Potom funkce ¢f(z) je vytvorujici funkci po-
sloupnosti (tag, tay,...).

Séitani (02). Mégjme dvé funkce f(x) a g(x), které jsou po fadé vytvoifujicimi
funkcemi posloupnosti (ag,a1,...) a (bo,b1,...). Potom f(x) + g(z) je vytvorujici
funkei posloupnosti (ag + bg, a1 + b1, ... ).

Posouvani posloupnosti doprava (03). Mégjme funkci f(x), kterd je vytvofu-
jici funkei posloupnosti (ag, ag, . .. ). Potom 2™ f(x) je vytvotujici funkei posloupnosti
(0,0,...,0,&0,&1,...).

——

n
Posouvani posloupnosti doleva (04). Mséjme funkci f(x), kterd je vytvotujici
funkeci posloupnosti (ag, a1, ...). Tentokrat si ji uz pro nazornost rozepisme, tj.

f(x):a0+a1x+a2x2+---.

Potom
) —ag—a1T — - - Qp_q "t
f( ) xn - = Gp + Ap 1T + Cln+2.132 ey (*)
dostavame tedy, Ze (*) je vytvorujici funkci posloupnosti (a,, apt1,- .- ).

Dosazeni 2" za x (05). Mé&jme funkei f(z), kterd je vytvofujici funkei posloup-
nosti (ag, a1, as,...). Co se stane, kdyz za = dosadime z™? Dostaneme

f@™) = ap+ a12™ + agz®™ + - - .

Tedy f(z™) je vytvofujici funkei posloupnosti (ag,0,0,...0,a1,0,0,...,0,a2,...).
—— N——

n—1 n—1
Dosazeni tx za z (06). Mé&me funkci f(x), kterd je vytvorujici funkci po-
sloupnosti (ag,ay,...) a t redlné. Potom f(tx) je vytvofujici funkce posloupnosti

(ao, tal, t2a2, NN )
Nasobeni (O7). Pravdépodobné nejkomplikovanéjsi operaci, kterou zde zminime,
je nasobeni funkci. Méjme dvé funkce f(z) a g(z), které jsou po fadé vytvorujicimi
funkcemi posloupnosti (ag,ai,...) a (bo,b1,...). Nasim cilem bude uréit posloup-
nost, jejiz vytvorujici funkce bude f(z)g(z). ZapiSme si tedy f(x) a g(x) jako moc-
ninné rady, tj.
f(z) —ao+az+ax?+---, g(x) = by + brz + box® - - - .
Potom
f(x)g(x) = aobo +
+ (agb1 + arbg)z +

+ (agb2 + a1by + a260)$2 +

+ (apby, + a1byp—1 + -+ + anbo)x™ +
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Pokud ti to bude pfijemnéjsi, lze predchozi zapis zkratit na

Ukézali jsme si tedy, ze f(x)g(z) je vytvotujici funkce posloupnosti (agbo, agb +
aibo, aobz + a1by + azbo, - ).

Jesté dodejme terminologickou poznadmku. Posloupnosti (agbg, agb1 + a1bo, agbs +
a1by + azbo, . ..) se obvykle ¥ikd konvoluce posloupnosti (ag, a1, ...) a (b, b1,...).

Piiklad. Uréete vytvorujici funkci posloupnosti (2,3,1,2,3,1,2,3,1,... ). Urlete,
ktera posloupnost mé vytvorujici funkci m

Priklad 1. Urcete vytvorujici funkce nasledujicich posloupnosti:
(i) (1,0,3,0,9,0,27,...),

(ii) (2008 13411 L1,

(iii) (1, -1,1,-1,1, 1 ),

(iv) (1, 2244 _8,8,16,16,-32,32,...),
(v) (1491625364964 2.

Piiklad 2. K nasledujicim vytvorujicim funkcim naleznéte ptislusné posloupnosti.
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Hratky s kostkami

V dalsich dlohach se zaméfime na hazeni kostkami a pravdépodobnost, resp. pocty
moznosti, jak néco hodit.

Poznamka. Obycejné hraci kostce miizeme piitadit polynom z + 22 + 23 + z* +
x® + 28. Pocet moznosti, jak hodit na dvou kostkach soucet n, bude pak koeficient
u n-té mocniny x, pokud polynomy obou kostek mezi sebou vynasobime.

Priiklad 3. Najdéte dvé jiné nez klasické Sestisténné kostky, pro které plati, Ze
pocet zpuisobi, jak miize padnout libovolny soucet ok, je stejny, jako kdyby se jednalo
o klasické Sestisténné kostky (tj. kostky, které maji na sténach 1, 2, 3, 4, 5 a 6 ok).

Piiklad 4. Predstavte si, Ze miZete ovlivnit pravdépodobnost, s jakou padnou jed-
notlivé strany hraci kostky s 2k stranami (tj. takové, kterd ma na sténéach 1,2,...2k
ok). MuzZete tyto pravdépodobnosti ,nasmelit“ tak, aby pravdépodobnost toho, Ze
hodime dvéma kostkami soucet ok 2,3, ...,4k, byla stejna?
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Za zminku stoji zobecnéna kombinacni ¢isla a zobecnéné binomicka véta. Je-li r
realné a k prirozené, potom se zobecnéné kombinacni ¢islo definuje jako

(r) r(r—1)(r—2) - (r —k+1)

k)~ k!

Zobecnéné binomické véta ¥iké, Ze pro r realné je funkce (1 4 x)" vytvotujici funkci

pro posloupnost N
(ORORWED]
(1+x)”"=(g)+(:)x+(;>x2+---.

Tento vztah nam tedy umoznuje relativné jednoduse urcit posloupnosti prislusejici
napiiklad vytvorujicim funkcim ﬁ =(1—2)"" nebo V1—z=(1—x)z.

tj.

Priklad 5. Kolika zptsoby miZe na Sesti hracich kostkédch padnout soucet 137
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