Vietove vztahy
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ABSTRAKT. Prispevok oboznamuje s Vietovymi vztahmi a ukazuje ich pouzitie v al-
gebraickych ulohéch.

Zopakujme si nejaké definicie

Definicia. Polynomickd funkcia (polyném, mnohoélen) premennej x je funkcia
tvaru

P(z) =ana™ + An_12" L4+ a1z + ag,

kde n € Ny, ag,a1,...,a, si reilne &sla. Cisla ag,a1, ..., a, nazyvame koeficienty
polynému. Vyrazy a;z’ volame ¢leny polynému. Clen ag volame absolitny clen.

Definicia. Polyném P(z) = 0 (t.j. taky, ktorého vSetky koeficienty st nulové)
volame nulovy. Stuperi nenulového polynému definujeme ako najvicsie n také, ze
an # 0, a toto a, je vedici koeficient.

Definicia. Cislo r voldme koreri polynému, ak plati P(r) = 0.
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Tvrdenie. Majme polyném P(x) = ax? + bx + ¢ s korefimi 11, ro. Potom plati

rL+re=——,

s}

T -To =

ISH

Dékaz. Nie je tazky. Sta¢i si uvedomit, Ze ak je a vedici koeficient polynému P(x)
a 1, Tro jeho korene, potom plati

P(z) =a(z —r1)(z — ra).

Pozadované rovnosti dostavame po roznasobeni a porovnani koeficientov v jednotli-
vych ¢lenoch. O
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Uloha. Majme kvadratickt rovnicu 2 — 72 + 5 = 0 s korefimi a a 3. Spoéitajte
2 2
o’ + pe.

Riesenie. 7 Vietovych vztahov pre nasu rovnicu dostdvame a + 8 = 7 a a8 = 5,
dalej si upravime

o? + B2 = (a+ B)* — 28,
dosadime a dostdvame hladany vysledok 49 — 10 = 39.

Predchadzajuce tvrdenie sa da zovSeobecnit pre polynémy Iubovolného stupiia.
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Tvrdenie. Majme polyném P(x) = ap,z™ + An_12" 4+ 4+ a1z + ag stupia n
s korerimi 11,73, . ..,7,. Potom plati pre kazdé i € {0,...n}

ﬁ = (71)”’71 . Z ’I‘jl Cae. Tjn—i’
Qn o .
11<g2<-<Jn-—i
kde ji, € {0,...n}.
Dokaz je analogicky ako pre polynémy druhého stupna.
Priklad 1. Majme polyném x2 — 3z — 1 s koreiimi a a b. Najdite polyném druhého

stupiia, ktory mé korene a2, b2. Spodéitajte

1 1

a+1+b+1'

Priklad 2. Polyném 23 — 322 + 1 m4 korene a, b, c. N4jdite polyném tretieho
stupna, ktory ma korene a2, b2, c2.

Priklad 3. Najdite vSetky mozné hodnoty ¢isel p, ¢ tak, aby p + ¢ = 198 a aby
polyném z2 + px + ¢ mal dva prirodzené korene.

Priklad 4. Polyném 52% — 1122 4+ 7z + 3 méa korene a, b, c. Spocitajte a® + b3 + ¢3.

Priklad 5. Tri korene polynému z* + ax? 4+ bz + ¢ s 2, —3, 5. Spoéitajte a+b+c.
(HMMT 1998)

Priklad 6. Najdite vSetky mozné hodnoty m tak, aby polynémy x? + mz — 3 a
22 — 42 — m + 1 mali spolo¢ny korefi.

Priklad 7. Maéme tri realne ¢isla x, y, z také, ze x = 6 —y a 22 = 2y — 9. Dokazte,
Ze x =Y.



MARTA KOSSACZKA
Priklad 8. Korene polynému x> + 322 + 42 — 11 st a, b, c. Korene polynému
24+ re? +sx+tsta+b, b+c, c+a. Urdite r, s, t. (AIME 1996)
Priklad 9. Najdite stcet vSetkych koretiov polynému z2°1% + (% — 1)2015,

Priklad 10. Stéin dvoch koretiov polynému x* — 1823 + kx? 4 200z — 1984 je —32.
Urdite k. (USAMO 1984)

Priklad 11. N4&jdite vSetky polyndémy
P)=a2"+ap 12" '+ + a1z +ap

také, ze a; = £1 pre vSetky 0 < ¢ < n — 1, ktoré maji n redlnych korenov.
(1968 Putnam Exam)
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