Velké prostory

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Budeme si hrat s vektorovymi prostory, které maji nekone¢nou dimenzi.
Cilem je si je trochu osahat a ziskat zakladni intuici. K tomu ndm poslouzi hlavné
prostory posloupnosti.

Prerekvizity

Pokud byste radi prisli na prednasku, ale nemate potfebné znalosti z vektorovych a
metrickych prostorti, odchytte si mé v pribéhu sousu a probereme to. Porozuméni
pojmém zde uvedenym je nezbytné' pro pochopeni pirednasky.

Umluva. Pigeme-li ,||z|| ma vlastnost ||z| > 0, mame tim na mysli, Ze tato
nerovnost plati pro vSechna x z pfislusné mnoziny X.

Definice. Vektorovym prostorem nad télesem T (zkricené v. p. nad T') nazveme
neprazdnou mnozinu V spolu s operacemi +: V xV =V a-: T xV — V, pokud
spliiuje nésledujici axiomy (kde z,y,--- € V,\,9 € T):

W) z+y=y+z, (z+y +z=2+y+2),
(2) existuje zg takové, Ze xg + = = = (typicky znacime 0),
(3) pro kazdé x existuje opaény prvek y: x + y = 0 (znaéime —zx),
(4) A-(0-2)=(N) -2, 1-z=u,

B) A+ -z=Xz+d-z,A-(z+y)=A-x+ Xy
Znak pro nasobeni casto vynechavame. V prednasce budeme uvazovat pouze v. p.
nad R.

Linedrnim obalem vektori z mnoziny M rozumime mnozinu vSech (kone¢nych!)
linedrnich kombinaci téchto prvka, tj. {1, N\iz;, \; € T,x; € M}. Mnozinu vek-
tortl nazveme linedrné nezavislou, pokud se zadny z nich neda vyjadrit jako linearni
kombinace ostatnich.

Priklad. R"™, kde n je pfirozené ¢islo. Operace se provadéji po slozkich, na nich

se chovaji jako standardni soucet a soucin. Nulovy vektor je vektor (0,...,0).

L Ale nikoliv postacujici.
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Priklad. Prostor vSech matic 2 x 2 nad R. Séitani i nésobeni se provadéji po
slozkach. Nulovy vektor je nulovd matice (vSechny slozky jsou nula).

Priklad. Prostor vSech funkci R — R s operacemi provadénymi bodové.
Definice. Dvojici (X, || - ||) nazveme normovany vektorovy prostor, pokud X je
vektorovy prostor a zobrazeni || - || : X — R spliiuje

(1) [lzl =0, lz]| =0 <= =z =0,

(2) [[Az]l = A~ flz]l (A € R),

@) Mz +yll < [zl + llyll-

Zobrazeni || - || nazveme norma.

Piiklad. X =R s ||z|| = |z| je normovany v. p.

Piiklad. Pro pfirozené ¢islo n uvazujme X = R” (tj. z € X je tvaru (z1,...,%,),
kde z; € R) s [lz]ly = |2a| + ... [anl, [2ll2 = V21 + -+ |2a]? nebo [|z]e =
max{|z1],...,|zn|}. V kazdém z téchto piipadid se jednd o normovany v. p. Tyto

prostory pro nas budou dilezité, nebot z nich budeme v pfednésce vychazet. Pii-
slusné normy se nazyvaji postupné souctovd, eukleidovskd a supremovd.

Piiklad. Prostor vSech spojitych funkcei [0, 1] — R se supremovou normou defino-
vanou jako || f] = rn[ax] | f(z)| tvofi normovany v. p.
z€|0,1

Poznamka. Spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva maxima, norma je tedy
dobte definovana.

Definice. Méjme dva normované v. p. X, Y (nad R). Zobrazeni L : X — Y
nazveme linedrni, pokud spliuje

(1) L(z+ %) = L(x) + L(2),

(2) L(A\z) = AL(x).

Priklad. Vynéasobeni konstantou je linedrni zobrazeni. Pfi¢teni nenulové konstanty
ne.

Definice. Dvojici (X, p) nazveme metricky prostor, pokud X je neprazdnd mno-
Zina a p je zobrazeni X x X — R splnujici

(1) plz,y) 20, p(z,y) =0 <= z =y,

(2) p(z,y) = oy, x),

(3) px,2) < p(z,y) + £y, 2)-
Zobrazeni p se nazyva metrika. Okolim bodu xy € X o poloméru € nazveme mnozinu
U(xo,e) = {x € X : p(xo,z) < £}. Mnozinu nazveme otevienou, pokud pro kazdy
jejil bod lezi v mnoziné i néjaké jeho okoli.
Piiklad. Kazdy normovany v. p., kde za p(z,y) vezmeme |z — y||. Této metrice
fikdme metrika indukovana normou. Napiiklad tedy R se vzdalenosti |« — y].

Déle se ndm bude hodit (alespoil) intuitivn{ pfedstava limity posloupnosti v me-
trickém prostoru. Pro tplnost tedy uvedme jeji formalni definici:
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Definice. Méjme v metrickém prostoru (X, p) posloupnost jeho prvki (x,,)5°. Rek-
neme, ze tato posloupnost konverguje k bodu x € X (bod x je jeji limitou), pokud pro
kazdé e > 0 existuje index ng takovy, Ze vSechny prvky posloupnosti (z, )5 uz lezi
v U(x,€). Rekneme, Ze posloupnost je cauchyovskd, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje

index ng takovy, Ze pro vSechny indexy m,n vétsi nez ng uz plati p(x,,, x,) < €.

Tvrzeni. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opac¢nd implikace ne-
plati.

Duikaz. Néznak:

Pokud uz jsou vSechny &leny ()
plati p(zm,xn) < 2e.

Naopak budeme-li uvazovat jako metricky prostor Q s absolutni hodnotou, pak
(z hustoty raciondlnich ¢isel v redlnych) umime najit cauchyovskou posloupnost,
kterd nema limitu (v Q).

(oo}
no

v U(x,¢e), pak pro ¢leny této posloupnosti

Prednaska!

Definice. Méjme normovany v. p., na kterém uvazujeme metriku indukovanou
normou. Pokud plati, Ze kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni (tedy ma
v daném prostoru limitu), nazveme tento prostor Banachiiv.

Poznamka. Obecné metricky prostor, ve kterém plati, ze kazda cauchyovska po-
sloupnost je konvergentni, nazveme uplny. Budeme brat jako fakt, Ze realna ¢isla s
absolutni hodnotou jsou Banachtiv prostor.

Priklad. Prostor R™ s libovolnou z vy$e uvedenych tii norem je Banachiv.

Piiklad. Prostor R™ s libovolnou p-normou je Banachtiv, kde
|zllp = (217 + - - + [2a[?) /7, p € [1, 00).

(Pro p = oo se jedna o supremovou normu.)

Piiklad. Prostor vSech spojitych funkci [0,1] — R se supremovou normou je Ba-
nachtiv.

Poznamka. Pojem ,supremové norma“ se zda byt naduzivany, v jistém smyslu
se ale jedna o stéle tutéz normu — vezme se (v absolutni hodnoté) nejvétsi hodnota
z néjaké mnoziny. V pripadé konecéného vektoru je to jeho nejvétsi slozka, v pripadé
funkce nejvétsi funkéni hodnota.

Definice. Ozna¢me X = RY (tedy prostor nekone¢nych — spoéetnych — posloup-
nosti se slozkami z R). Jedn4 se o vektorovy prostor. Pro p € [1, 00) definujeme

1/p
» = xGX:||x|p:<Z|xn|p> <00

neN
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Podobné definujeme prostor omezenych posloupnosti

0 ={x € X :||z|loc =sup|zn| < oo}
neN

a prostor posloupnosti konvergujicich k nule
co ={z € X : (x,)7° konverguje k 0}

se supremovou normou (tj. toutéz jako v £°).
Posloupnosti, které maji n-tou slozku rovnou jedné a vSechny ostatni nulové,
znacime e,,.

Poznamka. Vsechny tyto prostory jsou Banachovy.

Uloha 1. Zkuste si predstavit cg a ¢7. :)

Uloha 2. Jak se intuitivné ligf co, £7 (p € [1,00)) a £°?

Uloha 3. Jak vypada U(0,¢) v co, £%, €2, 17

Uloha 4. Najdéte co nejvétsi mnozinu linearné nezavislych vektort v £P.
Uloha 5. Jak vypada linearni obal mnoziny {e,,,n € N} v té&chto prostorech?
Uloha 6. Dokaite, 7e ¢! je separabilni? (obecné to plati pro p € [1,00)).
Uloha 7. Najdéte néjaké linearni zobrazeni (7 — (P, (P — (1 1 — R.

Véta. (Riesz, neformalné) Necht p € (1,00). Kazdé linedrni zobrazeni {» — R se
da jednoznacné ztotoznit s prvkem ¢4, kde % + % = 1. Toto ztotoznéni je prosté a
na.

Poznamka. Obecné mnozina vSech linedrnich zobrazeni z jednoho Banachova pro-
storu do druhého tvori také Banachiiv prostor. Prostoru linearnich zobrazeni z Ba-
nachova prostoru X do R se fika dudlni prostor a znac¢i se X*. Pfislusnd norma je
odvozend z norem obou prostori.

Uloha 8. Najdéte linearni zobrazeni /! — R, které neni dobfe definované jako
2 - R.

Definice. Na prostoru ¢? definujeme skalarni sou¢in jako

<£C,y> = Z TnYn-

neN

Kolmost a ortogonalni doplnék definujeme analogicky jako v konecném piipadé
(napf. u R?), tedy dva prvky jsou na sebe kolmé, pokud je jejich skalarni soucin
nula, ortogonalni doplnék mnoziny M jsou vSechny prvky, které jsou kolmé na kazdy
prvek M.

2Tj. najdéte spoéetnou hustou podmnozinu.
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Uloha 9. Jak vypada ortogonalni doplnék posloupnosti e;?
Uloha 10. Najdéte dva rtizné podprostory £2, jejichZ ortogonalni doplnék je stejny.

Dalsi sméry, kterymi se miizeme ubirat, jsou Banachovy algebry (miizeme ,néso-
bit“ vektory mezi sebou!), duély a slabé topologie (pro silngjsi nétury, které znaji
alespoil zéklady topologie) nebo svét LP prostortu (kde ziji Lebesgueovsky integro-
vatelné funkce).
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