Velka prvocdisla
| Robert Kildy

Rozlozeni prvocisel na Ciselné ose

Definice. Prvociselnd funkce m(n) uddvd pocet prvocisel mensich nez n.

Je zfejmé, Ze prvociselna funkce je neklesajici a m(n) < n. Ze zndmého Euklidova
dtkazu nekoneéného poctu prvoéisel indukei dostaneme m(n) > h}rll’“Q" Tim dosté-
vame horni a dolni odhad prvodiselné funkce, ovem zatim odhad velice hruby. Na
pfednasce ukazi jemnéjsi odhady zdola w(n) > Inn — 1 a shora 7(n) < ¢ F4, kde
c je konstanta.

Pfesnéjsi omezeni prvociselné funkce ucinil P. L. Cebysev. Aproximoval ji funkci

o5 - Ukézal, ze existuji konstanty c¢; < 1 < cz2, pro néz:

c1-n/lnn<7(n)<cp-n/lnn
Z tohoto vysledku naptiklad plyne, ze ackoliv jsou prvocisla rozloZzena mnohem fidceji
nez prirozend Cisla, fada jejich prevracenych hodnot diverguje.
Konecny dtkaz, ze
(n)

n—oon/lnn

(tzv. prvociselnou vétu) dokazali v roce 1896 Hadamard a de la Vallée Poussin. Uvedu
nékolik jejich zajimavych dusledku:
(1) Pro libovolna kladnd redlnd ¢isla a < b existuje kladné redlné z¢ takové, ze pro
vSechna x > z¢ existuje v intervalu (az, bz) aspoi jedno prvocislo.
(2) Pro libovolny sled ¢éislic existuje prvoéislo, které timto sledem zaéina.

(3) Pro libovolné z € R existuje posloupnost prvoéisel {gn}, pro niz lim I = .
n—oo

Prvociselna dvojcata

Definice. Prvociselnymi dvojcaty rozumime dvojici prvocisel, jejichz rozdil je 2.
Kolem prvociselnych dvojcat zatim znédme spiSe hypotézy nez dokézané véty. Na-

priklad se pouze domnivame, ze prvociselnych dvojcat je nekone¢né mnoho. To je

soucasti mnohem obecnéjsi Hypotézy H:

Hypotéza. (H) Budte fi(z), fa(x), ..., fr(z) ireducibilni polynomy s celoéisel-

nymi koeficienty, jejichZ nejvétsi spoleény délitel je 1. Pak existuje nekonec¢né mnoho
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Polnika '00

pfFirozenych ¢isel n, pro néz jsou vSechna ¢isla fi(n), fa(n), ..., frx(n) prvocisla.

Nejvétsi znama prvociselna dvojcata jsou &isla 570 918 348 - 10°120 £ 1 objevens H.
Dubnerem v roce 1994.

Mersennova cisla

Definice. Mersennovo ¢islo je ¢islo tvaru M, = 2P — 1, kde p je prvocislo.

Pro¢ se zajimame zrovna o tato ¢isla? Protoze pro ¢isla v takovémto tvaru lze
najit relativné jednoduché podminky, zda je prvocislem ¢i ¢islem slozenym. Pokud
je m slozené ¢islo, lze jednoduse dokazat, Zze 2" — 1 je sloZzené. Domnivame se, Ze
Mersennovych prvocisel je nekonecné mnoho, ale dokazano to neni. Nevime ani, zda
existuje nekonecné mnoho slozenych Mersennovych ¢isel.

V nésledujicim odstavci nastinim jisté nutné podminky pro Mersennova prvocisla
a pro jejich délitele.

Véta. (Malad Fermatova) Je-li p prvocislo, pak pro kazdé prirozené ¢islo a, které
nenf délitelné p je ¢islo a?~! — 1 délitelné p.

Podobné jako velkou Fermatovu vétu, vyslovil i tuto Fermat bez diikazu, ale pozdéji
ji dokazal a zobecnil Euler.

Véta. (Eulerova)  Pro vSechna vzdjemné nesoudélnd pFirozend ¢isla a, n plati:
n|a¢(”) -1,

kde ¢(n) je pocet prirozenych ¢isel mensich nez n nesoudélnych s n.

Po dosazeni a = 2 do malé Fermatovy véty dostaneme, ze pokud g je prvociselny
delitel My, pak je tvaru ¢ =2kp+1, k € N.

Véta. (Gaussovo kritérium)  Budiz ¢ = 2Q + 1 prvodislo, a pfirozené éislo, které

neni délitelné q a a1, a2, ..., ag vSechna lichd prirozend cisla mensi nez q. Polozme
r; =aa; mod g, i =1, 2, ..., Q (tj. zbytky po déleni q) a necht ~y je pocet sudych
r;. Pak

gla® — (—1)7.

Pro a = 2 lze ukazat, Ze vSichni prvociselni délitelé Mersennovych cisel jsou tvaru
8k+1, keN.
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Robert Kaldy: Velka prvodisla

Tato kritéria se pouzivaji pfi hledani prvociselného rozkladu slozenych Mersen-
novych éisel. Pii zjistovani, zda je dané Mersennovo ¢islo prvodislem, se uziva tzv.
Lucas-Lehmeriv test, ktery se opird o nasledujici vétu:

Véta. Budiz {s;} rekurentné definovand posloupnost:
2
s1 =4, Sit1 =S; — 2.

Mersennovo ¢islo Mp je prvocislem pravé tehdy, kdyz Mp déli sp_1.

Protoze pro velkd p je clen s, 1 nepifijemné velké ¢islo i pro soucasné pocitace,
pouzivame misto {s;} upravenou posloupnost {r;} definovanou takto:

ry =4, Tirl = (7“12 — 2) mod M)

Fermatova cisla

Definice. Fermatovo ¢islo je ¢islo tvaru Fp, = 22" 41 pro n prirozené.

Prvni ¢tyfi Fermatova ¢isla jsou prvocisla. Pro 5 < n < 16 je dokazano, ze Fj,
jsou slozené, pro vétsi n to vime jen u nékterych. Nicméné zatim nebylo objeveno
Fermatovo prvocislo pro n > 4. Nejvétsi znamé slozené Fermatovo cislo je Figy4s.

Vzhiiru k nekonecnu

Tabulka vybranych objevi nejvétsich prvodisel:

Cislo Rok objevu Objevitel

M3 1458 Regiomontanus

Mg 1588 Cataldi

Mz, 1772 Euler

Mi27 1876 Lucas

(2148 4 1)/17 1951 Ferrier

Mo 281 1952 Robinson (SWAC)

Mi1213 1963 Gillies (Illiac 2)

Myq 497 1979 Nelson, Slowinski (Cray 1)
M216 091 1985 Slowinski (Cray X-MP)

My 257787 1996 Slowinski, Gage (Cray T94)
Mg 972593 1999 Hajratwala, Woltman, Kurowski (GIMPS)
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