Velka prirozena Cisla

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek se zamysli nad otazkou, jak definovat ,,co nejvétsi“ prirozené
¢islo. Zac¢ind s nékolika pohledy na Ackermannovu funkci a dostédva se do mist, na
ktera kone¢na kombinatorika nestaci.

Motto: Vesmir je prtavy. .. oproti vétsiné pFirozengch cisel.

Definice. Mé&jme dvé rostouci posloupnosti p¥irozenych é&isel a,, b,,. Rekneme, ze
posloupnost a roste stejné rychle jako posloupnost b, pokud najdeme k takové, ze
pro vSechna n plati

an < anrk < Ap42k-
Definice. P¥imocnéni a®* provadime s vyssi prioritou mocnéni vyse a vice vpravo,
tedy a(®*"). Mocninnou vézi o délece n € N a zékladu x € N rozumime vyraz

ve kterém se vyskytuje x pravé n-krat.

Cvieni. Pro z > 2 oznafme v,(n) posloupnost mocninnych vézi délky n =
1,2,... Ukazte, ze pro vSechna mozna = rostou posloupnosti v, stejné rychle.

Definice. Prom,n € Ny definujeme m-tou Ackermannovu funkci A4,,(n) rekurent-
nim predpisem

n+1 prom =0,

Ap(n) =< Am-1(1) prom >0an=0,

Am-1(Apm(n—1)) jinak.
Daéle definujeme Ackermannovu funkei (bez pofadového ¢isla) jako A(n) = A, (n).
Cviceni. Ukazte, Ze ¢tvrtd Ackermannova funkce roste stejné rychle jako moc-
ninna vez.

Cviceni. Ukazte, ze A(n) roste stejné rychle jako A, (1).
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Uloha. (IMO 2010) V kazdé ze Sesti schranek By, Bs, B3, By, Bs a Bg je na
pocatku jedna mince. Se schrankami mizeme provadét nasledujici dvé operace:

(i) Vybrat neprazdnou schranku B, , kde 1 < j <5, odebrat z ni jednu minci a
pridat dvé mince do schranky B; + 1.

(ii) Vybrat neprazdnou schranku By, kde 1 < k < 4, odebrat z ni jednu minci a
navzajem vyménit obsahy (pfipadné prazdnych) schréanek Byy1 a Bjto.

Rozhodnéte, zda je mozné pomoci konec¢ného poctu téchto operaci dosdhnout toho,

aby schranky B;, Ba, Bs, By a By byly prazdné a schranka B6 obsahovala pravé
201

20102020"" minci.

Ndvod. Ukazte, ze maximalni dosazitelny pocet minci roste v zavislosti na poctu
schranek stejné rychle jako Ackermannova funkce.

Definice. Je dano pfirozené ¢islo n. Pan Goodstein si toto ¢islo rozepise na soucet
bodle binarni soustavy, dale exponenty, exponenty exponentt, ... Napriklad ¢islo
35 rozepise jako

2241 49 41,

Nyni vsechny dvojky nahradi trojkami a nasledné odec¢te jednicku. RozepiSe toto
¢islo v trojkové soustaveé, vsechny trojky zméni na ¢tyfky a opét odecte jednicku.
Takto postupné zvysuje soustavu a odecitad jednicku, az nakonec odboura vSechny
¢leny tohoto ¢isla a ziskd nulu. Definujeme Goodsteinovu funkci G(n), kterd vrati
éislo pozice, na niz se v Goodsteinové postupu jako prvni objevila nula.

Tvrzeni. Goodsteiniiv postup vzdy skonci, tedy Goodsteinova funkce je dobie
definovana.

Definice. Goodsteintiv postup je mozné vnimat formalné jako ,odbouravani® z jis-
tého vyrazu obsahujiciho proménnou z (zéklad soustavy). Pfi kazdém odbourani se
pritom nékterd x promeéni na ¢islo kroku, ve kterém k tomu doslo. Predstavme si
tedy, ze Goodstein za¢ind s vyrazem V(x), kde x je na za¢atku rovno n a v kazdém
kroku vzroste o 1. Definujeme pseudo-Goodsteinovo ¢islo gy (,)(n) jako prvni nulu
v takovém postupu.

Cviceni. Ukazte, Ze g,= roste rychle jako Ackermannova funkce.

Ndvod. Dokazte Axy1(n) < gger(n+2) < Agr1(2n + 2).

Definovatelnost

Vsechna doposud jmenovana ¢isla jsme definovali pomoci veelku kratkého ¢eského
textu. Kdyz je chceme piebit, co takhle si vzit nejvétsi ¢islo definovatelné tisici nebo
méné ceskymi slovy.

Toto mé4 jisty zadrhel, pokud bychom vzali ,,nejvétsi ¢islo definovatelné tisici nebo
méné Ceskymi slovy plus jedna“, ziskali bychom ¢islo, které se méné nez tisici ¢eskymi
slovy definovat neda. Pfesto jsme ho tak definovali. Dostavame spor, jenze s ¢im?
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Problém je v tom, Ze ¢eStina (stejné jako jiné prirozené jazyky) je mélo exaktni na
to, aby se o ni opirala matematickd definice (napfiklad mtize mluvit sama o sobg).
MizZeme vSak vytvorit jiny jazyk, u kterého bude vZdy jasné, které ¢islo definuje.
Ukéazeme si dva ptiklady.

Definice. Turingtv stroj je automat, ktery stoji na jednom policku nekonecné
(na obé strany) pasky. Na zacatku je na vSech polickach nula. Stroj mtze v pribéhu
ménit ¢islo, na kterém stoji, a posouvat se po pasce. Soucasné je tento stroj v kazdém
okamziku v jednom z k stavi. Kéd Turingova stroje spocivad v popsané instrukci
pro kazdou dvojici (stav, ¢islo pod strojem). Instrukce mé t¥i ¢asti: 1) zmén nebo
ponechej ¢islo pod sebou, 2) posuii se doprava, doleva, nebo zstaii stat, 3) piepni
se do jiného stavu nebo se vypni.

Cislo definované Turingovym strojem, ktery se nékdy vypne, se d chapat napii-
klad jako pocet kroki, které do té doby udélal.

Tvrzeni. Turingtv stroj umi provést vSechno, co umi provést pocitac.

Definice. (¢islo definovatelné v aritmetice Ng) Méjme formuli, tedy ,syntakticky
spravnou“ konecnou posloupnost kvantifikitord, znamének (plus, krét, mocnéni),
logickych spojek, rovnitek, jednicek, nul, nezndmych a zavorek. Pfedpokladame, ze
v této formuli je pouze proménna x nekvantifikovana. Pak ur¢ime ¢islo definované
touto formuli jako nejmensi takové x (existuje-li), pro které dana formule plati.
Napriklad formule

JaTb(r=a-a-aNz=b-b+1+1)

definuje ¢islo 27.
Tvrzeni. Pomoci aritmetiky v Ny je mozné definovat Turingtiv stroj.

Pokud pfijmeme teorii mnozin za zaklad matematiky, umozni nam to popsat jesté
mnohem vétsi (stéle vSak pFirozené) éislo. Bohuzel v8ak vysvétlovat vSechny pojmy
jeho definice by bylo pfili§ zdlouhavé, takze je zde neuvadim.

Definice. Uvazujme vSechny sentence ¢ v jazyce teorie mnozin, pro které je tf¥ida
vSech mnozZin tvaru V, (pro « ordinal), ve kterych ¢ plati, mnozinou. Oznacme S
sjednoceni vSech téchto mnozin. Jako TeMné ¢islo oznac¢ime nejvétsi piirozené ¢islo
definovatelné v S v jazyce teorie mnozin pomoci formule délky nejvyse A(4).



