Velka céisla

RADEK ERBAN — 6. PROSINCE 2000 N

Uziteéné poznatky z teorie Cisel

1) Necht a,b jsou pfirozend &isla, p1,...,pn po dvou riiznd prvodisla a necht plati
a=pi'-p3? -pP -..oplr, b=p1t -y’ opyt P,

kde q1,...,qn,71,...,rn jsou nezdpornd celd Cisla. Pak:

(a) a|b pravé tehdy, pokud ¢; < r; pro vechna i =1,2,...,n;

(b) a je k-tou mocninou pfirozeného &isla pravé tehdy, pokud k | ¢; pro vSechna i =1,2,...,n;

(c) (a,b) = pllnm(qbn) .p;mn(qz,rz) .pgnn(qs,rs) . ,pgm(qn,rn)_
2) Pro pfirozené ¢islo a oznacime symbolem ¢(a) potet &isel z mnoziny {0,1,2,...,a — 1} nesou-
dglnych s ¢islem a. Funkce ¢, kterd kazdému a pFifazuje ¢(a), se nazyvd Eulerova funkce. Pokud
mé plirozené &islo a > 2 prvodiselny rozklad a = p{' - p2* - ... - p%™, kde p1,...,pn jsou po dvou
riizné prvoéisla a qi,...,qn € N, pak plati

o= (1-2) (=) (-2)

Pro kazd4 dv& nesoudélnd &isla a,b € N plati p(a - b) = p(a) - ¢(b),

3) Necht a,b € Z, m € N. Rekneme, 7e a je kongruentni s b podle modulu m, a piseme a = b
(mod m), pokud m | (b—a) . V tomto pFipadé se m nazyva modul a &islo b zbytek od a p¥i modulu
m. Zapis a =b (mod m) nazyvime kongruenci. Kongruence spliuji:
(a) Pokud e =b (mod m)ac=d (modm),paka+c=b+d (modm)a
ac =bd (mod m);
(b) Pokuda=b (modm)a d|m ,paka=0b (mod d);
(c) Pokud a =b (mod m), a = aod, b =bod a (d,m) =1, pak ap = bp (mod m).

4) (Eulerova véta) Pokud (a,m) = 1, pak a?(™) =1 (mod m).

5) (Mald Fermatova véta) Je-li p prvocislo, pak a? =a (mod p).

6) (Lagrangeova véta) Necht f je polynom stupn& n proménné z, p prvoéislo, pak kongruence
f(z) =0 (mod p) md maximéln& n FeSeni z mnoZiny {0,1,...,p—1}, nebo jsou viechny koeficienty

polynomu f kongruentni s nulou podle modulu p.

7) (Wilsonova véta) Pokud p je prvolislo, pak (p —1)! = —1 (mod p).
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8) Pro kazdé n € N, n > 2 plati

1, 1]
n
n! = Hpqp, kde ap = Z \‘FJ
p<n k=1

pro v8echna p (p probihd prvoéisla nepfesahujici n).

9) Stirlingtiv vzorec: n! & V2mn (%)n

Tabulka prvnich t¥i set prvocisel

2 101 233 383 547 701 877 1049 1229 1429 1597 1783
3 103 239 389 557 709 881 1051 1231 1433 1601 1787
5 107 241 397 563 719 883 1061 1237 1439 1607 1789
7 109 261 401 569 727 887 1063 1249 1447 1609 1801
11 113 267 409 571 733 907 1069 1269 1451 1613 1811
13 127 263 419 B77 739 911 1087 1277 1453 1619 1823
17 131 269 421 587 743 919 1091 1279 1459 1621 1831
19 137 271 431 593 751 929 1093 1283 1471 1627 1847
23 139 277 433 599 757 937 1097 1289 1481 1637 1861
29 149 281 439 601 761 941 1103 1201 1483 1657 1867
31 1561 283 443 607 769 947 1109 1297 1487 1663 1871
37 1567 293 449 613 773 953 1117 1301 1489 1667 1873
41 163 307 457 617 787 967 1123 1303 1493 1669 1877
43 167 311 461 619 797 971 1129 1307 1499 1693 1879
47 173 313 463 631 809 977 11561 1319 1511 1697 1889
53 179 317 467 641 811 983 1153 1321 1523 1699 1901
59 181 331 479 643 821 991 1163 1327 1531 1709 1907
61 191 337 487 647 823 997 1171 1361 1543 1721 1913
67 193 347 491 663 827 1009 1181 1367 1549 1723 1931
71 197 349 499 659 829 1013 1187 1373 1553 1733 1933
73 199 353 503 661 839 1019 1193 1381 1559 1741 1949
79 211 369 509 673 853 1021 1201 1399 1567 1747 1951
83 223 367 b21 677 857 1031 1213 1409 1571 17563 1973
89 227 373 523 683 8b9 1033 1217 1423 1579 1759 1979
97 229 379 541 691 863 1039 1223 1427 1583 1777 1987

N
Priklady
1.ptiklad Dokazte, &islo 53102 4 10352 je délitelné &islem 78.
2.piiklad Seradte podle velikosti &isla: (1111)!, iyttt @y iyt

Ny ¥ - . 10 ¢ 11 9 ‘ o . Tkt ISP
3.piiklad Dokazte, %e rovnice 1010 2 + 1111 2 — 99" = 0 m4 dva riizné realné iracionalni
kofeny.

4. priklad Ukazte, ze Cislo
7
T 41
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mé alespoit miliardu prvociselnych déliteli.

5. pFiklad Porovnejte &isla An, a By (v zavislosti na n), kde

A, = 932" } n pater B, = 323'- } n pater

6. piiklad Najd&te viechna piirozena &isla n, pro kterd plati vztah: 1995106667 > 19951995

7.piiklad Urdete posledni &islici &isla 74567890

0 (101010) .y (101010 + 1)

je vétsi? Pismenem ¢ oznalujeme Eulerovu funkci.

8. priklad Které z Cisel

9. piiklad Ukazte, Ze &islo 3105 4 4105 je dalitelné &isly 13, 49, 181 a 379, ale neni dé&litelné péti
ani jedenécti.

10. piiklad  Uréete posledni &islici &isla (3 4 +/7)%1995 pied desetinnou &irkou, kde k1 = 1995 a
plati rekurentni vztah k; 41 = 1995k .

11. pt¥iklad Kolik z &isel 9%, kde k = 1,2, ...4000, zatin4 &islici 9 ?
12. priklad Definujme posloupnost: r1 = 2, r;41 = 2"i. DokaZte, Ze pak plati

IneN:Vk>n:r, =7, (mod 2000).

13. priklad Ukazte, ze ¢islo 100101102103104 . .. 998999 neni mocninou zddného prirozeného ¢isla. i
14. piiklad Ukaite, Ze &islo 52001 4 42002 4 32000 je dglitelné Eislem 11.
15. piiklad Porovnejte &isla A, a B, (v zavislosti na n), kde

on
n 2
22

Ap =n" R B, =2

16. ptiklad Je cels &ast &isla (v/2 + 1)2901 sud4 nebo lichd?

17. piiklad Ukajte, 7e Gislo 1019™° 4+ 1 nem4 prvociselny délitel mensi nez 24 000.
1311

18. piiklad Urdete posledni &islici &isla 1712 .
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19. p¥iklad  Zjistte kolikrat se &islo 10'°"° nachézi v Pascalové trojthelniku.
20. priklad Dokazte, ze dekadicky zdpis nékteré mocniny Cisla

1997
419951996

A = 1993199
kon¢i skupinou pravé A nul a cifrou 1.

21. piiklad Dokazte, Ze rovnice 7!!-23 4-8!1-22 +9!!1.2+10!! = 0 m4 pravé jeden realny iracionalni
koten.

234
22. priklad Urcete poslednich Sest Cislic ¢isla 56789017
23. pfiklad Vyfeste nerovnici (n!)! < 1010,

1000
24. priklad Urcete t¥i ¢islice pred a tfi &islice za desetinnou ¢arkou &isla (\/5 + \/5) .

25. pFiklad Dokaite, ze &islo 9°° 4+ 1010° je d&litelné &islem 73.
26. pfiklad Porovnejte &isla A, a By (v zavislosti na n), kde

2

5 .
An=2"" | Bu=(n+1)"

27.priklad Urcete posledni trojéisli ¢isla 111t
28. priklad Dokazte, Ze trojice komplexnich kofent rovnice

77 4852 199 p 100" =0
netvoii v komplexni roviné rovnostranny trojihelnik.

29. piiklad Urdete dvé &islice pied a dvé &islice za desetinnou ¢arkou &fsla /9603 4 9306,

30. priklad Ukazte, ze ¢islo 1817 + 1819'" neni mocninou #adného pfirozeného &isla.
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