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U¾iteèné poznatky z teorie èísel

1) Neh» a; b jsou pøirozená èísla, p

1

; : : : ; p

n

po dvou rùzná prvoèísla a neh» platí
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kde q

1

; : : : ; q
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; r

1

; : : : ; r

n

jsou nezáporná elá èísla. Pak:

(a) a j b právì tehdy, pokud q

i

� r

i

pro v¹ehna i = 1; 2; : : : ; n;

(b) a je k-tou moninou pøirozeného èísla právì tehdy, pokud k j q

i

pro v¹ehna i = 1; 2; : : : ; n;

() (a; b) = p

min(q
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2) Pro pøirozené èíslo a oznaèíme symbolem '(a) poèet èísel z mno¾iny f0; 1; 2; : : : ; a � 1g nesou-

dìlnýh s èíslem a. Funke ', která ka¾dému a pøiøazuje '(a), se nazývá Eulerova funke. Pokud

má pøirozené èíslo a � 2 prvoèíselný rozklad a = p

q
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, kde p

1

; : : : ; p

n

jsou po dvou

rùzná prvoèísla a q
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; : : : ; q
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2 N, pak platí

'(a) = a
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Pro ka¾dá dvì nesoudìlná èísla a; b 2 N platí '(a � b) = '(a) � '(b);

3) Neh» a; b 2 Z, m 2 N. Øekneme, ¾e a je kongruentní s b podle modulu m, a pí¹eme a � b

(mod m), pokud m j (b�a) . V tomto pøípadì se m nazývá modul a èíslo b zbytek od a pøi modulu

m. Zápis a � b (mod m) nazýváme kongruení. Kongruene splòují:

(a) Pokud a � b (mod m) a  � d (mod m), pak a+  � b+ d (mod m) a

a � bd (mod m);

(b) Pokud a � b (mod m) a d j m , pak a � b (mod d);

() Pokud a � b (mod m), a = a

0

d, b = b

0

d a (d;m) = 1, pak a

0

� b

0

(mod m).

4) (Eulerova vìta) Pokud (a;m) = 1, pak a

'(m)

� 1 (mod m):

5) (Malá Fermatova vìta) Je-li p prvoèíslo, pak a

p

� a (mod p).

6) (Lagrangeova vìta) Neh» f je polynom stupnì n promìnné x, p prvoèíslo, pak kongruene

f(x) � 0 (mod p) má maximálnì n øe¹ení z mno¾iny f0; 1; : : : ; p�1g; nebo jsou v¹ehny koe�ienty

polynomu f kongruentní s nulou podle modulu p.

7) (Wilsonova vìta) Pokud p je prvoèíslo, pak (p� 1)! � �1 (mod p).
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8) Pro ka¾dé n 2 N; n � 2 platí

n! =

Y

p�n

p

q

p

; kde q

p

=

b

log

p

n



X

k=1

j

n

p

k

k

pro v¹ehna p (p probíhá prvoèísla nepøesahujíí n).

9) Stirlingùv vzore: n! �

p

2�n

�

n

e

�

n

.

Tabulka prvníh tøí set prvoèísel

2 101 233 383 547 701 877 1049 1229 1429 1597 1783

3 103 239 389 557 709 881 1051 1231 1433 1601 1787

5 107 241 397 563 719 883 1061 1237 1439 1607 1789

7 109 251 401 569 727 887 1063 1249 1447 1609 1801

11 113 257 409 571 733 907 1069 1259 1451 1613 1811

13 127 263 419 577 739 911 1087 1277 1453 1619 1823

17 131 269 421 587 743 919 1091 1279 1459 1621 1831

19 137 271 431 593 751 929 1093 1283 1471 1627 1847

23 139 277 433 599 757 937 1097 1289 1481 1637 1861

29 149 281 439 601 761 941 1103 1291 1483 1657 1867

31 151 283 443 607 769 947 1109 1297 1487 1663 1871

37 157 293 449 613 773 953 1117 1301 1489 1667 1873

41 163 307 457 617 787 967 1123 1303 1493 1669 1877

43 167 311 461 619 797 971 1129 1307 1499 1693 1879

47 173 313 463 631 809 977 1151 1319 1511 1697 1889

53 179 317 467 641 811 983 1153 1321 1523 1699 1901

59 181 331 479 643 821 991 1163 1327 1531 1709 1907

61 191 337 487 647 823 997 1171 1361 1543 1721 1913

67 193 347 491 653 827 1009 1181 1367 1549 1723 1931

71 197 349 499 659 829 1013 1187 1373 1553 1733 1933

73 199 353 503 661 839 1019 1193 1381 1559 1741 1949

79 211 359 509 673 853 1021 1201 1399 1567 1747 1951

83 223 367 521 677 857 1031 1213 1409 1571 1753 1973

89 227 373 523 683 859 1033 1217 1423 1579 1759 1979

97 229 379 541 691 863 1039 1223 1427 1583 1777 1987

Pøíklady

1. pøíklad Doka¾te, èíslo 53

103

+ 103

53

je dìlitelné èíslem 78.

2. pøíklad Seøaïte podle velikosti èísla:

�

11

11

�

! ; (11!)

11

11

; (11!)

(11!)

; (11

11

)

(11

11

)

.

3. pøíklad Doka¾te, ¾e rovnie 10

10

10

x

2

+ 11

11

11

x � 9

9

9

= 0 má dva rùzné reálné iraionální

koøeny.

4. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo

77777777

7777

77

7

+ 1
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má alespoò miliardu prvoèíselnýh dìlitelù.

5. pøíklad Porovnejte èísla A

n

a B

n

(v závislosti na n), kde

A

n

= 2

3

2

:

:

:

o

n pater

; B

n

= 3

2

3

:

:

:

o

n pater

:

6. pøíklad Najdìte v¹ehna pøirozená èísla n, pro která platí vztah: 1995!n

666n

> 1995

1995

.

7. pøíklad Urèete poslední èíslii èísla 7

4567890

.

8. pøíklad Které z èísel

'

�

10

10

10

�

; '

�

10

10

10

+ 1

�

je vìt¹í? Písmenem ' oznaèujeme Eulerovu funki.

9. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo 3

105

+ 4

105

je dìlitelné èísly 13, 49, 181 a 379, ale není dìlitelné pìti

ani jedenáti.

10. pøíklad Urèete poslední èíslii èísla (3 +

p

7)

k

1995

pøed desetinnou èárkou, kde k

1

= 1995 a

platí rekurentní vztah k

i+1

= 1995

k

i

:

11. pøíklad Kolik z èísel 9

k

; kde k = 1; 2; : : : 4000; zaèíná èíslií 9 ?

12. pøíklad De�nujme posloupnost: r

1

= 2; r

i+1

= 2

r

i

: Doka¾te, ¾e pak platí

9n 2 N : 8k � n : r

n

� r

k

(mod 2000):

13. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo 100101102103104 : : : 998999 není moninou ¾ádného pøirozeného èísla.

14. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo 5

2001

+ 4

2002

+ 3

2000

je dìlitelné èíslem 11.

15. pøíklad Porovnejte èísla A

n

a B

n

(v závislosti na n), kde

A

n

= n

n

n

n

n

2

; B

n

= 2

2

2

2

2

n

:

16. pøíklad Je elá èást èísla (

p

2 + 1)

2001

sudá nebo lihá?

17. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo 10

10

10

+ 1 nemá prvoèíselný dìlitel men¹í ne¾ 24 000.

18. pøíklad Urèete poslední èíslii èísla 17

15

13

11

.

{ iii {



Krou¾ek matematiky

19. pøíklad Zjistìte kolikrát se èíslo 10

10

10

nahází v Pasalovì trojúhelníku.

20. pøíklad Doka¾te, ¾e dekadiký zápis nìkteré moniny èísla

A = 1993

1994

1995

1996

1997

konèí skupinou právì A nul a ifrou 1.

21. pøíklad Doka¾te, ¾e rovnie 7!!�x

3

+8!!�x

2

+9!!�x+10!! = 0 má právì jeden reálný iraionální

koøen.

22. pøíklad Urèete posledníh ¹est èísli èísla 5

678

901

234

.

23. pøíklad Vyøe¹te nerovnii (n!)! < 10

10

10

:

24. pøíklad Urèete tøi èíslie pøed a tøi èíslie za desetinnou èárkou èísla

�

p

2 +

p

3

�

1000

:

25. pøíklad Doka¾te, ¾e èíslo 9

9

9

+ 10

10

10

je dìlitelné èíslem 73.

26. pøíklad Porovnejte èísla A

n

a B

n

(v závislosti na n), kde

A

n

= 2

3

4

5

:

:

:

n

; B

n

= (n+ 1)

n

:

:

:

4

3

2

27. pøíklad Urèete poslední trojèíslí èísla 11

11

11

:

28. pøíklad Doka¾te, ¾e trojie komplexníh koøenù rovnie

7

7

7

� x

3

+ 8

8

8

� x

2

+ 9

9

9

� x+ 10

10

10

= 0

netvoøí v komplexní rovinì rovnostranný trojúhelník.

29. pøíklad Urèete dvì èíslie pøed a dvì èíslie za desetinnou èárkou èísla

p

9

603

+ 9

306

.

30. pøíklad Uka¾te, ¾e èíslo 18

17

19

+ 18

19

17

není moninou ¾ádného pøirozeného èísla.
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