Uvod do kombinatoriky

BARA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Prispévek vysvétluje zakladni kombinatorické pojmy a obsahuje mnoho
leh¢ich prikladu i s vysledky, spiSe mimochodem také zminuje, co je to pravdépodob-
nost. Neobsahuje Zadnou hlubsi teorii.

Kolik ruznych poradi miaze mit zavod s péti icastniky? Kolika zptsoby si mizeme
ze skiiné vybrat obleceni pro dnesni den? Jaka je pravdépodobnost, ze v kostkach
hodime samé jednicky? A Ze spréavné tipneme ¢isla, kterd si nékdo mysli?

Na tyto a dalsi otazky spolu budeme hledat odpovédi.

Jak rizné mazeme vybirat

Maéame-li vybrat jednoho dobrovolnika ze skupiny péti lidi, mame zjevné pét moz-
nosti, koho zvolit. Pokud mame vybrat dva, déli se ndm piiklad na razné piipady,
podle toho, jestli nam zalezi na jejich poradi, nebo ne.

Pokud dostanou oba dobrovolnici stejny tkol ve stejny c¢as, nezajimé nas, koho
jsme zvolili prvniho a koho druhého. Hledame tedy pocet dvojic mezi péti lidmi,
pficemz dvojice Zib¥ida a Zdislavy je stejnd jako dvojice Zdislavy a Zib¥ida. To
zvladneme spoéitat t¥eba vyctem vsech moZnosti: k Zibfidovi méizeme pfidat po-
stupné Zdislavu, Yvonnu, Xaveria a Waldemara, ke Zdislavé uz jen Yvonnu, Xaveria
a Waldemara, Yvonna pak s Xaveriem a Waldemarem vytvori dvé dvojice a Xave-
rius s Waldemarem nakonec jednu. Dohromady mame 4 + 3 + 2 + 1 = 10 moznych
dvojic. Ke stejnému vysledku dojdeme, pokud uvazujeme, ze kazdy ma ctyfi rizné
kamarady, s nimiz muze utvorit dvojici. To by bylo 5 -4 = 20. Jenze, jak jiz bylo
feceno, je dvojice Zibtida a Zdislavy totozna s dvojici Zdislavy a Zibiida, a tak jsme
tuto (a kazdou dalsi také) dvojici zapocitali dvakrat. Vydélenim dvéma dostaneme
20/2 = 10. MuzZeme Fict, Ze jsme pravé spocitali pocet dvouclennych kombinact z péti
prvki.

Pokud zac¢neme dobrovolniky mezi sebou rozliSovat, situace se vyrazné zméni.
Nejprve predpokladejme, Ze prvnimu dobrovolnikovi zavazeme o¢i a druhy ho pak
povede po predem vyznacené trase. Kolik mame moznosti provedeni? Pro vybrani
prvaniho pét, pro druhého zbyvaji jen ¢tyfi, nebof ten vybrany uz mé zavizané oci
a nemuze délat oboji. JenZe co s témi ¢isly ted, seéist, vynésobit, umocnit? Pokud
nas slepy dobrovolnik bude Zibtid a povede ho Zdislava, je to tplné jiny piibéh, nez
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pokud Zdislavé bude ukazovat cestu Zibiid. Tedy pro kazdého prvniho dobrovolnika
existuji ¢tyfi druzi dobrovolnici. Mame proto 5 - 4 raznych dvojic slepec — vodié, coz
je pocet dvouclennych variaci z péti prvka.

Jesté jiny vypocet pouzijeme, predstavime-li si, ze vybrany dobrovolnik skupince
zatancéi Cardas a vrati se mezi ostatni. Nasledné vybereme dalsiho dobrovolnika, ktery
bude chvili stepovat. Kolika zptisoby se tohle mohlo stat? Jako prvniho taneénika
mizeme vybrat pét réiznjch lidi. A jako druhého také pét, protoze po Zibfidovi
miizeme tentokrat vybrat znovu Zib¥ida. A poudeni z pFedchoziho p¥ipadu tato ¢isla
vynasobime, protoze pro kazdého z péti prvnich dobrovolnikii existuje pét moznych
nasledovniki. Dostaneme 5-5 = 25, neboli pocet dvouclennych variaci s opakovdnim
z péti prvka.

Nékolik matematickych pojmii

Ujasnime si nazvoslovi a pravidlo sou¢tu a sou¢inu mimochodem zminéné v pied-
chozim odstavci, definujeme si faktoridl a kombinacni ¢islo, fekneme si néco maélo
o pravdépodobnosti a zjistime, k ¢emu je to dobré.

Tvrzeni 1. (Pravidlo sou¢tu) Méjme koneéné mnoziny Aj, As, ... A,, které jsou
po dvou disjunktni. Potom pocet prvki mnoziny A; U As U---U A, je roven souctu
pocti prvki mnozin Aq, As, ... A,.

Toto pravidlo pouzivame zcela intuitivné, jak je vidét v néasledujicim prikladu:

Priklad 2. Na soustfedéni jelo jednim vlakem pét i¢astniki z Prahy, dva z Liberce,
¢tyti z Karlovych Vart a jeden z Plzné. Kolik jich jelo celkem?

Tvrzeni 3. (Pravidlo sou¢inu) Pocet vSech usporddanych n-tic takovych, Ze prvni
slozku miizeme vybrat ki zpiisoby, druhou ko zptisoby, ... az n-tou k,, zpisoby, je
roven ki - ko - ... ky,.

Toto pravidlo jsme uz vyuzili pfi vybirani slepého a vodic¢e v predchozim textu.
Slepého jsme mohli vybrat péti zptusoby, vodice ¢tyfmi, dohromady tedy 5-4 zpisoby.

Priiklad 4. Kolik je ¢tyfcifernych ¢isel délitelnych péti?

Reseni. Namisto tisicti mtizeme vybrat devét cifer (nulu ne), na misto stovek deset,
na misto desitek také deset a na misto jednotek jen dvé, nulu nebo pétku. Dohromady
mame 9-10-10 - 2 = 1800.

Definice 5. Pojem k-clennd kombinace z n prvki vyjadiuje pocet moznosti, kte-
rymi mizeme vybrat k prvki z n-prvkové mnoziny, aniz by ndm zalezelo na poradi
vybéru.

Pojem k-élennd variace z n prvkiu znadi také pocet moznosti, kterymi mutizeme
vybrat k prvki z n-prvkové mnoziny, ale pokud pofadi vybéru zohlednime.

Pojem permutace na n prvcich znaci pocet moznych usporadani n prvki.
Definice 6. Faktoridl n definujeme jakon! =n-(n—1)-(n—2)...2-1. Specidlné
definujeme 0! = 1.
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Tvrzeni 7. Pocet permutaci na n prvcich se rovna n!.

n!

Definice 8. Kombinacéni ¢islo [en nad k4] definujeme jako () = o R

Tvrzeni 9. Pocet k-¢lennych kombinaci z n prvkii vyjadiuje kombinacni ¢islo (Z)

Tvrzeni 10. (Binomicka véta) Plati

(Y (M) D [ Rk () pmD) o (T e
(a+0b) <0>a +<1)a b+ +(k>a b" + +(1)ab —I—(O)b.

Definice 11. Mnozinu vSech moznych vysledki nédhodného pokusu oznacme (2,
pricemz predpokladejme, Ze vSechny jeji prvky w nastanou se stejnou pravdépo-
dobnosti. Podmnozinu A mnoziny {2 nazveme jevem, pro A = ) jistym jevem, pro
A = () nemozngym jevem. Pravdépodobnost, Ze nastane dany jev A, vyjadiime jako

P(A) = |A]/I9.
Priklad 12. Jaké je pravdépodobnost, ze pfi hodu kostkou padne jedni¢ka nebo
Sestka?
Regeni. Mozné vysledky hodu kostkou tvori mnozinu Q = {1,2,3,4,5,6}. Jev
»padne jednicka nebo Sestka“ je mnozina A = {1, 6}, ¢ili pravdépodobnost, Ze padne
jednicka nebo Sestka, je 2/6 = 1/3.
Tvrzeni 13. (2 je mnoZina moznych vysledkii ndhodného pokusu, A, B C €.

(1) P()=1,P0)=0

(2) 0< P(A) <1
(3) P(Q\ 4) =1 - P(A)
(4) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

sw, wevs

Na konci pfispévku jsou k pfikladim uvedeny navody, které mnohdy piimo prozra-
zuji vysledek.

Priklad 14. Kolik existuje sudych ¢tyicifernych ¢isel, ktera nejsou délitelnd péti?
Kolik je péticifernych cisel, ktera jsou délitelnd ¢tyfmi? Kolik je trojcifernych cisel,
v jejichZz desitkovém zapise je kazda Cislice nejvys jednou? Kolik je ¢tyfcifernych
¢isel, v nichz se sudé a liché ¢islice stfidaji?

Priklad 15. Kolik uhlopfi¢ek mé n-ihelnik?

Priklad 16. Jakou nejdelsi abecedu bychom mohli zakédovat pomoci nejvyse ¢tyf
tecek ¢ ¢arek? A co v Braillové pismu (nejvyse Sest vystouplych tecek)? Nebo v se-
maforu (ukazuje se rukama do osmi riznych smérd, pfi¢emz ruce nejsou rozlisitelné
a nemohou splyvat)?

Priklad 17. K pétadvacatym narozenindm dostala princezna bonboniéru ve tvaru
Ctverce, kde v kazdém fadku i sloupci bylo pét bonboni. Chtéla si jich hned pét
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snist, ale tak, aby nevyjedla zadny cely fadek ani sloupec. Kolika zptisoby si mohla
bonbony vybrat? A co kdyby chtéla z kazdého fadku i sloupce snist pravé jeden?

Piiklad 18. V krélovské radé tradiéné zasedd pét lidi. Do voleb se prihlasilo dva-
nact lidi, z toho sedm S$lechticti a pét slechti¢en. Protoze je kralovstvi moderni a
podporuje rovnost muzi a zen, vyzaduje se, aby v radé byli asponi dva muzi a aspon
dvé Zeny. Kolika zptusoby mtZe volba dopadnout?

Priklad 19. V jiném kralovském poradnim organu zasedd pfedem neurceny nenu-
lovy pocet lidi. O tuto funkci maji zajem Ctyfi muzi a tii Zeny a tentokrat je jedinou
podminkou pro volbu, aby v radé bylo stejné muzi jako zen. Kolik je moznych
vysledku?

Priklad 20. Kroketového turnaje se tcastni Sestnéct lidi. Hraji vzdy dvé dvojice
proti sobé. Kolika zptisoby mizeme vsechny hrace rozdélit?

Priklad 21. Vrhame obycejnou Sestisténnou kostkou. Jaka je pravdépodobnost,
ze ve tfech hodech hodime aspon jednu jednicku, Ze v péti hodech nepadne Zadné
sudé ¢islo a Ze soucet Cisel po dvou hodech bude pét?

Priklad 22. Elsa kazdé rano bezradné koukd do skiiné a nevi, co si obléct. Vzdyt
je tak tézké si vybrat! Ma patery Saty, troje puncochy, ¢tyfi pary stievicka, dvé
spony do vlasti a dva a pil paru ndusnic (jednu ztratila). Z kolika moznosti kazdé
rano vybira, kdyz na sobé podle dvorniho protokolu musi mit Saty, puncochy, dva
stfevicky, sponu do vlast a dvé ndusnice? S jakou pravdépodobnosti na sobé bude
mit sparované stfevicky a nausnice? (Stevicky jsou levé a pravé, kdezto dvé ndusnice
7z péaru jsou identické.)

Priklad 23. Dvanact mésicku se z nudy stavélo do fady podle stéii, teploty, mnoz-
stvi uzralych jahod a podobnych vlastnosti, az je napadlo: kolika rtznymi zptsoby
se za sebe mtizou postavit? Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném setazeni (kde
jsou v8echny moznosti stejné pravdépodobné) budou stat vedle sebe mésice roéniho
obdobi (tj. mezi mésici néjakého roéniho obdobi nebude stat zddny mésic jiného
roéniho obdobi)? A jak se miizou sefadit, pokud se ¢erven pohddal s prosincem a
odmitaji stat vedle sebe?

Priklad 24. Zakaznik si chce u véstkyné ovérit, Ze prisel k té pravé, a tak si pétkrat
mysli néjakou cifru a nechava véstkyni hadat. Urcete postupné pravdépodobnost, ze
se podvodnice ani jednou netrefi, Ze pravé dvakrat tipne spravné ¢islo a Ze se aspor
jednou splete.

Dalsi priklady

Priklad 25. Urdete pocet obarveni Sachovnice 1 X n péti barvami tak, aby zadna
dvé sousedni policka neméla stejnou barvu. Pokud mame vSechny spravné obarvené
Sachovnice schované v pytli, s jakou pravdépodobnosti z néj vytdhneme néjakou
dvoubarevnou nebo néjakou, na které je aspon jedno policko Cervené?
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Priklad 26. Vyrobce hodin se rozzlobil na svij nudny sortiment a rozhodl se
vyrabét nové dokonale kulaté ciferniky, na nichz budou ¢isla od jedné do dvanécti
usporadana v kruhu libovolné a napsana tak, aby nebylo poznat, kde je nahofe.
Kolikery hodiny bude mit nové v nabidce?

Priklad 27. Milion obyvatel zemé hlasovalo v zemskych volbach o tom, které ro¢ni
obdobi je nejlepsi. Vysledky se udavaji ve tvaru usporadané ¢tverice ziskanych pocta
hlast v potadi [jaro, léto, podzim, zima]. Kolik moznych vysledkii volby maji?

Priiklad 28. Na dostihovych zédvodech bézi pét koni. Pokud jejich ¢as méfime na
celé vtefiny (tedy pokud dva koné dobéhnou v jednu vtefinu, dobéhli na stejném
misté), kolika riiznych pofadi koni se miizeme dockat?

Pokud si na svého oblibeného koné vsadime, Ze dobéhne nejhtf tfeti (tj. bude
mit nejhiif tieti ¢as), jakou méme Sanci vyhrat? Piedpoklddejme, Ze vSechny mozné
vysledky jsou stejné pravdépodobné.

Piiklad 29. Cisla 1, 2,..., 2017 dame do t¥i barevnych kyblicki: bilého, modrého
a Cerveného. Kolika zpisoby mtzeme ¢isla rozhazet, pokud zadny z nich neni prazdny
a dvé po sobé jdouci ¢isla nikdy nejsou v témze kyblicku? (PraSe 30-4-4)

Priklad 30. Ve vézeni je pét muzi a sedm Zen. Domluvili se, Ze kazdy den vylosuji
jednoho z nich, kdo se zepté strazce, jestli je nechce pustit ven. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze prvni dva vylosovani byli muzi?

Strazce to po roce omrzelo a slibil jim, Ze pokud se ho desetkrat po sobé zepta
zena, opravdu jim celu odemkne. S jakou pravdépodobnosti bude vézeni do dvou
tydnt prazdné?

Priklad 31. Na zdmku je tischovna zavazadel, v niz je n skiinék, ke kterym patii
n riznych kli¢a. Zly trpaslik do kazdé skiinky dal néjaky klic a pak vSechny zavtel.
Hodny trpaslik mé kouzelnou htlku, kterd umi oteviit skfinku vlevo nahote. Z ni
mize vyzvednout kli¢ a odemknout k nému prislusnou skfinku a pokracovat dale.
Urcete pravdépodobnost, Zze se mu podari otevtit vSechny skiinky.

(PraSe 26-5-3)

Priklad 32. Kolik vét muZeme vytvofit z Sestadvaceti pismen abecedy, pokud
kazdé pouzijeme praveé jednou a za vétu povazujeme libovolnou posloupnost pismen
rozdélenou mezerami (priem? mezer muze byt libovolné, ale nikdy ne dvé vedle
sebe)?

Priklad 33. Anna délala zasedaci pofadek na svatbu. Pozvala dvacet ¢tyfi hosti,
z nichz bylo osmnéct muzi a Sest dam. Chtéla vybrat nejlepsi posazeni hosti tak,
aby u kazdého kulatého stolu pro ¢tyti lidi sedéla jedna ddma. Z kolika takovych
vybirala? KdyZ zasedani u stolu jen oto¢ime, povazujeme ho za stejné, podobné
nezalezi na tom, u jakého presné stolu kdo sedi.

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi ndhodné vylosovaném zasedacim potradku bude
Anna vedle svého Zenicha?

Piiklad 34. Snek se chce dostat z jednoho rohu krychle do protéjsiho, aviak plazit
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se chce pouze po hranach, a to nejvyse po péti. Kolik takovych cest ma? Pocitame
i ty, béhem nichz navstivi cil vicekrat. (PraSe 29-3-4)

Priklad 35. V cukrarné méli n sladkosti, ale kazdou bohuzel jen jednou. Ptisli dva
mlsouni a nakoupili nékolik sladkosti, kazdy aspon jednu. Kolika zptisoby to mohli
udeélat? (PraSe 25-5-4)

Priklad 36. Mgjme ¢tvereckovany papir m x n. Kolika zptsoby miiZeme strany
vSech ¢tvereckt obarvit pomoci t¥i barev tak, aby kazdy c¢tverecek mél pravé dvé
strany obarvené jednou barvou a zbyvajici dvé néjakou jinou jednou barvou? Strany,
kterymi se sousedici ¢tverecky dotykaji, povazujeme za totozné. (PraSe 33-1-4)

Priklad 37. Kolika zptlisoby se miize posadit deset chlapci a dvanact dévcat na

koloto¢ s dvaceti ¢tyimi sedadly tak, aby mezi kazdymi dvéma chlapci sed€lo aspon

jedno dévce? Posazeni, kterd se lisi jen otocenim kolotocCe, povazujeme za totozna.
(PraSe 3-6-4)
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