Uvod do teorie cisel
| Michal Hroch

Definice. (Délitelnost) Rekneme, ze m € N déli n € N, pokud existuje k € N, Ze
n = km. Znacéime m|n.

Lemma. (Vlastnosti délitelnosti)

(1) Pro vsechna n € N plati 1|n a n|n.

(2) Pokud k|lm a m|n pak k|n.

(3) Pokud s déli dvé z ¢isel rovnosti n = m + k, pak déli i tieti z téchto disel.

Definice. (prvoéislo)  Cislo p € N nazveme prvocislo, pravé kdyz pro kazda m,n € N
plati, Ze pokud p|mn, pak p|m nebo p|n.

Definice. (Nejvétsi spoleény délitel)

(1) Pro trojici ¢isel d,n,m € N fekneme, ze d je spolecny délitel n a m, pokud d|n
a zdroven d|m.

(2) Cislo d je nejvétsi spolecny délitel m a n (d = NSD(m,n)), pokud navic plati, Ze
kdykoli k je spole¢ny délitel n a m, pak k|d.

Tvrzeni. (o déleni se zbytkem) Pro pfirozené ¢islo m a nezdporné celé n existuji
nezaporna celd Cisla k a r takova, ze n = km + r a pfitom r < m.

Lemma. (Eukleidiv algoritmus) Méjme dvé ¢isla m,n € N a hledejme nejvétsiho
spole¢ného délitele:

1. krok: Vydélime n ¢islem m se zbytkem r1, tedy n = kym +ry, kde k1,71 € NU{0}
ary < m. Jeli ;1 = 0, pak m|n, m=NSD(n, m) a jsme hotovi. Pokud r; # 0,
pokracujeme dal.

2. krok: Podle lemmatu ma dvojice n, m stejné spolecné délitele jako dvojice m,ry.
Prejdéme k ¢islim m a r1. Vydélime m Cislem 71 se zbytkem ro, tedy m = kari + 72,
kde k2,72 € NUO a ro < r1. Jeli 7o = 0, pak r1|m, r1 = NSD(m,r1) = NSD(n, m)
a jsme hotovi. Pokud r2 # 0, pokracujeme dél.

ity krok: Vydélime r;_o Cislem r;_1 se zbytkem r; , tedy r,_o = k;r;—1 + r;, kde
ki,m e NUO a ry < Tri—1. Je-li ry = 07 pak ri_1|ri_2, Ti—1 = NSD(Ti_Q,Ti_l) =
NSD(r;—3,7i—2) = -+ = NSD(m,r1) = NSD(n,m) a jsme hotovi. Pokud r; # 0
pokracujeme dal.

Posloupnost zbytkd r1,72,73,... je ostfe klesajici, 1 > r9 > r3,..., a proto po
kone¢ném poctu krokt dojdeme ke zbytku r; = 0 a algoritmus vzdy skonci nalezenim
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nejvétsiho spole¢ného délitele r;_; = NSD(n, m).

Tvrzeni. (Jednoznac¢nost prvoéiselného rozkladu) Dané éislo n € N lze rozlozit pravé
jednim zptsobem na soucin prvocisel a lze psat n = p’fl .- ~p’,fr.

Definice. (nejmensi spoleény nasobek)

(1) Pro trojici ¢isel k,n,m, € N Fekneme, Ze k je spolecny ndsobek n a m, pokud n|k
a zaroven mlk.

(2) Cislo k je nejmensi spolecny ndsobek n a m, k = NSN(n,m), pokud navic plati,
Ze kdykoli | je spolecny ndsobek n a m, pak k|l.

Tvrzeni. Pron = plfl cpfram = pll1 cplr e

(1) NSD(n, m) = i) pinthats) . pminGls),

(2) NSN(n, m) = py(Entpimx(bate) . pnax(ie ),

Definice. (soudélnost) Je-li NSD(n,m) = 1, ¢isla n a m se nazyvaji nesoudélnd.
V opacném pripadé iikame, ze n a m jsou soudélnd.

Lemma. Jsou-li n a m nesoudélna a také n a | nesoudélnd, pak jsou i n a ml
nesoudélnd. Jsou-li n a m nesoudélnd a obé déli ¢islo |, pak nm|l.

Definice. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo m, piseme a = b (mod m), prévé
tehdy, kdyz n|a — b.

Véta. (Cinska véta o zbytcich) Mé&jme po dvou nesoudélnd ¢&isla ny,...,n, € N
a nezapornd celd c¢isla r1,...,r, € NU {0} takovd, ze r1 < ny,...,r; < ng. Pak
soustava rovnic

z =71 (mod nq)

x = ry (mod ng)

x =1 (mod ny)
m4 vzdy nezdporné feseni x € NU{0}. Existuje jediné nezdporné feseni < nj - - ng.

Definice. (Eulerova funkce)  Zobrazeni, které prirozenému ¢islu pFifazuje pocet men-
Sich nesoudélnych ¢isel, se nazyva Eulerova funkce a znaci se p. Tedy ¢ : N — N,
p(n) =|{m € Nym < n a NSD(n,m) = 1}|.

Tvrzeni. Plati ¢(1) = 1. Je-li p" mocnina prvoéisla, k > 0, pak go(pk) =pF—pr L
Jsou-li n a m nesoudélnd, pak p(nm) = p(n)p(m).
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Dasledek. Je-lin = p]flpé€2 .- ~pffr rozklad ¢isla n, kde p1, ..., pr jsou po dvou rizné

prvodisla a k1,...,kr > 0, pak p(n) = (pllCl fplflfl)(pé” - p]2€272) e (pff"' fpf"fl).

Tvrzeni. (Mal4d Fermatova véta) Je-li p prvoéislo a « € Z pak 2P = z (mod p).
Jsou-li navic p,z nesoudélna, pak =1 =1 (mod p).

Véta. (Eulerova) Necht a, m jsou nesoudélng pfirozena éisla. Pak

a?™ =1 (mod m).



