Uvod do linearni algebry

| Tomds Matousek

Télesa, vektorové prostory

Definice. Télesem nazveme mnozinu M, na které jsou definovana zobrazeni ®,® :
M x M — M (bindrni operace) spliiujici nésledujici axiomy:

1) (Ve,ye M) zdy=yduz. (komutativita)
2) Ve,y,ze M) zD(y®2)=(zDy) D 2. (asociativita)
3) FoeM)VeeM)z®o=0Dz ==. (neutralni prvek)
4 VceM)BzeM)z®dT=Zdz =o0. (opacny prvek)
5B) Ve,ye M) z0y=y0Ou. (komutativita)
6) (Ve,y,ze M) 20 (y0z)=(z0y) O =. (asociativita)
() FeM)(VzeM)z0i=i0z=uz. (neutralni prvek)
8) VeeM,z#0)(Fz teM)zos t=c oz =i (inverzni prvek)
9) (Ve,y,ze M) 20 (y®z)=(z0y) ®(z 0O 2). (distributivita)
(10) ¢ # o.

Pro zjednoduseni se misto z @ g pise xSy, x@y_l =rQyY,T=06x,r0Yy=TY.

7 axiomu pak lze odvodit zakladni vlastnosti téles: vSechny existencni kvantifikatory
v axiomech se daji nahradit jednozna¢nou existenci, dale nap¥. (Vx € M) ox = o,
(Va,z,y € M,a #0) ax =ay < z =y, Va,z,y € M) aPzr =ady & z =y,
(eix=z =0z, ...

Nektera télesa jisté znate. Napf. (R, +,:) nebo (Q,+,-). Mizete si ovéfit, ze
skutecné splnuji vSech 10 axiomu, pfi¢emz operace ® odpovida nasobeni a @ séitani,
neutralni prvek vzhledem k nésobeni je ¢ = 1 a vzhledem ke s¢itani o = 0. Rozmyslete
si naopak, pro¢ (N, +,-), (No,+,+) ani (Z, +, -) nejsou télesa.

Pro nase téely budou vhodna télesa (Zp,+, ), kde Zp = {0,1,...,p — 1}, p je
prvocislo. Operace s¢itani a ndsobeni budou odpovidat standardnim operacim modulo
p.

Definice. Vektorovym prostorem nad télesem (T, +, ) nazveme mnozinu V, na které
jsou definovany bindrni operace séitani @ : V x V — V a ndsobeni skaldrem (tj.
prvkem télesa T) © : T x V — V splitujici axiomy:

1) (=x,yeV) xdy=ydx. (komutativita)
(2) (x,y,zeV)xe(ydz) = (xy) Dz (asociativita)
3) BoeV)(vxeV)xPo=0Px=x. (neutralni prvek)
(4 (VxeV)(EFxeV)xdx=xPx=0. (opacny prvek)
(5) (Va,beT,xeV) (ab) ©x =0a® (b O x).

14



Tomaé Matougek: Uvod do linedrni algebry

(6) (vxeV)iox=x.
(7) VaeT, x,yeV)a® xdy)=(a0x)®(a®y).
(8) (Va,beT, x€V) (a+b)0x=(a0x)®(bOx).

Prvky V nazyvame vektory. Zkraceni zapisu: X @y =x 0y, X = O%, a ©® X = ax.

Uvazujme nyni mnozinu V vsech n-tic prvki télesa T. Kazdy prvek x muzeme
napsat jako x = (z1,22,...,%n), kde 21,22, ...,xn € T. Definujme s¢itani dvou n-tic
x,y jako sCitani po slozkach, tj.

($17~~~71'n)+(y17~~~7yn) = ($1+y17~~~7$n+yn)
a nasobeni skalarem a takto:
a(z1,...,xzn) = (ax1,...,azn).
Nulovym vektorem bude n-tice (0,0, ... ,0). Pak lze ovéfit, Ze mnozina V spolu s té-

mito operacemi je vektorovym prostorem nad T.
Pro nazornost dale uvazujme jen télesa R a Zp.

Definice. Bud' V vektorovy prostor nad T, X1,X2,...Xn € V soubor vektorii. Rek-

neme, ze tento soubor je linedrné nezdvisly, pokud pro libovolné a1, ...,an € T
n
Zaixizoéalzagz---:anzo.
i=1

Matice

Definice. Matice typu m xn s prvky z télesa T je m-tice n-tic Cisel z télesa T. Bude-li
m = n nazveme takovou matici matici ¢tvercovou. Napf. matici A typu 2 X 3 mizeme
zapsat takto:

A= (011 a2 013)
az1  G22  G23

kde a;; € T,i € {1,...,m},j € {1,...,n}. Kdyz bude zfejmé o jaky typ ma-
tice se jednd, budeme pouzivat jen zapisu A = (a;j). Déle budeme i-tym Tdadkem
matice (a;;) myslet n-tici (a;1,042,...,0;n) a j-tym sloupcem této matice m-tici
(a1j7a2ja e 7amj)'

Definice. Bud A = (a;;). Pak A je nulovd, je-li (Vi,j) a;; = 0, znac¢ime pak A = O.
Je-li navic A typun x n, je A

(1) jednotkovd, je-li (Vi,j) a;; = 0;5, kde 6;5 = {(1) z fj , zna¢ime A = In,.
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(2) diagondini, je-li (Vi # j) a;; =0,A # O.
(3) dolni trojihelnikovd, je-li (Vi < j) a;; =0, A # O.
(4) horni trojihelnikovd, je-li (Vi > j) a;; =0,A # O.

Abychom s maticemi mohli néco délat, definujeme si nékolik operaci.
Bud A = (a;5), B = (b;;) matice typu m x n. Pak C = A 4 B je matice typu m x n
takova, ze
(Vi,7) cij = aij + byj.
Bud A = (a;;) matice typu m x n, ¢ € T. Pak C' = cA je matice typu m X n takova,
Ze
(Vi,4) cij = caij.
Bud A = (a;;) matice typu m xn, B = (b;;) matice typun xl. Pak C = Ax B = AB
je matice typu m x [l takova, ze
n
(Vi,§) cij = D @irbr;
k=1
Jelikoz s¢itani matic je vlastné jen s¢itanim jejich odpovidajicich prvki, snadno
nahlédneme, Ze je komutativni, asociativni, existuje neutralni prvek vzhledem ke s¢i-
tani (tj. nulova matice) a ke kazdé matici najdeme i matici opa¢nou. Na pfednésce si
ukéZeme, Ze nasobeni matic je asociativni, ale neni komutativni (tj. ndsobeni zprava je

obecné néco jiného, nez nasobeni zleva), existuje neutralni prvek vzhledem k ndsobeni
zprava i zleva a ne ke kazdé matici existuje zleva ¢i zprava inverzni matice.

Tvrzeni. Mmnozina vSech matic typu m X n s prvnimi dvéma vyse uvedenymi opera-
cemi tvori vektorovy prostor nad T.

Soustavy linearnich rovnic

Nyni uvidime, Ze definovdnim matic si velmi zjednodusime praci se soustavami li-
nearnich rovnic. Budeme pracovat s obecnymi soustavami, které maji m rovnic o n
neznadmych.

Definice. Buda;j,b; € T,i€ {1,...,n},j €{1,...,n} a bud
a1171 + a1272 + - + a1pTn = b1
a2171 + agaxa + - - - + agpxTn = ba

am1T1 + am2r2 + -+ amnTn = bm
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soustava linedrnich rovnic pro nezndmé x;,i € {1,...,n}. Pak matici (a;;) typumxn
nazveme matici soustavy a matici (a;;|b;) typum x (n+1) (tj. matice soustavy, k niz
je pridan sloupec pravych stran pro prehlednost graficky oddéleny svislou édrou)
nazveme rozsirenou matici soustavy.

Gaussova-Jordanova eliminace

Definice. Necht (x1,...,Xn) je n-tice vektori. Elementdrni ipravou nazveme pro-
vedeni jedné z nasledujicich tprav:

(1) prohozeni vektori x;,x; (i # 7).

(2) vyndsobeni vektoru x; skaldrem k € T,k # 0.

(3) nahrazeni vektoru x; vektorem x; + kx;,i # j,k € T,k # 0.

Definice. (Gaussova-Jordanova eliminace) Bud A = (a;j) matice soustavy typu
mxn a B = (a;|b;) rozsifena matice soustavy. Necht .J je mnozina vSech nenulovych
sloupcti a I mnozina vSech nenulovych Fadki matice.

(1) Z mnoziny J vyjmeme néjaky sloupec, necht je to j-ty sloupec matice A.

(2) Z tohoto sloupce vybereme nenulovy prvek a;; takovy, ze i € I, a z mnoziny I

odebereme Fddek i. Pokud zddny takovy prvek neexistuje, zopakujeme (1).
(3) Ke kazdému fadku k (k # i) matice B pfic¢teme —a;jlakj ndsobek Fadku i.
(4) Opakujeme body (1) az (3) dokud je mnozina J neprazdna.

Pozorovani. Po provedeni GJE (Gaussovy-Jordanovy eliminace) bude v matici A
v kazdém sloupci nejvyse jeden nenulovy prvek. Vysledna rozsifena matice soustavy,
reprezentuje soustavu rovnic ekvivalentni s pivodni soustavou.

Véta. Necht n-tici vektort (y1,...,yn) dostaneme z (x1, ...,Xn) elementdrni tpra-
vou. Pak (y1,...,yn) je linedrné nezdvisla pravé tehdy, kdyz (x1,...,Xn) je linedrné
nezavisla.

Duasledek. Pomoci GJFE muzeme zjistit, zda jsou vektory linedrné nezavislé.

Definice. Sloupcovd hodnost matice je maximalni pocet linearné nezavislych sloupcu
matice. Rddkovd hodnost matice je maximalni pocet linedrné nezavislych fddki ma-
tice.

Véta. GJE zachovava radkovou hodnost matice.
Duasledek. Pomoci GJFE miuZeme zjistit fadkovou hodnost matice.

Véta. Sloupcova a fadkova hodnost kazdé matice se rovnaji.
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Véta. (Frobeniova podminka fesitelnosti soustavy) Bud A = (a;;) matice soustavy
a B = (a;;|b;) rozsifend matice téze soustavy. Soustava rovnic ma feseni pravé tehdy,
kdyz sloupcova hodnost matice A je rovna sloupcové hodnosti matice B.
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