Uhleni

VERGA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zékladni metody feSeni geometrickych uloh. Uvadi
jejich orientované verze, které nam umoznuji vyhnout se rozebirani riznych konfiguraci
bodu v feseni. Dale obsahuje tulohy vhodné k procviceni této techniky.

Véta. (Charakterizace tétivovych ¢tyftahelniktl) Necht ABCD je konvexni Ctyf-
thelnik. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ABCD je tétivovy (mé kruznici opsanou),
(ii) |<ACB| = |<ADB| (shodnost obvodovych thli),
(i) |<ABC|+ |<ADC| = 180°.
Véta. (O stfedovém a obvodovém uhlu) Body A, B, C lezi na kruznici se stiedem

S. Pak
2|<<ACB| = |[<ASB|.

Piiklad. (Lemma o dvou kruznicich) Jsou dany kruZnice k, I, které se protinaji
v bodech A, B. Na kruznici k zvolme bod X a sestrojme Y jako prusecik primky
XB s kruznici | (pokud X = B, pak pfimkou X B myslime tecnu ke kruznici k).
Ukazte, Ze nezavisle na volbé bodu X ma trojuhelnik AXY vzdy stejné vnitini thly.

Véta. (O tsekovém thlu) Necht ABC je trojihelnik vepsany do kruznice k a p
piimka prochazejici bodem A. Na piimce p zvolme bod X tak, aby iithel X AB byl
ostry nebo pravy. Pak plati, Ze p je tecna kruznice k, pravé kdyz |[<X AB| = |[<ACB].
Definice. Obloukovy thel |<Iﬁ| dvou bodu A, B lezicich na kruznici k je roven
|<<AX B] pro libovolny bod X lezici na opa¢ném oblouku 1@

Priklad. Necht je ABCD obdélnik a P bod na jeho opsané kruznici rtizny od jeho
vrcholt. Necht W, X, Y a Z jsou kolmé projekce bodu P na strany AB, BC, CD a

DA. Ukazte, ze jeden z boda W, X, Y a Z je ortocentrum trojuhelnika tvofeného
zbylymi body.
Véta. (O obloukovych thlech) Necht k je kruznice, A, B, C, D libovolné body na
ni a X prise¢ik AD a BC. Pokud
(i) X lezf uvnitF kruznice k, pak |[<AXB| = |AB| + |CD),
(ii) X lezi na polopfimce DA mimo kruznici k, pak |[<AXB| = |C‘[>)\ — |ﬁ|,
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(iii) X lezi na polopiimce AD mimo kruznici k, pak |[<AXB| = |1@| — |@|

Definice. Orientovangm thlem <(p, q) dvou pfimek p, ¢ (v tomto pofadi) nazveme
thel, o ktery je tfeba otocit p (v kladném sméru — tedy proti sméru hodinovych
rudicek), aby otocend p byla rovnobéina s q. Dovolujeme pfitom také otaceni o nu-
lovy thel (identita) a o zdporny thel (o absolutni hodnotu tohoto Ghlu v zadporném
sméru).
Lemma. (Zékladni vlastnosti orientovanych uhld) Pro pfimky p a q plati
<(p,p) =0,
( ) <I(p> q) = _q(Q7p)7
(i) <(p,q) +<(q,7) = <(p,7),
(iv) <(p,q) = <(p,q) + k - 180°, kde k je celé ¢islo,
(v) pokud body A, B lezi na jedné kruznici se stiedem S, pak <((AS,AB) =
<(BA, BS)( opa¢nd implikace plati za predpokladu, Ze tento thel neni nu-
lovy).
Miizeme tedy predpokladat, ze <(p,q) € {0°,180°).
Lemma. Pokud a, 8, v jsou vnitini (neorientované) ahly trojihelniku ABC, po-
tom nastava jedna ze dvou moznosti:

(i) <(CA,AB) = «, <(AB,BC) =, <«(BC,CA) =;

(ii) —<(CA,AB) =a, —<(AB,BC) =, —<(BC,CA) = 4.
Dusledek. (soucet uhli v trojuhelniku) Budte A, B, C tii riizné body v roviné.
Pak

(i) <(AB,AC) + <«(BC,BA) + «(CA,CB) = 180°,

(ii) <(AB,AC) = «(BA,BC) + <(CB,CA).
Véta. (O obvodovém a stfedovém dhlu pro orientované thly) Necht body A, B,
C, X lezi na jedné kruznici se stredem X pak

(i) <(AB,BC) = <(AX,XC).

(ii) 2-<(AB,BC) = «(SA, SC).
Véta. (O tsekovém thlu pro orientované thly) Piimka BX je tecna ke kruznici
opsané trojuhelniku ABC' pravé tehdy, kdyz <(AC,CB) = <(AB, BC).
Véta. (o tétivovych étyftihelnicich) V roviné jsou dany 4 rizné body A, B, C, D.
Tyto body lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati

<(AC,AD) = «(CB,BD).

Piiklad. (Folklor) Jsou dany kruZmice k1, ko, k3, k4 tak, Ze k; a k;11 a protinaji
v bodech A; a B; (ks = k1). Ukaite, Zze pokud je Ay, A, Az, A4 leZi na jedné
kruznici, pak i By, By, B3, By lezi na jedné kruznici.

Definice. Obloukovy orientovany tuhel |<Iﬁ | oblouku AB kruznice k v kladném

sméru je roven |<(AX, BX)| pro libovolny bod X lezi na oblouku BA.
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Véta. (O orientovanych obloukovych thlech) Necht ABCD je tétivovy ¢étyfiihelnik
a X priwsecik piimek AD a BC. Pak |<(AX, BX)| = |AB| + |DC|.

Uloha 1. Pi#imky p, ¢ se protinaji v bodé S. Déle jsou dany body A, B takové, ze
<(p, SA) = <(SB, q). Paty kolmic z bod A, B na pfimku p ozna¢me postupné A,,
B, a obdobné paty kolmic na piimku ¢ jako A,, B,. Dokazte, ze body A,, Ay, By,
B, lezi na jedné kruznici.

Uloha 2. (Miquelova véta) Je dan trojihelnik ABC. Na ptimkach BC, CA, AB
lezi postupné body X, Y, Z. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AY Z, X BZ
a XY C prochazi jednim bodem.

Uloha 3. (Lemma o spiralni podobnosti) Kruznice k; a ks se protinaji v bodech
X a Y. Pfimka prochézejici X protind k1 a ko podruhé v A a B. Druhd pifimka
prochazejici X protina ky a ko podruhé v C' a D. Ukazte, Ze jsou si trojahelniky
AY C, BY D podobné.

Uloha 4. Je dan rovnoramenny trojihelnik SAC se zékladnou AC. Na p¥imkéach
SA, SC lezi postupné body X, Z takové, ze piimka X Z je rovnobézna s pfimkou
AC'. Bud O stfed kruznice opsané trojiuhelniku AZS. Ukazte, ze piimky XC a SO
jsou na sebe kolmé.

Uloha 5. (Svrékav bod)  V trojuhelniku ABC oznaéme S druhy prisecik osy vniti-
niho hlu u vrcholu A s kruznici opsanou ABC. Dale ozna¢me S’ druhy prisecik
osy vnéjsiho tthlu u vrcholu A s kruznici opsanou. Nakonec ozna¢me stiedy kruznic
pfipsanych ke strandm BC, C' A, AB postupné I,, I, I, a stfed kruznice vepsané I.
Dokazte

(i) |SB| =[5C| = [SI| = [STa),

(i) [S"B| = [5'C| = |5"1e| = |S"Ib].

Uloha 6. Bud H priise¢ik vysek trojihelniku ABC a H' obraz H v 0sové soumér-
nosti podle pfimky AB. Dokazte, ze H' lezi na kruznici opsané ABC.

Uloha 7. Skrz prisecik vysek H trojuhelniku ABC vedeme pifmku p. Ozna¢me
Pa, Pb 0sOVEé obrazy primky p podle pfimek BC, C'A. Dokazte, Zze se piimky p,, pp
protinaji na kruznici opsané.

Uloha 8. (Simsonova piimka) Bud P bod na kruznici opsané trojihelnika ABC.
Dokazte, ze paty kolmic z P na strany trojihelnika (3 body) lezi v jedné pfimce.

Ptimka z ptfedchozi tlohy se nazyva Simsonova piimka trojihelniku ABC vzhle-
dem k bodu P.

Uloha 9. Jsou dany body A,B,C,P na jedné kruznici. Kruznice k se dotyka
pfimky PA v bodé A a prochézi bodem B. Druhy prusecik této kruznice s pfimkou
AC ozna¢me X . Dokazte, ze primka BX je kolma na Simsonovu pfimku trojihelniku
ABC vzhledem k bodu P.
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Uloha 10. Je dan ostroahly trojuhelnik ABC. Necht D, E, F paty vysek z vrcholi
A, B, C. Jeden z pruseciki FF' s kruznici opsanou trotihelniku ABC ozna¢me P.
Prusecik piimek BP a DF ozna¢me Q. Ukazte, ze AP = AQ.

(IMO Shortlist 2010)

Uloha 11. Na stranéch trojihelnika ABC lezi postupné body P, Q, R. Necht k4,
kp a k¢ jsou kruznice opsané trojuhelnikim AQR, BRP, CPQ. Jsou-li X, Y a Z

druhé priseciky AP s ka, kp a kg, pak ukazte, Ze };()Z( = gg. (USAMO 2013)

Uloha 12. Necht MN je piimka rovnobézna se stranou BC' trojthelniku ABC,
takze M € ABa N € AC. Piimky BN a C'M se protinaji v P. Kruznice opsané troj-
thelniktim BM P a C'N P se podruhé protinaji v Q. Ukazte, 7e |[<BAQ| = |[<CAP].

(Balkan 2009)

Uloha 13. Kruznice ki a ko se protinaji v bodech P a Q. Necht AC a BD jsou
takové tétivy kruznic ky a ko, Ze pfimky AB a CD se protinaji v P. Piimky BD a
AC se protinaji v X. Y je bod na k; takovy, ze PY || BD. Z je bod na ko takovy, ze
PZ || AC. Ukaite, 7ze body Q, X, Y, Z lezi na jedné piimce. (USA TST 2007)

Uloha 14. Je dén trojihelnik ABC s kruznici opsanou k. Necht [ je libovolna
piimka v roviné a l4, Ig, lc obrazy [ podle tseéek BC, CA,AB. Necht A'B'C’ je
trojuhelnik uréeny primkami l4, Ig, lc.

(i) Ukazte, ze stied kruznice opsany trojihelniku A’B’C’ lezi na k.
(Irén 1995)
(ii) Predpokladejme, Ze [ je tecna k. Ukazte, Ze kruznice opsana A’ B'C’ se dotyka
kruznice k. (IMO 2011/6)
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Navody

-

Najdi tétivové ctyrtuhelniky.
Najdi obvodové thly a vyuzij soucet hl v trojihelniku.
Vyuzij velikost vedlejsiho tthlu v tétivovym ctyituhelniku.

Pouzij stiedové a obvodové thly.

AN o

(i) Osy uhla jsou na sebe kolmé.

(ii) Vyuzij obvodové thly.

6. Vyuhli.

7. Pouzij obloukové thly.

8. Vyuzij velikost vedlejsich ahlt v tétivovych ¢tyfuhelnicich.
9. Pouzij vétu o tsekovych thlech.

10. Ukaz, ze APFQ je tétivovy ¢tyruhelnik.

11. Pouzij lemma o spiralni podobnosti.

12. Najdi tétivové ¢tyfuhelniky a pouzij spiralni podobnost.
13. Ukaz, ze XQAC je tétivovy ctyruhelnik.
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