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ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zakladni vlastnosti aplnych orientovanych graft
(neboli turnaji) a nabizi fadu dloh na turnaje a nasledné i na orientované grafy
vibec. Zahrnuto je jen nutné minimum definici. Ke kazdému ptikladu je na konci
uveden kratky, ale vystizny navod.

Teorie grafu je Siroké téma se Sirokymi aplikacemi. Abychom si trochu uleh-
¢ili zivot, budeme se v této predndSce zabyvat pouze orientovanymi grafy, a po
vétsinu Casu dokonce jen jednou konkrétni tf¥idou orientovanych grafi — takzva-
nymi turnaji. NemiZzeme se ovsem ani zacit bavit, dokud si neujasnime alespon ty
nejzakladnéjsi pojmy.

Trocha definic

Definice. Orientovany graf G je uspofddana dvojice G = (V, E), kde V je ne-
prazdnd mnozina a F je mnoZina uspofadanych dvoubodovych podmnozin (hran)
mnoziny V. Jinak feéeno V jsou puntiky a E Sipky mezi nimi. Je-li e = (u,v) Sipka
v grafu, piSeme (u,v) € E, kde u,v € V, nebo u > v.

Poznamka. Ackoliv to z definice pfimo nevyplyvé, my se budeme zabyvat pouze
takovymi orientovanymi grafy, ve kterych mezi kazdou dvojici u,v € V vede sipka
nejvyse jednim smérem. Také budeme predpokladat, Ze Sipky nespojuji vrchol se
sebou samym (tj. netvotri smycky).

Definice. Kladnym okolim bodu u nazveme mnozinu téch bodd v, pro které
existuje Sipka (u,v). Zna¢ime NT(u) = {v;(u,v) € E}. Analogicky definujeme
zaporné okoli bodu u jako N~ (u) = {v; (v,u) € E}.

Vstupni stupenl deg™ (u) nebo téz in(u) vrcholu u definujeme jako deg™ (u) =
= |N~(u)]. Cislo in(u) tedy pocita sipky, které vedou do u. Analogicky deg™ (u) =
= out(u) = |NT(u)| znadéi vystupni stupeti vrcholu u a po¢ita sipky z u vychazejici.
Vrcholu v, pro ktery plati in(v) = 0, budeme Fikat hrubdk. Vrcholu w, pro ktery
plati out(w) = 0, budeme fikat lama.

Definice. Cesta je posloupnost po dvou riaznych vrcholt uy,us, . .., u, pro kte-
rou (u;,u;q1) € B, Vi =1,2,...,n—1. Cyklus je cesta sjednocend s hranou (u,,, u1).

Definice. Rekneme, Ze graf G je turnaj, pokud pro kazdou dvojici u,v € V,u # v
je bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E. Graf G je tedy turnaj, pokud mezi kazdymi
dvéma jeho ruznymi vrcholy vede Sipka.
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Turnaje

Uplnym orientovanym grafim se ifka turnaje, protoze si je miizeme piedstavit
jako znazornéni vysledku soutéze, ve které hral kazdy hrac s kazdym praveé jed-
nou a zadna hra neskoncila remizou. O turnajich mizeme z fleku pronést radu
zajimavych tvrzeni. P¥i dikazech téchto tvrzeni budeme s vyhodou pouzivat ma-
tematickou indukci, extremalni princip (podivame se na nejdelsi cestu v grafu,
nejkratsi kruznici, ... ) ¢ pocitdni dvéma zpusoby a samoziejmé budeme celou
dobu bezosty$né vyuzivat také toho, ze kazdé dva vrcholy jsou spojeny Sipkou
v néjakém sméru.

Tvrzeni 1. Pokud turnaj neobsahuje lamu, pak v ném existuje trojcyklus.
P¥iklad 2. Rekneme, 7e hraé v je polohrubdk v grafu G = (V, E), pokud se
z néj ke kazdému dalsimu hraci dé dostat pomoci nejvyse dvou Sipek (piSeme
N*t+(v) =V \ {v}). Ukazte, ze pokud v turnaji T neexistuje hrubéak, pak v ném
existuji alespori dva polohrubaci. Musi nutné existovat tfi?

Priklad 3. Anglické kralovstvi diive sestavalo z 1001 mést spojenych jednosmér-
nymi cestami. Z kazdého mésta vedlo presné 500 cest a v kazdém mésté presné
500 cest koncilo. Loni se z kralovstvi vyclenila nezavisla republika, kterad obsahuje

668 mest. Ukazte, ze se d& dostat z kazdého mésta republiky do kazdého mésta
republiky, aniz by ¢lovék musel republiku opustit. (ARO 2004 10.6)

Priklad 4. Ukazte, Ze v kazdém turnaji existuje cesta, kterd prochézi vSemi
vrcholy.

Priklad 5. Ukazte, Ze v turnaji n hrac¢ nastane pravé jeden z nasledujicich dvou
pripadt: Bud existuje n-cyklus, nebo mtizeme hrace rozdélit do dvou neprazdnych
skupin tak, ze kazdy hra¢ z prvni skupiny porazil kazdého hrace z druhé skupiny.

(KMS 11 2008)

Priklad 6. Déano N > m > 3 a turnaj N hraca, ve kterém neexistuje m-cyklus.
Ukazte, ze miizeme hrace ohodnotit ¢isly 1,2,..., N tak, ze kdykoliva > b+m—2,
pak hra¢ ohodnoceny ¢islem a porazil hrace s ¢islem b. (USA TST 2009)

Priklad 7. Uvédomte si, ze v kazdém orientovaném grafu plati
Z in(v) = Z out(v).
veV veV
Ukazte, ze v turnajich plati dokonce i
> (in(v))? = (out(v))*.
veV veEV

(Putnam 1965)
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Jak jsme poznali na prikladu s polohrubaky, vyplati se ¢asto vybrat si jednoho
ucCastnika turnaje a zbylé rozdélit podle toho, zda naseho vyvoleného porazili,
nebo s nim prohrali. Diky definici turnaje totiz vime, Ze kazdy dalsi ucastnik
padne do praveé jedné z téchto skupin. Drobné obmény této myslenky vyuzijeme
v nasledujicich dvou piikladech. Prvni z nich je trikovy, druhy je tézky.

Priklad 8. Déano je N > 3 bodu ocislovanych 1,2,...N. Z bodu s mensim
¢islem vede vzdy sipka do bodu s vétsim ¢islem. Obarveni Sipek ¢ervenou a modrou
barvou nazveme jednobarevné, pokud pro libovolnou dvojici riznych vrchola A, B
neexistuje zaroven modra a ¢ervena cesta z A do B. V zavislosti na N urcete pocet
jednobarevnych obarveni. (ARO 2005 11.3)

Priklad 9. Turnaje se tcastni 10 rytifid. Vime, Ze kdykoliv rytii A porazil rytife
B, pak pocet rytiii, ktefi porazili A, se¢teny s poctem rytiia, které porazil B, da
alespon 8 (¢ili in(A) + out(B) > 8, kdykoliv A > B). Ukazte, ze v celém turnaji
existuje pravé 40 trojcykli. (Hong Kong 1994)

Orientované grafy

Turnaj je jen specialni pfipad orientovaného grafu. Mohli bychom tedy ocekavat,
ze tvrzeni, kterd jsme dokazali pro turnaje, budou (pfipadné v néjaké lehce po-
zménéné podobé) platit i pro vSechny orientované grafy. Tak je tomu bohuzel jen
velmi ziidka. Uvédomme si totiz, Ze orientovanych graf je ve srovnani s turnaji
Hfakt hodné“. Specidlné mohou byt takové grafy nepfijemné ,Fidké“ (naptiklad na
kazdou permutaci se mizeme divat jako na orientovany graf). Spis nez pfejimani
tvrzeni proto bude fungovat pfejiméni metod. Pomoci fint, které jsme si osvojili
na Glohédch s turnaji, ted budeme zkouset Fesit tlohy na orientované grafy.

Priiklad 10. Hrany konvexniho mnohosténu jsou orientované jednosmérnymi Sip-
kami tak, ze z kazdého vrcholu vychazi a do kazdého vrcholu vstupuje alespon
jedna Sipka. Dokazte, ze existuje sténa, na které tvori Sipky cyklus.

(KMS gama, Romania TST)

Priklad 11. Devét mést je néjak pospojovano jednosmérnymi cestami, pfiGemz
z kazdého mésta vedou prave tii cesty. Také vime, Ze pokud vede pfima cesta z A
do B, pak urcité nevede prima cesta z B do A. Ukazte, Ze existuje trojice mést,
mezi kterymi muze Artus jezdit neustale dokola. (Ukrajina)

Priklad 12. Je déan orientovany bipartitni graf s partitami X,Y. V jednom
kroku vybere Amir vrchol a obrati orientaci vSech hran, které vedou z, resp. do
tohoto vrcholu. Ukazte, ze 1ze po kone¢ném poctu krokt dosdhnout stavu, kdy pro
vSechny vrcholy v € X plati in(u) > out(u) a pro vSechny vrcholy v € Y plati
in(v) < out(v). (frdn 2002)



Priklad 13. Kolem kulatého stolu sedi N rytifi. Na povel kazdy z nich na
nékoho ukaze (nikdo neukazuje na sebe). Dokazte, Ze umime rytifim nasadit na
hlavy prilbice tfi barev tak, Ze nikdo neukazuje na kolegu se stejné barevnou
prilbici.

Priklad 14. Z kazdého namésti ve mésté M vedou presné dvé jednosmeérné
ulicky. Dokazte, ze mésto miuze byt rozdéleno na 1014 ¢tvrti tak, ze ulicky ve-
dou vzdy jen ze ¢tvrti do jiné ¢tvrti a zaroven pokud vede néjaka ulicka ze ¢tvrti
c1 do ¢tvrti co, pak zddna ulicka nevede opacéné. (ARO 2002)

Priklad 15. Francouzska vyzvédna sluzba vyslala na Kamelot 16 $pehi. Kazdy
z nich sleduje nékteré své kumpany (pokud Speh A sleduje B, pak B nesleduje
speha A). Kterychkoliv 10 $pehii lze o¢islovat tak, Ze prvni $pehuje na druhého,
druhy na tretiho atd. az desaty na prvniho. Dokazte, Ze 1ze podobné ocislovat
i kazdych 11 $pehi. (Baltic Way 1994, 19/20)
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Navody

Turnaje
Navod 1. Jdéte po Sipkach a zkracujte.

Navod 2. Uvazte hrace, ktery vyhral nejvice zapasi. Ten je prvni. Dalsi kandi-
daty na polohrubéaky hledejte ve vhodnych podturnajich.

Navod 3. Sporem. Rozdélte republiku na dosazitelnou a nedosazitelnou ¢ést a
ukazte, ze obé obsahuji alespon 335 mést.

Navod 4. Uvazte nejdelsi cestu a pfipojte do ni vrchol, kterym neprochézi.
Navod 5. Uvazte nejdelsi kruznici.
Navod 6. Opakované aplikujte vysledek predchozi tlohy.

Navod 7. Pouzijte prvni vztah, nebo pocitejte dvéma zpisoby pocet trojne-
cyklu.
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Navod 8. Otocte Cervené hrany, nebo odvodte rekurenci, kterou spliiuje po-
sloupnost N!.

Navod 9. Ekvivalentné dokazujte, ze VA : in(A) € {4,5}. Pfedpoklddejte opak
a dtislednym rozebranim odvodte spor se zadanou podminkou pro vhodnou hranu.

Orientované grafy

Navod 10. Uvazte kruznici, ,uvnitt které“ uz zadna neni a ukazte, Ze to musi
byt sténa.

Navod 11. Dokazte nejdiiv existenci mésta A, ze in(A) > 3.

Navod 12. Navrhnéte algoritmus, ktery zvétSuje pocet ,spravné sméfujicich®
hran.

Navod 13. Ukazte existenci rytife R, Ze in(R) < 1 a postupujte indukeci.
Navod 14. V prvnim kroku obarvéte 2-okoli pomoci 13 barev.

Navod 15. Nejdiiv odvodte VA : 7 < in(4) < 8,7 < out(A4) < 8.



