Turnaje

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Kdo by nemél rad puntiky a éarky? A pravé jimi se v pfispévku budeme

zabyvat. Navic si ukdzeme, ze a¢ to tak na prvni pohled nevypada, jejich studium nam

muze byt i k néCemu dobré.
Vétsina matematickych obord je pomérné rozsahld a jejich studium se neda stih-
nout ani za par let, natoz na jedné prednasce. Proto si situaci uleh¢ime a pfi studiu
,puntika a carek*, kterym se odborné rika grafy, se zamérime jen na pomérné izkou
skupinu objektfi, tzv. turnaje. Ze nevite, o dem to mluvim a jak souvisi puntiky a
¢arky s turnaji? Na piednésce si ukdZeme nejen, Ze spojitost tam skutecné je, ale do-
zvime se o turnajich i spoustu zajimavych véci, na které bychom bez matematického
aparatu nikdy nepfisli.

Abychom si rozuméli

Definice. Kone¢ny orientovany graf G je uspofadand dvojice G = (V, E), kde
V' je libovolna neprazdna konefnd mnozina a F libovolnd mnozina usporadanych
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvktim mnoziny V fikdme vrcholy a prvkim
mnoziny E (orientované) hrany nebo také Sipky.

Graf G si muzeme predstavovat jako mnozinu puntik a mnozinu $ipek mezi nimi,
pri¢emz Sipku z vrcholu u do v kreslime pravé tehdy, kdyz (u,v) € E.

Poznamka. Definice orientovaného grafu nezakazuje, aby pro néjakd u,v € V
vedla Sipka obéma sméry. Dokonce muze Sipka spojovat jeden vrchol se sebou samym
(a tak tvofit tzv. smycku). My ale budeme pfedpokladat, ze tyto situace nenastanou.

Predstavme si, ze si v grafu G vybereme vrchol v. Pak mezi zbylymi vrcholy
existuji dvé skupiny, které jsou vzhledem k v ,zajimavé“. Zaprvé je to mnozina
vrcholi, do kterych z v vedou hrany. Témto vrcholim budeme fikat potomci vrcholu
v a jejich mnoZinu budeme znacit A(v). Analogicky budeme mnozinu vSech vrcholt,
ze kterych jdou hrany do v, znacit symbolem B(v) a budeme ji fikat rodice vrcholu v.

Déle miizeme definovat vstupni stupeil in(v) vrcholu v jako poéet rodi¢i vrcholu
v, tedy in(v) = |B(v)|. Obdobné definujeme vystupni stupeni out(v) vrcholu v jako
pocet jeho potomka. Tedy out(v) = |A(v)|.
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Definice. Cesta délky n v grafu G = (V, E) je posloupnost n po dvou raznych
vrchollt vy, va, ..., v, a hran (vi,vi11), 7 € {1,2,...,n —1}.

Definice. Cyklus délky n, nebo také n-cyklus v grafu G = (V, E), je cesta délky n
v grafu G sjednocend s hranou (v, v1).

Definice. Rekneme, Ze graf G je turnaj, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
vede Sipka. Formalnéji feceno, graf G je turnaj, pokud pro vSechny w,v € V,u # v,
plati, Ze bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E.

Definice. O vrcholu v v turnaji V fekneme, Ze je hrubdk, pokud in(v) = 0. Déle
o vrcholu v € V fekneme, Ze je Supdk, pokud out(v) = 0. Nakonec o vrcholu fekneme,
Ze je polohrubak, pokud v U A(v) U (UueA(v) A(u)) = V. Hrubdkem je tedy vrchol,
ze kterého vedou hrany do vsech ostatnich vrcholi, a tak se z néj da dostat do vsech
vrcholi grafu po nejvyse jedné hrané. Do Supdka naopak vsechny hrany vedou.
Polohrubak je pak vrchol, z néjz se da dostat do vSech vrcholii po nejvyse dvou
hranéach.

Na zahrati

Priklad 1. Neorientovany graf definujeme stejné jako graf orientovany, jen jeho
hrany nejsou dvojice usporadané, ale neusporadané. Usporadejte nasledujici mno-
ziny podle velikosti: mnozina vSech neorientovanych grafi na danjych n vrcholech,
mnozina vSech orientovanych grafii na danych n vrcholech, mnozina vSech turnaja
na danych n vrcholech.

Priklad 2. Ukazte, Ze v kazdém turnaji na 2k vrcholech, kde k je néjaké ptirozené
¢islo, je dvojice vrcholll u, v takové, Ze in(u) > in(v).

Piiklad 3. Ukazte, Ze v turnajich (a orientovanych grafech obecné) plati

Z in(v) = Z out(v).

veV veV

Priklad 4. Na planeté DL-27H je nenulovy sudy pocet portdlt, pficemZ mezi
kazdymi dvéma portaly vede teleport praveé jednim smérem. Lze se teleportovat tak,
7e kazdym teleportem ,proletime“ pravé jednou a skoncime u portalu, kde jsme
zacali?

Priklad 5. Ukaite, Ze v kazdém turnaji existuje cesta pfes vSechny vrcholy.
Priklad 6. Ukazte, ze pokud v turnaji neni hrubak, pak v ném existuje trojcyklus.

Priklad 7. UkazZte, Ze pokud v turnaji neni hrubédk, pak jsou v ném alespon dva
polohrubéci. Musi nutné existovat t¥i?
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Priklad 8. V mezigalaktické lize v pace soutézilo osm sildki. Kazdy soutézil s kaz-
dym pravé jednou a zadny zapas neskonéil remizou. Ukazte, Ze z nich lze vybrat ¢tyti
sildky A, B, C a D takové, ze A porazil B, C'i D, B porazil C i D a C porazil D.

(AoPS)

Pro chytré hlavicky

Definice 9. Rekneme, Ze orientovany graf je silné souvisly, pokud pro kazdé dva
jeho vrcholy u, v existuje cesta z v do v i z v do wu.

Definice 10. Rekneme, Ze orientovany graf je rozloZitelnyj, pokud lze jeho vrcholy
rozdélit do dvou neprazdnych podmnozin A a B takovych, Ze pro vSechna u € A a
pro viechna v € B plati, ze (u,v) € E.

Priklad 11. Hvézdna fiSe se sestava z 1001 planet. Kazdé dvé planety jsou spojeny
jednosmérnymi ¢ervimi dérami, a navic plati, ze z kazdé planety vychazi 500 cervich
dér a 500 jich v ni kon¢i. 668 planet pfitom tvoii autonomni republiku. Ukazte, ze
se z kazdé planety republiky da dostat na kazdou, aniz by bylo nutné republiku
opustit. (ARO 2004 10.6)

Priklad 12. Ukazte, Ze v turnajich plati

3 (@) = 3 (out(v))?.

veV veV

Pozor, v orientovanych grafech toto tvrzeni obecné neplati. (Putnam 1965)

Priklad 13. Ukazte, Ze pro libovolny turnaj G jsou nasledujici podminky ekviva-
lentni:
(i) G je silné souvisly.
(ii) G neni rozlozitelny.
(iii) V G existuje cyklus pfes vSechny jeho vrcholy.
(Variace na KMS 11 2008)

Priklad 14. Méjme turnaj G, ktery obsahuje n-cyklus. Dokazte, ze v G existuje
(n — 1)-cyklus. Reste pro ptipad n = 22%*! — 1, kde k je néjaké piirozené é&islo.

Priklad 15. M¢jme turnaj G, ktery obsahuje n-cyklus. Dokazte, ze pro kazdy
vrchol v daného n-cyklu a pro kazdé m = 3,4,...,n existuje v. G m-cyklus, ktery
obsahuje vrchol v.

Priklad 16. Dokazte, ze kazdy rozlozitelny turnaj se d4 zménou orientace jedné
hrany zménit na graf, ktery neni rozlozitelny.
(variace na A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.3)
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Priklad 17. Turnaj nazveme tranzitivni, pokud pro vSechna u,v,w € V takova,
7e (u,v) € E a (v,w) € E, plati (u,w) € E. Dokazte, Ze turnaj je tranzitivni prave
tehdy, kdyz neobsahuje zadny cyklus.

(A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.4)

Piiklad 18. Reste piiklad 4 pro piipad, Ze na planeté je lichy podet portald a
z kazdého portalu vede stejny pocet teleporti, jako do néj vchazi. Jak lze tloha
zobecnit pro obecné orientované grafy?

Priklad 19. PraSatko dostalo jako dérek n > 3 odislovanych bodu 1,2,...,n a
samym nadSenim se jalo mezi body kreslit Sipky dvou barev. Pfitom vysledek jeho
snahy splnoval tato pravidla:

(i) Z kazdého bodu vedla sipka do kazdého bodu s vétsim éislem.

(ii) Pokud z bodu A vedla cesta do B po Sipkéch jedné barvy, pak mezi stejnymi
vrcholy nevedla cesta druhé barvy. Kolika zptsoby mohlo PraSatko prikreslit
vsechny Sipky?

(ARO 2005 11.3)

Priklad 20. Mé&jme n > m > 3 a turnaj na n vrcholech, ve kterém neni m-cyklus.
Dokazte, ze 1ze jeho vrcholy ohodnotit ¢isly 1,2, ..., n tak, ze kdykoliv a > b+m —2,
pak vede hrana z vrcholu ohodnoceného ¢islem a do vrcholu ohodnoceného ¢islem b.

(USA TST 2009)

Zdroje

Ze zdrojua, které nejsou uvedeny vysSe u konkrétnich tloh, bych rad zminil prispévek
Pepy Tkadlece s ndzvem Turnaje a Orientované grafy. Z ného jsem vyrazné Cerpal
a jeho autorovi bych timto rad podékoval. Zbylé priklady jsou variace na znamé
véty, tvrzeni a problémy, které naleznete v kazdé druhé publikaci zabyvajici se teorii
grafi.
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