Turingovy stroje
| David Stanovsky

Kazdy z vas, kdo nékdy zkousel programovat, jisté narazil na to, ze nékteré pro-
blémy jsou snadné a nékteré tézké. A urcité mél kazdy z vas uz nékdy pocit, ze zrovna
ta tloha, co ted resite, je nefesitelna. Patrné to nebyla pravda a FeSeni se naslo, ale na
snadé je otazka: lze skuteéné na kazdy problém (ktery je mozné zadat koneéné mnoha
slovy) najit algoritmus? Asi pro vés bude pfekvapenim, ze odpovéd je zadporna. Kupo-
divu, nalezeni takového problému neni nijak zv1ast tézké. A i kdyZ se jedna o problém
trosku umeély, pomoci néj se ukaze neresitelnost mnoha praktickych tloh. Za vSechny
jmenujme pro nas asi nejpotésitelnéjsi vysledek, ze matematiky nikdy nenahradi po-
¢ita¢: na dokazovani matematickych vét totiz nelze sestrojit algoritmus.

Nejvétsi potizi, kterd na nas ¢ekd hned na zacatku, je presné vymezeni pojmu
algoritmus. Pokud chceme o né¢em dokazovat, ze to neexistuje, musime to mit napred
presné definované — jinak nam to kazdy $toural rychle naboii a dopadneme stejné
jako filosofové. Ale co to je algoritmicky FeSitelny problém? To co jde naprogramovat
v Pascalu? V C++7 V Assembleru? To co umi spocitat pocita¢ na nasem stole? Nebo
néjaky superpocitac¢ s gigantickou paméti? Tudy od pohledu cesta nevede, je tfeba
vymyslet néjakou abstrakci.

Zkusme néjak popsat vlastnosti algoritmu. Algoritmus je popsdn néjakym konec-
nym kédem, ktery vyuziva jakousi (potencidlné nekoneénou) vnéjsi pamét. Algoritmu
zaddme (koneény) vstup, nacez zacne béZet na ném zavisly vypocet popsany kédem.
Pokud se vypocet nékdy zastavi, sdéli ndm néjaky (konecny) vystup.

Na zakladé téchto vlastnosti se definuje Turingiv stroj. Stroj méa ¥idici jednotku,
kterd se miZze nachézet v jednom z kone¢né mnoha pfedem definovanych stavi, ne-
kone¢nou pasku a Cteci hlavu, kterd se umi po pasce pohybovat, umi z pasky ¢ist
a umi na pasku pséit pfedem definovana pismena. Dale m4 (koneénou) sadu instrukci,
které fikaji, co ma stroj délat, nachazi-li se v daném stavu a piecetl dané pismeno.
Nasleduje formalni definice stroje jakozto matematického pojmu.

Definice. Turingtiv stroj T je pétice (Q, F, qo, A,T), kde Q je koneénd mnoZina stavi,
F C Q je podmnozina koncovych stavii, qo € Q je pocdatecni stav, A je kone¢na abeceda
obsahujici specidlni prizdny znak ¢ a T je sada instrukci tvaru (q,a, M, a/,q/), kde
¢, ¢ €Q,a, a € A, M € {L,P,N}, coz interpretujeme jako ,nachazi-li se stroj
ve stavu q a precetl z pasky pismeno a, tak napiSe na pasku pismeno o', prehodi se
do stavu ¢’ a posune éteci hlavu o jedno pole ve sméru M (tj. vlevo, vpravo nebo
nikam)“. Vypocet Turingova stroje probihd tak, Ze na zacdtku je stroj ve stavu qo,
na pasce je napsan vstup, ktery obsahuje jen konecné mnoho znaki riznych od e
a nékam je nastavena ¢teci hlava. Poté stroj sleduje instrukce (méni stavy, ¢te, piSe
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a pohybuje ¢teci hlavou) az do té doby, nez se ocitne v koncovém stavu q € F. To,
co se v té chvili nachazi na pasce, je povazovano za vystup. Formalné zapisujeme
T (vstup) = vystup. To, Ze se stroj nékdy zastavi, zapisujeme T (vstup) |. Pokud se
stroj nikdy nezastavi, piSeme T (vstup) 7.

Mezi v8emi matematiky i informatiky na svété panuje shoda (¥ikd se tomu Chur-
chova hypotéza), ze problém je algoritmicky FeSitelny pravé tehdy, lze-li na jeho feSeni
sestrojit Turinguv stroj. Néjaké argumenty pro tuto hypotézu predvedu na prednasce
— je tfeba si uvédomit, ze pro jakykoliv program v bézném programovacim jazyku
mohu vymyslet Turingtv stroj, ktery déla totéz, a naopak, umim-li néco fesit Turin-
govym strojem, umim to také naprogramovat (tfeba v Pascalu).

Priklad. Na prednésce si zkusime sestrojit Turingovy stroje fesici mj. nésledujici

alohy:

1) Zdvoj zadané slovo.

2) Oto¢ zadané slovo.

3) Rekni mi, zda m4 zadané slovo sudou ¢&i lichou délku.

4) Rekni mi, zda se zadané slovo sklad4 ze dvou stejnych slov.

5) Pokud zakdédujeme p¥irozené ¢islo n > 0 v abecedé {e, 1} jako n+ 1 jednicek, se¢ti
dvé zadana cisla.

Druhou technickou obtizi, ktera nas ¢eka, je sestrojeni tzv. univerzdlniho Turingova
stroje. To je takovy stroj U, ktery umi simulovat vypocet kazdého Turingova stroje
T. Na vstupu je na pasku univerzalniho stroje napsan kéd s‘croje2 T a pozadovany
vstup v stroje T'. Vysledek vypoctu univerzalniho stroje je pak stejny, jako vysledek
stroje T' se vstupem v. Formalné muzeme vyslovit tuto vétu.

Véta. Existuje Turingtv stroj U takovy, ze pro kazdy stroj T a pro kazdy jeho vstup
v plati
Tw)T = UksdT,v) 7T & Tw)| = UkédT,v)="T(v).

Konstrukce univerzalniho stroje neni tiplné snadné a na prednasce bude predveden
navod, ktery vés (snad) pfesvédéi, ze to je mozné. Vypisuji odménu pul kilogramu
éokolady pro nejrychlejsiho autora (nebo autorsky kolektiv) funkéniho univerzdlniho
Turingova stroje.

A nyni se dostdvame do findle. Mé&jme nédsledujici problém (¥ikd se mu halting
problem). Chceme najit algoritmus, ktery pro kazdy Turingiv stroj 7' a libovolny
jeho vstup v zjisti, zda se T s timto vstupem zastavi. Tj. hledame stroj S takovy, ze

2Vzhledem k tomu, #e Turingtiv stroj je popsan koneéné mnoha znaky, neni problém najit
vhodny prepis instrukéni sady na pasku.
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S(kéd T, v) se vzdy zastavi a

S(kédT,v) =ano < T(v)] & SkédT,v) =ne < T(v)7.
Predpokladejme, Ze existuje. Pak ovSem existuje také Turingtiv stroj A takovy, ze
pro kazdy vstup v plati A(v) | pravé tehdy, kdyz U(v,v) 1 — staéi, kdyz A spusti
vypoéet S(kéd U, (v,v)) a v pfipadé zadporné odpovédi ihned skonéi, kdezto v ptipadé
kladné odpovédi pokracuje nekoneénou smyckou. Jenze potom plati

AkédA)| & UkSdAkédA)T <  AksdA) T

(prvni ekvivalence je definice A, druhd je definice U), ¢imz mame spor!

Prelozeno do feci bézného programétora to tedy znamend, ze nikdy nenaprogra-
mujete algoritmus, ktery by pro libovolny zadany zdrojovy kéd a libovolny vstup
toho programu fekl, jestli vypocet skon¢i nebo ne. Problém se vam muze zdat tro-
chu umély, ale pomoci néj se dokaze algritmicka nefesitelnost celé rady praktickych
problémi. Napriklad:

e (Gddel) Neexistuje algoritmus, kterému byste zadali populdrné feceno tvrzeni z te-
orie ¢isel (formélné Feceno tvrzeni v Peanové aritmetice), a on by vam odpovédél,
zda je tvrzeni pravdivé.

e (Matijasevié) Neexistuje ani algoritmus, ktery by umél fesit diofantické rovnice.

e (problém slov) Mame-li zadany néjaké rovnosti, pomoci kterych mtizeme symbo-
licky upravovat vyrazy, pak vétsinou neexistuje algoritmus, ktery by pro dva dané
vyrazy odpovédél, zda se rovnaji. Slovicko ,vétsinou®“ funguje tak, ze pro nékteré
soustavy rovnosti to funguje (napf. pro samotnou rovnost (ab)c = a(bc)), ale pro
naprostou vétsinu soustav algoritmus neexistuje.

e (Rice) Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné dva Turingovy stroje (v feéi
programatora: pro dva zdrojové kédy v né&jakém jazyce) odpovédél, zda podcitaji
totéz.

A jesté zajimavost na konec. Neni tézké dokéazat, Ze existuje Turinguv stroj T, ktery
pfi libovolném vstupu vypiSe sviij kéd, tj. T'(cokoliv) = kéd T'. I tento problém se da
vytesit, prekvapivé snadno, v kazdém bézZném programovacim jazyce. Kdo napise v
Pascalu program, ktery nemd Zddny vstup a na obrazovku wvypise sviy zdrojovy kdd
(bez pouziti disku a podobnych podvodii), bude pochvdlen pred nastoupenou jednotkou
(a moznd i néco dostane).
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