Tropicka geometrie

PEPA SvOBODA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s netradi¢ni a pomérné novou oblasti matematiky
— tropickou geometrii. Obsahuje zakladni tropické pojmy a techniky a naznacuje jejich
vyuziti v klasické algebraické geometrii. Kromé toho obsahuje fadu cviceni k lepsimu
pochopeni latky.

Tropické pocitani

Tropickymi ¢isly nazyvame obvykla redlnd cisla, ke kterym z formélnich divoda
priddme —oo. Na téchto cislech zavedeme dveé operace: tropické s¢itani "+ " a tropické
nasobeni " - ", za kterymi se neskryva nic jiného nez obvyklé maximum a s¢itani:
"¢+ y" = max{z,y}, "x-y" =z +y.

Priklad. Plati "1 4+1"=1,"1+2"=2,"1-1"=2,"0-1" =1, " — 00+ 5" = 5.

Poznamka. Tropické operace se v jistém smyslu dohromady chovaji podobné jako
obvyklé s¢itani s ndsobenim. Plati napfiklad, ze "a + (b 4+ ¢)" = "(a + b) + ¢"
nebo "a(b + ¢)" = "ab + ac". Prvek —co hraje obvyklou roli nuly, zatimco nula
hraje obvyklou roli jednicky. Zékladni odliSnost ale spociva ve faktu, Ze v tropickém
svété neni zddné odéitani — pro zadné ¢islo a # —oo neexistuje Cislo b tak, aby
"g 4+ b" = —oco. Proto se tropickym ¢&islim obvykle fika ,,semitéleso®?.

Cviceni. (Skolédktiv sen) "(z +y)"" = "z" + y"".

Tropické polynomy

Funkcim tvaru f(z) = ">, a;z'" fikdme tropické polynomy?. Pokud prepiSeme
tropické operace podle definice, dostaneme f(x) = max{a; +n -z}, coZ je maximum
z nékolika linearnich funkci — tedy konvexni, po ¢astech linearni funkce.

Piiklad. "0-2" ="2" =2, "1-2" =2+ 1, "32° — 222 + 2 + 3" = max{3x +
3,2x — 2,z,3}.

1Zatimco realnd ¢isla tvoii tzv. téleso.
2Formalné spravnéjsi je fikat ,tropické funkce“, nebot dva polynomy mohou odpovidat jedné
funkci, napt "z2 + = + 0" = max{2z,x,0} = max{2z,0} = "z2 +0".
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Definice. Kofen tropického polynomu f = Y g a;z" je takové ¢islo xg, ve kterém
se lame graf polynomu. Jinymi slovy to je ¢islo, pro které plati a; +ixo = a;+jzo pro
néjakd 0 < 4,j < n. Maximum vyrazu |i — j| pro takova 7 a j nazgvame nisobnost
kofene xg. Nasobnost kofenu tedy vyjadiuje, jak moc se graf zlomi.

Cvideni. Nakresli grafy polynomt "x3 + 222 + 3z + (—1)" a "2% + (—2)2? + 22 +
(=1)" a uré¢i jejich kofeny.

Cviceni. Tropické ¢islo zq je kofenem polynomu p(z) s nasobnost{ aspoii k, pravé
kdy? existuje polynom ¢(z) tak, ze "p(x) = (x + x¢)*q(x)".

Cvicéeni. Tropicky polynom stupné n mé pfesné n kofend, pokud je pocitdme
s nasobnosti.

Kazdy tropicky polynom stupné n se tedy da zapsat jako soucin n linearnich
polynomt, podobné jako komplexni polynomy. Naopak realné polynomy tuto silnou
vlastnost nemaji.

Tropické krivky

Zajimava situace nastane, pokud vezmeme tropické polynomy dvou proménnych x
a y a divdme se na kofeny téchto polynomi (tim opét myslime mista, kde se lame
graf polynomu). Dostaneme tak ,tropické kfivky“, podobné jako v klasické geometrii
dostaneme obvyklé rovinné krivky.

Priklad. Krfivka zadana polynomem x+y+0 je sloZzena z t¥ polopfimek vedoucich
z pocatku soustavy soufadné v zadpadnim, jiznim a severovychodnim sméru.

Cvideni. Vsechny kiivky "ax + by + c" maji stejny tvar. Rikdme jim tropické
primky.
Cviceni. (Nakresli si konika) Naértni graf kiivky "z2 + lzy + (=3)y*> +z +y +0".

Cviceni. Jak mohou obecné vypadat grafy polynomu stupné dva, tj. tropické ku-
zelosecky?

Pro kazdy polynom "P(z,y)" vyzna¢me v roviné body (i,j) pro vSechny jed-
nocleny z'y’, které se vyskytuji v polynomu P(z,y), dale spojme hranou ty body,
které odpovidaji jednoélentim, jejichz oblasti (mista, kde tento jednoélen odpovida
maximu) se v grafu k¥ivky dotykaji. Takto dostaneme dudlni mnohothelnik (dale
jen dudlnik) tropické kiivky.

Cviceni. Nakresli dudlnik tropické piimky a konika.

Cviceni. Jakym objektim v dudlniku odpovidaji vrcholy tropickych kiivek? Co
plati pro hranu k¥ivky a odpovidajici hranu v mnohothelniku?

Cvi€eni. Zkus najit metodu, jak nakreslit tropickou kfivku na zdkladé znalosti
jejiho dudlniku.
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Véta. (tropickd verze Bézoutovy véty) Necht Cy a Cy jsou kiivky stupné d; a da,
které se protinaji jen v konecné mnoha bodech a v zadném z vrcholii. Potom je pocet
pruseciki Cy a Cy roven dy - ds.

Dulezitym pozorovanim je, Ze sjednocenim dvou tropickych kiivek je tropicka
kfivka. Nasobnost pruseciku se poté definuje jako obsah odpovidajici oblasti mno-
hothelnika (coz musi byt rovnobé&znik). S timto uvédoménim se mizes sdm vrhnout
na dukaz Bézoutovy véty.

Uloha. Dokaz Bézoutovu vétu.

Z reality do tropi a zpét

Standardnim semitélesem v matematice nejsou tropickd, nybrz nezdpornéd realné
¢éisla. Predvedeme si, jak spolu navzajem souviseji: Pro kazdé ¢t > 1 vezméme funkci
z nezdpornych redlnych ¢isel do tropickych éisel, kterd ¢islu « ptifadi log,(z). Jde
o bijekci, inverzni zobrazeni prifadi tropickému ¢islu a nezaporné cislo t*. Zavedeme
na tropickych ¢islech operaci -; takovy, ze vezmeme odpovidajici nezdporna realna
Cisla, ta normalné vynasobime a podivame se, kterému tropickému ¢islu odpovida
vysledek. Tyto funkce prevadéji obvyklé nasobeni na tropické nasobeni:

a-1b=1log,(t" - 1)) = log,(t*) + log,(t*) = a+b = "a - b".
Nic podobného ale neplati pro séitani:
a+¢ b = log,(t* 4 t*) # max{a, b}.

Miizeme se nicméné podivat, co se stane, kdyz posleme ¢t do nekoneéna: BUNO
a = max{a, b}. Plati nerovnosti

a = log,(t*) < log,(t* + ") <log,(2t*) = a + log,(2).

Vidime, Ze nas vyraz je z obou stran sevien vyrazy, které jdou k a, sim proto také
jde k a = max{a, b}.

Podobnou metodou zaloZenou na funkcich (z redlné roviny do tropickych éisel)
zadanych jako (log, |z|,log, |y|) mizeme prevadét klasické kiivky na tropické. Zaji-
mavé je, Ze se tento proces da obratit — diky tomu mizeme pomoci jednoduchych
tropickych kfivek vytvaret a popisovat ,opravdové“ algebraické kiivky, coz je jinak
obtizny problém?.
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