Trojuhelnikové nerovnosti

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. V pfispévku si ukdzeme nékolik pozoruhodnych nerovnosti ze svéta troj-
thelnikt. Jejich dikaz je Casto trikovy nebo pouziva hlubsi znalost tématu, takze loh
bude malo, ale o to vydatnéjsich.

Geometrické nerovnosti je souhrnny nazev pro tlohy, ve kterych se dokazuje plat-
nost nerovnosti mezi geometrickymi veli¢inami (obvykle se jedné o délky tise¢ek nebo
velikosti thl). Pfi jejich dokazovéni je potfeba chytie skloubit znalosti z oblasti al-
gebraickych nerovnosti s poznatky z planimetrie. Proto patii tato problematika mezi

skytuji ve stfedoskolskych soutézich, a proto si jich zkusime nékolik vytesit.

Uloha. Mgéjme trojahelnik ABC, délky jeho stran ozna¢me a, b, ¢, velikosti odpo-

vidajicich thla «, B, v a polomér jeho kruznice opsané r. Dale 2s = a+b+ca S

je jeho obsah. Navic bod P je libovolny bod uvniti trojihelniku a di, ds, ds jeho

vzdalenosti od jednotlivych stran. Dokazte, Ze potom plati nasledujici nerovnosti:
(1) (Trojthelnikovd) a+b>c,b+c¢>a,c+a>Db,

3(ab+bc + ca) < (a+b+c)? < 4(ab+ be+ ca),

8(s —a)(s—b)(s—c) < abe,

ab(a +b) + be(b+ ¢) + calc+ a) < 48(s —a)(s — b)(s — ¢),

b-‘rz—a + c+2—b + a+2—c 2 3’

3a? + 3b2 — ¢ > 4/38,

(Weitzenbock) a? + b? + ¢? > 44/38,

(Finsler-Hadwiger) a? + b + ¢? > 43S + (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)?,

sin a + sin? 8 + sin? v < %,

sin « + sin 8 + sin-y > sin 2« + sin 23 + sin 2+,

(Odo) 27(b? + c® — a®)2(c® + a® — b?)2(a® + b — ¢?)? < (45)8, ABC ostrothly,

(Erdss-Mordell) 2(d; 4+ do + ds) < |PA| + |PB| + |PC|,

(Schreiber) dy + dg + d3 > 67,

(Neuberg-Pedoe) A%(—a?+b%*+c?)+B%(a®> —b*>+c?)+C?(a?+b*—c?) > 16ST,

kde A, B, C jsou délky stran néjakého trojuhelniku s obsahem T
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