Trojpomér v geometrii

| Ansa Lauschmannovd

Co to ten trojpomeér vlastné je?

Definice. Trojpomérem® bodu C piimky AB vzhledem k bodiim A, B nazyvame
¢islo (ABC) definované takto:

AC
(i) lezi-li C na tisecce AB, je (ABC) = — 1567

(i) lezi-li C mimo tsec¢ku AB, je (ABC) = 14l

Pro pevna A a B je kazdému bodu X # B na pifimce AB pfifazeno ¢islo
(ABX). Naopak, kazdému redlnému ¢islu A # 1 je jednoznaéné pfifazen bod X
na primce AB.

Uloha. Trojpomér je vlastnost usporadanych trojic.
(a) Nakreslete trojici bodt na pfimce takovych, ze (ABC) = 2 a uréete trojpo-
méry (BAC), (ACB), (CAB), (BCA), (CBA).
(b)  Urcete hodnoty zbyvajicich péti trojpomért pro trojici bodu A, B, C tako-
vych, ze (ABC) = \. Dokazte, ze pro kazdou uspofddanou trojici rznych bodit
X,Y, Z téze ptimky plati

(XYZ2)- (YXZ)=

(XYZ)+(XZY) =1

Uloha. Charakterizujte piipad, kdy pro trojpomér plati (ABC) < 0

Uloha. Zvolte piimku AB za &selnou osu s body A[0], B[1], X [z]. Naértnéte
graf funkce y = (ABX).

Uloha. Nechf jsou dany body A, B a ¢islo A # 1. Zvolme libovolnou piimku
AJ # AB prochazejici bodem A a povazujme ji za ¢iselnou osu, kde bod J od-
povida 1. Necht K je ¢tvrty vrchol rovnobézniku JABK. Oznaé¢me X pruseéik
pfimky AB s ptimkou KL, kde L je bod pfimky AJ se soufadnici A. Ukazte, ze
bez ohledu na volbu bodu J je (ABX) = A.

Uloha. Zkonstruujte pomoci pravitka a kruzitka bod X na pt¥imce AB tak, aby
platilo

(a) (ABX) =3
(b) (ABX)= -4

6Misto trojpomér se Gastéji ¥iké délici pomér, ale trojpomér je kratsi a libi se mi vic.
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(¢) (ABX)= 2
(@) (BAX) = ¥

Tvrzeni. (Zachovani trojpoméru pii promitani.) Trojpomér kazdé usporadané
trojice riznych bodt pfimky se zachovava pfi rovnobézném promitani této primky
na kteroukoli jinou pfimku a pfi stfedovém promitani pfimky na pfimku s ni
rovnobéznou.

Uloha. Nakreslete dvé tsecky AB, XY lezici

(a) na rovnobéZnych pfimkach

(b) na riznobéznych pfimkach. Zvolte bod C na piimce AB a pfifadte mu bod
Z ptimky XY tak, aby (ABC) = (XY 2).

K ¢emu ten trojpomér vlastné je?

Mgjme trojihelnik ABC a t¥i body A’, B’, C' na piimkidch a = BC,b = AC,c =
= AB, které nesplyvaji s vrcholy A, B, C. Plati nasledujici tii véty:

Véta. (Menelaova) Body A’, B’,C' lezi na jedné pfimce pravé tehdy, kdyz plati
(BCA"(CAB')(ABC") = 1.

Véta. (Cevova) Primky AA’, BB',CC’ prochéazeji jednim bodem nebo jsou rov-
nobé&zné pravé tehdy, kdyz (BCA')(CAB')(ABC') = —1.

Véta. (Van Aubelova) Necht se pfimky AA’', BB', CC' protinaji v bodé P. Pak
plati (AA’P) = (ACB’) + (ABC").

Cevova véta méa nejvic jednoduchych dusledkt. Urcité T¢€ uz nékdy napadlo, Ze
je divné, ze téznice, vysky i osy thlia se vzdycky protnou v jediném bodé. S pomoci
Cevovy véty se to da snadno dokézat.

Jak lze scitat body?

Definice. Vektor v prostoru si budeme predstavovat jako Sipku, ktera ma dany
smér a velikost, ale miizeme pro ni zvolit libovolny pocatecni bod. Je-li dana néjaka
soustava souradnic, umistime pocatek sipky do pocatku souradnic. Koncové body
sipky potom urcuji soufadnice vektoru. MiZzeme tedy psat v = (vy, ve, v3).

Dilezité je, ze vektory umime sc¢itat. Pomoci soufadnic se to udéla snadno,
prosté se¢teme jednotlivé slozky, u+ v = (uy + vi, uz + v2, uz + v3).” Nakreslime-
li sipku v tak, ze zacind v koncovém bodé Sipky u, je u + v Sipka z pocatecniho
bodu u do koncového bodu v.

"Misto soudet vektort ¢asto také ¥ikame linedrni kombinace.
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Vektory umime také nasobit realnym ¢islem® — prosté tim ¢islem vynasobime
jeho délku a zachovame jeho smér. V soufadnicich plati, ze A- v = (Avy, \va, Avs).

Vsimnéte si, Ze vyraz [x1,xe, 3] oznacuje soufadnice bodu X, zatimco vyraz
(21, T2, x3) znaéi souradnice vektoru x.°

Priklad. (Operace s body) Stfed S usecky AB mé soufadnice s; = ‘“T*bi, kde
1=1,2,3, ¢l S = #. Toto je specialni pripad nasledujiciho tvrzeni pfi volbé

— _ 1
061—062—5.

Soustava rovnic
X =aA+ (3B

a+p=1,

(prvni rovnice je struénym zapisem tii rovnosti v soufadnicich), uréuje pfimku
AB. Podobné plati, Ze bod X lezi v roviné uréené body A, B a C pravé tehdy,
kdyz existuji ¢isla «, 3, takova, Ze

at+f+y=1

X =aA+ B +~C.

Tvrzeni. (Zadani bodu jako souétu bodi)  Zvolme si body A; a ¢isla «;, kde
1=1,...k. Bod definovany rovnosti

X =141+ Ao+ + o Ai
je definovan nezévisle na volbé soustavy soufadnic pravé tehdy, kdyz
a1 +as+ -+ ap = 1.

V pripadé, ze pro vSechna «; plati 0 < a; < 1, mluvime o konvexni kombinaci
bodi. Zkus si rozmyslet, Ze vSechny konvexni kombinace dvou bodi A a B tvori
usetku AB a vSechny konvexni kombinace t¥i bodi A, B a C tvoii (vyplnény)
trojuhelnik ABC'. Mnoziné v8ech konvexnich kombinaci bodu A; ¥ikdme konvezni
obal téchto bod; je to nejmensi konvexni utvar, ktery vSechny tyto body obsahuje,
tedy utvar obsahujici vSechny body, které lezi ,mezi“ zadanymi body A;.

S¢itani bodi 1ze velmi vyhodné vyuzit k hledani téZist rtiznych objektt. Uka-
Zeme si to na dvou jednoduchych prikladech:

8V tomto kontextu se &islim ¢asto iika skaldry.
9V matematické hatmatilce se prostortim, ve kterjch existuji jak body, tak vektory, Fika
afinni prostory.
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Véta. (O tézisti trojuhelnika) TéZnice trojuhelnika ABC' se protinaji v jednom

bodé T, kterému fikame tézisté. To déli kazdou téznici v poméru 2 : 1 (pocitano
od vrcholu k jeho protéjsi strané). Plati

_A+B+C
-

T

Véta. (O tézisti ¢tyfsténu)  Téznice Ctyisténu ABCD se protinaji v jediném

bodé T, kterému fikame tézisté. Toto tézisté déli kazdou téznici v poméru 3 : 1
(pocitano od vrcholu k protéjsi sténé). Plati

_A+B+C+D

T
Teézisté je stredem kazdé tsecky, jejimiz krajnimi body jsou stredy dvou protileh-

Iych hran ctyisténu.

Priklad. (Dalsi operace s body) Vektor z bodu A do bodu B mé soufadnice
v; = b;j—ay, Cili AB = B— A. Pfivolbé a; = 1, as = —1 to je specidlnim pfipadem
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. (Zadani vektoru jako sou¢tu bod.) Necht A4; jsou body a «; jsou ¢isla.
Vektor definovany rovnosti

Vv =ua141 +aAs + -+ Ay

je definovan nezavisle na volbé soustavy soufadnic praveé tehdy, kdyz

o1 +oag+ -+ o =0.

Uloha. Je dan trojthelnik ABC. Zapiste ptilici bod C* téznice t¢ jako linedrni
kombinaci bodi A, B a C.

Uloha. Je dan ¢tyistén ABCD. Napiste rovnici téznice £ 4.
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Vektorovy pohled na trojpomér

Tvrzeni. (Rovnice bodu s danym trojpomérem.) Necht jsou ddny body A a B
a ¢islo A # 1. Potom existuje pravé jeden bod C takovy, ze plati (ABC) = \. Lze

jej zapsat ve tvaru

1 A
C_—l—)\A_—l—)\B'

Véta. (O prisediku vysek) Vysky trojiuhelnika ABC se protinaji v jediném bodé
V. Je-li navic O stfed kruznice opsané tomuto trojiuhelniku, plati

V=0+A-0)+(B-0)+(C-0).

Véta. (O Eulerové piimce) Necht T je tézisté trojihelnika ABC, V a O jako
v piedeslé vété. Pak body O, T a V' lezi na jedné pfimce a plati, ze |OT| : |[TV| =
= 1:2; jinymi slovy, |(OVT)| = 1.

Literatura

Prvni a druha cast vychazeji z poznamek Libora Barta na téma Geometrie
trojuhelnika a ¢tyruhelnika. Pokud Té zaujala ¢ast tfeti, doporucuji Tvé pozornosti
prednasku Martina Fraase vénovanou barycentru; oba textiky najdes v knihovné
na nasich strankéach.
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