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Jakub Oprsal

Obecna topologie je jedna z obecnéjsich matematickych disciplin. Co se historie
tyce, tak vznikla postupnym zobecnovanim z matematické analyzy redlnych cisel
pres metrické prostory. Pristup, o ktery se pokusim na této prednasce bude trochu
netradiéni, nebot pijdu od lesa a tedy zacnu od obecnéjsich principi.

Definice. Mgéjme prostor X, (topologickym) uzdvérem rozumime operaci
ktera kazdé pomnoziné A C X priradi jeji uzaver A C X, ktera splnuje:
(i) 0=0
(ii) A
(i) A < (@)
(ivi AUB=AUB
Prostoru X pak fikame Topologicky prostor.
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Topologicky uzavér mnoziny A lze intuitivné chapat jao mnozinu vSech bodu, které
maji k A ,blizko“. Prvni axiom pak Fika ,k préazdné mnoZiné nemé Zzadny bod
blizko“, druhy, ze ,,vSechny body A maji k mnoziné A blizko*“. Tteti pak ,body,
co maji blizko k bodtm, co jsou blizko A, jsou blizko k A“ — tento axiom je asi
nejmin intuitivni, ale pokud ho vynechame dostaneme néco jiného nez topologicky
prostor. Posledni pak ,body, co maji blizko k A U B maji blizko bud k A, nebo
k B“.

Definice. Mnozinu A C X nazveme uzavienou, je-li shodnd se svym uzdvéfem.
Tj. A = A. Mnozinu A nazveme otevienou, je-li dopiikem uzaviené, tj. X \ A =
=X\ A

Lemma. Plati B = A pravé kdyz B je priinik vSech uzavienych mnozin obsa-
hujicich A.

Véta. Je-li X prostor a A, B uzaviené mnoziny pak

(i) 0 a X jsou uzaviené
(i) AU B je uzaviend
(iii) Jsou-li A; uzaviené mnoziny pro i € k, pak (., A; je uzaviena.

Obdobna véta plati i pro oteviené mnoziny. Vlastné ve skutecnosti je tato véta
definice topologického prostoru, takZe abyste si rozumnéli s ostatnimi matematiky
uvedu jesté jednu definici:

Definice. (Obvykla definice topologického prostoru)  Topologickym prostorem
Rozumime prostor X a systém 7 nékterych podmnozin X, Ze spliiuje:

i)0eTaXeT
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(iil) ABeT -ANBeT
(iii) Jsou-li A; € T proi € k, pak |J,.,. Ai € T.

Mnozinam z T pak fikdme oteviené mnoziny.

1ER

Lemma. Mnozina A C X je oteviend pravé kdyz pro kazdy jeji bod x existuje
otevirend mnozina U,, ze x € U, C A.

Piiklad. (Diskrétni prostor) Uvazme uzavér A = A pro kazdou podmnozinu X,
kde X je tedy libovolnd mnozina. Pak vSechny mnoziny jsou uzaviené a vsechny
mnoziny jsou oteviené. A z intuitivniho popisu mame kazdy bod je od libovolné
mnoziny ,daleko“ (pokud neni v ni). Tomuto prostoru se ¥ika diskrétni, nebot
sestava s oddélenych (tzv. izolovanych) bodi.

P¥iklad. (Indiskrétni prostor) Naopak, je-li A = X pro kazdou podmnoZinu
X, pak intuitivné vSechny body maji k libovolné mnoziné ,blizko“, uzaviené a
oteviené mnoziny jsou pouze dvé a to ) a X.

Piiklad. (Sierpinského prostor) Dalsi priklad je jeden z ,divnéjsich“ prostori.
Mnozina X je dvouprvkové {a,b}, pritom definujeme uzavér {a} = {a} a {b} =
= {a,b}. Ostatni hodnoty mame jasné. Z intuitivniho hlediska pak bod a ma
,blizko“ k bodu b, ale bod b nema blizko k bodu a.

Jesté si povime o tom, co je to spojité zobrazeni. Intuitivné asi spojitou funkci
v realnych ¢islech chapes jako ,¢aru, ktera se da nakreslit jednim tahem“. Bohuzel
ani tato intuitivni pfedstava ndm nepomuze v pochopeni toho, co je spojita funkce.
Mnohem pfesnéjsi je ,,zobrazuje body, co jsou blizko, na body, co jsou blizko*“. Jak
by to ale vypadalo formélné? S trochou pfedstavivosti snad:

Definice. Jsou-li X,Y dva topologické prostory a f: X — Y zobrazeni. Rek-
neme, ze f je spojité pokud pro kazdou A C X plati:

f[A] € F1A]

Abychom zabréanili takovym zvlastnim pi¥ipadiim, jako jsou posledni dva pii-
klady (Sierpinského a indiskrétni prostor), tak se zavadéji rizné oddélovaci axiomy.
Z nich uvedu jen dva (téch nejbéznéjsich je pét a znadi se Ty, T1,. .., Ty, vétsina
z nich m4 jesté rozumnéjsi jména, krom téchto jsou jesté nékteré  mezi“ a to KC
a T:,)% )

Definice. (T; prostor) Prostor je Ty je-li kazda jednoprvkovd podmnozina uza-
viena.
Tvrzeni. Kazdy koneény T; prostor je diskrétni.

Tedy zajimavé jsou praveé nekonecné prostory z nich zkusim uvést a vysvétlit
(jestli se k tomu na pfednédsce dostaneme) jeden piiklad, ktery mé velky vyznam
v Topologii a ktery je také velmi dobfe znamy i tak.
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Definice. (Cantorovo diskontinuum)  Nosnd mnozina Cantorova diskontinua C
je {0,1} (mnozina vsech nekonecénych posloupnosti nul a jednicek). Topologii na
tomto prostoru popiSeme otevienymi mnozinami. Oteviené jsou prvné mnoziny
vSech poslopnosti, které se na danych konecné mnoha pozicich shoduji s danou
posloupnosti (mame-li o;,,...,0;, € {0,1}, pak do oteviené mnoziny U patfi
vsechny posloupnosti, které maji na pozici i; hodnotu o;; pro kazdé j. A déle jsou
oteviené vSechny sjednoceni takovych mnozin.

Definice. (T3 aneb Hausdorftiiv prostor)  Prostor nazveme Ts neboli Hausdor-
tfiv_pokud pro kazdé dva body z,y existuje oteviend mnozina U, ze v € U a
y¢U.
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